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1 はじめに  

本稿では，Hansen（1992a）で扱われている共和分ベクトル（行列）の安定  

性の検定問題，言い換えれば構造変化の検出問題について考察する。変化時点  

は一時点に特定せず，ある程度の幅をもって考えることとする。これは，Perron  

（1989），ZivotandAndrews（1992）で扱われているトレンドの変化の下での  

単位根の検定とは異なることを注意しておく。  

研究の動機は以下の通りである。  

1．Hansen（1992a）において共和分ベクトル（行列）の推定に用いられてい  

るfullymodifiedestimationによる推定量の漸近分布は，実際には確定的   

トレンドが存在する場合は非常に複雑で扱いにくい。  

2．構造変化時点を一時点に特定しない場合のSupF型の検定は有用か。  

3．SupF型の検定統計量のもととなる統計量に，Hansen（1992a）で用いら  

れている型のワルド統計量は用いることができない。   

後に詳しく示すようにHansen（1992a）の結果は誤っているにも拘わらず，  

最近の文献にも数多く引用されている（BaiandPerron（1995）等）。またfully  

modifiedestimationと類似したcanonicalcointegrationregressionについて  

は，Choiet al．（1995）を参照されたい。問題は的確に把握されており，間遠  
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いはないようである。   

共和分関係の問題の定式化は，  

1．VARモデルで考える（Johansen（1988，1991）等）。  

2．後述の（24）（StockandWatson（1993）等）。  

3．後述の（24）の多項式の次数を無限として，推定の際にはrに従って次数を  

あげていく（Saikkonen（1991）等）。  

などがある。fullymodifiedestimationおよびcanonicalcointegrationregres－  

sionは，上記のような定式化することなしに解析を行うものである。ここでは  

Stock andWatson（1993）に従うことにする。   

本論文の構成は以下の通りである。まず2節でfullymodifiedestimationの  

問題点を指摘する。次いで3節では，構造変化の検定について考える。当初は  

検定の棄却域もシミュレーションにより計算し同時発表する予定であったが，  

事故のため棄却域は別途発表することとした。本研究の理論的な結果は比較的  

容易に導くことができ，むしろ棄却域の計算の方が重要であることは承知して  

いる。本稿の出版までには計算は終えているので，ご希望の方は著者までご連  

絡いただきたい（e－mail：honda＠shakai．social．tsukuba．ac．jp）。  

2 確定的トレンドが存在する時のfu［ly modified estimationにつ   

いて   

それぞれの推定法において確定的トレンドが存在する場合は，〃1）過程の差  

分から定数，確定的トレンドを除く必要があるが，Hansen（1992a，b）はその  

detrdndingの影響を見落としているため，それらの論文中に与えられている共  

和分ベクトル（行列）の推定量の漸近分布は誤ったものである。ここではHaIl－  

Sen（1992a）に従ってfullymodifiedestimationの場合を取りあげる。Hansen  

（1992a）は頻繁に引用されているので，やや詳しく解説する。これ以降主とし  

てHansen（1992a）の記法に従うことにする。問題は説明変数に適当なトレン   
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ド関数をとり，共和分ベクトルの一部を無視すれば解決される。   

まずモデルの定義を行う。  

3  

釣＝AJf＋㍑‖，   r＝1，2，．‥，T，   

ただしAはタフ71×（♪1十〃て2＋♪2）の未知行列，弟＝（∬′1わ ∬′2f）′で，句点．ユ最は  

それぞれ  

Jl～＝血亡   

J2′＝〟1々‖＋〃2々2f＋Jぎ才  

∬ぎど＝エ星巨1＋z・‘2f  

（2）  

と定義される。ただし‰＝（1∠…′pl‾1）および々2と＝（′卯…′卯坤2¶1 ）とし，ま  

た本稿の目的は細かな申則条件の追求にはないので，拘＝（〟′1わZ′′2亡）′は（”和十  

〃？2＋カ2）次元の強定常過程とし，以下の漸近理論が成立するために必要な条件  

はすべて成立するものとする。   

次に行列n，A，nll．2，A⊇1を定義する。これらの一致推定量を得る事は可能で  

あるが，相関が強い場合はこれら正確な推定は困難であることが予想される。  

詳しくはAndrews（1991），Andrews and Monahan（1992），Hansen（1992  

d）等を参照されたい。  

β11β12  

島1銭2  

r71  

β＝1im∑∑E（乙／ざZJ‘′）＝  
r→00fニlぶ＝1  

7、‘  

d＝1im∑∑E（z′′ぶZイf′）＝  
r→（力士＝1β＝1  

（3）   

β11．2＝β11－β12J㌫1偽1 ノ1ざl＝山21一皿22肱1良1  
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それぞれの一致推定量を，n，A，nll．2，ゐlと書くことにする。 ノヽ′ヽ′ヽ  

ここで非定常時系列の研究でよく用いられる以下の事実に注意しておく。極  

限はT→∞の場合を考えるものとし，以下すべて同様とする。まず坑＝∑き＝1乙′J  

とおく。  

弄恥声劇中（β1′β2′）′≡釧（β）  

与【孝’n〟；＋1→frβむ狼′＋夙  

ここで＝＝⇒はβ［0，1］と屈の適当な直積空間での弱収束，［α］はα以‾F  

の最大の整数，およびβ〟（n）は分散nの多次元のブラウン運動とする。弱収  

束についてはBillingsley（1968），Pollard（1984）を参照されたい。また（5）の  

結果は，utがmartingaledifferenceである場合はChanandWei（1988），よ  

り一般の場合についてはHansen（1992c）により証明されている。   

ここでトレンドが存在する場合のfully modified estimationによる未知行  

列Aの推定量A－を定義する。  

-1 

舟＝如眈（0ノ柚（畠∬ヰ  （6）  

ノヽノヽ ただしパ＝英一Q12n㌶亀fとする。この砲fは，△範亡＝栽‘一端，トーをOLSにより  

以下のようにdetrendingして得られたものである。  

詑2亡＝』∬2仁一〃dl』点1オー〝d2∠ゴ毎亡  
（7）   
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ただし△点．亡＝（1，′，…，オp卜2）および△ゐ2と＝（fタ1‾1，．‥，才虹2）と定義し，  

ノもrはそれに合わせて〃∫を定義しなおしたものとする。   

っまりALr2tのOLSによるdetrendingによりu2tの推定を行うのであるが，  

先にあげた論文は〟2fを砲fで推定することの影響を見落している。∑威2f』鮎＝  

0ということからもうかがえるが，その影響は無視できない事を以下で示す。  

その前にいくつかの準備を行う。   

まずトレンド関数の基準化のための行列∂．rを定義する。  

81T＝diag（1，T－l，…，T‾Pl＋1） 82T＝diag（TvPl，…，T‾pl‾P2’1 ）（8）  

8T＝diag（1，．．．，T－Pl～P2十l ）  

また烏と＝（カごと紘）′かつ々（γ）＝（1，γ，…， γ折♪＝ ）＝（々1（け，カ2（プ′）′）′と  

おくと，  

（9）  ∂T毎r】＝＝⇒妬′）   

が成り立つことに注意しておく。次にれの基準化のための行列rr，r2rを定義  

する。  

差r＝（（仇≡豊芦ヲ設′斤 ）  

n＝（w完読l  

ただし几⊥は，為に直交するランクが乃？2の（♪2両刀2）×タ㌢Z2の行列とする。そし  

てr・－・による弟の基準化の結果は次のようになる。   
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∂1r血【rr】  

伽】（認諾鷲崇語）→（憲3，）＝ガ（γ）  

与鴫抽′几′→Jl紳）対γ）′dγ  

ただしl鶴（γ）＝（〟′2⊥β22〟2⊥）‾1′2〃んβ2（γ）…β〟（∫研2）とする。上の  

上1ズ（γ）ガ（γ浄は正則であることを指摘しておく0   

以上の準備の下でATの漸近分布に対する弛亡一品亡の影響を調べる。まず  

貞一－Aを基準化した上で表現しなおすことにする。  

ノア（舟－A）芹1  

-1 

＝弄畠i（紬′一点2底摘記ト（0ふ）可争㊨融サ  

＝弄真（（裾J亡′－β12飢2f∬亡′ト（0瓜）   

十（血2J㌫1一点2虚妄1）紬′＋盆2飢抽′－如亡′））   

×帯（左肩匝′甘  

（1心  

となる。最後の式の（）の中の最初の二項は，Hansen（1992a）の定理1（e）  

で評価されているので，問題は第三項，第四項である。第三項が0♪（1）であるこ  

とは容易にわかるので，これから第四項，すなわち  

晶2金満煎紬一房2f）∬亡′n  （15）   
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を評価していくことにする。この項は，Hansen（1992a，b）においては無視可  

能とされている。N方Choietal．（1995）では，説明変数に十分な次数のトレ  

ンド関数をとり，範の係数のみ考慮しているので問題ない。   

評価のため第四項を都合のよい形に書き直すことにする。ゐ12点詔はnヱ2n詔  

置き換えて差し支えないので，今後はそのようにする。  

∂1r点1亡  

砧＝（（法認諾 
／トー斤ご′一寸仇‥ノ／」l」八一．  

）  

を用いると，第四項は以下のように書ける。  

β12鴫如咄侮（（芳霊長弐葱器 
）（18）  

一般の場合も全く同様なので，簡単のためこれ以降△烏‘＝（1，りおよび々と＝  

（1，t，t2）とする。ここでdependentvariableの中心極限定理と簡単な計算  

から，  

（良一叫㌔′2㌔′2）→Z  

もわかる。Zは（椚2＋カ2）×2の退化していない正規分布確率変数行列である。  

このとき  

r （氏一几）（＝』刷∂r  
f＝1  

（20）   
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＝（良一叫㌔′2㌔′2）（Tl井2）  

×畠＝（叫 
喜そ1ヱ2）  

＝＝争Z（1き2壬‡…壬～…）  

がわかる。また  

（良一几）畠与』点描⊥島2∫ち⊥）‾1′2〃言⊥泌  
提1）  

71‾：1ノ2   

0  

Tl／2   0  

0  r3／2  （  

＝（良一几）   

×真（；）  
（（〟；⊥品2〟ら⊥）‾1ノ2ノ芳⊥∬ぎf）′  

⇒Z上1（レ・）′噺′）′か   

も成立する。以上によりdetrendingによるl［2tの推定の影響は無視可能でない  

ことがわかる。また結果としてあらわれてくる分布は複雑で扱いやすいとはい  

えない。従って本節で扱ったような確定的トレンドが存在する場合における統  

計的な解析には，若干の注意が必要であることがわかる。またここに述べた事  

実を無視して提案された検定は，帰無仮説の下での極限分布を誤って特定され  

ている。  

3 構造変化の検定統計量   

変化時点を特定しない構造変化の検定に関しては，ある程度の定常性を仮定   
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した場合についてはAlldrews（1993）に包括的な議論が与えられている。I（1）  

過程を含んだ線形非定常モデルの場合についてはHansen（1992a）で扱われて  

いる。それ以外の文献についてはBaiandPerron（1995）等を併せて参照され   

たい。   

本節ではHansen（1992a）で扱われている共和分ベクトル（行列）の構造変  

化の検定問題を考える。構造変化が存在しないという仮説を帰無仮説にとる。  

Perron（1989）およびZivotandAndrews（1992）らの扱っているのは，構造  

変化（確定的トレンドの変化）の下での単位根の検定であり，ここで扱う問題  

とは異なっている。StockandWatson（1993）はその一部で構造変化の時間を  

特定した上で同様の検定問題を扱っているが，検定統計量の構成に誤りが見ら  

れる（説明変数の取り方が不適切）。そこでは得られた推定値は構造変化の存在  

を示唆し，構造変化がないという帰無仮説は棄却されると予想されるにも拘わ  

らず，帰無仮説は受容されている。検定統計量の構成の誤りもその一因かと考  

えられる。またHansen（1992a）は前節で指摘した問題により，帰無仮説の下  

での検定統計量の漸近分布を誤って特定している。   

まず問題の定式化からはじめることにする。（1）を以下のように書き直す。こ  

こで1≦S≦rとしておく。  

（22）  的＝Alぱ1f＋A12エ2‘十乙′亡，  ′≦5   

＝A21J＝＋A22ヱ・2f十狛，   ∠＞S  

（1）以外は前節と同一する。このとき帰無仮説島と対立仮説瑞は，  

（23）  
〃0：A12＝A22  VS． 〃1：A12幸A22  

となる。ここで次の仮定を加える。P2≦1を除けば，基本的にStockandWat－   
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son（1993）のAssumptionBと同じ仮定である。  

仮定：♪2≦1かつ次数の上限点既知の多項式d（〟）＝∑た一点血∫が存在して，  

祝＝＝d（エ）払＋仇 かつ〈〃f〉と（的～〉は無相関と表現できる。  （24）   

canonicalcointegrationregressionとfullymodifiedestirnationの長所は，  

ARモデルの仮定や上のようなある意味で人為的な仮定をおかずにOLSを少  

し修正した形で擾乱母数が容易に消去でき，推定，検定が行えるというもので  

ある。   

本題に戻ると，時刻5が特定されていればワルド検定を用いて検定すること  

がまず考えられる。しかしここではSを一時点に特定せず，ある範囲，例えば  

区間［7l，73］にあることのみが想定されるという場合について，Andrews  

（1993）あるいはHansen（1992a）で考察されているいわゆるSupF塾の検定  

を考えていく。以下で扱う場合は，Sup Wald塾という方がより適切であろう。  

このSupF型の検定統計量は，変化時点が特定される場合に時点を決めて行う  

検定より明らかに検出力は劣る。また変化時点を［0．20，0．80］程度にしか特  

定しない検定もあまり意味がないのではないかと思われる。ここでは検定統計  

量を捷案し，理論的な解析をおこなう。帰無仮説の下での検定統計量の漸近分  

布の導出等は決して困難ではなく，標準的な議論によることを述べておく。   

検定統計量を構成するために（23）を次のように書き直す。  

釣＝（＆g亡十∂点々‖＋∂ズ∬2f）J（才≦S）＋A菌＋A々点1‘＋A㌦2f＋〃亡  ㈲  

ここでz亡は〈△鞄，トど〉からなり，（2毎，トJ〉 と 〈々1，トf〉の有限の線形結合からな  

る。また仮定では，＆＝0であるが，この項を入れて検定統計量を構成すること  

にする。もっともよく考えられるのは，烏1f＝1，烏2f＝どの場合であろう。   
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ここで帰無仮説瑞と対立仮説玖は，  

月ら：∂ズ＝0  vs．．杭：∂ズ幸0  

となる。この問題に対するワルド検定丁場を構成し，  

（27）  航   
rlr2   

を検定統計量とする。了1，右は問題により適宜設定される。SupF型の検定の  

漸近分布の導出の際に普通行われるように，  

r＝［7七］， 罰＝［丁射， および 5＝［rγ北α≦γ≦占）  （28）  

としてT→∞の極限を考えていく。いろいろな表現が可能であるが，ここでは  

前節の議論の修正でしめすので簡潔に述べることにする。はじめに説明変数の  

基準化を行い，次いで検定統計量の漸近分布を導く。   

まず♪2≦1仮定よりある行列刀もが存在して  

z亡＝Z9十斑点1f  

と書けることに注意する。ここでz9は〈的，トf）からなる。次に必要な記号を定  

義する。  

乙＝（zl，為，…，ゐ）， 品＝（ゐ．1，…，Zr）   
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ZP，Ⅵ，瓜，晶，忍，抗，晶，品等の定義は明らかであろう。基準化行列は  

肴は，  

肴＝ （弛  

（喜写真）軒㌘3）賞＝し㌦呂）  

と定義される。説明変数行列を   

）
 
 

ぷ
ぷ
 
 

都
燭
 
 

ぷ
0
 
 

都
0
 
 

㌫
蓑
 
 

0
 
 

′
／
し
 
 
 

こ
 
 
 

斉
 
 

（31）  

と書く。すると  

′ 
猪又香→ 

（刀と′う且Pγ））  
（32）   

神）＝（；二芸：7′≡：） 
鈷）＝（  

が成立する。∑gはある正値対称行列である。   

次に（坑Vち）g′P′T／√宇の評価を行う。まず  

Irざ】  

∑ぴf＝＝⇒βぴ（∫）…β〟（β。）  
f＝1   

【r封  

∑乙ノfZP’＝＝⇒β㍑（ぶ）（vecβ乙，Z…β〟（β㍗ヱ）  
ト＝1  

に注意する。仮定より夙と 昭は独立である。前節と同様にすると  
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青（Ⅲ）度′貰  
（33）  

ご…∴ －∴∴－ニ∴∴■‾∴＿こ‾‥：＿・－ェ   

＿‾－・‥二  

＝（F（JうIC（ノう）  

の成立がわかる。従って  

ノア（（♂ヱAl♂々ざ∫月々Aズト（揖gl∂彪∂』々A∬））斤1  

→（瑚G（r））（β∑γ）且P7′））…1   

（34）  

となることがわかる。簡単のため（34）の左辺をJア（Å一月∂）斤1と書くことに  

する。㌫が問題なので，月＝（000JO O）′とおくと，月差r＝肴月より  

ノア（Å－A♂）斤指1＝ノア（Å↑ん）肴1月  

が成立する。J∋むをnぴの一致推定量とすると，ワルド統計量は，  

耶＝tr［食l（Å一月∂）斤（Ⅳ（度芳′）－1月）‾リ？′（Å↑裁）′］   （姻  

ノヽ と定義される。ここで0＜α＜∂＜1なので，手間はかかるがn乙，をSに応じて計  

算しなおしても問題ない。  

以上より   
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l停＝⇒tr（βJl（G（γげ（け頒）（舟且（け1屋）‾1（G（γ）且（け1剣′）＝ガ（γ）（37）  

がわかる。ただし屋＝（OJO O）′とする。ここではD［0，1］の直積空間  

での収束を考えているが，γを固定して考えた場合は，風と昭の独立性よりこ  

れは自由度肌1×（椚2＋♪2）のカイ自乗分布に従う。   

従って帰無仮説の下での検定統計量の分布は，（37）で定義された〃（γ＝こよ  

り  

supガ’（γ）  
α≦r≦ム  

（38）  

とかける。この分布の裾が，α，∂の値によってどれだけカイ自乗分布から重く  

なるかに，SupF塑の検定の有用性がかかっている。  

4 まとめ  

以上の結果に引き続き，Supα≦γ≦b〃（γ）の上側5％点の計算をさまざまなα，  

∂の組についておこない，この型の検定の有用性の検証をおこないたい。   

またここで1節で述べたSaikkonen（1991）の仮定との関連について触れて  

おく。本稿の仮定錮ではなく，Saikkonen（1991）の仮定で議論をすすめると，  

変化時点を固定した場合，すなわちγを固定した場合においては，全く同様に  

検定統計量の漸近分布がカイ自乗であることを示せる。しかしSupF型の検定  

の場合は，戸丁又Ⅹ′戸′Tの対角化の補題（LemmaA2）の部分で支障が生じると思  

われる。   

構造変化前と変化後で，データを生成する確率構造に変化があることも想定  

した検定の構成も必要であり，今後の課題である。   
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