


司話丙i
cc ! ifL I 

笥

〆ょこ
ノハ l 同

ヌ乙

i主IS I 

2次元拡散方程式に対する数値解法の高速化

1994年3月

長谷川秀彦

。50{)3LjL



目次

1長t序論

1.1目的

1.2対象とする問題の特徴

1.3関連する研究

2章直接解法

2.1直接解法のアルゴリズム

(1)帯ガウス

(2)R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの特殊ガウス

(3)対称帯ガウス

2.2直接解法に対する高速化手法

(1)帯ガウス

(2)R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの特殊カ、ウス

(3)対称帯ガウス

2.3直接解法に対する高速化手法の効果

2.4ストリップマイニングの効果

3章反復解法

3.1いろいろな反復解法

3.2CG法(ConjugateGradient Method )のアルゴりスム

3.3CG法の特徴

4章 CG法の収束特性

4.1収束特性解析の方法

4.2固有値・固有ベクトルを用いた収束特性解析の特徴

4.3悶有値解析の方法

4.4収束特性の解析(数値実験)

1

1

4

7

0

2

2

5

8

1

5

6

8

9

3

8

8

0

2

3

3

4

6

7

 

t
A

胃

i

t

-

-

4

1

i

円

4

9

白

q

L

9

a

q

白

q

d

q

d

q

d

A

T

d

叫

A

A

せ

4
‘

d
比

z

d

ゅ

z
a
a
z



5挙CG法の収束の改善

5.1 PCG法(Preconditioned Conjugate Gradient Method ) 

5.2 PCG法の収束特性解析

倒

的

同

印

m
m
u時
四

回

川

問

問

m

m

m

M

M
幻

m

m

-

A

1
ム

1
4
t
i

唱

i

1

A

噌

i

1

A

1

4

4

i

(1) UTAUlの固有値分布

(2)回有ベクトルによる解の構成

(3)残差多項式 Rk(A)

5.3前処理と収束の関係(数値実験)

r-" '"  

(1) UTAU'の固有値分布

(2)固有ベクトルによる解の構成

5.4望ましい前処理

5.5PCG法を用いた条件数の概算

6章 PCG法の高速化

6.1高速化の際の問題点

6.2超平面法とその問題点

6.3問題向きの汎用的なプログラム

7章結論

謝辞

参考文献

付録



LJ下請

1.1目的

熱や電磁気に現れる物理現象のうちで、拡散方程式という楕円型の偏微分方程

式で表される現象に対して数値シミュレーションを行うことを考える。このと

き、与えられた領域(場)とでの方程式を、なんらかの離散化手法を用いて離散化

して連立の一次方程式に表し、それをコンビュータで解く。数値シミュレーショ

ンでは日常的にこのような方程式を繰り返し解く必要があるため、精度がよく、

安定で高速なプログラムに対する需要は多い。しかしコンビュータが高速。大容

量になるにつれ、コンビュータの高速化を実現するためのハードウエア技法が

素直でないため、性能をひきだすためにアルゴリズムや高速化手法を見読す必要

が生じている。

本研究では、 2次元の矩形領域における拡散方程式を差分法で離散化して得られ

る連立一次方程式Ax=bを高速に解くにはどうすればよいかについて述べる。数

学的には、対称正定値かっM-行列で、ある規則的疎行列を係数とする連立一次方程

式に対する数値解法についての研究ともいいかえられる。最終的な成果として、

このような問題に適用可能な、精度がよく、汎用的でしかも高速なコンビュータ

プログラムを作成する。 r高速化Jの方法としては、個々のコンビュータに依

存しない演算回数や反復回数などの面で高速化を行ない、ベクトルパイプライン

方式のスーパーコンビュータに対する高速化手法を汎用性を失なわない範囲で導

入する。誤差や精度の比較、ポータビリティなどの面やプログラムの保守で問題

が生じるので、個々の計算機アーキテクチャに対応して個別にプログラムを作成

するようなことはしない。

係数行列Aは対角要素、その1つとなりの列、対角からある値mlだけ離れた列

というように、非零要素が5本のひも状の構造をしている。しかも、対称なので

上三角または下三角の3本だけですべての情報を表すことができる。実際の数値

シミュレーションでは扱う場と離散化の違いによって対象とする行列の形状や性

質が変化するため、数値計算ライブラリとしては多種多様なプログラムが必要と

なるが、すべての条件に対応できるプログラムを用意することは非現実的であ

る。そのため、ここでは対象をこのような問題に限定する。

連立一次方程式として表現された問題をコンピュータで解くには、ガウスの消

去法に基づいた直接解法、または何らかの反復計算によって解に近づけていく反

復解法を使う。

直接解法は対象とする問題の性質に影響を受けることが少ないため、安定で確

実な方法であるが、行列の宇野半幅と元数が大きくなるにつれてメモリ容量や演算

回数が爆発的に大きくなって実行不可能となることもある。ここでは帯行列に対

してガウスの消去法を適用した帯ガウス[74]、待ガウスの右辺の計算時に生じる
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メーと 1)0)不連続参照を改善したMartin-Wilkinsonの特殊ガウス[73]、対称正定{直

J性を利用してヒ。ボッテイングを省略し、消去範聞を最小限ですます対称帯ガウス

[461と帯コレスキー分解[46]について述べる。これらは行列の待構造、対称性、

正定値性などを利用してメモリ容量や演算凹数を節約している o またこれらをコ

ンビュータで高速に実行するには、演算の実行に必要なメモリ，アクセスの頻度

合減らすことが重要である。そこで、必要なメモリアクセスを削減するための

方法である2段同時、 2段2行同時のアンローリング[49]について、問題点とその

効果を実測値から明らかにする c またストリップマイニング[66]と呼ばれるデー

タのレジスタ常駐化の方法とその効果についても考察する。これら直接解法のプ

ログラムは種々の反復解法のレファレンスとしても必要不可欠である。

一方、反復解法は必要なメモリ容量と、近似解が得られるまでの演算最が直接

解法と比べて平均的には少ないため、大規模な連立一次方程式に対する解法とし

てよく使われるが、解が得られるまでに必要な反復回数が問題によって大きく変

化する。ときには収束しないようなことも起こりうる。ここでは反復解法とし

て、共役勾配法(ConjugateGradient Method)[32]と前処理を施した方程式にCG法

を適用する前処理付き共役勾配法(PreconditionedConjugate Gradient 

Method)[ 42]，[51]をとりあげる。 CG法は理論的な収束が保証されている反復解法

であるが、実際は誤差のために収束しないこともある。そこで、このような現

象がどのようなときに生じるのか、また他の反復解法とはどのような関係にあ

るのかなどを実験を過して明らかにする。

まずはじめに固有値回有ベクトルを用いてCG法の反復過程を精密に解析し、

CG法の数値的な収束特性を明らかにする。この方法では固有値解析の制約から比

較的小さな問題しか解析ができないが、数学的な道具建てを用いるため係数行列

や右辺に対する一般的な議論が可能となる。ここでは場の物理的状況を変えるこ

とによって係数行列の固有値分布を変化させ、固有値分布の変化に対応してCG法

の収束がどのように変化するかを数値実験によって明らかにする。このような

方法によって、係数行列だけでなく右辺に関する収束特性の解析が可能になっ

た

CG法は丸め誤差の影響を受けやすいため、実際は前処理が必須とされてい

る。前処理の有効性に対する説明として、固有値が密集すれば残差ベクトルが張

る空間、 したがって方向ベクトルが動きうる空間の次元が近似的に縮小して、少

ない反復回数で近似解に到達するという解説がなされているが[51]，[54]、固有値

の密集度だけではPCG法の収束が説明できていない。そこでCG法に対する代表

的な前処理であるMeijerinkの不完全コレスキ一分解を用いた共役勾配法

(Incomplete Cholesky Conjugate Gradient Method)[ 41]，[ 42]とGustafsson流の変更

を施した不完全コレスキー分解を用いた共役勾配法(ModifiedIncomplete 

Cholesky Conjugate Gradient Method)[18]をとりあげ、前処理の詳しさや修正
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ブ-，"" • i ~jl ーを変えることによって回有侭固有ベクトルの分布を変化させ、収束

がどのように変わるかを数値実験を過して考察する。 PCG法はAに近い行列

M二 uruを用いて、 UTAU1x= UTbと変形した方程式に対するCG法なので、 CG

j去の収束特性の解析から得られた知見から、どのような前処理がCG法にとって

好ましい形の方程式になるかも明らかにできる。

このような解析には、 M称正定値行列に対する一般悶有償問題を解く必要があ

るが、一般国有値問題に内在する難しさのため、すべての条件に対する前処理に

ついて国有値・固有ベクトルが精度よく求められる保証はない[61L ところがCG

法に対する標準岡有値問題については常に高精度な解析ができる。そのため、

PCG法に対する一般固有値問題が解けなかった場合でもこのような解析方法は適

用できる。

一方、ベクトルパイプライン方式のスーパーコンビュータでICCG法や

MICCGi去を実行させようとすると、不完全コレスキー分解urDUの作成と、前

処理を作用させる部分(U'D[J)-lrがベクトルイじできないため、スーバーコン

ビュータとしての高速性が発揮できない。これを解決する方法として超王子国法と

呼ばれる方法が提案されている。超王子面法は、なんらかの方法によって要素を同

時実行可能なグループにわけ、ベクトル演算を可能にする方法である[3910 一般

的には1重のループを2重のループに変換し、リストベクトルと呼ばれる一次元

配列を用いたメモリの間接参照によってベクトル演算を行う。一般のコンヒoユー

タにおいては、ループ長が短くなったり、オーバーヘッドの瑚加による性能の

劣化はわずかであるが、メモリの間接参照は大幅な速度低下をもたらす。

しかし、 2次元矩形領域を差分法やバウンダリ・フィット法で離散化して得られ

た連立一次方程式の係数行列の場合は、問題に内在する幾何学的な性質から、メ

モリの間接参照を等間隔参照にできるため、リストベクトルが不要になる。スー

パーコンビュータでは、この方法はリストベクトルを使用した従来の方法より

も著しく高速になる。汎用コンビュータにおいても、メモリの閲接参照を行わ

ないことにより、超平商法によるオーバーヘッドの増加を最小限にできる。こ

れによって、スーパーコンヒ。ユータと汎用コンビュータに共通なプログラムが

採用できるため、ライブラリの作成ー管理の面でも価値がある。このような対称

正定値疎行列を係数とする連立一次方程式を反復法で解きながら、同時に条件数を

概算する方法についても述べる[29]。この方法は、きわめて簡単で、しかも正確

である。

一方、使用するコンビュータによって前処理を変える方法も提案されているが

[11]，[62]，[70]、

(1)一般的な数値的安定性の議論がむづかしい

(2)コンピュータがかわると良い前処理が大幅にかわる

という理由から、このような方法は採用しない。さらに、超平面法を改良するこ

3 



とで、 ICCGとまとMICCGy)、は安定で高速なプログラムに仕立てられるため、コン

ビュータによって前処理i を変える必~'/1はうすれる。

結果として、 2次元の矩形領域における拡散方程式を差分法で離散化して得られ

た対称正定値線行列を係数とする連立ー次方程式を、直接解法あるいは反復解法に

よって精度よく、安定かっ高速に解けるプログラムとして実現することができ

る。このプログラムはスーパーコンビュー夕、汎用コンビュータをとわず汎用

的に使用できる。その過程では、国有'{[lIと固有ベクトルの両方を用いたCG法と

PCG法の収束特性の解析方法、反復間半法を用いた簡単で高速な条件数の推定方法伝

ども得られた。また、望ましい前処理に必要な条件、あるいは前処理の比較方法

などが明らかになったので、これらは実用的にも十分に利用価値がある。

1.2対象とする問題の特徴

コンピュータの進歩により、最近では物理現象をコンビュータ上の数値計算に

よって予測することが現実的にできるようになった。このような物理現象を予測

するための数値シミュレーションは、偏微分方程式を解くことに帰着される。自

然現象をモデルイじした偏微分方程式を解くためには、対象とする場を離散イtして

得られる連立一次方程式の数値解法が最も基本的で重要である。対象とする物理

現象は、図1.1のような2次元の矩形領域の温度分布uを求めることとする。これ

は(熱)拡散方程式とよばれる楕円裂の偏微分方程式

div(四 k(x，y)Vu)=f(x，y) (1.1) 

を解くことによって求められる。 k(x，y)は拡散係数で、主(x，y)VUを拡散束とい

う。拡散係数は場所によって異なるため、この式を一般化ポアソン方程式ともい

う。一般の偏微分方程式は厳密な解析解が求められることはまれで、フーリエ展

開などの近似を用いるか、数値計算によって数値解を求めることが行わている。

また、応用場面でも厳密解が必要なのではなく、 どういう解かを示す数値的な分

布が分かれば充分なことが多い。また、数値シミュレーションの目的は、対象と

している物理現象を与えられた精度で近似することによって、物理現象を予測す

ることにもある[49J，[5H 

このような拡散方穂式を数値計算で解くためには、差分法や有限要素法などを

用いて離散化を行い、連立一次方程式を作るのがー般的である。本研究では差分

法による離激化だけを対象とするが、境界適合法(バウンダリ・フィット法)によっ

ても同様な構造をもった行列が得られる。

差分法で離紋イむをするには、まずは矩形の領域全体に網目(メッシユ)を入れ

る。未知数としてメッシユの交点(節点)の温度分布uを求めるために、節点i上の

値Uiに関する連立一次方程式を作成する。 x方向の分割をMx、y方向の分割をMy

として、図1.1のようにy軸に沿って番号が続くように節点の番号付けをする。こ

4 



の差分近似から作られるH程式の符;半幅mU土My+1、元数nは(a)がml(m1+1)、

(b)がm1(2ml+3)になる。帯'1主幅m11:iメッシュ上の節点のとり方によって変わ

るが、元数ntま節点の数によって決まる。境界条件は

r。でディリクレ条件 u=O 

r1でノイマン条件 Vu-n=O 

とする。 (b)ではメッシユの間隔をhとし、仁コ部の拡散係数k(x，y)を1，IQ週 部

の拡散係数k(x，y)をDFO、DF1、DF2、DF3とする。 DFOI土10-12に固定した。拡

散係数を変化させると条件数の異なる行列が得られる。 DFは1，10-1、10-3、10-6

などと変化させ、拡散係数の値に段差をもたせることで、規則牲をもった重複固

有値が得られる。また、工学上の興味のある問題はこの程度の拡散係数の変化範

囲内にあるといわれている[50]0 

n二 ml(ml十1) 

" 

( a ) 

n-m 1 (2ml13) 

「。

「。

「。

b
 

(
 

「。

テスト問題のための離散場

1 

図1.1

ml 
，--ー}ーl

ml=" nコ30
• 日jの部分に非零要素がある

差分近似によって得られた行列

5 
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jF分()、の場合には(1.1)の 般化された積分形である

a!廿tJnudx=-frφ.nds十fnfdx (1.2) 

を基礎式とする[4410uは物理室で単位は(gまたはerg)/cm3など、 Qは考えている

場の体積、 rはその表面積である。 (1.2)は古典物理学の保仔則から導かれたもの

であり、 dxi主体積要素、 dsは間模i要素、 nは外向き法線ベクトルである。 0.2)の

表面積分項はガウスの発散定現によって、イ本積積分になおすことができる。ガウ

スの発散定理

frφndsニfndivφdx

を(1.2)にイミ入してまとめると、

f n(au/at十divφーのdx

となる。この式の()の中をOとおいた式

。u/at十divφ=f

が保存則の微分形式である。

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

多くの場合、 φは拡散項 -k(x，y)VU(または、 -k(xρgradu)と移流項buからな

る。本研究で、は移流項何がない拡散方程式を扱うが、移流項のある問題は移流拡

散方程式とよばれ、流体力学、化学工学、生態学などのよリ広い応用範囲をもっ

[51lo 

拡散方程式には、

時間依幸子問題・ 。u/at+div(-k(x，y)Vu )ニf

定常間選 div(-k(x，y)Vu)=f 

がある。このような拡散方程式を差分法や有限婆素法によって離散化すると、時

間依存問題からは常微分方程式系、定常問題からは連立一次方程式系が導かれる。

差分法で離散化された連立一次方程式の数値解法として考えると、定常問題のほ

うが惑条件になりやすいため、本研究では定常問題だけを扱う。時間依存問題の

場合は待問積分が必要になるが、対角優位性が強まるので連立一一次方程式の数値解

法としては定常問題よりも容易になる[47]。また、離散系の性質は、主として(1)

境界条件、 (2)場の物理定数、 (3)離散化方法と網目の細かさによって決まる。

物体の内点Ujに対応する方程式を作るためには、座標(xωの位置にある点iを中

心とした一辺がhの正方形を考え、基礎式(1.2)にもとづいて正方形の各面につい

て(熱の)流入量を計算する。問題を簡単にするためメッシユの聞編hはどの方向に

ついても同ーとした。

内点1におけるUjに関する方程式は、内点iを囲む一辺がhの正方形の4辺から外

へ出ていく熱撃が正方形内の発熱量に等しし、ことから、求める方程式は

-k(x田 h/2，y)Uj.ml-k(X，y -hJ2)uj.l 

+ (k(x幽 h/2，y)+ k(x，y-h/2)十k(x，y+ hJ2) + k(x十h/2，y))Uj

-k(x，y十h/2)ui+l・k(x+ h/2，Y)Uj+ml =fj h' 

となる。 fjは点1に加えた熱量である。境界上の点についても同様な方法で方程式

6 



を作ることができる。 x事出方向とy紬方向で、メッシユ間縞(アスペクト比)を変えた

り、拡散係数に1以上の値を与えると行列の性質が変わるが、ここではI/Alh豆8で

ある。

これから対称正定値疎行列Aを係数とする大規模な連立一次方程式

Au=f (1.6) 

が得られる。第i番方程式は

aiJi一mlUi-ml+ aj，i_1Ui_1 + ai，jUi十引けlUi+l+ai叶 mlUi+ml=fj 

と表され、離散化して得られる行列は非対角帯半幅m1の対称正定値疎行列にな

る。 Aの非ゼロ要素は5本の対角部分で構成され、対称であることから上三角部分

または下三角部分だけを考えればよい。ここでは上三角部分を考え、方程式番号1

を固定したとき、対角要素を向、対角の右どなりの要素をbj、対角から m1離れた

要素をCiで表し、実際のプログラムにおいても3本の一次元配列を用いる。関

1.l(a)で、 m1=5、n=ml(ml+ 1) =30の場合について、差分法によって離散化

して得られた係数行列Aの非ゼロ要素を図1.2に示す。 3次元領域を離散化したと

きも、対角部分の本数は異なるが同様な帯行列が得られる。

連立 A 次方程式(1.6)は、次元nが小さければ教科書に書いてあるプログラムでも

簡単に解けるが、次元nが大きくなるにつれて色々と面倒な問題が現れ、一筋縄

ではいかなくなる。

1.3関連する研究

直接解法のアルゴリズムは古くから知られているが[73]，[74]，[46]、LINPACK

ペンチマークなどに用いられる密行列に対する直接解法とは異なり、帯行列に対

する直接解法は高速化があまり進められていない[60].BLASのように基本的な

演算を高速化することは行われているが[10]、連立一次方程式の数値解法全体を高

速化するような試みはきかない。しかし、1.2章でみたように、物理現象を数値

シミュレーションも用いて解こうとすると、常行列を係数にもつ連立一次方程式

が現れるため、帯行列に対する直接解法は非常に重要である。

大規模な問題に対しては反復法が重要だが、その収束特性は完全にわかってい

るわけではない。特に、 PCG法がどのような収束特性を示すかについての研究

は、特定の問題がどのような収束を示したかを述べたものがほとんどである

[2]，[ 7]，[16]，[36]，[37]，[ 40]，[ 51]。そのため、自分が解こうとしている問題がどのよ

うな収束特性を示すかについての情報を事前に知っておきたいという目的には無

力である。理論的に反復回数の上限を解析した研究もあるが、対象としている問

題が理想的な問題であることと、多くの場合過大推定のため現実的ではない

[15]，[17]，[59]，[63]，[65]。一般的に数学的な遡論解析からは、何らかの式として評

価が得られることが多いが、現実的な場を数学的な式だけから解析するのには無
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理があるコ 方、数値実験は現実的な問題に対しでも適用できるが、式としての

評価を得ることは難しく、多くの場合は定性的なことがわかるにすぎない。な

かには、現実的な問題に対する固有値分布から解析した研究もあるが

[3]，[ 4]，[ 6]，[ 7]，[ 51]，[5]、ほとんどは係数行列に対する解析で終わっている。また反

復解法の収束はお辺にも依存するが、このようと主解析方法では方程式の右辺や解

に対する依存性は解析できない。

そこで、本研究では固有値と固有ベクトルの両方を活用した解析を行う。この

ような解析方法は固有値解析の難しさのためか、文献には現れていない。本来の

目的は実用的なPCG法の収束特性の解析だが、固有値解析の困難がつきまとうの

で、まずはCG法の解析を精度よく行う。そのあとで、 PCG法を前処理が施され

た行列に対するCG法とみなして解析する。以前からの固有値・固有ベクトルを用

いた解析には、固有値分布、条件数、残差多項式などが使われていたが、これら

からは実際の解析に役だっ情報はあまり得られなかった。そこで、ここでは理

論と実際の数値実験がどこからどのように食い違うようになるかを明らかにす

ることを第一の課題とする。

考察すべき項目としては、場の物理的状況、問題の大きさ、メッシュの形状、

メッシュの大きさなどがあるが、純粋に理論的考察が可能な問題だけでは実際の

応用問題には不充分である。そのため、本研究では主として数値実験を行い、こ

れらの条件を変えたときに収束がどのように変化するかを定性的に明らかにす

る。

さらに、本論文ではICCG法が収束に到るまでの反復回数を変化させずに高速

化する方法についても議論する。これまでICCG法の高速化には超平面法が用い

られ[39]、2次元問題ではICCG(l，l)のみが高速化の対象になっていた[39J，[68J。

ところが超平面法を実現するために用いられるリストベクトルは間接的なメモ

リ参照になるので、スーパ}コンピュータ以外ではオーバー〈ツドが大きかっ

た。本石汗究では、オーバーヘッドを減らすことと、 ICCG(l，l)以外のICCG法に

対しでも高速化することを試みる。その際、プログラムがスーパーコンビュー

タと汎用コンビュータの両方で汎用的に使えることを重視する。最適なプログラ

ムは、反復図数の減少の効果と前処理の高速化の効果によって決まるので、汎用

的な複数のプログラムを用意できれば問題に応じた選択が可能になる。

一方、使用するコンピユータの性能を劣化させないためには、コンピュータ

によって前処理を変えたほうがよいという意見もある口1]，[62]，[70]。しかし、こ

のような方法は

(1)結果や反復回数がコンヒ。ュータによって異なる

(2)一般的な数値的安定性の議論がむづかしい

(3)コンヒ。ユータがかわると良い前処理が大幅にかわる

という問題点があるため、汎用的とはいいがたい。 r精度の保証された一般灼算

8 



法でかし汗jかつ高速に実行するJため、本論文ではICCG法の収束に必要な反復回数

を変えないっ

最後に、反復解法を用いて連立一次方程式を解くのと同時に条件数を概算する

方法について述べる。直接解法の場合l主連立一次方程式を解く際に条件数の概算

する方法がいくつも報告されている口2]，[33]，[34]，[35]，[ 55]，[77]。ところが反復解

法の場合はそのような報告がほとんどないため、反復解法を用いて連立一次方程

式を解く際にも条件数の概算を可能にする[29]，このとき付加的に必要なメモリ

やプログラム、実行に必要な演算量はわずかであることが必要とされる。
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2. IJJ: ill r~4サ去

2次元矩形領域の場における拡散方程式を差分法を用いて離激化した結果は、 x

方向の分割をMx、y方向の分割をMyとすれば、おおむね元数n==MxxMy、害事半

桶m1(=MyまたはMx)の帯構造の内側のみに非零要素をもった方程式となQ，帯

半幅mlはメッシュ上で、の格子点の順序づけ、元数nは格子点の数で、決まり、節点

の番号付けや境界条件によって若干の異なりはあっても、この帯構造に大きな変

化はない。加えて拡散方程式の離散化によって得られた係数行列は対称正定値行

列、 M-行列でもある。これから、拡数方税式の数値解法として帯行列あるいは対

称正定値宇野行列を係数とする大規模な連立一次方程式の解法が必要になる。

このような問題はメモリ容量の制約から一時史的な密行列用の算法では問題があ

るσ 例えばx方向の分割とy方向の分割を 100にすると、宇野半隔が 100程度、次元n

が 10000の帯行列が得られる。この行列を8バイトの倍精度実数で格納しようと

すると、密行列では 800メガバイト、帯行列では16メガバイトを必要とする。制

限三項演算

ai =ai十t'ai

を基準にして演算量を考えると、密行列lこ対するガウスの消去法で、は約n'13回、

手移行列に対して後述の帯ガウスを用いると2m1丸n回である。基本演算が10.6秒

(200MFLOPS)で計算できるコンビュータなら、 CPU時間はそれぞれ45時隠と

1分になる。 800メガバイトのメモリ容量が許されることは非現実的でも、

1GFLOPSのスーパーコンビュータはきわめて現実的なので、問題はメモリ

ネックである。

ここでは帯行列を係数とする連立一次方程式の直接解法の代表的なアルゴリズム

である帯ガウス[74J、R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの特殊ガウス[73J、対称正定値

骨子行列を対象にした対称帯ガウス[46]と帯コレスキー分解[46]などとその高速化

について述べる。いずれの算法も待行列のなかの非ゼロ要素部分だけを計算の対

象として、メモリ容量と計算景を削減している。

ここで、アルゴリズムがあることと、使えるプログラムがあることは別問題

である。実際にはメモリ年寄量を節約することでプログラムが複維になり、アル

ゴリズムのとおりに言書いたプログラムと高速化を意識したプログラムでは実行

時間に大きな差が生じる。帯行列の場合は、係数行列と作業領域を格納するのに

必要なメモリ容量がどのイ立で済むかが一番の問題である。スーパーコンビュー

タの出現によって、メモリ容量によじペるとCPU時間はそれほど問題でなくと民っ

たが、それで、も短いに越したことはない。そこで、これらの算法を高速化する

のための問題点を明らかにする。

大規模な行列計算を各種コンビュータで高速に行うには、たとえば

(1)演算量を減少させる
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(2)メモリの参照を連続的にする

(3)ワーキングセットを小さくする

(4)ロード、ストア、ブランチの実行回数を減らす

(5)機種固有の調整を行う

などの対策が必要である[28]，連立一次方程式のi直接解法の場合には演算量が一定

だが、 (1)の条件から、反復解法などでは収束の速い解法が精度の点からも重要と

なる。 (2)と(3)はアドレス計算の手間を省き、スーパーコンヒ。ュータではパンク

コンフリクトを妨止し、仮想記憶方式のコンビュータではページスワップの影

響を受けにくくする。 (4)はレジスタやメモリ上のデータを有効に活用するため

で、汎用コンビュータなど、のパイプライン処理にも有効となる o (5)機種固有の

調強を最後に行うのは、同じプログラムを異なるコンビュータで使うためであ

る。コンビュータ毎に別々のプログラムを用意することも可能だが、色々なコ

ンビュータを使ったときは結果の比較が必要になる。ここでは「同叫のプログ

ラムを各種コンピュータで使う j という方針を採用して、言識はFORTRANとし

た。 BLASのようにアセンブラを使ってロードの回数と演算量をコントロールす

れば、特定のコンビュータの限界性能近くまで高速化できる可能性があるが、

FORTRANを使った汎用的なプログラムでは不可能で、ある[1]，[10]0

高速化の対象としたのは、要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコン

ビュータ[53]、汎用コンビュータとワークステーションである。このように多

様なコンビュータでの使用を前提にするなら、機能が劣るコンパイラでもプロ

グラムを高速に実行できるようにする必要がある。そこで、帯行列を係数とした

大規模連立一次方程式の直接解法を高速化する際の問題点を検討し、実際のコン

ビュータ上でその効果を検証した。その結果、仮想メモリ方式のコンビュータに

限らず、実メモリ方式のスーパーコンビュータでもメモリ参照の効率化が重要で

あることが明らかになった。ところがメモリ参照の効率イじにはアルゴリズムか

らの検討が必要である。これから述べるアルゴリズムはメモリ参照が連続で、

アンローリングによって高速化できる。実際、イ可もアンローリングをしていな

いプログラムはロード、ストアの実行回数やメモリの参照量に問題がある[24L

スーパーコンビュータのための高速化手法としては2段同時、 2段2行同時のア

ンローリングが有効で、あるが[49]、これらの手法をパイプラインの制御が途切れ

ることなく実行させることは簡単ではない。しかし、 これらの対策がうまく効

けば、ループ長が短いため性能がでにくい幣行列の場合にもよい結果がもたらさ

れる。さらに2段同時、 2段2行同時にアンローリングを施したプログラムは、汎

用コンビュータでも高速に実行できる。

なお、一般の定義では宇野半幅に対角要素を含めるが、ここでは対角要素を含め

ない。 したがって、(ここでの)帯半幅m1=(一般の)帯半幅-1である。
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2.1直接解法のアルゴリズム

(1)帯ガウス

密行列についての解法にはガウスの消去法とクラウト法によるLU分解が考え

られ、精度とメモリ参照の問題を考えるとガウスの消去法がよかったが、クラ

ウト法でも解けないことはなかった[20]。

ところが帯行列の場合には事情が異なる。部分車由選択を行う場合のクラウト法

では、方程式の交換を表す行列Pを用いて

PA=LU L:下三角行列、 U:上三角行列

と分解される c ここで、帯半幅がm1のとき、第k番方程式と第k十m1番方程式を交

換すれば帯幡が4m1になる。このような方程式の交換を繰り返すと帯幡がどんど

ん広がり帯行列が密行列化し、最悪の場合には下三角部分は密で、上三角部分は帯

半幅2m1の行列がで、きる。これでは問題を帯行列に制限してメモリ容量を節約し

た意味がない。ところが、帯行列に対するガウスの消去法では部分軸選択のため

に上三角行列に帯半幅の2倍が必要になるだけである[21]。したがって帯行列を

係数とする連立一次方程式でピボット選択を必要とする問題に対する解法として

は、クラウト法を用いたLU分解は採用できない。

帯行列を係数とする連立一次方程式にガウスの消去法を適用したときの第k段で

は、非対角帯半帽をm1とすると、 k+m1+1行以降の方程式のむの係数aikl主すべ

て0だから、その部分は消去する必要がない。またk番方程式の係数で、Xk+ml+l以

陣はすべて0なので、方程式の交換がなければ:k+ ml:7lJまでが消去対象になる。

k段で第k番方程式とip(k)番方程式との交換が起こったとする。下三角部分の

k-HiJまではすべてOなので、 MiJから上三角部分の非零要素の端までが交換対象

となる。帯半幅がいちばん広がるのはip(k)=k+m1行と交換が起こった場合で、

第k番方程式は非零要素がk+2ml列までとなる。このとき、 k番方程式による消

去を行うとk+l番からk十m1番まで、の方程式のk+2ml列までは非零になる可能

性がある。しかし、右帯半幅は常に2m1以内に収まり、 2mlを越えることはない

し、部分車由選択ならびに消去の対象になる方程式の本数も変化しない。

削 I

h 

hト問

2m! 2ml 

h 

h十問 l k-ト刑 l

k+2刑 l h十 2m!

問 l 2m! 3m! 

h行と h十m!行を交換 h十m!行と h十 2m!行を交換

図 2.1 クラウ卜法における方程式の入れ換え
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k +m 11 

関 2. 2 帯行列に対するガウスの消去法

2m 
2m} +}ダIJ

m} 2m} 一 人一一一一、

一一一
アη

h 

関 2.3 綴方向番地付け
図 2.4 縦方向番地付け
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帯行タjを格納するのに必要なメモリ容量(3m1+ l)Xnダブルワードをメモリ上

に格納する方法として、方程式毎メモリに格納する横方向番地付けと未知数毎メ

モリに格納する縦方向番地付けの二通りが考えられる。図2.3のように横方向に番

地付けすると、行型ガウスではもっとも内側のループで連続的にメモリが参照さ

れるが、列型ガウスでは3m1とびの参照になる。ワーキングセットと呼ばれる

第k段の消去過程で実効的に必要とされるメモリ容量は行型ガウスの場合

(m1 + 1) X (3m1 + 1) "" 3m!'となる。図2.4のように縦方向に番地付けすると、現j型

ガウスではもっとも内側のループで連続的にメモリが参照されるが、行型ガウ

スでは 3m1とびの参照になる。;日j型ガウスのワーキングセットは(3m1+ 1) 

X (2m1 + 1) "" 6m l'となる。コンヒ。ユータの高速牲をひきだすためには、メモリ

参照が連続的でワーキングセットが小さいことが望ましいので、帯行列に対して

方程式入れ換え方式の部分軸選択を行うガウスの消去法では、様方向に番地付け

した行型ガウスがよい。

帯行列に対するこのようなガウスの消去法を帯カ、ウスといい[74)，[46)，[21]、ア

ルゴリズムは以下のようになる。

dok = 1，n 

amax = 1 akk 1; ip(k) = k 

do i = k + 1， min(k +m1，n) 

if 1 aik 1 > amax then 

amax = 1 aik 1; ip(k) = i 

doj = k+1，min(k十2m1，n)

ak，j +7 aip(k)>j 

do i = k + 1， min(k +m1，n) 

doj = k十 1，min(k+2m1，n)

aリ aij"aik'ak/akk 

帯ガウスの第k段での演算量は制限三項演算を基準に考えて約2m1'回なので、

全体の演算量は約2m1'n回となって、演算量も大幅に節約できる。密行列に対す

るガウスの消去法の演算回数n唱団と比較すると、およそn>2.5m1= v'6m1の

場合、すなわち帯半幅が元数nの1/2.5よりも狭い場合には帯ガウスの演算量が少

なくなる。

実際のプログラムでは係数行列を

a'j-i，i = aり

と変換して

a'(-ml:2m1，n) 

という (3ml+l)Xnの配列に収める。メモりを節約したため、部分軸選択を行う

ときにはメモリ参照が不連続になる。
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位以実際はa(k-i，i))にはスカラーtを用いてループ内で不変なことを明示してお

く3akJ(実際はa(j-k，k))には e次元配列を用いて第k段の消去過程では不変なこと

を明示しておく。 次元アレイに格納するために 2m1回の余計な代入が必要にな

るが、 2m!'聞の練リ返しを高速化するためには有効で、ある。プログラムふうに

書くと

dok = 1，n 

amax = 1 a(O，k) 1; ip(k) = k 

do i = k十1，min(k十m1，n)

if 1 a(k-i，i) 1 > amax then 

amax = 1 a(k-i，i) 1; ip(k) = i 

do j = k + 1， min(k十2m1，n)

abj や今 aip(kJ，j

do j = k + 1， min(k + 2m1，n) 

wk(j) = a(j-k，k) 

do i = k + 1， min(k十m1，n)

a(k-i，i) = -a(k-i，i)/a(O，k) 

t = a(k-i，il 

となる。

do j = k + 1， min(k + 2m1，n) 

aリペ，i)= a(j-i，i) +t*wk(j) 

プログラムの書き方を変えて汎用コンピュータM260Hで実行したときのCPU

時聞は、アルゴリズム通りに書いたプログラムに比べて、スカラーと A 次元ア

レイの両方を使ったプログラムは約20%も短くなることがわかっている[21]。

(2) R.S.MartinとJ.H. Wilkinsonの特殊ガウス

次に、帯行列を係数とした連立一次方程式の右辺の計算を重視した算法とその

適用範聞について述べる。帯ガウスの右辺の前進消去過程に現れる

do i = k + 1， min(k +m1，n) 

b(i) = b(i) + a(k-i，i)*b(k) 

の処理は、配列aの第一添字と第二添字が同時に動くため不連続なメモリ参照とな

りページスワップの影響を受けやすい。そのため時間依存問題など、同ーの係数

行列をもった方程式の右辺だけを変化させて繰リ返して解くような応用にl立向か

ない。そのため、上三角行列と消去変換に用いたqの領域をメモリ上に分離して

格納し、帯ガウスと同一のメモリ容量でメモリ参照を連続にするのがR.S.Martin

とJ.H.wilkinsonの特殊ガウスである[73]，[22]，この算法では局所的なメモリ参

照が改善されるほか、ページスワップの対象になるメモリ量が構ガウスの約半

分になる。特に、問ーの係数行列について右辺の計算を繰り返すと帯ガウスより
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もCPU時間が有利に伝る。実際に{反想メモリ方式のコンビュータでマルチジョ

ブ運転をすると、実行時間にはCPU時間以上の差が現れるため、適用範聞はここ

での結果よリも広がる。以下、 MartinとWilkinsonの特殊カ、ウスと略称する。

帯ガウスの前進消去遇税は図2.2のようになるので、消去変換に用いるαを分離

すれば、消去に必要な領域の帯幅は 2ml十1である。そこで帯幅2ml+lの長方形

領域で帯ガウスを実行するのがMartinとWilkinsonの特殊ガウスである。このア

ルゴリズムは帯ガウスの拡張であり、帯ガウスとはデータの格納方法が異なる

が、演算順序は同じなので計算精度は同等である。

MartinとWilkinsonの特殊ガウスの場合には、図2.3のようなデータを横方向番

地付けで格納し、消去変換に用いたqは別の配列に格納する。帯ガウスでは第k段

の消去過程で0にされた部分lこGをいれておいたが、 MartinとWilkinsonの特殊ガ

ウスでは消去後に結果を1列分だけ左にシフトしてOとなる部分を残さない。

実際は係数行列と消去後の上三角行列を横方向番地付けで、図2.5のように

が(O:2ml，n)

の領域に格納する。データの格納方法をプログラム風に明示すると、

doi=l，ml 

doj = max(i-ml，l)， min(i +ml，n) 

a' j-l，j = a itj 

doi = m1+1，n 

doj = max(i-m1，1)， min(i +ml，n) 

a' ml+j・uj= a itj 

l l O j1U ハ ・
o I I > -，-_. 0.. 

m1+111 0 変換 0.":， 
し

o 1- 0 
O 。
。

己主〉
。。 。。 。

。:Jo「 o -'1 
O Oi凡M 

第1J段 第 l段

係数行列 消去後

••• • •• 
角
川
刑
判

一一一日
上

、fl
'
a

‘ち4
t
a
z
-
-，

!LIll-1:J 
第 h段

il!j去前

第 k'笠

消去後

。対角要素

.ー対角嬰素(上三角行列)

図 2.5 R. S. Martin とJ. H. Wi lkinson涜のデータ構造
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とる:る。最初のm1行は第H刊の要素を自己列の仁端(第0行)に合わせ、残りの行は帯

の1i:端の要素を配列の1:端に合わせ、対角要素を第m1Y1Jとする。 Martinと

Wilkinsonの特殊ガウスの主要部分をプログラムふうに書けば

doi = k十 1，min(k -1 m1，n) 

ac(i-k，k) =田a(O，i)/a(O，k)

doj == k+1，min(k+2m1，n) 

a(j-k】 1，i)= a(j-k，i) + ac(i-k，k)*a(j-k，k) 

となる。消去後の値が1列分左にシフトされた結果、第 k+l段の消去過程では

aQ，j i == k+2，min(k+1+ml，n) 

をO(こすればよい。対応する右辺の前進消去過程は

do i = k + 1， min(k +m1，n) 

b(i) == b(i)十ac(i-k，k)*b(k)

となり、メモリ参照が連続的になる。

データの格納方法を工夫したことによリ添字が複雑になるので、実際のプログ

ラムではループ内で不変な変数をスカラーを使って明示したり、第k段の消去過

程で不変な配列領域を一次元配列を用いて明示したりする必要がある。その結

果、プログラムは

doj == k+1， min(k+ 2m1，n) 

wk(j) = a(j・k，k)

do i = k + 1， min(k + m1，n) 

ac(i-k，k) = -a(O，i)/a(O，k) 

t = ac(i・k，k)

doj = k+1， min(k+2m1，n) 

a(j-k-1，i) = a(j・k，i)+ t*wk(j) 

となる。

メモリ参照の問題ではワーキングセットが重要であるが、 MartinとWilkinson

の特殊ガウスでは配列を分離したことによって、ワーキングセットは

(2m1 + l)ml + m1担 2m!'

で、帯ガウスの約2/3になる。前進消去過程のメモり参照は上三角部分が

(2m1+ l)n、消去変換に用いたαを格納する部分がm1'n、合計は(3ml+l)nとなっ

て帯ガウスと等しい。右辺の計算のメモリ参照は、前進消去過程がm1'n、後退代

入過程が(2m1+1)n、合計は(3ml+1)nである。帯ガウスの場合には前進消去過

程、後退代入過程とも(3ml+l)nなので、 MartinとWilkinsonの特殊ガウスでは

帯ガウスの約半分のメモリ参照で済み、しかもどの過程においてもメモリ参照が

連続的になる。

このように右辺の計算を重視した算法について、同ーの係数行列に対する右辺

の計算をどのくらい繰り返すとCPU時照が有利になるかに注目する。 Martinと

17 



Wilkinsonの特殊ガウスは帯ガウスと演算量がほぼ同一でメモリ参照が改善され

ている。しかし、シフト操作のために左辺の計算が若干複雑になるため、左辺の

計算に必要な CPU時聞は帯;ガウスのほうが短いが、右辺の計算に必要な CPU時

間はメモリ参照の改善によってMartinとWilkinsonの特殊ガウスのほうが短いと

考えられる。そのため方程式を繰り返して解し、た場合、帯ガウスとMartinと

Wi1kinsonの特殊カ、ウスの CPU時間が等しくなるような繰り返し回数が計算でき

る。この回数を平衡点と呼ぶ[22)。平衡点よりも繰り返し回数が多い場合は

MartinとWilkinsonの特殊ガウスが有利となる o 仮想メモリ方式のコンビュータ

をマルチジョブ環境で使用する場合には、 CPU時間は実行に必要な時間の大小を

J夫定するが、 CPU時間の差がそのまま実行時間の差に現れるのではなく、実行

時間にはシステムの環境に強く依存して CPU時間以上の差が現れる。

表2.1に要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンヒ。ユータ8-820/80

と汎用コンビュータM同 880/310の結果を示す。以前の汎用コンピュータM260H

では平衡点POが次元数の約5%から15%で、以前のベクトルパイプライン方式の

スーパーコンビュータ8-810/20では行列の次元が大きいときに次元数の10%程度

だった[22)。ところが表2.1の結果のように[30]、最近のコンビュータではごく一

部を除いてMartinとWilkinsonの特殊ガウスが速くなっている。したがって、

MartinとWilkinsonの特殊ガウスはほとんどすべての場合に有効で、しかも次元

数が大きい大規模計算のときにはその差が広がる。

(3)対称帯ガウス

係数行列が対称正定値行列の場合、部分軸選択が不要なことと消去の過程で対称

'性が保たれることから、一般にはコレスキー分解が用いられるが[46]，[72]、対称

ガウスを用いても容易に解くことができる[46]，[23]0 帯コレスキー分解は構を

保ったままで、対称正定イ直行列をU"DUまたはFrf7に分解する算法である(uは上

三角行列、 Dは対角行列)。古典的な正統コレスキー分解A=P17には平方根演算

が必要なため、方程式を解く目的では改訂コレスキー分解(ModifiedCholesky 

decomposition)を用いてA=U'DUと分解するのが一般的である。改訂コレス

キー分解を修正コレスキー分解ということもある[4針。平移行列に対する改訂コレ

スキー分解は

doj = 1， n 

do i = max(1J-m1)，j-1 

Wij = aij -:E UkiWkj 

Uij =w討/di

dJ=an・:EUkjWkj 

となる。上三角行列の対角要案内と対角行列の要素djの選び方には任意性がある
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表2.1(a) 帯ガウスとMartinとWilkinsonO)特殊プjウスの比較的 S-820/80 

m1 n 帯カ、ウス 帯ガウス右辺 特殊ガウス 持殊ガウス右辺

50 2550 0.083 0.826 0.071 0.812 

100 10100 0.621 3.622 0.484 3.579 

200 40200 5.044 17.44 4.471 15.94 

表2.1(b) 帯ガウスとMartinとWilkinsonの特殊ガウスの比較(8) M-880/310 

m1 n 帯ガウス 帯ガウス右辺 特殊ガウス 特殊ガウス右辺

50 2550 0.860 2.775 0.880 2.660 

100 10100 14.77 21.96 14.62 20.97 

200 40200 237.3 172.0 233.5 165.2 

が、改訂コレスキー分解ではUjj=1とする。改訂コレスキー分解から得られたU

とDを用いてcy万UjTcY万めとすれば正統コレスキー分解になる。

J作11

k 

k+ ml 

n 

(b) N称帝ガウス

k段の消去

図参i目される部分

図参m~， .更新される部分

図 2. 6 メモリ参照の遠い (ml=4. n=20) 
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スーーパーコンピュータやパソコンなどでは乗算よりも除算が低速なことがあ

るので、除算lIdiを乗算Lこ直して高速化を図ることがある。ページスワップの影

響が少なくするには、帯コレスキー分解のゐ番内側のループのメモリ参照を連続

的にする。それには上三角行列Uを縦方向番地付けで格納するか、対称性を利用

して下三角行列L=urについてのプログラムを作成してLを横方向番地付けで格

納すればよい。右辺の計算を含めてメモリ参照を連続的にするためにはさらに改

良が必要である。コレスキー分解は内積演算が中心、なので、ストア命令の実行図

書文が少なく、高速化が可能だが、精度を得るためには演算順序に注意がいる。文

献[23]によれば、汎用コンヒ。ユータでは帯コレスキー分解が対称帯ガウスよりも

高速だが、要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンビュータでは対

手か帯ガウスが高速であり、また帯コレスキー分解に対しては高速化手法の適用が

重量しい。

対称帯ガウス[46]，[23]は、帯ガウス[22]から部分納選択を取り去り、対称性を利

用して上(下)三角部分だけでガウスの消去法を行う。係数行列が正定値ならば軸選

択が不要になることと、対称なら消去変換後も対称性が保たれるので[46]、消去

範囲を上三角部分に限定すれば消去演算の回数は帯ガウスの約1/4になる。しかも

消去変換に用いるGはaikと対称な位置にあるakiとakkから作ることができる。 aki

とakkl主k段以降てーは更新されなL、からαを格納する必要がない。これから、対称

滑ガウスのアルゴリズムは

doi = k十1，min(k 十ml，n)

t = -aki/akk 

doj = i，min(k+m1，n) 
aij=a司+t.akj 

となる。消去後の上三角行列lゐ4..=U"DUと分解したときのDUになる。連立一次

方程式を解くには不要だが、コレスキー分解におけるUとDが必要ならば容易に

作成できる。実際のプログラムではスカラーや一次元アレイを用いて高速化を図

る。

対称帯ガウスの場合も帯ガウスと同様、与えられた帯行列を

a'J-1n=aリ

と変換して、綴方向番地付けで

ぷ(O:ml，n)
という (m1+1)Xnの配列に格納する。制限三項演算の回数はm12n/2回で帯ガウ

スの約 114、必要なメモリ容量は(m1+1)Xnワードで帯ガウスの約 113になる。

ワ}キングセットはml'で、全体を通じたメモリ参照は前進消去過程、右辺の前

進消去過程、後退代入過程ともm1・nであり、どの過程においても連続的である。
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2，2直接解法に対する高法ft手法

アルコリズムどおりのプ訂グラムでもスーパーコンビュータを用いれば高速

に実行される。しかし、スーバーコンピュータの性官主を活用するにはなんらか

の高速化手法の適用が必要である。スーパーコンヒ。ユータで高速化を図るには、

演算やロード、ストアの回数を減らしたうえで、残った演算とロード、ストア

をなるべく並列に実行させる必要がある。文献[57]にはベクトルパイプライン方

式のスーパーコンビユ}タ向けの高速化手法として

(a)ベクトル化制御行の利用

(b)ループゲンローリング

(ωベクトル長の増加

(d)コンパイラへのデータ構造の明示

(e)メモリ競合の防止

などがあげられている。 (c)i副首去範囲から自然に決まるし、 (e)は連続的なメモ

リ参照ならば問題はない。 (d)はプログラムを実際に書くときの注意事項で、 (a)

はコンパイラがうまく動かないときに使われるいわば「奥の手」であり、いず

れも一般性に乏しい。ここでは(b)のループ・アンローリングを中心にメモリとペ

クトル演算器関のデータ転送に注意しながら高速化を図る。

最近のスーパーコンビュータは要素並列ベクトルパイプライン方式[53]を採用

しているため、複数あるパイプラインが同ーのベクトル命令で起動される。こ

のようなスーバーコンビュータで高速化を図るには、プログラムにアンローリ

ングを施すのがよい。アンローリングはループ内の演算密度を上げ、並列に実行

できる演算をふやして高速化を図る手法である[49]μ8]，汎用コンビュータで

は、アンローリングによってループオーバーヘッドが減少することによリ高速

化さ才1る。

最近のコンパイラは自動的にアンローリングを施して高速化を図ることもあ

る(陰アンローリングとよぶ)。コンパイラによって最適なアンローリングがな

されることが望ましいが、現時点でもコンパイラにはあまり期待できないの

で、複雑なプログラムにはあらかじめアンローリングを施してやる必要がある

(陽アンローリングとよぶ)[49]，例lえば、汎用コンピユータのコンパイラはアン

ローリングをしないが、アンロ〕リングはロード、ストアの回数やループの判

定回数が減るため汎用コンビュータに対しでも効果がある。このように多様なコ

ンビュータでの使用を前提とするなら、能力の劣るコンパイラでもプログラム

が高性能になるようにすべきである。そこで「使用するコンパイラの違いに

よって大きな性能変化がないようなプログラム」を目的として、陽アンローリ

ングを適用する。しかし、パイプラインの制御が途切れることなく実行させる

ためには、少しアレイを大きくとるなどの配慮が必要であり、そう簡単なこと

ではない。しかも、プログラムの保守を考えると、アルゴリズムに忠実で、読み
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5るいフログラムにしておく必要がある。結果として陽アンローリングはプログ

ラムを複雑にするが、得られたプログラムはスーパーコンビュータと汎用コン

ビュータの両方で高速実行が可能となる。

アンローリングに際して重要な点はメモリとレジスタ悶の無駄なデータのや

リとりをなくすことで、この点ではJ.J.Dongarraらの方針と同じである

[9]，[11]。彼らは線形数値計算でよく使われる基本的な演算(伊日えばSAXPY)を高速

化しているが口0]，[1]、ここでは帯行列を係数とする連立一次方程式の解法全体を

対象とすることによって、制限三項演算

aj = aj + t.bj 

を

aj = aj + t.bj + U'Cj 

とするようなアンローリングが可能になった。影響がLU分解全体に及ぶため作

業は大変なものの、メモリの参照回数を減らせるなどの特徴があり、高速化の割

合も大きい。以下、スーパーコンビュータと汎用コンピュータの両方に好まし

い高速化手法を帯行列に対する直接解法に適用した結果について述べ、その問題

点を明らかにする。

ガウスの消去法は3重ループ内の演算なので、段k、行i、列jの3通りのループ

についてのアンローリングが可能である。要素並列ベクトルバイプライン方式

のスーパーコンビュータでは同時実行が可能なベクトル演算器数と演算器にデー

タを供給するパイプライン数の関係が問題となる。汎用コンピュータではメモ

リとレジスタ聞のロード・ストアとループの判定回数など、演算以外の命令数が

主な問題となる。連続的なメモリ参照なのでページスワップの影響は考えなくて

も良いし、直接解法なので消去演算の数は一定である。議論を簡単にするためア

ンローリングは2重に限定し帯ガウスのみについて述べる。

婆素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンピュータでは、帯ガウス

の主要部

do k == 1， n 

doi = k+1，min(k+ml，n) 

doj == k十1，min(k十2m1，n)

aG・i，i)== aG-i，i)十t*wkG)

の最内側ループは

VLD(ロード)

VLD 

VMAD(積和演算)

VSTD(ストア)

(2.1) 

というベクトル命令になる[28]。例えば8-820/80では、 2つのロード命令または

ロード命令とストア命令が演算と同時に実行可能なので、 VLDからVMADまで
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はl単位持問(ムt またはチャイムとよぶ(53])で実行可能であり、一連の処理は2~t

のうちに行われる。

段kについてのアンローリングを施して2段同時(49]，(48]にすると

dok==1，n，2 

do i :::: k+ 1， min(k +m1，n) 

doj = k+l， min(k+2ml，n) 

aQ-i，i) = a(j-i，iH t*wk(j)+ tlヘN'kl0)
となる。最内側ループは

VLD 

VLD 

VMAD 

VLD 

VMAD 

VSTD 

(2.2) 

というベクトル命令になり、 8-820/80では一連の処理が2~tのうちに行われ否。

(2.1)の2倍の演算が同じ時間内に行われてループの実行回数が半分になったこと

から、全体の実行時間は(2.1)の約112になる o 2段同時では1回のストア命令に対

して2回の積和演算が実行され、ストアが約1/2、ロードが約3/4になる。しかも

いちばん外側のループkの実行回数が半減するので、メモリの総参照ページ数が

半減する。そのためメモリ制約がきつい汎用コンピュータやワークステーショ

ンなどでも有効である。段lこ関するアンローリングは影響がプログラム全体に

及ぶため、汎用性を失わないプログラムとしては2段程度が限度である。

2段同時に対応した右辺の前進消去過程は、 2重ループの外側のループに関する

アンローリングになっている。右辺の前進消去過程に最内側ループのループ長を

減少させずにアンローりングを施すためには、左辺の消去過程を2段同時にする

必要がある。逆に左辺の消去過程を2段同時にすると、自動的に対応する右辺の計

算も高速化される。右辺の後退代入過程は左辺の処理とは独立にアンローリング

が可能である。

行iについてのアンローリングを施して2行同時(49]，[48]にすると

do k ::: 1， n 

do i :::: k + 1， min(k十ml，n)，2

doj == k十1，min(k + 2m1川)

aQ-i，i) ::: a(j・i，i)+グwk(j)

aQ-i-1，i+1)::: aQ-i-1，i+lHu*wk(j) 

となる。最内側ループは

VLD 

VLD 
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VMAD 

VSTD 

VLD 

VMAD 

VSTD 

というベクトル命令になり、一連の処理が3~tのうちに行われる。 (2.1)の2倍の

演算が1.5倍の時間に行われるため、全体の実行時間は(2.1)の約2/3になる。 2行同

時では1つのループ内に演算とストア命令を2つずつ入れただけなので、ロード

が約3/4になるだけである。 2段同時と比べるとループ内の演算密度に比べて必要

なパイプライン数が多いため、小さい倍率の7ンローリングでパイプラインが

不足する。最近のコンパイラは2重ループの外側のループについては陰アンロー

リングを行うから、特ガウスではこれが行に関するアンローリングとなる。し

たがって、コンパイラによる陰アンローリングが期待できるのは行について、

すなわち(2.3)相当のみである。

列Jについてのアンローリングを施した27;日j同時[49]，[48] 

dok = 1， n 

do i = k+ 1， min(k+m1，n) 

doj = k+1， min(k+2m1，n)，2 

a小i，i)= a(j-i，i)十ザwk(j)

a(j + 1-i，i) = a(j + 1-i，i) +げwk(j十1)

は、ループ長が半減し(c)の条件を満たさ伝いたの論外で、あろう。

(2.4) 

2段向時に対して行について2重のアンローリングを行ったのが2段2行同時で

ある[49]，[48]。

dok = 1， n， 2 

do i = k+ 1， min(k十m1，n)，2

doj = k+ 1， min(k十2m1，n)

a(j司i，i)= a(j・i，i)十t*wk(j)十tl*wk1(j) 

a(j-i・1，i+ 1) = a(j-i-1，i + 1) +u地wk(j)+u1*wk1(j) 

となる。この最内側ループ(2.5)が

VLD 

VLD 

VMAD 

VLD 

VMAD 

VSTD 

VLD 

VMAD 

VMAD 
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VSTD 
というベクトル命令になる。 S-820i80では、これらの命令をどう並べ換えても

4ムtはかかり、ロード命令の実行回数が若干減るだけなのでアンローリングの効

果は小さく、 2段同時とほぼ同様である。ところが、チェイニングによってパク

トル命令のセットアップが並列に実行されるため、いくらかの性能向上が望まれ

る[45]，[53]，しかし4fT同時は5ベクトルロード、 4ベクトルストアなのに比べる

と、 2段2行同時は4ベクトルロード、 2ベクトルストアなので必要なデータ移動

命令がはるかに少ない。これから2段同時と2行同時を組み合わせることでロー

ド-ストアパイプラインを有効にi舌用できることがわかる。

表2.2にアンローリングによる命令の実行回数の変化を示す[28]，

(1)帯ガウス

2段同時は段数kについてのアンローリングのため、次元が奇数のときに見か

け上のランク落ちを生じないよう

an+lm十 j=: 1 

とする。また、 k+ml+1行とk十2m1十1Y'Jにはk+1段の消去は行われるがk段

の消去は行われないため、 2段ずつ同時に消去を行うにはk段の消去が行われな

い状態を作る必要がある。そのため、右帯半幅を2ml+l，左帯半帽をml+lと

し、

ai，トmj.j=: 0 (i= 1，n十1)

aj，j十2m1+1= 0 (i=l，n+l) 
にすべて0を入れておくことによって、すべての消去演算を2段同時に実行す

る。

2行同時で、はm1が奇数の場合に問題が起きる。本来k段とk+l段ではk+ml+1

行までしか消去が行わないにもかかわらず、 2行ずつ同時に消去を行うため

k+ml+2行まで消去が及んでしまう。 2段同時のように左帯半隔をml+1として

Oを入れればk十m1+2行にはk十l段の消去はなされないが、 k十m1十2行lこk段

の消去を行わないためには左帯半幅をさらに増やしてm1十2として、

aj，トml.2=: 0 (i = 1，n + 1) 
とする必要がある。ところが横方向番地付けなので、いちばん左側の要素と次の

行のいちばん右側の要素は同一視できる。結局、 2段同時、 2段2行同時に対応し

て、すべての演算を一様に実行するには、帯幅を拡張して

i-m1・1豆j三i+2m1+1

とすればよい。
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表2.2(a) 左辺の命令数

演算密度 ロード ストア
ロード ストア 分岐

総数 総数 総数

帯ガウス 1 2 1 2n3/3 n3/3 n3/3 

2段同時 2 3 1 n3/2 n3/6 n3/6 

2行同時 2 3 2 n3/2 n3/3 n3/6 

2段2行同時 4 4 2 n3/3 n3/6 孔3/12

表2.2(b) 右辺の命令数

前進消去 後退代入

演算 ロード ストア 分岐 ロード ストア 分岐

密度1 総数 総数 総数 総数 総数 総数

帯ガウス 1 n2 n2/3 n2/2 n2 n2/3 n2/2 

2段同時 2 3n2/4 n2/6 n2/4 3n2/4 n2/6 n2/4 

(2) R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの特殊ガウス

MartinとWilkinsonの特殊カーウスのアンローリング方法も、基本的には帯ガウ

スと同じである[49](前述したように、 R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの持殊ガウス

をMartinとWilkinsonの特殊ガウスと略称する)0 2段同時[49]，[48]のプログラム

の主要部分は

dok= 1，n，2 

doi == k+2，min(k+1+m1，n) 

doj = k+2， min(k十1+2ml，n)
aり-k・2，i)= aO-k，i) +t*wk(j)十七1*wkl(j) (2.6) 

2段2行同時[49]，[48]のプログラムの主要部分は

dok = 1， n， 2 

doi == k+2，min(k+1十m1，n)，2

do j = k + 2， min(k + 1+ 2ml，n) 

a(j・k・2，i)=: a(j-k，il十t*wk(jl+t1 *wkl(j) 

a(j・k・2，i+l)=a(j・k，i十ll+u*wkQ)+ul*wkl0J (2.7) 

となる o MartinとWilkin自onの特殊ガウスではシフト操作が本質的であるた

め、簡単なアンローリングを行ったのでは無関係な要素に副作用を及ぼす可能性

が大きい。リストベクトルを使えばこのような問題は起こらないが、 リストパ
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クトルは間後的なメモリ参奴のために汎用コンビュー夕、スーパーコンビュー

タの双方にとって好ましくない。

2段同時では、 2設分の消去変換を同時に作用させるため2:71J分のシフトが必要

である。同時に2列分シフトするため、帯幅は列方向に1)'1J余分に必要となる。ま

た次元の奇数・偶数に関係なく第n+1行を消去する可能性があるため、行につい

ても1行余分にとっておく必要がある。第n+1行の値をあらかじめ与え、消去の

過程を通じてそのままの値に保つことも困難なので、次元が奇数のときに見かけ

上のランク落ちを生じないようにするため、プログラムの終了時にランク落ち

を表す変数を補正する。

MartinとWilkinsonの特殊ガウスのプログラムの2段同時では、シフト震が異

なることと、第k+1段の部分軸選択の結果、方程式がどこと入れ換えられるかに

よっても消去のしかたが異なってくることから、場合分けが必要になる[22]。

2行同時にする際の問題は、行1に関するループのループ長が奇数の場合に起き

る。 MartinとWilkinsonの特殊ガウスではシフト操作が本質的なので、シフト

までを含めた無変換を作り出さない限り1行増やすことは許されない。したがっ

て行に関するループのループ長が奇数の場合は、最後の1行を除いた残リを2行ず

つを同時に消去し、最後は1行だけで消去する。ここでも場合分けが必要であ

る。

2段2行同時の要点は、 2段同時のループ(2.6)を2段2行同時となるようにアン

ローリングすることである。一般には行に関するループのループ長

loopi = min(k + 1十m1，n)ベk+2)
などは

ほ+1+m1)銅像+2)

が偶数であっても、 min(k十1十m1，n)があるため段数kの値によっては奇数にな

りうる。そのため実際のloopiが偶数・奇数であるかを判定して場合分けをする必

要が生じる。

loopiが奇数の場合には、最後の1行を特別扱いして

do k = 1， n，2 

do i = k + 2， min(k + 1 +ml，n)-l， 2 

doj = k+2，min(k+l +2m1，n) 

aQ・k・2，i)= aQ-k，i) +t*wk0) +t1 *wk1Q) 

aG・k-2，i+1)= aQ-k，i+1)+u*wk(j)+u1*wkl(j) (2.8) 

doi = min(k+l+ml，nl， min(k+1+ml，nl 

doj = k+2，min(k+ 1 +2m1，n) 

aQ・k-2，i)= aかk，i)十t*wk0l+t1 *wk1Q) 

とすれば良いはずだが、これは正しくない。 FORTRAN77とかPascalのような

プログラミング言語のDOループには始点、終点のチェック機能が備わってお
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ヘ DO文を単なる繰リ返しとみなすことはできない。たとえば、 k=nのとき

9ft慌の値k+2=n+2は終点の値nより大きいため (2.6)、(2.7)のループは何も実

行されない。ところが(2.8)の後半のループ(あるいはループを取り去ってiの代

わりにrnin(k+1十ml，n)を代入したもの)は必ず実行されるため、アンローリン

グの前後でプログラムの悶値牲が保たれない。この問題はループ長loopiが負に

なるとき、すなわち元々のループがチェックのみで実行されない場合に生じ

る。このような場合はloopiが奇数でも、偶数扱いとして何も実行されないよう

にする必要がある。したがってMartinとWilkinsonの特殊ガウスの場合は機械的

な陽アンローリングであってもそう簡単には行えない。

(3)対称帯ガウス

帯改訂コレスキー分解urDU[ 46)，[72)のアルゴリズム主要部は

Ukj = akj -~ Uik di Uij / dk 

のような3つの項の穣和になるため、 2つのベクトルの要素毎の積を作ってから
〆~ N 

内積をとらなければならない。一方、正統コレスキー分解uruではアルゴリズ

ムの主要部が完全な内積演算になっている o 改訂コレスキー分解の右辺の計算は

除算がベクトル除算として高速に実行される。このため、スーパーコンヒ。ユー

タでは、左辺を重視すれば正統コレスキー分解、右辺を重視すれば改訂コレス

キー分解がよいことになる。

コレスキー分解のような内積型の演算については

doj = l，n 

doi = max(lJ-mll，j-l，2 

Wij = aij -~ UkiWkj 
Wi+1，j = ai +1， J~uk， i+lWkj 

U可 Wi/di

Ui+1，j = Wi+1，j /di +1 

dj = ajj -~ UkjWkj 

のように、内積のすt列実行が可能なだけで、 WをDUに分解する部分があるため

全体を通したアンローリングが困難である。命令の実行回数がそれほど減らせな

し、うえ、スーパーコンピュータの内積演算は積約演算に比べて並列実行に難があ

り、しかも遅いとされている[26)0

対称帯ガウス[46)，[23]に対するアンローリングも基本的には帯ガウスと同じだ

が、対称帯ガウスの場合は部分抽選択がないのではるかに簡単にできる。 2段何

時では、 k十l+ml行とk十l+ml列にはk+l段の消去変換だけを作用させ、そ

の他にはk段とk+l段の消去変換を同時に作用させる。場合分けをするとプログ

ラムが複雑になるので、多少演算量は増えるが余分な領域をとって口をOとした無
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安換をff.i)、?古に2段ずつ同時に消去を行なう。それには列方向に帯幅を1つだけ

広げてak，k!-1ιml二 Oとしておけばよい。また次元の奇数偶数に関わらず第n+l

f子を消去する可能性があるため、行についても1行分余計に領域をとっておく。

次元が奇数のときに見かけ l:のランク落ちを生じないようにするためan+l四十1に

lま1を与える。

2段2行同時のアンローリングを施す際の問題点は、上三角行列の領域だけを

扱っていることと、行iに関するループのループ長が奇数になることから生じ

る。主三角行列の領域だけを扱うことから、 i行の対角要素aii(こ対する計算だけは

時別に行い、 i十1列からは2行ずつ同時に消去する。行に関するループのループ

長が奇数のときは、消去領域からはみ出す1fTの消去を無変換にするため、列方向

にさらに帯帽を1つ広げてak，k十2+ml=0とする。 k+ml十2行に対するk段の消去

変換はabk+Z+ml、k+l段の消去変換はak十川+2+mlから決定されるが、これらは2

:9lJ分余計に領域をとって0を与えておいた部分なので行に関するループのループ

長が奇数であっても他の行の主要素に影響は及lまない。

2.3直接解法に対する高速化手法の効果

要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンピュータとしてS

820/80、汎用コンピュータとしてM・880/310、中間的なコンビュータとして

IAP(lntegrated Array Processor)付のM-682Hを用いて実測を行った。計算はすべ

て倍精度で行った。結果を表2.3-表2.8(こCPU時聞を示す[30]。帯ガウスを

BGLUx、MartinとWilkinsonの特殊ガウスをBHLUx、対称帯ガウスをBSLUxで、

表す。 x=lは原形、 x=2は2段同時のアンローリング、 x=4は2段2行同時のアン

ローリングを意味する。右辺の計算は、 BGSLVy、BHSLVy、BSSLVyで表し、

y=lは原形、 y=4は2重ループの外側ループについてのアンローリングを意味す

る。このような線形計算に対するスーパーコンビュータふ820/80のピーク性能

』ま2GFLOPSである。

精度を調べるために残差ベクトルを計算し、残差ベクトルのLノルムと2./ル

ムで比較を行った。帯ガウスとMartinとWi1kinsonの特殊ガウスは全く同一だっ

た。帯コレスキー分解と対称幣ガウスは、必要なメモリ容量と得られた解の精度

に相違はなく、解の精度は部分軸選択を行う帯ガウスとも同等だった。これか

ら、拡散方程式を離散化して得られる対称正定値帯行列を係数とするときは、理

言命だけではなく、現実的に部分軸選択は必要ないことが明らかになった。

スーパーコンビュータS・820/80では、帯ガウスとMartinとWilkinsonの特殊ガ

ウスに8重、それぞれの2段同時に行について4重の陰アンローリングが施されて

し、る。スーパーコンビュータの場合、持ガウスは2段同時、 2段2行同時にすると

最勺60%、MartinとWilkinsonの特殊ガウスは2段伺時、 2段2行同時にすると約
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表2.3 待行列に対するプログラムのj性能 8-820/80 

S 

(GFLOPS) 
BGLUl BGLU2 BGLU4 BHLU1 BHLU2 BHLU4 BSLU1 BSLU2 BSLU4 

Ml=50， 0.083 0.056 0.053 0.071 0.049 0.050 。.082 0.039 0.037 I 
N= 2550 (0.30) (0.45) (0.4 7) (0.35) (0.51) (0.50) (0.07) (0.16) (0.17) 

M1=100， 0.621 0.37自 0.377 0.484 0.345 0.347 0.655 0.298 0.251 

N= 10100 (0.64) (1.06) (1.07) (0.83) (1.16) (1.16) (0.15) (0.33) (0.40) 

Ml=200， 5.044 3.867 3.842 4.741 3.994 4.010 5.475 2.661 2.132 
N=40200 (1.27) (1.66) (1.67) (1.35) (1.61) (1.60) (0.29) (0.60) (0.75) 

表2.4 右辺の計算性能(100回繰り返し 8-820/80

s(GFLOPS) BGSLVl BGSLV4 BHSLVl BHSLV4 BSSLVl BSSLV4 

Ml=50， 0.826 0.633 0.812 0.640 0.811 0.570 

N=2550 (0.09) (0.12) (0.09) (0.11) (0.06) (0.08) 

Ml=100， 3.622 2.976 3.579 2.870 3.543 2.569 

N=10100 (0.16) ( 0.20) (0.16) (0.21) (0.11) (0.15) 

Ml=200， 17.44 13.89 15.94 13.46 15.78 11.91 

N=40200 (0.27) ( 0.34) (0.30) (0.35) (0.20) (0.26) 

表2.5 帯行列に対するプログラムの性能 M-880/310 

s 
BGLU1 BGLU2 BGLU4 BHLUl 

(MFLOPS 
BHLU2 BHLU4 BSLUl BSLU2 BSLU4 

Ml=50， 0.860 。.707 0.692 0.880 0.713 0.698 0.242 0.199 0.190 

N=2550 (29) (36) (36) (28) (35) (36) (26) (31) (33) 

M1=100， 14.77 11.26 11.00 14.62 11.29 10.96 3.560 2.912 2.819 

N=10100 (27) (35) (36) (27) (35) (36) (28) (34) (35) 

M1=200， 237.3 178.2 175.7 233.5 180.6 175.0 58.95 46.21 44.75 

N=40200 (27) (36) (36) (27) (35) (36) (27) (34) (35) 

70%、絵アンローリングの行われない対称帯ガウスでは、 2段同時、 2段2行同時

にすると約40-50%のCPU時間で済む。右辺の計算は、帯ガウスとMartinと

Wilkinsonの特殊ガウスが約80%、対称帯ガウスが約70%のCPU時間で済む。帯
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表28 4」辺の計算性能(1001"J繰り返し) M-880/310 

s (MFLOP8) BG8LV1 BGSLV4 BH8LV1 BH8LV4 B88LVl BS8LV4 

Ml:= 50， 2.775 2.450 2.660 2.348 1.822 1.566 

N=2550 (27) (31) (28) (32) (27) (32) 

M1=100， 21.96 19.79 20.97 18.60 14.42 12.69 

N=10100 (27) (30) (28) (32) (28) (31) 

M1=200， 172.0 152.2 165.2 148.4 115.7 102.1 

N=40200 (28) (31) (29) (32) (27) (31) 

表2.7 帯行列に対するプログラムの性能 M 司 682HIAP

s 
BGLU1 

(MFLOP8) 
BGLU2 BGLU4 BHLU1 BHLU2 BHLU4 BSLU1 BSLU2 B8LU4 

M1=50， 0.458 0.437 0.430 0.793 0.763 0.753 0.204 0.209 0.206 

N= 2550 (55) (58) (59) (32) (33) (33) (31) (30) (30) 

M1=100， 8，824 7.240 7.227 12.95 12.96 13，27 2.087 2.105 2，082 

N=10100 (45) (55) (55) (31) (31) (30) (48) (47) (48) 

M1=150， 52.93 38.25 38‘05 73.95 73.28 74，21 8.747 9.122 8，957 

N=22650 (38) (53) (53) (27) (27) (27) (58) (55) (56) 

表2.8 右辺の計算性能(100回繰り返し) M-682HIAP 

s(MFLOPS) BG8LV1 BG8LV4 BH8LV1 BH8LV4 B88LV1 B88LV4 

M1=50， 3.302 3.407 3.334 3.264 2.172 2.193 

N=2550 (23) (22) (22) (23) (23) (23) 

M1= 100， 23.30 23.98 23.46 23.18 15.47 15.80 

N=10100 (26) (25) (25) (26) (26) (25) 

M1= 150， 73目72 77，28 75.87 75，03 88 I 5凶
N=22650 (27) (26) (26) (27) (27) 

行列の場合は最内側ループのループ長が2m1と比較的短いことを考えれば、 2段

同時、 2段2行同時などのアンローリングは有効であるといえる。

アンローリングの結巣、帯ガウスとMartinとWilkinsonの特殊ガウスの平衡点

も変化してくる。原形ではメモリ参照の差が大きかったためにほとんど常に

MartinとWilkinsonの特殊ガウスが有利だったが、 2段同時などのアンローリン
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グの効楽/山*ガウスに著しいため、都ガウスに有利な部分も生じてくる。しか

し、全体的な傾向として総リ返し[cJj数が多いときにはMartinとWilkinsonの特殊

ガウスが有利j伝ことに変わりはない

対称借ガウスは陰アンローリングが施されないために原形が非常に遅い。そ

のため、陽アンローリングの効果は大きいが、ピーク性能と比べるとその値は

小さい。その原因は最内側ループのループ長が短いたので、対称帯ガウスが最大

で、mlなのに対して、帯ガウスとMartinWilkinsonの持殊ガウスは2m1である。

しかも対称帯ガウスでは最大ループ長こそm1だが、上三角部分しか消去を行わ

ないため消去行がk行から遠ざかるにつれてループ長が減少して平均ループ長は

m1l2になる。これは帯ガウスやMartinとWilkinsonの特殊ガウスの1/4である。

帯ガウスには8重の陰アンローリングが行われるため、演算量が対称帯ガウス

の4倍あるのにもかかわらず、スーパーコンヒ。ユータでは対称ガウスの CPUi時

間よりも短いことがあるが、陽アンローリングを施すとそのような逆転は起こ

らない

一般に、汎用コンピュータでは複数の演算を同時には実行できない。この場

合、消去演算の回数は一定なので、主としてロードストア命令と分岐命令などの

演算以外の命令の実行回数が減少することで高速化が閲られる口

ロード・ストア命令(LD、STD)の実行回数が少なければ、メモリとレジスタ間

で無駄なデータの移動を行わずに演算が行われる。分岐命令(BCT)の実行回数が

少なければ、ループ内でより多くの演算が行われる。汎用コンビュータでもパ

イプライン処理が行われているため、分岐命令などのパイプライン処理が中断す

る命令は少ないに越したことはない[24]。

表2.2に示したように、 2段同時ではロード・ストア命令の実行回数が減少し、 2

行同時ではロード命令の実行回数だけが減少する。分岐命令の実行回数はどのア

ンローリングの場合も半減する。 2段2行同時にするとロード・ストア命令、分岐

命令の実行回数ともさらに減少する。アンローリングによって副次的な処理は必

要になるが、ロード・ストア命令の実行回数が減少し、ページ参照も半減するた

め2段2行同時にアンローリングしたプログラムは汎用コンピュータでも高速に

実行できる。

その結果、汎用コンヒ@ユータM-880/310では2役同時、 2段2f子同時とも70-80%

程度の CPU時間で済む。右辺の計算を2段同時にすると約90%のCPV時間とな

る。

IAP(Ir比egratedArray Processor)付のM-682Hでは、アンローリングの効果は

帯ガウスの左辺を除くとほんのわずかであるか、逆に遅くなるかである。帯ガ

ウスだけにアンローリングが効果的というのは異常である。以前は、 IAPのよう
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に演算京t架を常にメモワへ戻す場合にも2段同時などのアンローリングは有効

だったことから、これはコンパイラの問題と考えられる。

このように、適切なアンローリングの程度は機種、あるいはコンパイラの

パージョンによって異なる。多様なコンビユ}タでの使用を前提にするなら、

J機能が劣るコンパイラでも高速に実行できることが必要であり、この点で人手に

よる陽アンローリングは欠かせない。しかし、より多重のアンローリングは高

速化のメリットが少ない割にプログラムが複雑になる。一方アンローリングな

しのプログラムはロード・ストアの実行回数や主記憶の参照量が多いため、スー

パーコンピユータと汎用コンピュータの双方で問題である。高速化と保守の問題

を併せて考えれば、並列に実行される演算に対して必要なロード・ストアが少な

し、2段2行同時程度のアンローリングが最適で、あろう。スーパーコンビュータ用

のコンバイラは2重ループの外側のループに対して陰アンローリングを施すこと

もあるが、コンパイラに2段岡崎のアンローリングを期待するのは難しい。その

ためスーバーコンピュータでコンパイラによる行についての陰アンローリング

が期待できるなら、コンパイラには難しし、2段同時の陽アンローリングだげを施

すのがよい。 2段同時のアンローリングは効果が大きいので充分な価値がある。

また、これらの高速化手法は精度を悪化させず、しかもスーパーコンビュータ

と汎用コンピュータの双方で良い結果が得られる。

2.4ストリップマイニングの効果

8-3800のような最近の要素並列ベクトルパイプライン方式のスーバーコン

ビユ}タでは[53]、演算パイプラインに見合うだけのロード・ストアパイプライ

ンが用意されていない[38]。そのかわり、レジスタが比較的多めに用意されてい

るので、 2重のループまでを対象にしたロードストアの効率化ができればさら

に高速化できる。このための方法として、最的側ループをベクトルレジスタの

大きさに限定し、データをベクトルレジスタに常駐させることが行われる。こ

の手法をストリップマイニングという(小片化ともいう)[66]，[53]，問。

例えば要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンヒ。ユータでは、帯

ガウスの主要部

カf

dok = 1， n 

do i :::: k十1，min(k十ml，n)

doj = k+l，min(k+2ml，n) 

aQ・i，i)= aQ-i，i) +七*wk(j)

dok = 1，n 

do i == k十1，min(k +m1，n) 
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VLD(口、」ド)

VLD 
VMAD(積和演算)

VSTD(ストア)

(2.9) 

のように実行される。 ここでwkの部分は2重のjレ}プを通じて不変で、ある。これ

を2重ループの外へ追いだして、 wkをレジスタlこ1回だけコピーして繰り返し利

用できるなら、主要部は

do k = 1， n 

VLD(ロード);レジスタ上に保持

do i = k + 1， min(k +m1，n) 

VLD 
VMAD(穣和演算)

VSTD(ストア)

(2.10) 

となる。積和演算とストアの回数は同じだが、ロードの回数は(2.9)で、は2n.m1、

(2.10)ではn+n・rn1となる。 (2.10)ではn・(m1-1)回のベクトルロードが不要にな

ると同時に、 (2.9)では2単位時間(2st)かかっていた最内側ループがムtで、実行で、き

るようになる。そのためには最内側のループ長がベクトルレジスタよりも小さ

いことが必要である。

現在の要素並列ベクトルパイプライン方式のスーパーコンビュータのベクト

ルレジスタサイズは512ダブルワード(4KB)なので[38]、小片の大きさは一般の

帯行列に対しては帯半幅256以下、対称正定値帯行列に対しては帯半幅512以下の

問題に相当する。同ーの問題を複数のプログラムによって確認、することも多いの

で、高速化のために帯半幅を256以下に限定する。もともと対象にしていた問題

で帯半隔を250にすると元数はn=503X250、1.25x10'になる。このときに必要

な領域は対称なら2.4X108、一般の帯行列ならば7.2X108ダブルワードになる。

これは、それぞれ240MB、720MBであり、現時点ではほとんど利用不可能な値

である。したがって、特別な計算環境が利用できる場合を除いて、帯半幅を256

に限定しでも大きな影響はない。これによって、大幅な性能向上が得られるな

ら、妥当な制約といえよう。

このように帯行列に対するガウスの消去法系統の算法で、は、手苦半幅を制限する

だけで自動的にストリップマイニングをしたことになるが、逆に、なんらかの

方法で行に関するループを分割するのは難しい。

次にストリップマイニングの効果が著しくなるのはどのようなときかを考え

る。レジスタ常駐が有効なのはロード命令だけだから、まず1ストア命令に対す

るロード命令の実行回数が多いk段同時のアンローリングを考える。 1単位時間に

ロード・ストアを合わせてp、積和演算をqで、きるスーパーコンピュータなら、

CPU時間の短縮率の概算備は
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レシスヲ ~~f; ，~t/1i~'.f!J主主:し

二 max(2ヤ，k/q)/max((l王十2)/p，k/q)

となるつら:3800の場合、 p=q==2なので、分子はk;;:2のときには第2項、 k==lの

段数 VMAD 
}i坊主なし レジスタ常n
VLD VSTD VLD VSTD 

I 1 2 1 1 1 

2 2 3 1 1 1 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

k k k+l 1 1 1 

ときは第l項、分母lま第1項のみがいきる。 k;;:2のときの短縮率の概算債は

k/(k + 2)になる。この値はkについての減少関数で、 k==2のときに短縮率の概算

値が最小値をとることから、 2段同時に対してレジスタ常駐の効果が大きいこと

がわかる。また、ハードウェアの性能がp+2>qのとき、ガウスの消去法をk段

同時(k==lを含む)に実行することを考える。この場合は常にロード・ストアが不足

するため、演算バイプラインを完全に稼働させるためにはデータのレジスタ常

駐が必要になる。これらロード・ストア命令の減り方、 レジスタ常駐の効果から

いっても、帯に対するガウスの消去法系統の解法では2段岡崎のアンローリング

に注目するのがよい。

そこで実測低からその効果を検証する。ところが現在、 8-3800用のコンパイ

ラでは、帯ガウスとMartinとWilkinsonの特殊ガウスの2段伺時のプログラムに

対しては行に関する4重の陰アンローリングが施されるため、厳密?な評価ができ

ない。

そこで、同様な見稜もりによって評価を行う。 (2.2)に示した2段同時

do k == 1， n， 2 

do i == k + 1，min(k+ml，nl 

doj == k-l-l，min(k+2ml，n) 

a(j-i，i) == a(j-i，il十げwk(jl+tl *wkl(jl 

lこ4重の陰アンローリングが施されている場合、 レジスタ常駐なしの最内側ル}

プは

VLD a(j-i，ilに対して 4

wk(j)とwkl(j)'こ対して 2

VSTD a(j-i，i)に対して 4

VMAD 8 (2.11) 

となるはずである。 2重ループ内で不変なデータのレジスタ常駐が図られると

VLD a(j田i，i)に対して 4
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¥1STD a(}i，i)にたjして 4

VMAD 8 (2.12) 

となるはつFて、ある。 8-3800で lま(2.11)が(4+2+4l/2=5(ムt)、(2.12)が

(4 +4)/2=4(6.t)となる。レジスタ常EEを図ることによって、 5ムtカ-;4ム七になるこ

とから2段同時のプログラムでは約25%の高速化が期待できる。行に関して8重に

手会アンローリングされた帯ガウスとMartinとWilkinsonの特殊ガウスを考える

と、同様な議論によって96.tが86.tになることから、原形のプログラムではほと

んど高速化が期待できない。実測結果を表2.9(こ示す。

MartinとWilkinsonの特殊ガウスの2段同時のプログラムでは期待どおりの結

果が得られているが、帯ガウスは値、高速化率とも予想を下まわっている。 s-
3800は演算装置のピーク性能が8GFLOPS、演算装置とデータをやりとりする

ロード・ストアパイプラインのピーク性能が4GFLOPSである o 帯ガウスはロー

ドストアパイプラインの制約によるピーク性能の半分をも越えていないので、

実際にレジスタ常駐が行われているかどうかは疑問である。コンパイうがレジ

スタ常駐を行うための条件が現時点のマニュアルに明確には記述されていない

7;'、少なくともベクトル化指示文によってループ長が512以下であることを明示

する必要がある。このような指示は他のコンビュータに対しては何の彫響も及

lまさない。

レジスタ常駐は効果があることは明らかになったが、陰アンローリングの程

度を含めて、陰アンローリングとレジスタ常駐の闘にどのような関係があるか

lま、陰アンローリングなし/レジスタ常駐といったデータが測定できないため、

はっきりしたことはわからない。また、性能はベクトル演算装震の立ち上がり

時間の大小などにも大きく依存するため、純粋に理論的な考察はほとんど無意味

であり、いくつかの実測値からここで述ペたような簡単なモデルを作成し、よ

りよい高速化手法を選択するのがユーザに許された選択肢である。

この点で、これらのプログラムに対する高速化は充分な性能が得られてい

る。 したがって、帯行列を係数とする連立一次方程式の直接解法のアルゴりズム

としては帯ガウス、同ーの係数行列に対して右辺の計算を繰り返す場合には

R.S.MartinとJ.H.Wilkinsonの特殊ガウス、係数行列が対称正定値ならば対称帯

ガウスを使用するのが良い。これらのプログラムに対して人手によって2段のア

ンローリングを施し、コンパイラに行に関する陰アンローリングとレジスタ常

高主を行わせたプログラムは、精度・性能ともスーパーコンピュータの性能を充分

に活かしている。
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表2.9 8-3800におけるストリップマイニングの効果

s:秒 レジスタ常駐 レジスタ常駐
(GFLOPS) あり なし

帯ガウス 3.013 2.074 
BGLUl (1.07) (1.07) 

帯ガウス2段同時 1.188 1.232 
BGLU2 (1.82) (1. 76) 

特殊ガウス 1.111 1.041 

BH1U1 (1.95) (2.08) 

特殊ガウス2段同時 0.761 0.899 

BHLU2 (2.85) (2.41) 
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3 五it8:?W?'よ

3.1いろいろな反復解法

ガウスの消去法に代表される直接解法では、行列の性質によらずほぽ一定の演

算量で厳密解が求められた。 ー方、反復解法は第1近似解から始めて、 より良い近

似解を作ることを繰リ返して精度を高める解法である。反復解法では、直接解法

よりも速く実用上十分な近似解が得られることもあるが、最悪の場合には収束し

ない可能性がある。問題によって反復解法の収束特性は異なるため、反復解法を

利用する場合は解こうとしている問題に合った解法を用いる必要がある。特に大

規模な疎行列を対象とした場合には、メモリの節約のために反復解法を使わざる

をえないので、収束が速く安定な反復解法と実用的なプログラムが必要となる。

反復法の基本は、連立一次方程式Ax=bにおいて、

A=Ao-R 

と分離し、左辺の一部を右辺に移して

Aox=Rx十b

とする。左辺のzを、すでに求められたzから計算するよう

AOXk+l ==RXk+b 

とする。これが反復法の原理である。 (3.2)、(3.3)より

Ao (Xk十1-X) =: R(Xk-X) 

となるが、これは

(3.1) 

(3目2)

(3.3) 

(3.4) 

Xk+l -X ==Ao .1R(Xk-X) (3.5) 

== (Ao 'lR)k (xo-x) (3目6)

なるので、任意の初期ベクトルXoに対してこの反復法が収束するための条件は反

復行列(AO.1R)のスペクトル半径が1をこえない、すなわち

p(AO'lR)く1 (3.7) 

である。拡散方程式を差分法で離散化して得られた行l1JAI土M一行列なので、 Aの

非対角要素の一部を省いたものをA。とすれば、 p(Ao.1R) <1となって反復法の収

束が保証される[69]，[5410

Vargaの本[69Jには、基本的な反復法として点ヤコビ法、 Gaus日-Seidel法、

SOR法、 SLOR法などがあげられている。点ヤコビ法の反復式は

Xk+l = Dl(L+ U)Xk十D1b

と表される。ここで、 Lは狭義下三角行列、 Uは狭義上三角行列、 Dは対角行列で

ある。点ヤコヒゃ法で、はXk+1の成分を計算する閥、 Xkの全成分を記憶しておく。

点ヤコビ法におけるた+1の更新過程で、積極的に新しいね刊の成分を使用する

のがGauss-Seidel法である。 Gauss司 Seidel法の反復式は

Xk+l = (D-LJ-'U:ぬ+(D問L).lb
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と表される。(D-LJ、Uとも三角行列になるため、 Xk+lとXkの両方を記憶する必

要はない。

SOR法では、 Gau側面 Seidel法の反復式によって計算されるベクトルを補助的

なベクトル丸十1として、むとYk+1の重み付き平均

九十 1エ(l-(u)xk+ω12+1 

を作る。 ω=1の場合はGauss-Seidel法である。 L=D1L、U=D1Uとおいて行列

で書けば

Xk+ 1 = (I-(uLP{(l-w)I十位向九十ω(l-wL)-1D1b

となリ、 ωを緩和因子(relaxationparameter)という。 ω>1の場合を過大緩和

(overrelaxation)とし、い、全体の方法をSORi宏(successive overrlaxation method ) 

とよぶ。 SOR法の場合も九十1とXkの両方を記憶する必要はない。ある仮定のも

とで、最適なωの決定方法も知られているが[69]、それには最大固有値Amaxの推定

が必要になるので、実用上はωを変えてみて、適当なωを探すことが普通に行わ

れている。

3重対角行列T、下三角行列E、上三角行列Fを導入して、 A=T+E+Fと分解し

て、

Xk+l =(T+E)-lFxk +(T+E)ゆ

としたものを線反復法という。この行列に対して加速係数ωを導入し、

τぬk+刊1=-ベ(T十伯E)一l{(ゆ仙-1)川T十ωF円ix仇k+ω以(T+ωE)-l

としたのがSLOR法である。 SLOR法の主要部分は方程式を解くことになるた

め、陰解法とよばれる[45]。

SLORi去を除いたこれらの古典的反復法は汎用性にかけ、現在では使用しない

ほうがよいとされている[45]。実際は、プログラムが簡単なことからかなり広

く使われている。拡散方程式を離散化して作ったml=16、n::=560の問題に対し

て、右辺としてAjVjを与えてSOR法とSLOR法でωを変えながら560回の反復を

行ってみたが、所定の判定値(0.22X10品)では収束しないことが多かった。その

ため、拡散方程式を離散化して作った問題に対してはこれらの反復法の使用を考

慮しない。

これらの方法は、いずれもある条件のもとで収束が保証されているが、実際

に何回の反復で、あるいは最大何回の反復で収束するかは明らかでない。ところ

がCG法は、最悪で、も有限回(n元ならばn回)の反復で厳密商事に到達することがま里論

的に保証されている。そのため、 CG法は発表当時から非常に魅力のある解法と

されていた。

39 



3 .~: CC;UJCoillugate Gradient Method)のアlレゴリズム

CGjえは151交EJ自己iム(ConjugateGradient Method)の略称で、 1952年にHestene白

とStiefelによって発表された対称lF.定値行ダIJAに関する連立一次方程式 Ax==bの

反復解法である[32L，

反復解法は、第1近似解から始めてより良い近似商事を作ることを繰り返して精度

を高める解法で、直後解法よりも速く実用 t-j分な解が得られることもあるが、

最怒の場合には収束しない可能性がある。ところがCG法は、最悪でも有限回(n元

ならばnIill)の反復で厳密角平に到達することが理晴的に保証される。このことから

CG法は発表当時から非常に魅力のある解法とされた[51]却7]，口41，

ところが、 CG法は計算誤差に敏感で問題によっては収束しないこともあり、

京勺20年後のPCG法までは実用化されることが少なかった。 PCG法は、 Aに近い対

f}Ji正定値行男IJlJ'Uを用いて前処理を施した方税式

UTAUly= UTb、x=U"y 

に CG法を適用するものである[51]，[42]，[ 41] ，[18¥。

CG法の原理は「対称正定値行列Aを係数とする連立 A 次方程式 Ax==bがあると

き、解xlま汎関数

f(x) = (x， Ax)-2(b， x) (3，8) 

を最小にするzである。 Jことから導かれる[51]，[25]，[54]。

いま、反復k[!iJ目における解の近似をXkとしてk+1llil目の近似解Xk+lを

Xk十1== Xk十 QkPk (3.9) 

とおく。 Pkはねの修正ベクトルで、

J¥して

<1k I主Pkの大きさを決める。 (3.9)を(3，8)に代

f( Xk+l) =f(Xk十 日kPk)

=f(Xk)ー2<1k(Pk， rk) +αk 2 (Pk， Apk) 

を得る。 (3.10)をQkの関数として最小にするためには

(3.10) 

日k= (Pk ， ~) / (Pk> Apk) (3.11) 

とすればよい。，.1ま残差ベクトノレb-Axkである。修正ベクトルPk+1の方向は

A.lb -Xk+1とAPkの直交性:

(Apk ，A1b司 Xk+l)== (Pb b-Axk+l) 

= (Pk， ~+1) 
= (Pk， ~開口kApk)

= (Pk.~) ーαk (Pk> Apk) 

=0 

に着目して、解を望む方向A1b-Xk+lに選ぶ。すなわち

Pk+l ==九十1+]3kPk 

がAPkと直交するように]3kを決める。
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(3.12) 

(3.13) 



• 
(Ap七九十 l十 skPk ) = (Apk ，九十 1)十 sk(Apk ， Pk ) = 0 

から

sk == -(Apk ， Ik + 1)/( APk ， pk ) (3.14) 
が得られる。 rO，rl"..，rn は互いに I直交、

[ 51]，[67J，[54Jo 
PO，pj，...品は互いにA-直交である

(1) 

これから得られるCG法のアルゴリズムは次のようになる。

Xo:初期解を用窓 roニ b-Axo:初期残差ベクトル

po ==ro・初期修正ベクトル k=O

while Ih 11 > e do 

Uk =( Pk，九 )1 (Pk ， Apkl 

Xk+1 = Xk十 UkPk; rk + 1 = Ik -Uk Apk 

sk =ー(Apk，九+1)/(Apk ， Pk) 

Pk+l = rl什 1+skPk;k==k+l 

この算法から、次の関係

(Pk-1 ，Apk) = 0 

(fk ，Apk) == (Pk ， APk ) 

(3.15) 

(3.16) 

(fk-b~) =0 (3.17) 

は直ちに導かれる。

一方、よく使わdつしているCG法のアルゴリズムは次のようなものである。

(II) 

Xo:初期解を用意 ro か.Axo:初期残差ベクトル

po =fO:初期修正ベクトル;k=u 

while lirk 11 > e do 

αk == ( fk ， rk ) 1 (Pk ， APk ) 

Xk+ 1 = Xk十 QkPk;九十-九ー日kApk

sk = (fk+1，fk+1)/( fk， fk) 

Pk+l = fk+1+skPk;k==k+l 

(II)はUk，skのイ乍リ方が異なるだけで数学的には(I)と同じであることが、

(3.15)、(3目16)、(3.17)から証明できる。

前にも述べたように、 2次元の場を5点差分で離散化したとき、非対F号待半幅を

rn1、元数をnとすると、連立一次方程式Au=f'の第i番方程式は

aiιm仙 -ml+aHは Ui_l十a川 Ui十a角1叶

と表される。 Aの非ゼロ要素は5本の対角部分で構成され、 Aが対称であることか

ら上三角部分または下三角部分だけを考えればよい。以下では上三角部分を考

え、方程式番号iを固定したとき、対角要素を旬、対角の右どなりの要素をbi、対
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ftJ 7:; iら.trlJ絞れた要素をCiで、表し、実際のプログラムにおいても3本の一次元配列

を:JTJ ~、るに

CG法に関する詳細な収束特性の解析は4主主で述べる。

3.3CG法の特徴

残差ベクトルrO，rl，‘，rn は互いに直交、 PO，pj，...，Pn(ま互いにA-直交である

[51]，[67l，[54L これから、理論上は最悪でもn回(nは係数行列の次元)の反復で、厳密

解に収束する Q そのためCG法は発表当時から非常に魅力的な算法とされた

[51l，[14J， 

数式処玉里のような誤差の入らない計算が可能な環境では、 CGi去は有限回の反復

で収束するため、直接解法のような取扱いが可能である。また、倍精度計算

(64ピット)では誤差のため収束しなくても、 4倍精度(128ピット)にすれば収束す

るかもしれない。そのため、精度と収束の関係が明らかになれば、より使いや

すくなる。しかも、 CG法では、内積、行列をベクトルにかける、ペクトルのス

カラー倍を他のベクトルに加えるといった基本的な行列演算だけが必要であり、

分散メモリ環境のような新しい計算環境で、これらの行列演算が高速高精度に実

行できればCG法の適用範囲ははるかに広がるはずである。

一般的な反復の停止条件として、lIrkIU三巴または1九 1// /Ifll ;豆Eなどが使われてい

るが、誤差によって収束しない場合をモニターするためには、修正量akが小さ

くなったとか、 I/Pk1/ ~三 Eなども考えられる。
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ιCGj去の11文jill特Jド!:

井j称I仁定位行列Aを係数とする連立一次方程式 Ax=bを共役勾配法(CG法)で解

くことを考える。 PCG法では、前処理を施した行列UTAglが単位行列に近づい

たり、密集1i'i1右前が多く存在するときに収束が速いとされているが[51]、CG法自

身の問題依存悦などは調べられていない。ここでは、拡散方程式を差分法で離散

化して得られたff)iilを対象にして、国有値回有ベクトルなどの数学的性質に注目

して検討を加える。また、右辺bや解x(こよっても収束の速さや精度は大きく左右

されるが[25]、そのような右辺や解についての依存性はなかなか比較がしにくい

ため、このような解析も行われていない。そこで、主として解を国有ベクトル

を用いて構成することによって、係数行列と解や右辺に依存してCG法の収束が

どのように変化するかを明らかにする。

それには、あらかじめ係数行列の包有値固有ベクトルを高精度で計算してお

き、その回有ベクトルの組合せに基づいて解zを決める。右辺bは解zからAxに

よって作り、反復の初期ベクトルをx=oとしてCG法を適用する。このようと己実

験によって、個々の固有ベクトル成分に対する収束がどうなるかは完全に明らか

になる。また、簡単な固有ベクトル成分の組み合わせたときに収束がどのよう

になるかも明らかになる o

4.1収束特性解析の方法

CG法の原理は

f(x) = (x， Ax)-2(b， x) 

の最小化だった[51]，[25]0 この式を残差 r=b-Axを用いて書き直すと

f(x) = (Al(かけ，b-r)-2(b，A1b) 

=(A-1r，1うベA1b，b)

となる。これから f(x)の最小化は(A1r，r)の最小化と同値であることがわかる。

CG法のアルゴリズムてやPO=rOとして反復を始めると

rl = rO -aoApo 

= (1-aoA)ro 

Pl = rl + sOPO 
= (I-aoA)ro十日oro

=((1+ω1+口oAlro
Ro(A)=1、R1(A)=I-→10A、 P1(A)=(1 + so)I + Qoとすると、

九十 1= rk-akAPk 

= (Rk(A)-akAPk(A)) ro 

=Rk+1(A)ro 

問機に
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Pk-+-l =九十skPk
二 (Rk+1(A)十 skPk(A))ro

ニ九十j(A)ro

と書けるつしたがって、第k回の反復では

(Al九， rk) = (A1Rk(A) rO，Rk(Alro) 

を最小化することになる。残差ベクトルroをAの固有パクトルViを使って展摘す

ると

i:C;"Rk2
(λ】)1λ1

の最小化となる[51]，[581，

4.2国有値・固有ベクトルを用いた収束特性解析の特徴

恩有ベクトルの組{V1，V2，...，Vn} IまR"の正規直交基底を構成し、対応する閤有値は

小さい順に A1~試2三五…豆んのように番号付けられているとする。

初めに、 AViニλiViとなるような1本の国有ペクトルを解とするような方程式を

考え、これに初期解Xo= 0として共役勾配法(1)のアルゴリズムを適用する。 CG法

のアルゴリズムでは、 AVi==λiViとなる1本のViを解とするような問題は理論上1回

の反復で収束する[31L

実際、 b=Aui=λ山なので、 ro=b-Axo=λiVi、po=ro=λ1的である。 l回目(k==O)

の反復過程は

日。==(Po， ro ) 1 (Po，Apo) 

==(λiV}，λiVi)/(λiVi，λi2Ui) 

==11λ1 

X1 =XO十日oPo

==0十 Aiv;Iλ1

= Vi 

r1 == rO四aoApo
=λiVi-λ/v/λ1 

==0 。0==山 (Apo，r1)/(Apo，po)

=ー(λi2Vi，0)/(λi2Vi，λiVi)
==0 

P1 == r1十sopo

=0十 O(AiVi)

==0 

となって、 1回の反復で収束する。したがって、理論上、 l本の固有ベクトル成分
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:もつような連立---"次方程式はCG法で解くと必ず1回の反復で収束す

つぎに、減殺した2本の固有ベクトルVj_l十 Ujを解にもつような問題を考える o

Xo二一o、b~A(Ujt 十 v) ニ Àj_1 Vj_1十九Viなので、 ro=か-Axo=λト1V;_1 +λ1町、 Po=rO= 

¥-1町一l十λjViである。 k==OのときのCG法の反復過程は

となる。

α。==(pO，rO)/(pO， Apo) 

二 (AトlUj-l十λjVjムー1Vjー1+λjVj)/(λト1Vj-1+λiVj，λE12叫1+λj'Vj)

= (，¥j_12十九2)/(λi-l:3十λj3)

Xl ==xo+αoPo 

=0十日。(Aj_1Vト1十λjVj)

=Aトdλj-1'+λj')/(λI-13十λ子)町一1十λj'(λ112十Aj2)/(Aj_1'十λゾ)Vj

r1 = ro-aoApo 
= Ai-1V;-1 +λjVj-{10Gk1'Vj_1 + A;'Vj) 
=Aj戸1λjC¥;'-Aj_1Aj)/(λト 1'+λ/)Vト1+λi-lλj(λト1'-Aj_1Aj)/(λj_13+λj')Vぃ

CG法の性質から、残差ベクトルrO，rl，...，rnは互いに直交するので、この方程式

は2回で収束する。 V;_1+ Vjの場合を含めて、隣接する2本の固有ベクトルの線形結

合を解にもつような方程式は2聞の反復で収束する。このとき、固有値λト1=λ1な

らば、残差ベクトルT1の式からも明らかなように、 1回の反復で収束する。

同様な方法で、 ~Vj を考える。回有{底入k と λk'が等しいなら、 V= Vk+ Vk'とおいた

新しいペクト JレVをつくる。 uはVk、Vk'以外の固有ベクトルとは直交する。した

がって、線形結合~Vjから Vk と Vk' を取り去って、 Uを使うことにすれば1本少ない
固有ベクトルによって線形結合Z叫が形成されるとみなせる。これから、重複固

有値に対応した固有ペクトル成分を含む場合は、重複の分だけ反復回数が少なく

て済むはずである。

実験のために次のような5通リの解を用意する。ここでも、固有ベクトルの組

は正規直交基底を形成し、国有値は小さい順に並べられているものとする。

(a) Vk 

(b) EVj 

(c) EVj 

(d) EVj 

(i = k-l，k) 

(i=k-2，k) 

(i= 1，k) 

(e) EVj (i = k，n ) 

(a)は固有ベクトル1本だけの場合で、理論との比較ならびに固有値の違いによる

変化をみることを目的にしている。 (b)と(c)はそれぞれ、固有ベクトル2本の場

合、固有ベクトル3本の場合であり、重複ならび密集の効果をみるための組合せ

である。 (d)は低次モ}ド(小さな固有値に対応)の影響をみるための組合せで、 (e)

は高次モード(大きな国有値に対応)の彫響をみるための組合せである。 (d)、(e)に
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l:Aiu， 

:EVi/λ1 

とし、う一次結合の係数を大きく変化させた2種類の線形結合を加えた。これら

l立、 一次結合の係数の大きさのオーダーが大きく変化するような問題と、各係数

カ五1の場合とで収束がどのように変化するかをみるためのものである。

4.3固有値解析の方法

すべての固有値・国有ベクトルを求めるためにはn'ワード以土の領域が必要で

あること、高精度な固有値解析に必要となるC即時間の制約から今回の固有値解

本斤 Jまml=16、n=560に限定した。

干子列AIま対称正定値で、上(下)三角行列の非零要素を3木の対角線上にもつ規則的

民哀17列である。解析にあたっては、このような行列の固有値回有ベクトルを極

6bて精度良く求める必要がある。このような標準固有値問題に使えるプログラム

として、 RutishauserのJACOBI[52J，[751、LINPACK中のQL訟(TRED2+TQL2

)[8J、行列計算ソフトウェアの村田法MURA2[52]、2分法-問時逆反復法EIGV3[52J

Jなどをとりあげた。このうち、 MURA2，EIGV3は帯行列を対象にしているた

め、演算時間とメモリ容量の節約が可能である。これらはすべて倍精度用のプロ

ク事ラムなので、 4倍精度用にはパラメータの変更が容易にできたJACOBIとQL法

改〉みを使った。

実際は、これらのプログラムを使って対象とする問題すべてを汎用コン

ピュータ上で解き、得られた固有値-固有ベクトルの精度を検討していちばん精度

。〉よいものを用いた。矯度の比殺には、(1)残差ノルムJJA Vi-Ai vdJ、(2)車交性VjT句、

(3)混じり分IXiTrjl/(λ「λj)を用いた。ここで、 Xilまi番目の近似固有ベクトル、 rjlまJ番

司の残差ベクトルである。

後述の(646)のケ}スで倍精度計算のとき、一番精度がよかったのは

JACOBIで、残差ノルムの最大値は0.291X1012、直交性の最大値i:J:.l0'2、混じり

壬'.tの最大値は10.0だった。 MURA2、QL法、 EIGV3は残差ノルムで11布、直交性で

2~7桁劣り、混じり分は同程度だった。汎用コンビュータM.660KでのCPU時間

』まJACOBIが44分、 MURA2が84秒、 EIGV3が133秒、 QL法が255秒だった。

同じケースで4倍精度計算のとき、一苦手精度がよかったのはやはり

JACOBIで、残差ノルムの最大値は0.586X 1 0"、直交性の最大値は10ーペ混じり

壬士の最大値は10.15だった。 JACOBIに比べると、 QL法は残差ノルムと直交性で1

材子、混じり分で5桁劣った。 CPU時聞はJACOBIが237分、 QL法が28分だ、った。
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4.4 .4'<:点、 じ;)併析(数値実!投)

1章で許しく述べたように、 2次元矩形領域における拡散方程式を差分法で離激

化して得られた行列をテスト問題として用いる。 y軸方向の分割をmlとしたと

き、元数n=m1(2m1十3)になる。図4.1で白い部分の拡散係数k(x，y)を1，その他の

部分の拡散係数 k(x，y)をそれぞれ、 DFO、DFl，DF2、DF3とし、 DFOを10.12に

固定する。拡散係数DFL DF2、DF3に小さな値を与えると、 Aには与えた値程

度の小さな閲有値が3m1(48){間以上密集する。 DF1、DF2、DF3を変化させ、拡散

係数に段差をもたせると、固有績の密集の程度、条件数などが大きく変わる。

CGi去の収束判定は、反復の闘に更新されるTkを用いた相対残差ノルムが

IIrkjj/jjbl/く0.22X10.10となるまで行なった。計算は原則として倍精度とし、特別に

精度を要求するところでは4倍精度とした。

実験に用いたDFl、DF2、DF3の組合せと、最大間有{l直λffim、最小国有イ直Am師、

条件数Condを表4.1に示す。以下、 DFl=10ヘDF2=10'、DF3=10'の場合を

(646)のような略称でよぶ。

表4.1 DFl、DF2、DF3とλInm、λmax、条件数Cond(m1 = 16、n=560)

略称 DF1 DF2 DF3 Amin λmux Cond 

(000) 1 1 1 0.71309X 10.2 7.9514 0.1l150XlO' 

(323) 10.3 10" 10.3 0.27909X 10' 7.9181 0.28370 X 10' 

(646) 10.6 10" 10' 0.23978X 10.7 7.9181 0.28300 X 10' 

(969) 10' 10" 10" 0.27982X 10.10 7.9181 0.28296 X 1012 

I (A8A) 10.10 10.6 10'" 0.28015X 10.11 7.9181 0.28263 X 1013 

r 0 

「。

図 4，1 テスト問題のための離散場 下町1(Zrnlト3)
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(a) 

凶4.2~ ，! 5¥こ(646)の結果を示す。横軸はlogスケールで、固有値の存・在するところ

を示す。縦軸はそのような固有イrli:に対応した固有ベクトル成分を解とした問題に

必要なCG{去の反復回数を示す。反復は最大560回(=方程式の元数n)で打ち切っ

た。 (000)や(323)なと。の比較的条件数が小さい問題では、固有{底解析とCG法を倍

精度で計算すれば概ね理論どおり 1聞の反復で収束した。 ところが(646)や(A8A)

となると倍精度計算では理論どおりの結果が得られない。そこで、固有値解析と

CG法に対して祉倍精度計算と4倍精度計算を適用した結果が図4.3-4.5である。固

有値解析とCG法が倍精度の場合は、 10.3以下の固有値に対応した解が1回では収束

していない。図4.3のようにCG法だけを4倍精度にしてもほとんど効果はなく、

固有値解析だけを4倍精度で、行った図4.4は1回では収束しないものの反復回数はか

なり減少している。図4.5のように、すべてを4倍精度で計算することによって始

めて理論どおリの結果が得られる。

この原因はコンビュータの誤差にある。固有償解析を4倍精度で行うと反復回数

が少なくなることから、 CG法のような反復解法の収束特性を調べるとき、倍精

度で計算して得られた残差ノルムで10.10程度の精度をもっ固有値回有ベクトルで

は精度が不充分だということである。そして、条件数が10'程度以上の問題を倍精

度計算のCG法で解いた場合には、何らかの誤差によって収束しない可能性もあ

りうるということで、ある。

(A8A)のケースでは最小回有値λmin=0.28015X 10引で、この固有値に対応した

1本の固有ベクトルを解とする方程式は4倍精度でも37回の反復を必婆とする。こ

のとき、 Uk、弘、 Ihl/， 11 Pkl/がどのように変化するかを、図4.6、図4.7に示す。

4倍精度の場合、 Uoは理論通リおよそ1012
(=λmml)なのに対し、倍精度の場合104程

度にしかなっていない。そのため、 2回目以降の反復でhl/、 I/PkJIが増大し、残差

ノルム九は規則的な繰り返しで1から10'の範囲を動き、 560図の反復でも収束しな

この例では、第1岡田の反復過程で本来ならlまOになるはずの残差ベクトルハ、

修正ベクトル'PIが0にならなかったためにこのような現象が生じている。固有ベ

クトルは正規直交なので、固有ベクトルには持別オーダーの隔たった値はない

はずで、ある。そうすると、原因はUoを計算する部分で、分子(po，rolが約10.20、分

母(Po，APo)が約10.30になって、倍精度計算の精度の限界をこえたことによると考え

られる。最終的なα。も決して妥当なオーダーの数ではない。固有値国有ベクトル

に含まれている誤差の関係もあるので一概にはいえないが、 qの一般式は

:ECi2À;'/~Ci2À;'なので、桁数の計算ではCiの大きさは1のオーダーとして無視できる

と仮定すれば、小さい固有依λiIにこ対するλ

する必要がある。 16進倍精度計算のマシンイプシロンは0.22X lO•15だから、有効

桁数は最大でおよそ15桁で、少なくともん/λmax注10'.1の必要がある。マシンイプ
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会仁i ...-- ~.:， :)ぎ.~ーとは使え Jないことと、{日精度計算で)甘いた固有値，固有ベクト

ルの給皮は toι 主 f-'t~ !芝しかないこと、この士号ETのA
InUX

~ 101であることより、実際

はλl三;10.'行i立の場合が保;iil:されるにすぎない これは閲4.4からも裏付けられ

屯》。

もともとのCG法にはW~)\去に対する修正が用意されていないので、いったん誤

差が混入すると反復のふるまいはおかしくなる。このことは、小さい固有値に

対応した国有ベクトルを与えると棋だのため収束しにくいともいいかえられ

る。

(b) ~Vi (i=k-1，k)、 (c) ~Vi (i=k-2，k) 

区14.8、関4.9に(000)、凶4.10、図4.1Hこ(646)、凶4.12、凶4.13iこ(A8A)をlJ¥

す。計算はすべて4倍精度で行った。

(000)のケースでは、隣接する固有ベクトルを2本与えれば2f問、 3本与えれば3

fiilで士里論どおり収束する。 (646)のケースでは、 l淡Jまする2本の固有ベクトルを与

えると2閉またはl回で収束している。 3本にすると、 3[iHまたは2聞で収束してい

るが、 10'以下の回有値に対応した固有ベクトルの部分では、 10阿以上の反復が必

要なものもある。 (A8A)ではその傾向がいちだんと顕著になリ、J'Ej!.論どおり2凹

または3回以下で収束する部分と収束しない部分がはっき 1)と別れてしまう。

これらの結果で隣接する2本の国有ベクトルを与えたときに1凶、 3本与えたと

きに2回となるのは重複または密集のためである。実験的に重被または密集の効

果を調べるため、隣接する2本の固有ベクトルを与えた場合、図有値の主主と収束

に要した反復回数をまとめたのが表4.2-表4.4である。縦軸にlogスケールで固有

値の差、横車lbに収束に要した反復回数が示してある。表4.2から明らかなよう

に、 (646)のケースでは固有値の差が10-10以下になると反復[il数が11EIになる。表

4.3の(A8A)ケースでも同様なことがわかるが、 3@1以上の反復を要するものが数

らばって存在するためわかりにくい。そこで値が107以下の固有値に対応した50

組の固有ベクトルの組を除いてカウントしたものが表4.4である。特別に小さい

10.7以下の固有値を除いてカウントすることによって、ここでも差が10.10以下に

なると反復回数が減少することがわかる。

3本の隣接する固有ペクトルの組について同様な方法を適用してみたが、この

ときも差が10-10以下になると反復回数が1闘または2回となる。このときは、 10-'

以下の固有値に対応した固有ベクトルの組を除いてカウントした。 10本の場合も

l司様な傾向が観察される。計算を4倍精度で行なっても、角早を構成する固有ベクト

ノレの本数が増えるにつれて、あるいは小さな債の間有値が現れるにつれて、解

を構成する閤有ベクトルの本数以上の反復が必要になる。
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固有値の隣接度と反復回数の関係表 4

を与えて 4倍精度で計算L:v 

2 . 

1 

DF3 DF2 DFO 2 ml 

0.100-05 。.100-030.100-05 0.100旬 11560 16 n目量
lo~ ， n¥¥  

I Z.二l-L十、
SUM 

8
6
8
5
2
6
0
1
9
6
9
0
2

。0
0
0
3
2
2
1
0
0
0
0
0
Q
O

。。。

2
9
4
3
2
3
3
3
1
5
7
9
2
 

500 

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。

400 

。。。。。。。。。。。
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

。。。。。

300 

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。
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。。。。。。。。。。。。。
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

100 

。。。。。。。。。。。。。。。。。
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

。

90 

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
 

80 

。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。。

70 
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。。。。
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0
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

30 
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0
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0
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0
0
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0

20 
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固有値の隣接度と反復回数の関係3 表 4

を与えて 4倍精度で計算
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国有値の隣接度と反復回数の関係

i > 1 0-
7
についてさ V

4 . 表 4

を与えて 4倍精度で計算1 λ 
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CG法を4Is精度で計算すると、隣接する国有値の差が10.10以下の場合は重襖ま

たは密集とみなされ、反復回数が減少する。しかし‘解を構成する固有ベクトル

の本数が増えるにつれて、誤差によって理論からかけ灘れてし、く部分が増える。

ここで、も小さい固有値に対応した固有ベクトルは収束しにくい。

(d) EUi (i= 1，k) 

低次モード(小さな固有値に対応)の影響をみるため、小さい固有値に対応する

固有ベクトル成分から加え合わせたものを用意し、 4倍精度で計算した結果を図

4.14から図4.16に示す。

図4.14の(000)のケースでも、小さい固有値に対応した固有ベクトル成分を加え

合わせていくと急激に反復回数が増加する。 10.1をこえて10'に近づくころから、

反復回数の増加はゆるやかになり、最終的に560本の回有ベクトルを加え合わせ

た解はおよそ150回程度の反復で収束している。

図4.15の(646)のケースでは、増え方が(000)よりも急激で、約10本をこえるあ

たりで560回の反復打切りに達してしまう。図4.16の(A8A)のケースは、増え方

が急激で反復打切りに達してしまうのは(646)と同じだが、 100より大きな固有値

に対応した固有ベクトルを加えるようになると再び560回以下で収束するように

なる。

「一

/ 

ml~16 ， nご 560
DFO二10サ

DF1=1 
DF2 =1 
DF3二l

←一一』一一~一一→一一←一一←一一一一 loglo
Ai 

一一一一一一一一一一一τコ工醐醐二コ

図 4.14固有値分布logloAiと2:vェに対する CG法の反復回数
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これから、小さい間有値に対応した固有ペクトル成分が反復閉数に対して支配

的で、大きな固有値に対応した国有ベクトル成分はそれほど反復回数を増加させ

ないことがわかる。 (A8A)で大きな固有ベクトル成分を加え合わせることで反復

回数が減少したのは、評価の対象にしている「残差」の意味が小さな国有値だけ

のときと変わっためである。

なぜなら、残差ノルムは、残差ベクトルに含まれる最大の国有値に対応した匝

有ベクトル成分によって決まる。行列Aを1回作用させると固有ベクトル成分Viは

λiVi (こなることから、反復を1回行うと、残差ベクトル中の各固有ベクトル成分も

対応する固有値λ1倍される。もし固有値の大きさに10.7倍の開きがあれば、固有ベ

クトルも10.7倍され、残差ノルムに対する影響は10什音になる。 したがって小さ

い固有値に対応した固有ベクトル成分だけのときは固有値が小さいことによる収

束の遅さが現れていた。しかし、解として固有値の値が大きく異なる2つの鴎有

値群に対応した固有ベクトルを与えた場合は、残差ノルムの評価には大きい固有

値に対応した固有ベクトル成分のみが反映し、小さい固有値に対応した固有ベク

トル成分は無視されるようになる。しかも、小さな固有値に対応した国有ベクト

ル成分に対する収束の遅さとも関係なくなる。

倍精度で計算を行った場合も大体の傾向は同じである。 (646)のケースについ

て、縦軸に反復を打ち切られたときの相対残差ノルムをとったグラフを示す。図

4.17が4倍精度計算、図4.18が倍精度計算である。同じ560回で打ち切られたとし

ても、そのときの相対残差ノルムは大きく遣う。 4倍精度計算のほうが相対残差

ノルムが小さいのは当然であるが、加え合わせる固有ベクトル成分に対応する固

有値が大きくなるにつれて相対残差ノルムが小さくなる傾向を示しており‘その

傾向は倍精度計算のほうに顕著である。

倍精度計算の結果と4倍精度計算の結果の遣いは演算精度の差と考えられる。そ

して、そのような精度の差が現れるのは、この場合は10.3以下の固有値に対応し

た部分である。念のため、加え合わせたもの正規化して固有ベクトルの本数の差

(解ベクトルのノルムの差)による遠いを調べてみたが、 560本程度ではまったく

差がなかった。

(A8A)について、線形結合をEλíVi としたものを図4.19 、 ~V;lÀi どしたものを関

4.20に示す。図4.21 に ~V;lÀiの反復を打ち切ったときの相対残差ノ lレムを示す。こ

れらは4倍精度で計算しである。

ZλiViは、小さい固有値に対応した固有ベクトル成分の影響をよリ小さくするた

め、 ~Vi よりも収束が速い。 ~V;lÀiは、小さい固有値に対応した固有ベクトル成分
の影響をより大きくし、すべての固有ベクトル成分が右辺bに同じ重みで含まれ

るようになる o 係数行列Aを作用させると小さくなってしまう固有パクトル成分

をより大きな重みで含むため、収束はしにくく、含まれる誤差も大きくなる。
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2λiViの場合、 i:Uiとは傾向が大きく異なり、 10-7以下の国有値に対応した固有パ

クトル成分とそれより大きい固有値に対応した毘有ベクトル成分の2つのグルー

プによりはっきりと分かれてしまう。 10-7以下の闘有値に対応した固有ベクトル

成分だけからなる部分は、 ~Vjの場合と大差ない。これは解ベクトルのノルムこ

そ違うものの、線形結合の係数は大差ないたのである。前述したように、解が複

数の固有値群に属する固有ベクトル成分を含むようになると、解を構成した時点

で小さな固有値のグループに属する固有ベクトル成分の影響が弱くなり、第2の

固有値群の中だけで小さい固有値に対応する臨有ベクトル成分から加え合わせた

のと同じになるからである。

i:V/Aiは、 i:v】以上に収束しにくく、 560回の反復で到達できる値もはるかに大

きい。 このような問題の解をCG法で求めるのは要空しい。

(e) ~Vi (i=k，n) 

高次モード(大きな固有値に対応)の影響をみるため、大きな岡有値に対応する

固有ベクトル成分から加え合わせたものを用意した。 4倍精度で計算した結果を

図4.22から図4.24に示す。

図4.22の(000)のケースのように、大きい固有値に対応した固有ベクトル成分か

ら)1買に加え合わせていくときの反復回数はゆるやかに羽加する。最終的に560本

の固有ベクトルを加え合わせた解はおよそ150図程度の反復で収束している。こ

れは低次モードから加え合わせたときと同じになる。

図4.23の(646)のケースでは、別のグループに属する国有値に対応した固有ベ

クトルを加え合わせるようになると、急激に反復回数が場加する。この例では大

きく 4つの固有償群に対応して反復回数が増加している。

図4.24の(A8A)のケースでは、別の固有値群に属する固有ベクトル成分を加え

合わせても反復回数はほとんど増加しない。これは固有値のオーダーに約1010の

開きがあるためで、この場合CG法の反復過程では10-9以下の固有値に対応した固

有ベクトノレ成分が無視されている。しかも(646)よリも反復回数の増え方はゆる

やかである。

これからも小さい固有値に対応した固有ベクトル成分が反復回数に対して支配

的であることがわかる。しかし‘最大固有値と最小国有値の開きが大きくなる

と、小さな固有値に対応した固有ベクトル成分は残差パクトルに対して影響を持

たなくなる。必然的に、解ベクトル中の小さい固有値に対応した固有ベクトル成

分は誤差の影響を強く受け、反復過程で更新される残差ベクトルと解から計算し

直した残差ベクトルの聞に差がでるようになる。この場合も、 E規化の効果はな

かつfこ。
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(A8A)について、線形結合をZλiViとしたものを図4.25、ZuJA1としたものを図

4.26に示す。

ZλiViは、小さい固有値に対応した固有ベクトル成分の影響をより小さくするた

め、 107以下の固有値に対応した固有ベクトル成分がほとんど影響しなくなって

いる。逆に'f.V/t'iは、小さい回有{直に対応した固有ベクトル成分の影響をより大

きくするため、 10.9以下の固有値に対応した固有ベクトル成分が含まれるように

なると、いちだんと収束がしにくくなる。

これらの実験から明らかになったことは次のようにまとめられる。

(1) CG法を倍精度で実行する場合、最大国有値が101のときに10.3以下

の固有値に対応した固有ベクトル成分は収束しにくい。

(2) 4倍精度計算の場合、重複とみなせるのは固有値の差が10.10以下で、

重複の数だけ反復回数が減少する。

(3)小さな国有値に対応した固有ベクトル成分を多く含むと反復回数、

誤差とも大きくなる。

(4)複数の固有ベクトル成分を与えると理論上は本数分だけの反復回数

で収束するが、実際は誤差の影響によって小さな固有値に対応した固

有ベクトル成分に対しては理論どおりにはいかない。

(5)収束は国有値の分布に強く関係するが、最大固有値と最小固有値だ

けでは情報不足である。

66 



証理['1ま l川J

的

I 

" 

ml =16， 百二560

DFO=lOlZ 

DFl二106

DF 2= 1 0-4 

DF 3= 10-6 

←一一一一一」一一←ー loglo1i

IIl!IlL二二三正日圃ll~[園ごコ

図 4.23 固有値分布 loglo1iとEViに対する CG法の反復回数

E震回数 1剛
4

100 + 

10 

6 

直正二コ阻
う

+ 
-4 

ml二16，n二 560

DFOニ10-12

DF1=lO-lO 

DF2二 108

DF3二 10-10

←ー←←ー→ logloλl 

二二工IJ[[皿i直圃二コ

図 4.24 固有値分布logloLと2.;V iに対する CG法の反復回数

日7



10 

る 5 

唖四二二コ皿[

. 
. 

ml=16， n二560

DFO=lO" 

DFl二 1010

DF2二 108

DF3二10'0

. 

←ー→~一一一←ー←ー十一→ log，o λ1 

IllJ冊目l盟l圃|二二コ

図 4.25固有値分布 log'ü~i と 211Vl に対する CG 法の反復回数

眼目数 1醐

1∞」

問

ゐ 5 

日阻二二1阻一
4 

ml=16， n二560

DFO=1012 

DF1 =1 σ10 

DF2=108 

DF3ニ10'10

. 

←ー→一一→-…→一一→ log 1 0 λ1 

三二二工四回l~臨l圃二コ

図 4.26固有値分布1og 10 Lと2:(vi/l，)に対する C G法の反復回数

6 8 



5.CG法の収束の改善

CG法は対称で正定値な行列Aを係数にもつ連立一次方程式Ax=bに対する反復

解法であリ、収束特性は行列Aの潤有値固有ベクトルの分布と、方程式の右辺bま

たは荷車工がその固有ベクトル成分をどのように含むかによって大きく異なってく

る。本研究で解こうとしている問題はある物哩的な場における拡散方程式を差分

法で離散化したものであり、係数行列や右辺、解などはきわめて広いバラエティ

をもっ。このような問題に対して、数学的に何か適当な変換を施し、問題をよリ

解きやすい形にしたうえで計算を行うことが多い。ここでは、代表的な方法とし

ての前処理付き共役勾配法(PreconditionedConjugate Gradient Method )をとりあ

げる。なかでもMeijerinkの不完全U'DU分解を用いたICCG法(Incomplete

Cholesky Conjugate Gradient Method)と、 ICCG法lこGustafsson流の変更を加え

たMICCG法(ModifiedIncomplete Cholesky Conjugate Gradient Method )が安定で

速く収束することが知られているので、これらについて詳しい解析を行う。

5.1 PCG法(PreconditionedConjugate Gradient Method) 

PCG法とは前処理付き共役勾配法(PreconditionedConjugate Gradient Method) 

の略称で、前処理を施した方程式にCG法を適用する算法である[5110PCG法では

Aiこ近い対称正定値行列M=仔rU(百は上三角行列)を用いて、 Ax=bの左から U"を作

用させ、変換 x=U1yを用いて

UTAUly=U.Tb、 X=Uly (5.1) 

の形にしてからCG法を適用する。 Aが対称正定値ならばUTAUlも対称正定値とな

り、 CG法が適用できる。 PCG法で、はむをどのようにとるかによって収束が異な

る。 E7が単位行列ならばCG法になる。 U'U=Aならばx=UIU."b=A1bとなり、

CG法を適用するまでもなく直接解を求めたことになる。これから、 M=UTUをA

に近くできれば効果的なことがわかる。

PCG法のアルゴリズムを示す[51]，[25]。まず(5.1)式を
r-' ~ 

B=U.TAUl 

y=Ux 

c= UTb 

とおいて、 By=cに対してCG法を適用すると以下のアルゴリズムになる。

(I) 

① Yo:初期解を用意;②花=c-Byo:初期残差ベクトル

③ 220=百:初期修正ベクトル;k=O 
while //Ik 1/ > 8 do 

④ αk = (えλ)/(L，BFK)
⑤ yuIZYK+GJK; ⑥ 71+l=724kBa 
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，A..J ~ ^-J 1"".，; 

⑦ sk=(rk+l;rk+1)/(rk. rk) 

⑧芦;け1=72+1+PK3L;k=k+1

実際の計算をA、z、bで行うため、①~⑧をB、y、Cを用いた式からA、x、bを

用いた式に直す。すなわち
~ 

y=Ux 

r= UTr 

予=Up

を利用して①~⑧を変形する。

① Yo = UXO 

②花 =c-Byo
i""'-' """" """" '̂-' .-"""J ;乙RCb-UTAUZU均二 UT(b-A向)から

u' "0 = b-Axo = rO 
〆、，、~ ，、J r、， /、J

③ po =rOはPa= U-'UTrO =(U' UJ"'rO 
ハハ/、.-' /、ノ r、，r、，、rr、ノ

④(，王;~) =( U-T~ ， U-T~) =(~， U' U-T~) =( 1k， (V" U) 1~) 
ーん "........， ".....，.... ~f""o../ 

('Pk ，Bp"k) = ( UPko U-TAU-1UPk) = (Pko Apk) 

⑤ Yk+1 = Yk +αk五 にU'を作用させた

U1Yk十1=tT1yk+GKEF伍kからぬ+1 叫 +αkPk

⑥ 7LI=冗-GKBj五に予を作用させた
~ー~ー~ハ-- ~ ""' &1¥+1 =V"五-QkV" U-TAU-1U払からrk+1エ rk-UkAPk 

r、r'r¥〆'

⑦④と同様に(百十1λ+1)=(~+I ，(U' 町、+1)
/、u〆

⑧ Pk+1 =1¥+1+ skPkにUlを作用させた
戸 J rv /、J 〆、ノr-r'/v門/円/

U1 UPk+1 = U1UT九十1+sk U-1UPkからPk+1 = (U' U)-' rk +1 + skPk 

これから(I)のアルゴリズムはA、z、bを用いると次のように書ける。

(Il) 

xo:初期解を用意 ro=b-Axo:初期残差パクトル

Po =(U' Ur'rO:初期修正ベクトル k=O

wh出 //rd> c do 
r、，r、〆'

Qk =(九， (U' U)'rk) I (Pk ，APk ) 

Xk+1 = Xk + GkPk; 九+1=九回目kApk
〆、~ r、/ "、〆〆、〆

sk = (九+h(UTU)-1rk+l)/(rk ，(U' U)-lrk) 

Pk+1 = (伊th-1rk+I+FKPK;k=k+1

PCG法では理論的にMがF27と分解できることが大事で、実際には M
1
=(U'

t方1が容易に作用させられればよい。逆行列の計算は計算量、精度の点で問題が多

いので数値計算では用いないのが常識である。そこで実際のプログラムでは
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〆¥/'、ノ f、/ ，、/ ，¥/ 

(lP U)'を作らずに済ます。 (urlNrを作るにはz= ([J' U)-1rとおいて
〆~ヘ/

U'([JI' )ヤ=z

を解けばよい。ここで副主上三角行列である。まずω=(Ur)lrとおいて

Z戸山=r

から前進代入によってωを求める。次にz=γ'Wとおいて
f、J
Uz=oω 

から後退代入によってzを求める。

"" ̂'〆PCG法の効巣は前処理M=[J'Uの選び方によって異なるので、具体的にUとし

て何を選ぶかが問題となる。以下では、 Meijerinkの不完全U"DU分解を用いた

ICCG法と[41]，[42]，[51]、ICCG法 lこGustafsson流の変更を加えたMICCG法

[18]，[51]，[71]について示す。 ICCG法はMeijerinkの不完全コレスキー分解を前処理

として用いた共役勾配法(IncompleteCholesky Conjugate Gradient Method )の略

称で、 1977年にMeijerinkとvanderVorstによって発表され、 1981年には同ーの

著者によってユーザ向けのGuideline8が発表されている[42]， 

一般に対称正定値行列Aを

A=urDU+R (Dは対角行列、 Uは上三角行列 (5.2)

に分解する方法を不完全コレスキー分解とし、い[7]、対角行列Dの要素をdj、上三角

行列Uの要素をllijで表す(以後、不完全コレスキー分解を不完全urnu分解ともい

う)。

なお、 PCG法、特にICCG法では理論上前処理行列がむ27と分解で、きることが必

要なだけで、実用上はurDUと分解されていてもなんら問題はない。 urDUとす

るかZFUとするかは、前処理の作りやすさ、プログラムの速さに関係する。必要

ならば、 urDUを[J'y五ヤ官Uとすれば(Y万四TCY万めと分解できるし、

( U" D U)-1 = U' D-1 UTを作用させるのも容易である。しかもMeijerinkの不完全[J'DU
r---

分解の場合はAがM一行列ならぬ-1>0が保証されている[4HM同行列の定義は

A=sI-B、8>0、Bき0、8:0:S(B) 

で[76]、十分条件は

ajj>O、aij三三0、 A-'>O 

である[46]。

Meijerinkが用いた不完全urDU分解では、

Gc {(iJ);ajj 
"" 
O} 

となる格子集合Gを指定して(ij)cGのときだけliiJを作る。格子集合Gを大きくと

ると urDUはよりAに近づくが、メモリ容量や計算時間が多く必要となる。
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Meijerinkの不完全[jI'DU分解ではDを
/¥ノ

uT i.i di Ui.i二UT11=U11 
f、ノ/、J

そのため、 dl=U111、Ui.idi= 1、とする。
r、ノ

UM2dl=ul，zになる。

このUとDは、 A=urDUを要素で表した関係式
f、、，

から、

aiJ = L:uT i，k dk Ukj 

以下のアルゴリズ、ムによって求められる[51]，[25]，

do i = 1， n 
f¥J 

di = Ui，i'l 
/、J

11Mzai，E-Zuk，12dk; 

do j = i+1， n 

if(iJMG then N 

111J=a1J-Zuki dK111k] 

(5.3) 

(5.4) 

対象としている問題は2次元の矩形領域における拡散方程式を差分法で離散化し

て得られた、対称で正定値の規則的疎行列なので、文献[42]のGuidelinesに沿って

4種類の前処理(2次元5点差分法月の不完全urDU分解)が適用できる。これら4種類

の前処混をMeijerinkの呼び方にならってICCG(l，l)、ICCG(1，2)、ICCG(1，3)、

ICCG(2，4)と呼ぶ。なお、一般にICCGという名称はCG法の適用までを含めるが、

ここでは反復過程と収束特性解析との対応をわかりやすくするため、前処理だけ

の場合にもICCGと呼ぶ。

また、 2次元の場を差分法で離飲化したときの係数行列Aは、非対角帯半幅m1、

元数nとすると、第i番方程式は

a恥 m

のように、非ゼロ要索lは立5本の対角部分で構成される。以下では図5.1で示したよ

うに、方程式番号iを固定したとき、この上三角行列の対角要素を向、対角の右ど

なりの要素をbi、対角からm1離れた要素をCiで表している。

(1) ICCG(l， 1) 

Meijerinkの不完全[PDU分解で、一番簡単なのは

G={ (ij);aij :;t: O) 

である。このときにliAの非対角要素をそのままUの非対角要素に使い、対角要素

はZ1111Z1となるように決めればよい。 Dの要素を主、 Uの非ゼロ要素を対角か
r、，r、， /、J

らJ慎lこdf，bI，Clとする。要素閲の関係式として表すと、

alJ=2uT izk dK11kal 

となるが、 UTLKとUkjが非ゼロになるのはkがi，i-1，i-l;11のときだけなので

a内2日J= uT 1M芯u町叫 +UTiし叩附ω"戸μ1ト川.1苫Z-1パUi.1J+ UT 
i山，

これからu叫1什 1=a科'，'什+1卜、 uυ+m叫l=a角'，1什十m副1が導かれる o Meijerinkによる条となる。
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〆¥ノ
{午diui，iニ1を用いて対角要素を求めると

f¥ノ〆戸、-、、ノ
111J :di i=a1J-uT i，i・1di_1 Ui-l，i _UT 

情 mldi-mlUト
ml.i

となる。 Aの要素を用いて書き直すと
f) 〔'〆v

di .1 = Uu = ai，i -ai ト1di_1 ai_l.i -au_m1dトmlai_mli 
~ '" 

= ai -bi_12di_l -Ci_m12 di-m1. 

ICCG(l，l)用の不完全urDU分解アルゴリズムは以下のようになる。

do i = 1， n 
r-" r、， ~、ノ

di -1 = ai -bi_12di_l -Ci_m12 di-m1 

'" bi =bi 
r、ノ
Cj == Ci 

ICCG(l，l)法を実行するだけならこれで充分だが、収束特性の解析用にU'DUを

求めておく。

」
Am

 

D
 

'
K
 

T
 

い川

h

'
H
=
 

y

d

l

 

f
q
 

m
D
 

m
F
 

(5.5) 

kのとりうる値は1，ト1，トm1の3通りだから(5.5)式は
f旬， ~、ノ/\ノ

(U' DU)ij = U
T 
i，i di Uij十UTIA-14-1U14J+uTVmIdトmlUi.mlj (5.6) 

となる。 (5.6)式から、各1についてjのとりうる値は①i、②i+l、③i+m1、

④i+m1-1の4通りである。 Aのi+ml-1列はゼロであったが、不完全U'DU分解の

結果から U'DUを作ると非ゼロ要素になる。このような非ゼロ要素をfill-inと呼

ぶ。

①Ij =iのとき
f、~ r¥ノ r、ノ

ー (U' DU)i，i = U
T 
i，i di Ui，i +ぜい1di_1 Uj.l，i + U

T 
i，i-ml di-m1 Ui-ml，i 

11il=dl lから

r、"
/、ノ〆、J

=Ui，i十 U
T
i，i-l di_1 Ui-l，i + U

T 
i，i-ml dトmlUトml，i

a、b、c、dを用いて書き直すと
f、'" r、-" r、'" (¥ノ/¥ノ

=di-1+bi.12 dト1+ Ci_ml
2 
dトml

=ai (行列Aの対角部分). 

②Ij=i+1のとき
f¥ノ

(U' DU)i，什 1ZUTLZU山十u帆T11blLU怯，i舟iト ぷ -

u叫トi-l，iλ什i+什1=0仏、 u叫I-m叫l.i+l=Oなのでで
、

〆、ノ
=bi =bi • 

③j =i十mlのとき Af /'....J N 

(UTDmiA+m1=U1AUL】+ml+u\i_~d;.州ー1 ，í+ ml + U¥i_mldj_m山叫i+ml
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UとU'DUの関係を図5.2tこ示す。このfil1-inを苫とする。

i+ml 

， ， 
-一一一・一

A 
C 

ιi+l Jm

へ
-r-~-+-. .トト1

1ー;Jl;J
ιl 

2次元の場と離散化行列

N 

¥¥十寸… ¥¥ド十 ml

… 二時{~、l¥

一一、、

U TDU 

， ' 

対

lトmi

、1

1 

ιiJ文ユス

図 5.

u 
c 

ICCG(l， l)のUとUTDU
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(2) ICCG(l ，2) 

ICCG(1，l)のUとDから作った[JTDUで、fill-inとなる部分までを不完全U'DU分

解の対象にするのカミICCG(1，2)である。格子集合は

G ={(ij);aij 700 ，j =i+ml-1} 
r、， ~、J r、J

となる。 ICCG(1，1)と同様にUの非ゼロ要素を①di"l，②bi，③1Ci，④向とすると、以

下のようになる。

炉
}

h

つ
ヰ
J

4
1
 

みケ
-
N

解分u
 

m
①
 

全
占
ザ
ル不 対角要素は

r、./ "¥ノ〆、J

Ui，i=d('=a叩ーu
T
i，i.l dj.1 Ui_l，i-UT i，i-ml di_m1 Uトml，i-UT

い m1+1d川 1+1Uj-ml+1，i
ぐv ~"Y ヘノ 。今J 〆v つU

= aj -bi-l "Oiー1-Ci_ml.Uトml-ei-ml+ 1" aトml+1

となる。

非対角要素は
'"ι、(、J ~\J 

alJ1117ud1111J+uTL14dllUト1J+ UTi，i_m1di_mlUi_mlj十UTj，i_ml十ldi-ml+ 1 Ui-ml + 1.j 

から、 uT11Z=1を代入して
〆子〆/下J ("">.J 

111zJ=a1d-tITIPI-1日11UI-ld-11T111-m101mm1111mmlJmUTl，I岨 1+ lQi-ml + 1 Ui-ml + l~i 
として求められる。

/¥ノ

② bi =Ui，i+l =ai，i+l 

一_uTぜT11 ι 此 1削，1什川i+刊l一uT1Lい山，1

u叫トは-l，i十什1ニ0仏、 u叫トm司m叫1什 1=0なのでで
、

一~一== bi -ei-ml + ldj-ml + i. Ci-ml十1.

③ 27=U1Hml=aEI+mI 
/y〆v r::--' 

-U¥i_l di-1Uivl，i +ml-U¥i-mI di_m1Uトml，l+ml-uψml+1dトml+1Uトml+ 1，i十四1

Ui-1什 ml=O、Ui-ml什 ml=0、Uトml十 1，i+m1=0なので

= ai，i +ml = Cj ・

(瓦)f〉 2イゅ ei=Ui，i+ml-1 ==ai，i+rnl_1-UTi，i_ldi_lUi_l，i+ml_1 /、 、 " 、J

-uTIA-m1di-mIUi-ml，z+m11-uTぃml+ldi.ml +1Uトml+1，i+ml-1 
ハJ 〆v "ノ

= O":'b;_1 di-1 Ci-l -0-0. 

これから、 ICCG(1，2)用の不完全U'DU分解アルゴリズムは以下のようにな

る。

do i = 1， n 
"" "-' "'"一~一戸
di 

.[ 
= ai -bi

_
1'dト14i-LJdllm1-BM1+12dlm1+I 

E;=b14;
，
-m1+iZmHJELl+1 

/、〆冷~ 0/"¥， 
ej ==ーbi_ldi-1 Ci_l 

τ=Cj 

75 



ICCG(1，2)の場合も、収束特性の解析用に【!'DUを求めておく。

(U' DU)ij =EuT 
は (DU)kj (5.7) 

kのとりうる値は1，ト1，i-ml，i-ml十1の4通りだから(5.7)式は
ハ，J C、J

(U' DU)ij =uT i.i di UiJ十u1'j，j-1 dj_1 Uj-1J 〆、J 〆、J

十U1' ψ m1dι1 
一
m1 1叫1jト円川~mlJ丸d1 + U T l ' 

となる。 (5.8)王えから、各iについてjのとリうる値は①1、②i+ 1、③i十ml、

④i十ml-1，⑤i+ml-2の5通りである。ここでは1十ml-21lJがfill-inとなる。

結果だけを書くと

(U'DU)i.i =aj; (U'DU)i.i+l =bj 

(U' DU)i，i+ml-1::: 0; (U' DU)j，i十ml=Cj
rv ハノ f¥J 

(U' DU)j，i+ml_2:::bト1di_1 ei-l・

i+ml-2列のfill-inを主として、 UとU'DUの関係を図5.3!こ示す。

(3) ICCG(1，3) 
/¥J (、J

ICCG(1，3)では、 ICCG(1，l)とICCG(1，2)て'fill-inとなった部分町、名までを不完

全U'DU分解の対象にする。格子集合は

G= {(ij);ajj芋 o，j=i十ml・1，i+ml-2}

となる。これまでと同様に不完全U'DU分解を行うと、アルゴリズムは

となる

do i = 1， n 
〆y ~ [y  -̂' ~~ ("...- n 0--'" .~ ，，';-'〆
dl1=ai-b114.1占乙ロ124m叩 l-ej叫 +12dj_m1+1:"fj一回1+22 dj_ml+ 2 

61=b14L14Zml+12Jm1+1-ELIMEml+25二1+2

27=Jb14Z1z;7i 
~ f"'，... "-.  ^-/ 

名=石i-1'di.1'ei.1
f¥/ 

Ci =Ci 

ICCG(1，31の場合の[JrDUは

([Jr DU)j，j = aj; (ur DU}j，i+ 1 = bj 

([Jr DU)j，j+m1.2=O; (U' DUl;.j+ml_l=O 
f¥ r、、d 〆刷、〆

([Jr DU)j，j+ml=Cj; (U' DU)i.i +2:::五i~ml+ 2di-ml + 2Ci-ml + 2 
f、、，r、~ ，、ノ

([Jr DU)i，i+ml司3:::bi'1 di.1ι1 
となる。 i+2列のfill-inをに i+ ml-3Y1Jのfill-inを言として、 Uと[JrDUの関係

を図5.4に示す。
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(4) ICCG(2，4) 

ICCG(2，4)では、 ICCG(1，3)までに現れたすべての部分を不完全UrDU分解の対

象にする。格子集合は

G=={ (ij);aij +'0 ，j士 i+ m1-1，i +ml-2，i十ml-3，i+2} 

となる。不完全urDU分解のアルゴリズムは

となる。

do i == 1， n 
"'-'戸、/ rv ハ(、d ヘJ 門〆 司/ <v 

di -) == ai -bi_1'dト14Lm12di-m1四 ei-ml+ l' di-ml+ I-fi_ml +2' di_ml+2 
4;32J::2主LU223;:ml+2主;叫+322;:ml+3

/、/ e、/ /\〆，戸、~‘(\〆 f、〆/、~、一

bi = bi -bi_l d;_1 h1_1 --el.m1+ ldi-ml+ 1丸山刊1十 l":'fi~ml +2d~_ml +;e;.ml + 2 
~ん~"';gi-ml+ 3di_m1+3hi_ml +3 

r、~ /、〆/、〆/、~〆 r、 é、J

hi =-~トm1+ 2dトml+ZCi-ml+Z-gi-ml十3dトml+呂町 m1+3

Z =年12LE-rdlzL
r-- 内/ 八./ A./ ヘノ
む=-bi_1dトl'ei-l"';lii-2 dト2Ci-2 

3(=-K13;:12;:1 
r、ノ
Ci =Ci 

ICCG(2，4)の場合のU'DUは

(lJ' DU)i，i =ai; (U' DU)i什 1=bI

(lJ' DUl;，i+2 =0; (U" DU)i，i+ml-3==O 

(Ur DU)i什 ml-2==0; (U'DU)υ+ml-l = 0 
r.v t'"'V f'../ 

(lJ' DU)i.i+ml = Ci ; (ur DU)U+3 = gi-ml+3di-m1+3C川1+3

(EFDmll+mL54よ2154+Znl+J;叫 +j2521+3

(U'" DU)i什 m14422;FIEf12L1ヂ主i-2'ct;:/f;:'2 

となる。 i+3列のfill-inを句、 i+ml.5列のfill-inを自;(i十ml-4列のfill-in

して、 UとurDUの関係を図5.5に示す。
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(5) MICCG法

MICCG法は修正コレスキー共役勾配法(ModifiedIncomplete Cholesky 

Conjugate Gradient Method )の略称で、 1978年にGustafssonによって発表された

[18Jo Gustafssonの改良は、点iの近傍の点jではXjとXiに差がないと仮定して、

M吋erinkの不完全urDU分解から得られたurDUのfil1-in部分のウエイトを対角

要素に負わせ、不完全U'DU分解時の不完全さをなるべく少なくしようというこ

とである[5n

例としてICCG(l，l)をとりあげる。 Meijerinkの不完全U'DU分解から得られた

U" DUでfill-inとなるのは

i-m1十1列とi+m1-1JiJ 

であり、未知数Xi-ml+ 1とXi+ml-1の係数に対応する。点i-ml十1と点i+m1-1の位置

を図5.11こ示す。

そこで、 Xi-ml十1、Xi+ml-1とx】には差がないとして、 fill-inの値の符号を変えて
r、ノ

X，の係数に付加するようにd;"1を変更する。これによって不完全urDU分解の不完

全性が少しは改善される。ところが、 fill-inに対応した量をそのまま対角要素か
f、〆

ら抜き去るとdi-1が負やゼロになってurDUが対称正定値行列かつM-行列という条

件を満足しなくなる恐れがある。そこで対称正定値性、 M則行列性を婦さないよう

に対角要素に補正する量を加減する必要があるoしたがってGustafssonのアイデ

アは
~ ，ヘJ ヘ〆 rv t"I..-' [V  p..../ ^ 

di -1 == (1 + C)ai -bi_1'dト1-主ト-ml'di.ml-{bi-l di.1 Cト1十bi_mldi_mlと:ml}

と書ける[18)0 Gustafssonの変更には色々な変種があるが[51J，[56J，[68JグOJ、こ

こでは文献[51J，[68Jにあるような、対角項aiに(1十r)をかける代わりに、 fill-inに

対応した量に修正パラメータuをかけてから減ずる算法

zd=alJE1-12ZI主:JELlベ6;:1C12714ml泣mizml}u

を採用する。これはICCG(l，l)に対する修正なので、 MICCG(l，1Jとよぶ。 filトin

に対応した量を修正するので、 Gustafsson流ということになる。 Gustafsson流の

変更は不完全U'DU分解の対角行列Dを少し変えるだけで、反復の過程はMeijerink

の不完全urDU分解による前処理と同じであり、必要なメモリ容量も元のICCG法

と同じである。これで収束が速くなるのならば申し分ない。他のICCG法に対す

る修，lEは:j欠のようになる。

①MICCG(1，2)では

274=aIJB;-122;:1-62L122:;品ネI+122ニl十1

ィ広ζ1z::;命;ml十3;山 ;B::ml十1}

②MICCG(1，3)では -̂' 

271=alht712L-2h122;7m」二1+122:211+IFhIJdトml十2

ベ仏1+iZ-m1+JELl+2十22正mlζ1

+t12;71271+2-m1十;c(ml+;t"ml+2}U.
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③MICCG(2，4)では
九1"'./ rv "'--'ハJ ん~ <""¥./ 

dlbal-bJdI-1-ci咽 12dIm14LM+什 i-ml+ l-fi-ml +22 d::1叫 1-2
............ ('- ----- -̂-' (""¥..; 

-hi_Z'di_2 -fi-ml+Z' Ui-m1+2二百i-ml十3'di-m1 +3 
-4U c~ 〈〆 -̂' ~ f¥....- ;---t-:)-'~ 

2gi
一
ml+3di-ml十3Ci-ml十3十2gi-mldi

_
m1'eトml+ bi_1 di-1 'gi-l + h;_2 d;_2 f;_2 

4.2 2Z疋j-叩2 主L2+4bhト川叫-叩m仙 1H+J主品託主;…-叩叫m凶1十4詣ぶe叩州叫m叫仙1+山3+t乞t℃;}一n山31H+ jJ主ぷλ払言主主託L;LL一寸引2口仙3

+官官;一m叫1+ jt;: m l + JK;-m l + a} u • 

Gustafsson流の変更におけるUの値は0，8-0.975ならば性能に火差がないとさ

れているが[51]、一般的にはu=O，95程度が用いられている[71L

5.2 PCG法の収束特性解析

PCG法は反復解法であリ、前処理によっても収束特性が異なる。しかし前処理

と収束特性の関係は一部しか明らかになっていない[25]， 4章でiiAx=b (こ対する

CG法の収束特性を明らかにしたが、 PCGi出土u叫 [I1y=11Tb，y=Uxlこ対するCG

法ということから、 4主主の結果と対応づけて、主としてICGG訟とMICCG法のI(又東

特性の検討を行う o

(1) UTAUlの固有値分布

まずはじめに、前処理が解こうとしている問題とどのような関係にあるかを l鴻

べておきたい。ここで注目するのは

場に対する依存性

-問題の大きさに対する依存性

-右辺bまたは解zに対する依存性

前処理の効果

MICCG法におけるUの最適値

である。場の物理定数やメッシュの大きさ、解や右辺を変えると、 CGWで解こう

としている方程式Ax=bの性質が変化する o
このとき、どのような前処絡が有効

なのか、それぞれの前処理の効果や特徴はどうなっているかなどを実験から明ら

かしたい

そのためには、テストデータを変えて問題を繰リ返し解くだけではなく、 PCG

法の反復作用素U-uULに対する解析が必要である。 PCG法の収束特性を正攻法で

調べるためには、まずPCG法の反復作用素FTA211の固有値分布を調べる必要があ

ろう。必要なのは固有値だけなので、固有ベクトルは計算しないでも、間有{ft'f.が

精度よく求められればよい。実際に27TAU-1を作るとtFTJ161は密i-rYlJになるた

め、 PCG法が対象にするよう記大規模な問題では解析が不可能になる恐れがあ

る。
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そこで、標準固有依問題

【u一--TA

を、 ω=EJとおいて左から伊を作用させ

AW=Jlif UW=IlMw、M=U'U

という一般固有値問題に帰着して解析を行う[15J。ここでA、M=UrUは対称正定

{直線行列である。実際はMとして不完全urDU分解から作られたU'DUを丹jいる。

一般固有値問題に対しては二分法・同時逆反復法のプログラムEIGV43[52jを利用す

る。ところが、標準固有値問題を一般固有値問題に拡張すると新たな問題点が生じ

る。

Parlett[61Jによれば、行列A、Mが共にセーロ固有{直をもっとき図有ベクトルが

不定となることがあり、行列A、Mが共にゼロに近い固有値をもち、対応する閲

有空間が近いとA、Mの摂動に対して固有値のはなはだしい変動をひきおこすこ

とがある。その結果、∞の固有値や、複素固有値をもつこともありうる ο これら

はMを対称正定値行列に限定すると理論的には消滅するが、行列が半疋定値に近く

なれば数値計算的には問題となる。

第2点としてA、Mが近いことから密集固有値が多くなるという問題が生じる。

特にPCG法ではAとM=U'Uが近いほどi以来が良くなり、対応する反復作用素
'" r、ノ

U-TAU1(こは重複、密集固有値が多くなって、一般固有値問題としてはより難しい

問題となる。多くの密集回有値と互いに直交する固有ペクトルを精度よく求める

には、行列の摂動に対して頑健なプログラムを用いる必要がある。

(2)国有ベクトルによる解の構成

PCG法の場合も、解が固有ベクトルのどのような一次結合として表されるかと

いう観点からの解析が必要である。そのためには、一般国有植問題A叫=仇MWj，

M=UTDUの全固有値仏、全固有ベクトル叫が必要で、ある。

対称正定{直行列Aを係数とする連立一次方程式Ax=bの解zがAの国有ベクトルUj

を用いて

x=l:CjUj 

のように展開されるとする。ただし、固有パクトノレUjIまAui'=λiVj

(A1 ~玉 λ2Z三..ぷ Ànl を満足する。

この関係は、 PCG法において前処理された方程式r、〆(v ，、〆 r、./ r、u-、J
(UTAU1)y= UTb， x= Uly， M=【J'U

では

y=ZC17 
となる o tこだし、包は標準固有値問題(むTA231)立=pZ(F1豆112豆 勾川、ら求め

られる。
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この式に左側から争を作用させ、百=27wiとすると

fF(5151)UHF1=pi f丹CiU1

となって、 111とωiIま
ハ-'N'

AWi=lliMwi， M::=o U'U (}11孟112壬..Z五日n)

の形の一般固有値問題を満足する。実際のMは不完全U"DU分解から{乍られる

U"DUを使用する。したがって、 PCG法の解ベクトルは

y=Uxより

と書ける。

y=~CjVi 
r、"、〆

=~CjUω10 

ハ ハJ

x=u1aど;U，ωi)

=ztω1 

これから、 CG法に対して連立一次方平呈式Ax=bの島幸zを行列Aの固有値λ、固有

ベクトルViによって展開したことは、 PCG法に対しては解zを一般固有値問題AWi

=似U"DU)ωiの固有値比、箇有ベクト Jレ叫によって展開することに対応する ο ま

た、固有値と固有ベクトルが変わることによって展開の係数は立も変わる。

共役勾配法(CG法)では、 AVj==AjViとなる1本のVjを解とするような問題は理論上1

回の反復で収束するし、実際、精度さえ確保すれば1回の反復で収束した。倍精度

計算では最大固有値が約10'である問題を解こうとすると、 L豆10.3となる固有値に

対応した固有ベクトル成分は収束しにくかった。
ハノ ("0./ .̂ "...J (¥J 

同様に前処理付き共役勾配法(PCG法)では、 (UTAU')V;=l1品となる1本の百=UWi

を両手y==UWiとする問題、すなわちA即 i=l1iMw;， M =U' DUとなる叫を解zとする

問題は理論上1聞の反復で収束するはずである。

CG法での解析と同様に、解を固有ベクトルの組合わせによって構成するため、

次のような5とおりの解を用意する。固有パクトノレの組はM一正規かつM-直交で、

国有{直は小さい順に並べられている(Pl;;三112豆…Z勾n)とする。

(a) 山 k

(b) ~wì(i=k司 1 ，k)

(C) ~ωi (i=k・2，k)
(d) ~Wì (I=l，k) 

(e) EWj Ci=k，n) 

(a)は理論との比較ならびに固有値の違いによる変化をみるため、 (b)と(C)は重複

ならひ密集の効果をみるための組合せである。 (d)は低次モード(小さな国有値に対

応)の影響をみるための組合せで、 (e)は高次モード(大きな国有値に対応)の影響を

みるための組合せである。
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(3)残差多項式Rk(A)

残差多項式Rk(A)を用いた解析[43]，[64]のためには、すべての国有値固有ベクト

ルを精度よく求める必要がある。固有値・固有ベクトルを使用せずに残差多項式を

求める方法も考えられるが[43]、計算の手聞からみて比較的小規模な行列(100元程

度?)で適用が困難になる。さて、 CG法のアルゴリズムで、Po=roとおいて反復を始

めると

rl =rO-日oApo

= (I--ao A)ro 

Pl =η+  llopo 

= (I--aoA ) ro十日。 ro

=((1 + so)I十日。A)ro.

RoCA)=1、RlCA) =1-<<0 A、P1(A)=(1+恥)I+目。Aとすると、

1k+l = 1k -<<k APk 

同椋に

= (Rk (A)--ak APk (A))ro 

=Rk十l(A)ro・

Pk+l = rk + ]3kPk 
= (Rk CA) + sk Pk CA))ro 

=Pk+1 (A)ro 

と書ける。したがって、 CG法では第k回の反復で

(A-' ~ ， 1k) = (A-'Rk (A)ro， Rk (A)ro) 
を最小化することになる。

これから、 CG法の残差ベクトルrkは初期残差ペクトルroとAの多項式Rk(A)か

ら構成されていることがわかる。機軸に固有値、縦軸にそのときの残差多項式の

債をプロットすれば、反復回数klこ関してk次の多項式が得られる。固有ベクトル

Uì がiE規直交であることを利用して、残差ベクトル~と固有ベクトルUi と内積を

とれば、 k次の多項式Rk(A)が未知でも各点入1における多項式の値が求められる。

厳密には、固有ベクトルの向きには正負があるので、 Aiにおける多項式の値の絶

対値IRk(九)1が求められる。
へ/ ，、ノ

PCG法の場合は、反復作用素U.TAU吋こ対して同様の議論を行えばよい。一般固

有値問題AWi=J1iMw;， M=urDU( 約二勾2~三.;:':jln)から得られる固有イ直民、 固有パ

クトルWiを用いれば、 PCG法の場合も残差パクトルrkと固有ベクトルω1から、 11i

における多項式の値の絶対値IRd民)1が求められる。それには、 CG法では内積を

とるだけでよかったものが、 PCG法ではRkC!li)=(九，U" DUWi)、国有ベクトノレWi

はM-正規、 M-直交でなければならない[19]μ針。

いずれの場合も、初期残差ベクトルro=2ZZ(または22wを意図的に構成し、

反復過程で、各成分がどのように変化するかをみることができる。
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5.3 前処理と収束の関係(数値実験)

テスト問題は、 4章と同じ図4.1の場における拡散方程式を差分法で離紋化して何

られた行列を用いた。分割をm1としたとき非対角帯半幅m1、元数n二 m1(2m1+ 3 

)の対称正定値疎行列になる。仁コ部の拡散係数k(x，y)を1，限強}I¥の拡徴係数k(x，y)

をDFO、DF1、DF2、DF3とする。拡散係数を1、103、10'のように変化させ、拡

散係数の値に段差をもたせる。

収束判定は、反復の聞に更新されるrkを用いた相対残差ノルム!!'"!!I//b/!で行っ

た。反復が終了した後、収束とみなされた解ぬから改めて相対残差ノルム

!! A.'Ck -b!! I !M/を計算しなおす。収束判定値e= 0.22 X 10.10とし、すべて的精度で計算

を行った。

CG法、 4種類のICCG法とu=0.95とした4種類のMICCG法でJili-v 次方程式

Ax=bを解いて収束回数を調べる。右辺パクトルbl立、(1， 1ぃ・.， 1)'1'、(ー1，1， 

(ー1)")'と(0，1)の一様乱数の3通りの解zを与えて、 b=Axカミら作成した。反復の初期

パ.クトJVx=oとした。

m1ニ 16、n=560の結果を表5.1に示す。拡紋係数DF(=DF1 =DF2 '" DF3)が1か

ら10.6と小さくなるにつれて収束に要する反復回数が増え、前処理1を機維にすると

収束に要する反復回数が減少する。解ベクトルェが(1，1，".， 1)'rのときと 様乱数

のときに収束が悪く、特にCG法は一様乱数のときに収束が悪い。脈問は、 ー様乱

数の場合はすべての固有ベクトル成分が含まれるためと考えられる。いずれの場

合にも前処理は有効であり、場に対する依存性を和らげる効果もあることがわか

る。

DF(=DF1 =DF2=DF3)= 10.6で、x=(1，1，...， 1)"のときには、向車からG)(めて計算

した相対残差ノルムが反復中の相対残差ノルムよリ2桁大きかった。収束平lJiEをき

っくすればすむ問題でもあるが、 PCG法の場合も反復過程では誤だに注意が必婆

なことを意味している。

DF(=DF1 =DF2 =DF3)= 10' でm1 を24(n=1224)， 32(2144)， 64(8384)， 

128(33152)と変えたときの収束に要する反復回数を表5.21こ示す。収束特性に大き

な変化はないが、 nが大きくなると収束に要する反復回数が鳩える。 m1が大きく

なると、 MICCG(1，2)がICCG(1，3)よりも少ない反復回数で収束するようになるの

これはMICCG法が近傍の債が等しいとした補正なので、同一の場を細かいメッ

シユで近似したことが原因といえよう。解zが(-1，1，"， ，(-1) ")TのときにMICCG{l、

の効果が小さいのも同様なことが原因といえよう。このようにMICCG法はnが大

きくなるとより有効となリ、結果的に前処理を複雑にしたICCG法よリも早く収束

するようにもなる。
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表ら.1 C G法と PCG法の反復回数

DF=lO-"'， x=(l，"'，l)アはiI/l.r.-olililoll;;'w' 



αD 
σコ

表 5.2 CGi去と PCG法の反復回数

DF~lD-3 ， μ~D< 95 

下二て二よ二1:，よ二日二二二戸L二日ω二可瓦ぷ~~二二L一一!:1

U|(Il七-;;:::¥¥三11J
Z !六二

jr;41:十:ト:ト:lf7J
33 * 

一寸一一一一一一「

30 * 

31ホ「二 iJi 一一千

三Lヒヨ
了」 50 * 

439 

113 

169 

* u~O<65 



表5.1においてu=o.臼5としたMICCG(2，4)は拡散係数や解xによらず収束に要す

る反復回数が多し¥MICCG(2，4)においてuを変化させたときのZ1の最小f配収束
'̂ノに要する反復回数の関係から、 di.

1に負のものがあると急激に反復回数が増加し、

逆にuの値が最適健から外れていてもdi.1がEである限り反復回数は大きく増加し

ないことが知られている[25J。

一般に使われているMICCG(l，l)ではu=O.95でよくても、不完全urnu分解を

複雑にするとUの調整が必要になる。文献[68]，[56]，[71]ではuは0.8~O.975 でよい

としているが、それは3次元問題で、G:::{(ij); ai，j :;t: O}とした場合のことであり、

MICCG(2，4)の場合を含めて一般的には通用しない。 MICCG(2，4)での結果からす

ると、単純にZ11が正になるようにuを決めればよかった。しかし、事前にパラ

メータが適切かど、うかを調べる方法はわかっていないので\~1が正になるかど
うかは実際に前処浬行列を作ってから確かめる必要がある。

結果として、 MICCG法の前処理を安定にするには、与えられたuを用いてLを

計算しすべてのZ1がE以上になった時点で、反復を開始するようにすればよい。

m出 gl)が判定値E以下になった場合はuを0.05程度小さくしてZ1を計算し直す。

この手続きを続けて日二五0になった場合は、 u=oとしてICCG法にする。 ICCG法の
rJ 

場合liAが対称正定値ならばdi'1>0が保証されている[41]。

このような方法でuを決めると、確実にMICCG法がICCG法よりも高速にな

る。実際、 u==0.65とすればMICCG(2，4)もICCG(2，4)より速く収束する。このよ

うにすると前処理にかかる演算量が増えるが、それは反復に要する演算最と比べ

ればわずかで、前処理が安定になって反復回数が減少する効果のほうが大きい。

A、4種類のICCG法とu=O.95とした4種類のMICCG法の前処理に対応した

urDUの最大固有値、最小固有値、条件数を表5.3に示す，Aの条件数はDF=10"の

とき10'のオーダ一、 DF=10.6のとき10'のオーダ}となり、条件数が大きくなる

とPCG法の反復回数が増加するのは確かである。しかし、 U'DUの条件数だけを

比較すれば、 MICCG法のほうがICCG法よりもいつでも若干大きい。このよう

に、条件数からはMICCG法の収束がよいことを説明できない。

ICCG法とMICCG法は、次元n、拡散係数、右辺などによって収束に主要する反復

回数が変化するが、かなり安定で、前処理を施した行列UUTAUIが正定僚でなくて

も、すなわちZ1〈Oで、も収束することがあった。いずれの場合も前処理は有効

で、場に対する依存性を和らげる効果もあった。

87 



α3 
CJ) 

最大臣有値 λmax， 最小固有値 λffiln

ドー十一「

ドLJillk
は ト三日主主企J

il"ニ-1(;;ii:;;11111l;l
5.65x106 967xI05 5.14x106 718xl0' 537x106 695x1Q6 

l者!?一'c元;lJ711JE(弓一一 O.1汗:J-J-



(1)UTAUの固有値分布
ハ.〆 p】/

大規模問題におけるメモリネックを回避して、 PCG法の反復作用素U-TAUlの悶

有{直分布を調べるため、

Aω=11lJT DUw 

という一般固有値問題を解析した。 A、[)TDUI:t.対称正定値疎行列である。

rn1 = 16、n=560、DFO= 10ヘDF1= 10" DF2 = 10" DF3 = 106としたと

き、 ICCG(l，l)においてu=Oからu=l.Oまで変えたときに固有値分布がどのよう

に変化するかを図5.6に、最小国有イ直山、最大固有値)1n、条件数Condを表5.4に示

す。 ICCG(l，l)はMICCG(l，l)においてu=oとおいた特別な場合になる。

ICCG(l，l)は1の周辺に固有値を密集させるが、いくつかの小さい固有値が残るこ

とがわかる。 MICCG(l，l)のパラメータuは、 ICCG(l，l)で密集させた固有値に対

して最小固有値)11をより1に近づけ、最大固有値比を大きくして分布を全体的にお

へずらすことがわかる。そのため、 Uを1.0に近づけると条件数が小さく伝る。前

処理を詳しくしたICCG(1，2)などよりもMICCG(l，l)が高速になるのは、このよう

に分布を右へずらす効果によると考えられる。

ICCG(1，l)とu=0.98のときのMICCG(1，l)の周有値分布を図5目7に示す。

ICCG(l，l)では)1243= 0.99127から11320= 1.00181までが1に近接し、日273からぬ88

までは完全に1になっている。 MICCG(1，1)にこのような密集はない。

MICCG(l，l)のとき111= 0.184511X10-5に対する国有ベクトル山1では37回、 112= 

0.370624 X 10-'(こ対する固有ベクトルW2で、は14回、山1帥とω205では2回で収束し、

その他の固有ベクトルでは1回で収束している。最大固有値は0.591024XWで、

条件数は0.32X10'になる。

u=1.0になると、最小固有値111が1.0000、最大固有値)1nが0.61028X10'と固有
f'/ 

{直分布が大幅に変わるが、それでも対角要素di汁土正のままである。同様の傾向は

MICCG(1，2)、MICCGC1，3)の場合にも起こる。これらの場合には、 Gustafssonの

仮定とはかけ離れていることが原因であろう。

いずれの前処理でも多くの固有備が1の近傍に近寄る傾向はあるが、それでも

10"以下の固有値は残ったままであり、国有値分布だけでは収束特性を説明できな

い。ましてや条件数はこの用途には無力である。条件数で説明できるのは、 ICCG

法伝らばICCG(l，1) ，ICCG(1 ，2)，ICCG(1 ，3)の収束特性の関係をみるとか、ひとつの

ICCG法、たとえばICCG(1，2)に限定して対象とする問題の相違による収束特性の

違いを説明するといったことに限られるだろう。
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表5.4MICCG(l，l)法の最小固有値、最大固有値、条件数

U 最小固有値 III 最大固有値比 条件数

。 0.568352070075405X 10"' 0.121869482077242 X 10' 0.21X 108 

0.2 0.679443780511567X 10.1 0.130834517262019X10' O.19X 10' 

0.4 0.85904 7039300119x 10.7 0.144022277815298 X 10' O.17X 10' 

0.6 0.120526565804780x 10-6 0.166288505344901 X 10' 0.14X 10' 

0.8 O.219405453436998x 10，6 0.216756791623452X 10' 0.99X 10' 

0.9 0.408406013586569x 10.6 0.288841327693622 X 10' 0.71X 10' 

0.95 0.77439681 7861467x 10.6 

。‘391110939230800X 10' 0.51X 10' 

0.96 0.954 700101187370x 10.6 0.431149478151598 X 10' 0.45X 10' 

0.97 0.125307290772385x 10.5 0.488631930577816 X 10' 0.39X 10' 

0.98 0.184511843266185 X 10，5 0.591024665036752 X lO' 0.32X 10' 

0.99 0.360548851977467 X 10，5 0.823440503888139 x 10' 0.23X 10' 

表5.5Gustafsson流の補正と最小固有値、最大固有値の変化

lln: :最大国有値
MICCG(l，l) MICCG(1，2) MICCG(1，3) 

III :最小国有値

u=O 0.12186X10' 0.12067X 10' 0.11492X 10' 

0.56835X 10.7 0.15616X 10.5 0.23230X 10.5 

u=0.95 0.39111X10' 0.36542X 10' 0.36030X 10' 

0.77439 X 10" 0.20686X 10.5 0.29950X 10.5 

u=1.0 0.61028 X 10' O.l0796X 102 O.l0870X 102 

0.10000X10' O.10000X 10' O.lOOOOX 10' 
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(2)固有ベクトルによる解の構成

以下、 m1=16、n=560、DFO=1012，DF1=106，DF2=104，DF3=106の場

合のみについて示す。間有ベクトル1本だけ与えた場合(a)で、 ICCG(l，l)(実際は

u=OとしたMICCG(l，l)を実行)、 u=O.95とu=l.Oの場合のMICCG(l，l)の結果を

図5.8に示す。 ICCG(l，l)とu==0.95のMICCGC1，l)では、閲有イ直分布が異なるだけ

で、収束の傾向はいずれも同じで、 CG法の場合とも変わるところはない。ただ

し、 u=1.0にすると固有値分布が大幅に変わる。 ICCG(l，1)の場合、ド1

0.568352X10.7
(こ対する国有ベクトルωlで、は46回、)12= 0.114181 X 10'に対する

国有ベクトルω2で、は17回で収束し、その他の固有ベクトルでは1回で収束した o

このときの最大固有値¥1nは0.121869X 101で、条件数は0.21X108になる。前処理な

しのCG法と比べると、条件数は1桁、ドzZ五10"の国有値の数と対応する国有ベクト

ルの反復回数も大幅に減少している。

ICCG(l，l)、 ICCG(1，2)、ICCG(1，3)の結果を図5.9に示す。図5.8のICCG(l，l)や

u=0.95としたMICCG(l，l)と同様、固有値分布は変わるが10"以下の固有値2つは

そのまま残り、前処理によって固有値の値が大きくなると収束に要する反復回数

がし、くらか減少する。その他の固有ベクトル成分はすべて1回の反復で収束し、倍

精度計算でも充分に解けるようになった。

隣接する国有ベクトル2本(b)または3本(c)を与えた場合を図5目10と図5.11に示

す。 CG法と大きな違いはないが、隣接度が10.10以下の回有値が減ったため、解を

構成している固有ベクトルの本数よりも少ない反復回数で収束するようなケース

が少なくなっている。これは、文献に書かれているPCG法の有効性の説明とは

逮っている[51J，[54J。

低次の固有ベクトルから順に加え合わせて解を構成した場合(d)を図5.12-図5.15

に示す。 CG法と異なり、 ICCG法では、固有ベクトルの本数を追加したとき反復

回数の増え方がゆるやかになる。 u==0.95、u=l.OとおいたMICCG法ではさらに

l替え方がゆるやかになる。 ICCGi宏、 u=0.95、u==1.0のMICCG法の場合にすべて

の国有ベクトルを加えた解~Wi を与えると、 MICCG(l ， l)ではそれぞれ80、 70 、

60回程度の反復で収束する。同様にMICCG(1，2)ではそれぞれ50、50、40回程度、

MICCG(1，3)ではそれぞれ40、40、30回程度と、 560回でも収束しなかったCG法

に比べれば大幅に少ない回数で収束するようになっている。

高次の固有ベクトルから順に加え合わせて解を構成した場合(e)を図5.16、図

5.17に示す。 ICCG(l，l)、ICCG(1，2)、ICCG(1，3)とも培え方、収束に要する反復回

数ともほぼ同じである。 Uく1.0のMICCG法でもこの傾向は同じである o ところ

がも u==1.0としたMICCG法では、増え方はそれほど急激で、はないが、高次モー

ドだけのときにq又東に要する反復回数が他のUのときよりも多く必要になる。

これらを総合して考えると、 Uを大きくすることによって最小国有値¥11がゆっ

くりと1に近づいてゆく。 Uを1にすると最小固有値引は1となって、固有値分布は
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完全に変わる。 MICCG法の収束に要する反復回数は、解に低次の固有ベクトル成

分から加え合わせるときにはuを大きくすると減少する。ところが、高次の固有

ベクトル成分から加え合わせる場合は、固有値の分布が右にずれているだけで、

収束に要する反復回数に変化はない。 u=lの場合は特別で、岡有イ直分布が大きく変

化するとともに、高次の固有ベクトル成分だけで解を構成した場合に収束に要す

る反復回数が大きく増加する。

したがって、問題に応じてuを決めるなら、 Uの取リ方は用途によって異なって

くる。一般的な低次と高次のモードを共に豊富に含んだ問題を相手にするなら

ば、 Uは1をこえない程度で大きくするのがよさそうである。この点で、従来か

らいわれている 0.8< u 豆0.975というのは妥当ともいえる[68]，[56]，[71]。ただ

し、 MICCG(2，4)などで異なることは前に述ベたとおりである。 Uの値と不完全コ

レスキー分解の詳しさによって、 UTAU.jの性質がどのように変化するかは今後調

べてみる必要がある。

ICCG?宏、 MICCG法でより詳しい近似を達成する不完全コレスキー分解を選べ

ば、収束に必要な反復回数は確実に減少するが、 1回の反復に要する演算量がより

多く必要になる。しかも演算量とCPU時間は使用するコンピユータによって異な

るため、解こうとしている問題、特に固有値pの分布や、方程式の元数によって最

適な前処理は異なってくる。 したがって、ここでMICCG(l，l)、MICCG(1，2l、

MICCG(1，3)のどれが良いかをここで決めることは不可能である。結果的に問題と

計算環境に合わせた選択が必要である。とはいえ、ここで行った実験によれば、

収束に必要な反復回数のうえではMICCG(1，2)が無難で、あり、一般にMICCG(1，l)

はMICCG(1，2) よりもおよそ30~40% は余計にかかる。 MICCG(1 ，3) は2-5%短く

なることが普通だが、時としてMICCG(1，2)より余計にかかることがある。
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5.4望ましい前処理

大規模な疎行列に対しては、メモリ容量の節約のために反復解法を使う。とこ

ろが反復解法は直接解法よりも速く実用上十分な解が得られることもあるが、最

悪の場合には収束しない可能性があり、安定で収束のよい実用的な反復解法のプロ

グラムが必要とされている。

連立一次方程式Ax=bの解zを係数行7lJAの固有値λ1固有ベクトルViによって展開

することは、 PCG法のために前処理UTAU'を施したときには、解xを一般国有健

問題Aωi=lli(urDU)wiの固有値lli.固有ペクトルωiによって展開することに対応す

る。すなわち、 CG法でtiAVi=λ山となる1本のViを解zとする問題、すなわち

AVi=λiVjとなる引を解zとする問題は理論上1回のCG反復で収束し、 PCG法では

(5151)tI=pZとなる1本の官を解y，y=Uxとする問題、すなわちAWi=lliM.叫
r、J

M=urDUとなる1本のωlを歯車zとする問題は理論上1回のCG反復で収束するはず

である。

Ax=bをCGi去を用いて解くときは解xが係数行列Aの固有ベクトル成分:ECi引をど

のように含むかによって、 またPCG法を周いるとき lはまzど山叫i(凶Aω叫i-斗lliurDU山向ωi)

どのように合むかによつて反復回数が大きく変化する o 4章のCG法の実験結果に

よれば、 10-3以下の固有値に対応した固有ペクトル成分に対してCG法を用いると

きには多くの反復回数を必要とすること、隣接する固有値の差が10-10以下の場合

は重複または密集とみなせて収束に要する反復回数が少なくてすむことが明らか

になっている。したがって、収束特性の解析には

-回有値の分布

解は固有ベクトルのどのような一次結合として表されるか

の両方を考えなければならない。

具体的な方法を示すのは難しいが、このような知識を活用すれば

(1)小さな固有値に対応した固有ベクトル成分を合まないようにする

(2)あるいは収束の遅い固有ベクトル成分の収束を加速する

という条件を満足するような前処理によって、固有値・固有ベクトルの分布を変え

てやればよいはずである。このとき、前処理に対する評価方法として、解または

右辺を固有ベクトルによって展開する方法が利用できる。ただし、 PCG法が対象

とする連立一次方程式の大きさと、固有値解析が現実的に可能な行列の大きさには

大きな開きがある。そしてこのような研究のためには4倍精度計算が倍精度計算の

数倍以内でできるハードウエアと4倍精度演算に対応した固有値解析プログラムの

整備が必要になる。
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5.5PCG法を用いた条件数の概算

連立一次方程式の誤差解析や反復解法の収束特性についての情報を得ょうとする

ときには行列の条件数が必要となる。条件数だけでは収束特性の解析には大して

役にたたないニとは前に述べたが、それでも手軽な情報としての価値は否定でき

ない。条件数の推定には色々な方法が提案されており、直接解法を用いて連立一次

方程式を解くプログラムではLU分解と同時に条件数の推定が行われている

[12) ，[34J[ 33 J ，[ 35J，[ 55J ，[7 7J。しかし反復解法を使うようになると、 このような方

法は適用できない。

そこで、 2次元の場における拡散方程式を差分法で難散化して得られた大規模な

対称正定値疎行列の条件数を、 ICCG法またはMICCG法で解くのに付随して衛単な

プログラムと少ないCPU時間で概算する方法について述べる。

条件数は

Cond(A) == IIAII2・11A-1112
で定義されるが、 Aが対称行列ならば

==1λmax 1 !Iλmin 
となる。初歩的な固有値解析の知識を使えば、絶対値が最大と最小の岡有値を求め

るには、それぞれべき乗法と逆反復法を使えばよく[46]、目的とするのは条件数

なので精度は2桁程度で充分で、ある。必要な演算は、行列AにベクトルXkをかける

操作、ベクトルの内積、スカラー倍などであり、逆反復法でI;Uを係数とする方

程式を解くことが必要なので、 ICCG法またはMICCG法を用いた逆反復法を行え

ばよい。 しかも方程式を解くのと同時に条件数を概算する場合、新たに必要芸とな

るのはねと zh'を格納する配列だけである。

(1)最大固有伎の概算

最大固有値λmaxを求めるにはAに対するべき乗法を佼う。一般的な収束判定で

は間有値と固有ベクトルの両方の収束を調べるために残差ノルム 11AXk -AkXk 11を用

いるが、対称正定値行列の固有値はすべて正なので固有値の相対誤差 IAk-Ak-l 1/ Ak 
でみてもよい。ここでは最大固有値の大まかな値だ'jが必要なので、最大固有依

の付近に密集した固有値群がある場合にはそれらの平均値が求まってもよい。べ

き乗法J土収束が遅いたの、途中で反復を打ち切ると最大固有値に近い図有値のある

種の平均値を概算していることになるが、その場合でも最大固有値の値とオー

ダーが変わることはないであろう。

(2)最小固有値の概算

最小固有値λmmを求めるにはAに対する逆反復法を使う o 逆反復法では

M色ijerinkの不完全urDU分解を前処理としたPCG法を用いて連立一次方程式を解

く。このアルゴリズムは逆反復法の反復とPCG法の反復の2重の反復になるの

で、以後、前者を外部反復、後者を内部反復と呼ぶ。
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最小問有{直 λmmは正の小さな値であり、条件数は最小固有値によって大きく変

化する。そのため最小固有値はなるべく正確に求める必要があるが、 λminは小さ

な値なので相対誤差 |λk-λk-ll! Akでは収束判定がしにくい。そこで外部反復の収

束判定にはぬ (=λmin-1)の相対誤差 Illk-Ilk-l Illlkを使う。相対誤差を用いるのは最

大固有値の場合と河じ理由による。

内部反復で問題になるのは、収束判定値と初期ベクトルである。 PCG法の収束

判定値は、外部反復で用いる固有値の相対誤差 rerrkを用いて

max( min( 10-2・rerrk，10-3)，10-8) 

とする。これは内部反復の収束判定債を、外部反復の相対誤差よりも2桁小さめと

して最大は10-3、最小は10-8にするという意味である。外部反復の誤差が大きいと

きは内部反復の判定を甘くしてもよいことが経験的に知られている。 PCG法は残

差ノルムで収束判定を行うため、速く収束させるためには初期ベクトルの方向と

大きさの両方を解に近づけることが重要であり、初期ベクトルは外部反復が収束

したときの解IlkXkにできるだけ近いものを選ぶ。そこでPCG法の初期ベクトル

には

Ilk-l Xk 

を用いる。

(3)数値実験

べき乗法と逆反復法の初期ベクトルには一様I¥L数ペクトルを用いる。理由は乱

数ベクトルにはすべての固有ベクトル成分が含まれていると考えられるからであ

る。べき乗法と逆反復法の収束判定値はe=10-3とした。この値は普通に必要とさ

れる値よりも1桁詳しい値である。べき乗法の最大反復回数は50回、逆反復法の最

大反復回数(外部反復)は20図、外部反復1回に対するPCG法の反復回数(内部反復)の

上限は

max( KLIMIT/10， 30) 

とした。 KLIMITはPCG法で方程式の解を求める際の反復回数の上限値である。

最悪の場合、内部反復の合計I:iPCG法で解を求めるときの反復回数の上限値の約2

倍か、あるいは600回程度になる。

DFを1.0と10-6にしたときの反復回数とHITACM・660K上でのCPU時間を表

5.6に示す。*は内部反復の総数である。

これらの問題では、べき乗法は反復羽田程度、逆反復法は外部反復3-4回程度

で収束した。逆反復法における内部反復の総数は最大でも 400回程度であり、 X=(

1，1，...， 1)Tとなるような問題を解く際のCPU時間の約2倍に収まっている。これ

らの反復回数は初期ベクトルzdに依存し、乱数の値によっても変化するが、傾向

は同じである。

m1=16、n=560、DF=1.0の問題で、べき乗法と逆反復法がどのように収束

していくかを示したのが表5.7と表5.8である。べき乗法の収束が遅いことがわか

る。べき乗j宏、逆反復法ともに、相対誤差が10-10で残差ノルムは10-4といったよ
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表5.6M-660Kでの反復回数とCPU時間 (sec)

いtotalcounts for PCG iteration) 

m1 iterations power method lnverse solveAx=b 
(n) (CPUtime) λmax iterationsλmln1 e=0.22X10-10 

64 DF=l.O 24 4: 257* 134 
(8384) (0.674) (16.05) (8.331) 

DF::: 10.6 25 3:293ネ 273 
(0.706) (18.40) (16.92) 

128 DF::: 1.0 24 4: 388* 251 

(33152) (2.822) (101.1) (65.08) 

DF::: 10.6 24 2: 198* 503 
(2.820) (51.88) (130.1) 

256 DF::: 1.0 24 3:297* 474 

(131840) (11.37) (316.5) (496.7) 

DF::: 10-6 24 2: 198* 954 
(11.33) (209.1) (989.0) 

うに、相対誤差と残差ノルムによる収束判定の聞には3-7桁の聞きがある。とこ

ろが実際の固有値の近似値をみると、相対誤差による判定でも十分実用的なことが

わかる。

表5.7べき乗法の収束

(m1 = 16， n=560， DF= 1.0) 

rel a ti ve error 
iterations k 

λmax residual 

IAk-λι1 1/λh 0.795144501051437X 10+1 
/1 AXk -A.kXk 11 

10-2 10 O. 741994485110952X 10+1 0.44 X 100 

10-4 79 o. 785114105042031X 10+1 0.55XlO-l 

10-6 993 O. 794997043881958X 10+1 0.56X10.2 

10.8 1819 O. 795143120337347X 10+1 0.56XI0.3 

10.10 2622 O.795144487231575X 10+1 0.56XI0.4 
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表5.8逆反復法の収束

(m1 = 16， n=560， DF= 1.0，ネtotalcounts for PCG iteration ) 

relative error it邑rationsk 
llk = Amin.1 residual 

111kードル1I /l1k O.140233608465129X 10+3 11 xk -)}kAxk 11 

10.2 3:55* 0.140228713428252X 10+3 0.47X100 

10.4 4・75* 0.140233566025292X 10吋 0.57 X 10-1 

10-6 5:92* 0.140233593647460X 10+3 0.81 X 10-2 

10回8 0.140233608437951X 10+3 

10-10 7:131 * 0.140233608437951 X 10+3 0.35XlO-3 

対照のため、 m1=16、n=560のときに、スツルム二分法・何時逆反復法を用い

た厳密な固有値解析を行うと[50]，[51]、DF=l.Oのときは

λrnax = 0.795144501051437X 10+1 

λrnin = 0.713095819857379 X 10-2 

Cond(A) = 0.11505982633648 X 10 +4 

となる。この方法による条件数の概算は、相対誤差が10"のとき、 λrnaxは1桁、 Amin

1主6桁、条件数は2桁の精度で求まっている。

m1=16、N=560、DF=1.0の問題で内部反復の収束判定値を10-8に固定した

ときには、 PCG法の総反復回数は137回になる。内部反復の収束判定値を外部反復

の収束に対応させて10-2.rerrkにすると 101目、 max(min(1O-2'rerrk， 10-3 )， 10田8)

にすると76回になる。 したがって内部反復の収束判定値をうまく選んでむだな反

復を行わないようにすると、 PCG法の総反復回数を約60%に減少させられる。ま

た、 A'こ対するべき乗法の収束が多少悪くても条件数に与える影響は小さい。

概算の程度は必要に応じて変えられる。通常CPU時間が気になるような大規模

問題において、条件数を概算するのに必要なCPU時間はPCG法で方程式を解く場

合のおよそ3倍以内である。得られた数値解の「質Jについての手掛かりを得るた

めにこの程度の費用を払うことは許されることであろう。

逆反復法において別の反復解法を使って方程式を解いてもよい。その場合は内

部反復の回数と与えられた方程式を解くための反復回数が変わるが、外部反復の回

数は変わらない。条件数の概算に必要なメモリは、 PCGi去を用いて方程式を解く

のに必要なメモリのイ也にはねと xfを格納する配列だけである。このような条件

数の概算方法は、一般の疎行列に対する反復解法の場合にも拡張できる。
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なお、この方法で求めたλh、Pk(=λmin .1)は値が大きくなリながら収束するの

で、条件数

Cond(A)=λmax /Amin 

=λk' llk 

は実際よりも小さめの値が概算されるが、実用上はこれで差し支えないであろ

う。 PCG法とあわせてこのような方法を用いれば、大規模な対称正定値疎行列を

係数とする連立一次方程式の誤差解析や反復解法の収束侍性の解析に条件数が手軽

に利用できる。

図4.1に示した3つのケースの条件数をこの方法で概算した結果を表5.9に示す。

表5.9条件数の概算結果 ICCG(l，2) 

ml::::16， 
条件数 条件数の概算値

Ax=bをとく 条件数の概算

n=560 (白;秒) (8;秒)

(000) 0.1l550XI0' O.109X 10' 0.1228 0.2528 
(2.oM;音)

(646) 0.28300 X 10' O.280X10' 0.2438 0.3238 

(1.30倍)

(A8A) 。目28263XI013 O.278X 1013 0.553自 0.4478 
(0.8of音)
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6.PCG法の高速化

6.1高速化の際の問題点

PCG法の主な利用分野である大規模問題ではメモリ容量とCPU時聞が多量に必

要となるため、 PCG法のプログラムはベクトルパイプライン方式のスーパーコ

ンビュータにおいて高速に実行されることが重要である。 PCG法の代表的な前処

現であるICCG法やMICCG法に現れる演算のうち、内積、ベクトルの和、行列と

ベクトルの積など、多くの演算はスーパーコンピュータに適合し高速に実行さ

れるが、不完全U"DU分解とその結果を用いた前処理

p'= (U" DUJ-1r 

は一次巡回演算となるためベクトルパイプライン方式のスーパーコンビュータ

では高速化されないため[68)μ旬、なんらかの対策が必要になる。

この場合、 (1)なんらかの方法で不完全urDU分解とその結果を用いた前処砲を

高速化するか、 (2)スーパーコンヒ。ユータ専用の前処理を導入し[11)，[62)，[70]、収

束を多少犠牲にしても高速化を達成するかのいずれかである。しかし、 (2)の方

法では、コンビュータごとに前処理が異なり、収束特性の解析結果、解や誤差の

比較が不可能になる。汎用的なプログラムにするなら、必然的に(1)の方法をとら

ざるをえない。

不完全urDU分解とその結果を用いた前処遇に対する高速化の方法として、定E
平面法とよばれる方法が提案・利用されている。超平面法では、あらかじめ同時に

実行可能な点のリスト(リストベクトル)を作成しておき、リストを参照しながら

点のグループごとにベクトルパイプラインで同時に実行する[39]，[45)，[68J 0 そ

のため、 1重のループが2重のループになることと間接的なメモリ参照になるこ

とで、スーパーコンビュータでは高速になるが汎用コンビュータでは退くな

る。汎用コンビュータにおいてループのオーバーヘッドは許容できても、メモ

リの潤接参照は致命的である。しかも、スーパーコンヒ。ユータで高速に実行され

るとはいえ、スカラー実行と比較した場合のことであり、実メモリ方式のスー

パーコンビュータであってもメモリの間接参照は好ましくない。スーパーコン

ピュータと汎用コンビュータの双方で高速に実行するには、なんらかの対策が必

要である。

6.2超平面法とその問題点

まずは、超平面法のアルゴリズムをあらい直してみる o 不完全UTDU分解を用

いた前処理

〆=(U"DU)ーlr

を節点 iに作用させるときの前進代入と後退代入で参照される点を図6.1に黒丸で
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示す。図6.Hこ黒丸て、示された点を点lと同ーのループ内で参照・更新すると、ベク

トルバイプライン方式のスーパーコンビュータでは解の正当性が保証されな

い。そこで、これらの点を同時に参照-更新しないようなグループをうまく作っ

てやればよい[2710

それには、係数行列のもとになった2次元矩形領域を図6.2のような座標として

表し、前処理を作用させるときに参照される点を含まない趨平面(2次元空間では

直線)の方程式を求めればよい。 O~三X~三 m2-1 、 O;;y:;三rnl-l 、 n==m1'm2てゃあり、

節点番号は(0，0)からy軸方向につけるものとする。したがって、節点番号iと座標

x、yの関係は

i= 1 +x.(ml-1)+y (6.1) 

となる。 i、x、yは非負の整数値しかとらない。 以下の議論は、 x車由方向に番号づ

けした場合でも同様にできる。

jilt 
ート!I.J勺

ICニGIl.l)

xトy=c

C，.， 

C局

c・-，

=! 
?ォアー

「fr

lCCG{1，2) 

'2x←)'=c 

c._ c. C担。l

寸一「-l

ICCGIl.31 

3x十y=::

図 6. 1 (UT D Uyl rで参照・更新される点 。克新，・参照

y 

m)-) 

町一
戸一~ 日

n-つ

-+-ートートート斗一一1 1 

006.2 超平商法を適用する座標系 (ml=6， n=90， m2=n/ml) 
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ICCG(1，l)伝らびにMICCG(l，l)の前処理で節点iと同時に実行できる点には1-

m1士1‘i+m1土1、".などがあリ、直線としてはy+x=Cとy-x=cが考えられ

る。リストベクトルによる順序づけに関しては、 MICCG法とICCG法は全く同

じなので、以下ICCG法に関してのみ述べる。また、 MICCG法は反復回数が変わ

るだけで反復1回あたりのCPU時間についてもICCG法とほとんど同じである。

前進消去は節点1から行う必要があることと、後退代入は節点nから行う必要があ

ることから

y十X=Ck(一定) 00.2) 

が求める超平聞となる。図6.1は、前進消去では節点iの計算が終われば上側の点

i + 1と右側の点 1十m1の計算が同時にできることも示している。王、 yが決められ

た範囲を動くと

O~三 X+Y三五m2+ml-2

となるので、この範囲内の値Ckについて節点をグループ分けすればよい。

同様にICCG(1，2)の場合は

2x十Y=Ck(一定)、 0豆2xty二五2m2十ml-3、

ICCG(1，3)では

(6.3) 

3x十Y=Ck(一定)、 O~五 3xty話 3m2十 ml-4 (6.4) 

となる。このようなリストベクトルを使うと平衡持のループ長は(6.2)がml、

(6.3)がm1l2、(6.4)がm1l3となる。筒処理が複雑になると平衡時のループ長が短

くなるが、平衡状態は長くなる。

実際のプログラムでは、 x、Yの値と超平面の距離Ckを

do i = 1， n 

x = (i-1)/m1 

Y = mod(i-1，ml) 

Ci = f(x，y) 

で決定し、これらをCiの値でグループ分けしてリストベクトルを作ればよい。

リストベクトルの作成はベクトル実行が難しいが、不完全U'DU分解と同様、最

初の1図だけなので全体の実行時間に対する影響はわずかである。 m1=16の問題

にリストベクトルを用いたとき、ループ畏が前処理によってどのように変化す

るかを凶6.3に示す。

文献[27]によれば、スーパーコンビュータS-820/80では、リストペクトルの

作成とリストベクトルを用いた不完全urvu分解のCPU時聞は、リストペクトル

を使わない不完全urnu分解のCPU時間よリも小さく、ときには半分程度にな

る。汎用コンピュータM・660Kでリストベクトルを作って使うと、リストベク

トルを使わないときの1.3{脅から1.5倍のCPU時間が必要になる。

表6.1にある問題に対する反復過程のCPU時間を示す。スーバーコンビュータ

8-820/80でリストベクトルを用いると、 m1=256の問題ではICCG(l，l)が15倍、
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ICCG(1，2)が14倍、 ICCG(1，3)が12倍に高速化される。したがって、 スーバーコ
ンビュータで高速化を図るためにはリストベクトルの使用が必須である。

ろが汎用コンビュータではリストベクトルを使うと10%-309も遅くなる。

ループ長

16 

14 

12ι 

10 

自

図 6.3 

~19 

lCCGO， J) 

平均11.20 

~83 

ICCG (!，の

平均6.66

八ノ九八八人人ハ

超平商の距離 Ck とループ長

~1l 7 

rCCG (I， 3) 

平均4.74

とこ

mlご 16，皿2=35，n=560 中央までを炎示

表 6.1 I CCG法の反復過程の CPUタイム (s) 

東京大学大型計算機センタ~にて 1990.10.13
図書館情報大学にて 1990.10. 13. ~17 

S-820/80 M-660K 

反復 1@]あたり 反復凹数1 
Tノレ使用 ル使周

ICCG(l，1) 134 0.106 I 0.839 I 9.226 

ICCG (l， 2) 89 日110 0.674 6.867 6.311 

ICCG (1，3) 72 0.139 I 0.650 I 6一一0一4一2一一~

ICCG(I，1) 251 0.542 6.537 72.749 65734J ! 

ICCG(l，2) 169 0.515 5.222 52.623 48.390 

ICCG(l，3) 136 0.620 4.993 47即日 42.985 

259 
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全体のCPU時聞は反復1問あたりのCPU時間に収束までの反復回数をかけたも

のになる。表6.1のカツコ内に反復1回あたりのCPU時間を示す。スーパーコン

ビュータでリストベクトルを使ったICCGCl，l)を1とすると、 ICCGC1，2)が

1.3倍、 ICCG(1，3)が2.0倍になる。汎用コンビュータでリストベクトルを使わな

いと、 ICCG(1，2)が1.1倍、 ICCG(l，3)が1.2倍となる。汎用コンビュータでの値

は大体の演算量を反映している。スーパーコンビュータにおけるICCG(1，3)のよ

うに、 1回の反復に対する高速化の程度が小さくても反復回数が大幅に減少するな

ら、全体のCPU時間は少なくなる。 CPU時間は前処理による反復回数の減少と、

前処理の高速化の程度によって決まる。 したがって、一概にどの前処理がよいと

断言することはできない。

6.3問題向きの汎用的なプログラム

以下では、 1回の反復をスーパーコンビュータでどのように高速化するかにつ

いて述べる。スーパーコンビュータではりストベクトルを使うことで10倍以上

の高速化が図れたが、汎用コンビュータでリストベクトルを使うとオーバー

〈ツドが大きくなる。そこで、スーパーコンピユータと汎用コンピュータの双

方で高速に実行するための対策を考える。

(6.1)、(6.2)、(6.3)から、それぞ、れの超平面の方程式は、

ICCG(l，l): y=Ck-X、

ICCG(1，2): y=Ck-2x、

ICCG(1，3): Y=Ck -3x 

とも書ける。これらの方程式でCkの値を固定してXの値を1つずつ変えると、 yの

値は一定の値だけ増減する。これを節点番号またはメモり参照として考えれば、

リストペクトルとはいっても、内容的には等聞編参照になっていることを示し

ている。したがって、ベクトルパイプライン方式のスーパーコンビュータにお

いて同時実行が可能な点のリストの先頭と末尾がわかれば、ストライドを指定し

た2重のループを構成すればよく、リストベクトルを用いてメモリの間接参照を

する必要はない。ここでは、りストベクトルはそのような点のリストの先頭と

末尾の情報だけを保持していればよい。メモリの間接参照さえ避ければ、汎用コ

ンビュータでも許容できる程度のオーバーヘッドで済むはずである[13]，

各ICCG法に対する超平面の方程式はすでに求められているから、ベクトルパ

イプライン方式のスーパーコンビュータにおいて河時実行が可能な点のリスト

の先頭と末尾をリストベクトルとして保持することと、 IIIま等価な情報を毎回生

成するようなプログラムを作ることができる。

まず、 xが1増えればICCG(l，1)のyは1だけj減少することから、 ICCG(l，l)にお

ける同時に実行できる節点番号の差、すなわちループのストライドはml-1とな
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るコ同様な理由で、ループのストライドはICCG(1，2)でml-2、ICCG(1，3)で、ml-3

となる。

次に原点からの距離が1の超平面に属する節点のうちで、最小の節点番号と最大

の節点番号を求める。 ICCG(1，l)の場合、図6.2のように考えれば、最小の節点番

号は(O，l)または(x，mト 1)のいず、れかにあるのは明らかである。 m=m1-1とすれ

ば、後者は

x=l-y 

=lー(m1-1)

より、

i= 1 + (l-m)*m1 +m1-1 

= (l-m + 1)*m1 (6.5) 

となる。したがって、最小の節点番号iminはmax((l-m+ l)*rnl ，1 + 1)である。原点

からの距離が1の超平面は(x，O)を通るが、そのときの節点番号がnを越えないよう

にすれば、最大の節点番号が求まる。実際は、プログラミング言語FORTRAN77

などで1以外のストライドを指定したDOループでは、厳密な終点が必要ではなく

最大の節点番号があり得る範囲の最大値を指定すれば充分である。したがって、

最大の節点番号の上限i江田はrnin(l*m1+ 1，n)でよい。

ICCG(1，2)の場合、最小の節点番号は(x，ml-l)、(2，ml-2)または(O，l)のいずれか

にある。超平面の方程式の傾きが2になったため、このような場合分けが必要に

なる。 m=m1-1として、プログラムふうに記述すれば

if l<rn then 

i = 1+1 

else ifmod(トm，2)= Othen 

i = ml *((l-rn)/2)十1)

else 

i = ml *((l-rn + 1)/2) + 1)-1 

end if 

となる。最大の節点番号の上限imaxl主min(m1*(int(ll2) +mod(l，2) + 1， n)で、ある。

ICCG(1，3)の場合、最小の節点番号は(x，ml-1)、(x，rnl-2)、(x，ml-3)または(0，1)

のいずれかにある。超平面の方程式の傾きが3になったため、さらに場合分けが

必要になる。 m=rn1-1として、プログラムふうに記述すれば

if 1くrnthen 

i=l+l 

else ifmod(l-m，3) = 0 then 

i = m1 *int((I-m)/3) +ml 

else 

i = ml *int((I-m)/3) + 2*ml + mod(l-m，3)-3 
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告nd if 

となる。最大の節点番号の上限imaxtimin(m1*(int(lI3) +mod(l，3) + 1， n)で、ある。

これらをプログラムとして陽に作り込めば、毎回のループで若干のオーバー

ヘッドはかかるが、 リストベクトル用の領域が不要になるためプログラムは単

純になる o m1 =256、n=131840の問題について、スーパーコンビュータs-
3800と汎用コンビュータM-660Kにおける全体のCPU時間と各コンビュータ上

での加速率を表6.2に示す。この場合、全体の処理に対するリストベクトルの作

成、 urDU分解などは無視しうる値である。

表6.2 ICCG法の高速化 (8:秒，カツコ内は倍率)

(a) ICCG(l，l)， 
8-3800 M-660K 

474凹

原形 22.633(1.00) 494.76(1.00) 

リストベクトル 1.705(13.27) 656.62(111.32) 
間接参照

リストベクトル 1.232(18.37) 606.060/1.22) 

等間隔参照

改良 1.219(18.56) 600.99(111.21) 

(b) ICCG(1，2)， 
8-3800 M-660K 

318回

原形 19.162(1目00) 360.66(1.00) 

リストベクトル 1.658(11.55) 444.27(1/1.23) 

間接参照

リストベクトル 1.221(15.69) 399.44(111.10) 

等間隔参照

改良 1.196(16.02) I 403.16(1/1.11) 

実メモリ方式のスーパーコンヒ。ユータ8-3800上でメモリ参照を間接参照から

等間隔参照にすると、 ICCG(l，l)とICCG(1，2)では40%弱、 ICCG(1，3)では約30%

の高速化が達成される。仮想メモリ方式の汎用コンビュータM-660K上で間接的

なメモリ参照によるオーバーへツドはICCG(l，l)が30%、ICCG(1，2)カ120%、

ICCG(1，3)が15%である。これを等間隔参照に変更することで、 ICCG(l，l)が

20%、ICCG(1，2)が10%、ICCG(1，3)が5%といずれもオーバーヘッドが減少す

る。 ICCG(1，l)では、それでもオーバーヘッドが大きい。等間隔参照相互では、
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(c) ICCG(1，3)， 
8-3800 M-660K 

259回

j京形 18.426(1.00) 315.40(1.00) 

リストベクトル 1.755(10.49) 367.21(1/1.16) 

間接参照

リストベクトル 1.323(13.92) 330.25(111.04) 
等間隔参照

改良 1.334(13.81) 434.12(1/1.05) 

S-3800、M-660Kともリストベクトルを作る方法とプログラムに組み込む方法

に差がなかった。したがって、リストベクトルを作るメリットはなく、プログ

ラムを単純にするためには積極的にリストベクトルの使用をやめるべきであ

る。

このように、 リストベクトルを使わずに超平面法が実現できた。その結果、

ベクトルパイプライン方式のスーパーコンピュータ6-3800では、 13倍から18倍

の高速化が達成できる。これはリストベクトルを用いた間接的なメモリ参照に比

べても、 30%から40%の高速化であり、効果は著しい。一方、机用コンビュータ

では、一般的な超平面法の実現方法に比べると 10%程度オーバー〈ツドが減少し

て、超平面法のオーバーヘッドを5%から20%程度にできる。特に、 ICCG(1，2)と

ICCG(1，3)ではオーバーヘッドが10%以下なので充分実用にたえる。

2次元矩形領域を差分法で離散化して得られた規則的対称疎行列に対しては、リ

ストベクトルを使わずに超平面法が実現できた。これは問題の特殊性を利用した

ためで、一般の対称疎行列すべてに適用できるわけではない。しかし、 2次元矩

形唱頁域を差分法で離散化して得られた行列だけでも、充分に利用価値はある。最

終的にできあがったプログラムは、汎用コンヒ。ユータでは超平面法によるオー

バーヘッドがあるものの、一般的なリストベクトルを使った超平商法によじべる

と、スーパーコンビュータと汎用コンビュータの双方で高速に実行できる。そ

のため、スーパーコンビユ}タの高速性をICCG法とMICCG法の収束を一切変化

させることなく活用できる。
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7.結論

熱や電磁気といった拡散方程式で記述される物理現象を数値シミュレーション

によって解こうとするとき、離散化して得られた大規模な対綿疎行列をコン

ビュータを用いて高速に解く必要がある。本研究では、 2次元の矩形領域におけ

る拡散方程式を差分法を用いて離散化し、得られた対称正定イ直行列、かっM一行列

である規則的疎行列を係数にもつ連立一次方程式の数値解法を各種コンヒ。ユータ

よで高速に実行するうえでの問題点を検証し、高精度、安定、かつ汎用的で、高

速なプログラムを作成した。対象を2次元矩形領域に限定しているが、離散化を行

う場の物理定数を大きく変化させることによって、得られた行列の固有値分布や

条件数は広いバラエティをもち、ここでの結果は一般的な問題に広く適用でき

る2

このような問題に対する数値解法は、帯構造をもった連立一次方程式に対する

直接解法と、規則的疎行列に対する反復解法に大別される。帯行列に対する直接解

法としては、帯行列に対するガウスの消去i宏、 Martin-Wilkinsonの特殊ガウス、

対称帝ガウスをとりあげた。規則的疎行列に対する反復解法としては、共役勾配

法(ConjugateGradient Method )と、 Meijerink流の不完全コレスキー分解を用い

た前処理を施してからCG法を適用するICCG法(IncompleteCholesky Co司jugate

Gradient Method)、ICCG法の前処理にGustafssonが提唱したような変更を施す

MICCG法(ModifiedIncomplete Cholesky Conjugate Gradient Method )をとリあ

げた。これらを実用的なコンヒ。ユータプログラムとして実現するには、精度、

安定性、必要なメモリ容量、高速性などに検討と配慮が必要である。

直接解法である帯行列に対するガウスの消去法、 Martin-Wilkinsonの特殊ガウ

ス、対称帯ガウスなどは、昔からアルゴリズムが知られておリ、小規模問題用の

プログラムであれば容易に作成できる。ところが、限られた計算環境でより大規

模な問題を解きたいとか、要素並列方式のベクトルバイプラインをもったスー

パーコンビュータを使ってより高速に実行したいといった場合には、コン

ピュータに合わせた見直しが必要となる。

特に、 3重ループの一番外側のループに対するアンローリングである2段同時

爪演算量に対してロード・ストアなどのデータの移動が少ないために高速化が

図れた。大規模な潤題では、メモリ参照を効果的に仔なうMa訂r七i凶n

殊ガウスが高速でで、あ iリj、同ーの係数行列をもっ複数の方程式を解くとCPU時間に

大きな差が生じる。iE定値性と対称性を利用してビボツティングをせず、消去範

囲も114で済ます対称帯ガウスは、スーパーコンヒ。ユータでの加速率は低いもの

の、演算量とメモリ参照量が少ないたの、帯ガウス、 Martin-Wilkinsonの特殊ガ

ウスに比べると早く解が得られた。しかも拡散方程式を差分法で離散化して得ら

れた対称正定値行列に対しては、ピボッティングの有無によって精度が変化しな

かった。これらのプログラムの適用範闘を実用的な大きさの問題に限定すると、
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多数のペクトルレジスタをもっスーパーコンビュータではレジスタ上にデータ

が常駐化できれば、 -J習の高速化を図ることができる。それには2重以上のルー

プで不変なデータを認識する必要があリ、コンパイラに対する指示文を利用しで

もうまくいかないことがある。このような場合にはアセンブラを使えば対応可

能だが、そうすると汎用性を失うので、高速化はFORTRANで記述できる範囲に

とどめた。その結果、これらのプログラムはほとんどどこでも実行可能で、そ

れなりの高速性が達成できる。

規則的疎行列に対する反復解法は共役勾配法(ConjugateGradient Method )を基

本反復式とした。 CG法は理論上は係数行列の元数以下の反復で収束することが保

証されているが、コンビュータで実行すると誤差のために収束しないこともあ

るc 精度と安定性を調べるために、解こうとしている連立一次方程式の右辺また

は解を係数行列の固有ベクトルで展開する方法を提案した。この方法は、 (1)4倍

精度演算などの高精度演算が適用できるため、倍精度演算ではわからなかった現

象がみえてくること、 (2)右辺または解に対する依棒性が調べられるため実用的

であること、 (3)前処理付きの共役勾配法(PreconditionedConjugate Gradient 

Method)法の前処理に対する評価にも利用できるとしづ特徴がある。理論的考察

と数値実験によって、 (1)CG法，;:1:低次モードに対する収束が惑いこと(倍精度演算

のとき￥固有値が10-3以下の部分)、 (2)密集固有値によって反復が減少するのは、

国有値の差が10-10程度以下であること、 (3)Meijerink流の不完全コレスキー分解

を用いた前処理、 ICCG法の前処理に対するGustafssonが提唱したような変更は

CG法の前処理として有効であることなどが、従来れわれていたよリも一段と深

く明らかになった。

また、 ICCG法やMICCG法の場合の条件数の推定方法を提案した。この方法を

用いて、 ICCG法やMICCG法で方程式を解くのと同時に条件数を推定するのな

ら、付加的に必要なのはわっかの作業領域(元数の約2倍)と、方程式を解くのに必

要なCPU時間のおよそ3倍以内である。

ICCG法やMICCG法の前処理である不完全コレスキー分解は、数学的には安定

で収束に必要な反復回数を大幅に減少させるが、ペクトルパイプライン方式の

スーパーコンビュータでは高速に実行できないことが問題になっている。特定

のスーパーコンビュータに高速な前処理も提案されているが、精度、安定性、汎

用性を考えると採用しがたい。そして不完全コレスキー分解の高速化手法として

超平面法が提案・利用されているが、間接的なメモリ参照になるためにベクトル

パイプライン方式のスーパーコンビュータでもオーバーヘッドが大きく、汎用

的とは言いがたかった。そこで、 不完全コレスキ}分解を作用させる部分と超平

面法を検討し、ここで対象としているような2次元の矩形領域を差分法で離散化し

て得られた行列の場合には、間接的なメモリ参照をせずに高速化できることを明

らかにした。このようにして作られたプログラムは、スーバーコンビュータで
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;~今までの超平面法よりも著しく速く、汎用コンピュータやワークステーショ

ンなどでは今までの超平面法よりもオーバーヘッドが少ないという特徴をも

っ3 しかも数学的な収束特性、精度、安定性に彫響を与えず、小さいオーバー

ヘッドで、スーパーコンピュータに対して大幅な高速化ができるため、汎用的

といえよう。

2次元の矩形領域における拡散方程式を差分法で離散化して得られた連立一次方

程式の数値解法の検討を行なった。帯行列に対するガウスの消去法、 Martin-

Wilkinsonの特殊ガウス、対祢帯ガウス、 ICCG法、 MICCGi去など、問題の大き

さと目的に合わせた高速なプログラムが作成できた。これらは、精度がよく、

安定で、しかも机用的に利用できる。また、 CG法の収束特性の解析に用いた、 i司

有ベクトルによって解または右辺を展開する方法は強力な道具建てであリ、前処

理の優劣の比較、 PCG法などの性能比較にも活用できる。

付録に帯行列に対するガウスの消去法、 Martin-W ilkinsonの特殊ガウス、対称

帯ガウス、 ICCG法、 MICCG法などのFORTRANソースプログラムを載せる。
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j、L J会日~づ:芸、

( 1 ) 

* 

* 
本

* 
* 
* 
* 
本

* 
* 
* 
* 
* 
* 
本

* 
* 
本

* 
* 
* 
本

* 
* 
* 
本

2 
3 

* 
4 
5 

6 
7 

8 
? 

帯ガウス(帯行列に対するガウスの消去法)

SU8担OUTJN喧 自GLUICA. N.トlL.刊臼. EPS， いリく.IP.IER)

BGLU1 
COPYRIGHT : H.ト同SEGAWA.OCT. 4 1991 り.1

SOlυE5 51付ULTANEOリSLINEAR EQUATIONS 
BY GAリS5I白山 ELIMINATION 門ETHOOf問 GENERAL BAND MA1RIX. 

INPUl -
AC一円L:刊り.ML.N)

R *8 : 2-0IM.九RRAYC側TAININGREAL BANO MATRIX. 
I *4 : OROER Of門白TRIX.

ML I *4 : LOWER BANCω10TH. 
門U I *4 : UPPER BA↑叩 WIOTH.
EPS R本8 : PA司AMETERTO CHECK SINGULARITY Of lHE 

出TRIX.( STANOARD VALUE 3.520-15 ) 
OUTPUT 

M一同L:間引しN)
: RESULT日FGAUSSIAN ELlMINATlON. 

IP(N1 I *4 : PIリ日TNUH8ER. 
IER I叫 :~ O. fOR NORHAL EXECUTlON 

~ 1. FOR SINGULAR MATRIX. 
~ 3， F日RINVALlO ARGUEHEN1. 

弘咽RKlNG
WK(N) R *8 : 1日I門 ARRAY

I門PLICllREAL*8 (A-H.口一II
OlMEN5lDN A( -ML:HU'ML， *). IP(本).II'K(ネ)

LEFT HA川口 SIOE 
If( EPS.LT.O.OOO 1 EP5 ~ 3.520-15 
IFC (N.LE.O 1.OR.( HL.LE.O 1.OR.C MU.LE.O l.OR. 

( ML.GE.N ).OR. (門U.GE.N) ) THEN 
IER ~ 3 
WR!TE(本，*) . (5UBR. BGLU11 1MυALIO ARGUMENl 札， ト川， N~'. 

HL.門U，N 
RETURN 

END IF 
本

10 IER = 0 
11 0口100K = 1. N 

本 FINOMAXI門UMELEHENT IN lHE K -lH COLUオN
12 附叫~ ABS印CO.Kl)
13 IPI正~ K 
14 日01101=K叶，門lNCK刑LN)
15 AIK ~ A8SCACK-Llll 
16 If( AIK.GT 付AX) THEN 
17 lPK ~ 1 
18 AHAX =向lK
19 E附 IF
20 110 CONTlNUE 
21 IP(Kl = IPK 

0
 

2
 

1
 

2
3
4
5
6
7
8
9
 

2
2
2
2
2
2
2
2
 

〉本

If C州向X.GT.EPS) THEN 
lFC IPK.NE.K 1 THtN 

日日 120J = K. HINCK+門J仲L，N1
"之内(J-IPK， IPKl 
向(J-IPK.IPK1 ~ A(J-K.K) 
A(J-K，K1コW

CONTI川E
END lF 

129 



， 
C本日o125 J =長+1j MIN(K+門u.十L.NJ
C本125 WKCJ) = ACJ-K.n 
本 COMPUTEALFA ANO PERFOR門 GAUSSIANELl川INATlON

30 00 130 1ごわ1.MINCK.門L.NJ
31 AIK-LD = -ACK-LDI削O.K)

c* T =向CK-I.ll
.VOPTI叩 LOOP(512)

32 00 1削 J= K+1.門INCK.ト1U.ML，NJ
33 140 白(J工.D= ACJ-I.D.A(K-LIH色(J-K，K)

C'140 ACJ-I.D = ACJ-I.D.)叫KCJJ
34 130 CONTlNUE 

ネ HATRIXIS SINGULAR噂

35 EL5E 
36 IER = 1 
37 lP(KJ = K 
38 日日 1501= K.l. MIN広明し附

39 150 ACK-I.Il三 0.000
40 WR!TE(*.'J ' CSUBR. BGLUIl HATRIX IS SINGULAR AT Kコ" K 
41 RETURN 
42 EN日lF
43 100 CONTIN出
41. RETURN 
4¥ EN日

( 2 )帯ガウス右辺(帯行列に対するガウスの消去法)

51血ROUTINE8GSLV1 CιN.刊し門U.8.IPJ

* * 日目SLVl
本 CDPYRIG制T: 村.HASEG角川A.OCl. 4 1991 υ.1 ， 
本 却しυE5SlMUL TANEOUS LINEAR EQUA TIONS 
本 81GAUSSIAN ELIトlINATIONHETHOO FOR GENERAL BANO MATRIX. 
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E
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U
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円

4
日

目

乱

開

O

L
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1

5

P

S

N

8

4

4

4

8

4

 

，

本

木

本

本

求

末

比

R

I

-

-

R

I

削H

)

討

)

~
M
m
N
凡
間
山
肌

m
H
T
K

川

町
P

T

 

m

山

本

本

京

本

本

本

本

木

2 IMPLICIT REAL柑伯札口→2)

3 DIMENSION AC日刊L門u.門L.本l，B(本). IP(同
本 FO晴仙ROELIMIトATIONPROCESS 

4 D0100K=I.N 
5 IPK = IP(ゆ
6 IF( IPK.NE.K) THEN 
7 W =BCIPKl 
8 B(IPK) " B(Kl 
9 Bは) = W 

10 END IF 
ま GAUSSIANELI同INAll口N
c> T = BCK) 

11 日o110 1ョK叶. MI~CK.門L.Nl 
12 110 B(1)=8(1).ぬ(K.LIl本日CKl

C判10 Bm = B(1).白CK.LIlまT
13 100 CONlINUE 

* BACKWARD SUBSTITUT工ONPROCESS 
1400200K=N，I，-1 
15 S = .B(Kl 
16 日0210J = K.1. MINCにやMU.ML.N>
17 210 S " S+向(J-K，Kl柑(J)
18 日(K) =丹S/ACO.Kl
19 200 C加lINUE
20 RETURN 
21 ENO 

1 3 0 



2段同時帯ガウス( 3 ) 

SUBROUTINE BGLU2 ( A， N，門L，MU， EPS， WKI. WK2， IP， IER ) 

4 19910，1 COPYRIGHT : H.H向SEGAWA，OCT. 
BGLU2 

SOLVES SIMULTAト印USLINE時 四U向TIOHS

BY GAUSS工向NELlMINAT!ON METHOO FOR GENERAL 8Aト:DMATRIX 

INPU1 
A(ート L.l:Mリ叶l+l.N+D

R 本 2一日1M.向RR向YCONTAINING REAL 8ANO MA1RIX. 
1叫 DRDEROF M，今TRIX.
I叫 LDWERBANO WIOTH 
l料 UPPERBA制oWIDTH. 

R柑 PAR向ME1ERTO CHECK SINGULARITY OF THE 
MAT問IX. (STANOAROリALUE3.520.15 ) 

S
 

N
札

川

伊

OUTPU1 . . 
A(一門L.1・MU+門L+1.N+D

RESULT OF GAUSSIAN ELI刊INATION
PIリ01NU門BER.

" 0， fOR NORMAL EXECUTION. 
" 1， fOR SINGULAR門ATRIX.
"3， FOR INV向Ll日 AR則EHENT

I叫

1 *4 
IPCN+D 

IER 

WORKING . 
WKl CNI， WK2CN) 

R *8 ←01凡 ARRAY.

I門PLlClTREAL柑(角 川，O.Z)

日E門ENSI剛白C'ML-1:川+十L+I.*) ， IPC*J. WK1C同， WK11本〕
LEFT ~ANO SID， 

1FC EPS.Lf.O.O日0) EPS" 3.510， 15 
IF( ( N.lE.O I.OR.C Ml.LE.O ).OR. (間.LE.D)日R
+ ( Ml.GE.N ).日R.(判リ.GE.N) I THEN 

IER " 3 
WRITEC<，家l' CSUBR. BGlUZ) 

門L，MU， N 

平

1 

* 
本

本

ネ

ネ

本

米

本

* 
本

* 
* 
本

木

* 
ネ

ネ

ネ

* 
本

， 

* 
* 
本

末

< 
2 
3 

* 4 

5 

6 

7 Ml，附， N "' ， 工NVALIOARGU何ENT.
+ 

RETURN 
ENO lF 

1ER " 0 
日日 10I"1.N 
ACト1l♂ 1，[)" 0.000 

10 ACMUザl'1.D ~ 0.000 
lFC 刊日日(N，I).NE.O) THEN 

日目 10J "付L一仁川哨レ1
A(J，N+1) " 0.000 

ACO，N.1) " 1噂 000

ENO lF 

20 

日日 100K"I.N，Z 

K1 " K'1 
I刊削 " MINIK+Ml，N) 
JMAX "門IN(K+門リ+阿l，N)
IMAX1 " MINIK1+門L，N) 
JMAXl " MINIK1+MU+MLNI 

flNO陥XIMUMElEMENT IN THE K.TH COlU附
附似=閣SIAIO，K)) 

1Pにどに

00 110工"K+1. IMAX 

8 
9 

本

10 
11 
11 
13 
14 
15 
16 
17 

18 
本

19 
本

2C 
21 
21 
23 
24 

本

25 
26 
27 

1 3 1 

AIK " ABS(向(K-I，DI

lF( AIK.GT.AM向X) THEN 

IPK " 1 
A~内X " AIK 

ENO lF 

CONTINlE 110 

B
9
0
1
2
3
 

2
2
3
3
3
3
 



3ti IPCK) " IPK 
本 EXCHANGE FOR K一丁HELI制INATION.

35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 120 
42 ， 
43 
1，4 
45 130 

46 
1，7 

IF( A門AX.GT.EPS) THEN 

IFC IPK.NE.K) THEN 
日o120 J " K. J門AX
W" ACj-IPK.IPK) 

A(J-IPK.IPK) "ACJ-K.Kl 
A(J-K，K> " W 

C日NTINUE

END IF 
COMPUTE ALFn 

T " ACO.K) 
日日 130 I " K叶.IMAXl 
ACK-]'D " -ACK-]'])/T 

T " ACI.Kl 
日日 140 I " K ，1. 1門AX

48 

* 

140 ACK1-!.D "向CK1-!.D哨CK-]'])<T
HATRIX IS SINGULAR. 

49 
50 

51 
52 
53 150 

ELSE 

IER " 1 
IPCK) " K 
00 150 I " K，1. IMAX1 
ACK-]'D " 0.000 

54 
55 

WRITE臼，吋. CSU日R.EGLU2) 附TRIXIS SINGULAR AT K ". ， K 

RETURN 

56 ENO IF 
FIN旧門AXI判0，1ELEMENT IN THE K，1・THCOLUMN. 

57 

58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 

65 200 

66 

AMAXl " A出SCACO.KI))

IPK1 " K1 
00 200 1 "Kl，l. IMAX1 
AIく=曲SCACK1-].D)

IFC AIK.GT .AMAX1) THEN 

IPK1 " 1 
AMAX1 " AIK 

END IF 
CONTINUE 

IPCK1l " IPKl 

67 

EXCHANGE FOR K + 1 ' TH ELIMIN凶TION
IFC ANAX1.GT.EPS) THEN 

68 
69 

70 

]fC IPK1.NE.K1) THEN 

00210J"ιJMAXl 
W" ACj-IPK1.IPKIl 

71 

72 

白(J-IPK l.IPI正II" A(J-K1.K11 
A(J-K1.Kl1 " W 

73 210 

74 ， 
75 
76 
77 220 

* 
78 
79 
80 
81 

82 230 

CONTINリE

ENO IF 
COトPUTEALFA 

T " ACO.K1) 
00 220 I = Kl叶.IMAXl 
ACK1-]'D " -ACK1-!.DIT 

MATRIX IS SINGULAR 

ELSE 
IER " 1 
PCK1l " K1 
日J230 Iコ Kl叶.IM附1

ACK1-]'D " 0.000 

83 WRITE臼，本) ， CSUBR. BGLリ2) M向TRIXIS SI陥リLARATK"'，K1

84 RETURN 
85 END IF 

* 86 T " AC-1.KD 
87 日日 240j 認 Kl+1. JMAXl 
88 WIく1CJ) "白(J-K.K1
89 A<J -K1.KD 白CJ-K1.KD，TぬIKlCj) 

90 240 WK2 CJ) 白(J-K1.KD
本 GAUSSIANELI門INATlONFOR K-TH ANO K'I'TH PROCESS. 

91 日日 3001"K1'1. 1M叫1

92 T " A(K-!.D 
93 T1 "ACK1-I.IJ 

*VOPTION LOOP(512) 
94 D0310J"K1叶.JMAXI 
95 ACJ- I. D ぬ CJ-!.]) ，T<~Kl CJ)+T1叫K2CJ) 

96 310 COflTlNUE 

97 300 CONTlNUE 
98 100 CONTlトリE

99 RETURN 

100 END 

1 3 2 



2段 2行同時帯ガウス( 4 ) 

SU日ROUTINEBGLリ4(A， N，トL.MU， EPS， WK1， WK2， IP， IER 1 

41991V，1 

SOLVES SIMULTANEOリSLINEAR EQUATIONS 
BY GAUSSIAN ELIMINATION門ETHOOFOR GENERAL BANO MATRIX， 

INPUT 
A(一円L-1 :刊日+河L+l.N+1)

R柑 2日1M，ARRAY CONTAIN工NGREAL BANO門ATRIX
I判:OR日EROF門ATRIX.
I *4 LOWER BAN日WIDTH.
I *4 UPPER BANO WIDTH. 
日本8 PARA門ETERTO CHECK SINGULARlTY Of THE 

門ATRIX， ( STANOARC しALUE3.520-15 1 
S
 

L
U
P
 

N
H
H
E
 

日UTPUT →

A十ML-1・MU+Ml+LN+D
RESULT OF GAUSSIAN ELIMlNATION. 
PIVOT NUM8ER. 
"0， FOR 叩 RMALEXECUTION. 
"L fOR SIN札JLARトIATRIX.
" 3， fOR INし刈 1日 AR日UE門ENT.

I叫

I叫

IP(N什)

IER 

刷版ING -
WKI(NI，胤2(Nl

R *8 1-01門 ARRAY，

IMPLlCIT REAL柑 (A-H，O-l)

OIMENSION A (-ML -1 :門U.ML.I，'I，IP(*I， WKI(*)， WK2(叫
LEFT HANO SIOE 

If( EPS.LT.O.OOO I EPS" 3，52日15
If( (N.LE，O I，OR.( ML.LE，O 1，OR，( MU.LE.O 1，日凡
. 刊L.GE.NI.OR，(附.GE，NI 1 THEN 

IER " 3 
WRlTE(札本l' (SリBR，BGLU41 

ML， MU， N 

， 
1 

本

本

末

* 
* 
本

本

定

本

来

本

木

本

* 
米

本

木

本

木

本

木

末

木

本

木

本

2 
3 

* 4 
5 

C日PYRIGHT: H.HASEGA，，'A， OCT 
B此U4

6 
7 刊し刊U，N "'， INVALlD ARGUMENT. 

+ 

RETURN 
ENO If 

IER " 0 
00 lC I " 1. N 
A(札 1，1)" 0.000 

10 A(刊+門L.I，II" 0.000 
If (問日 (N，2)，NE.0I THEN 

日目 20 J " ー刊L.-1， MU哨L.1
A(J ，1い11" 0，000 

向(Q，N.ll"1.000 
ENO If 

00 100 K " 1. N， 2 

Kl :0 K+1 
IMAX "門IN<K+門L，NI
JM叫=門IN(K明 U.ML，N)
IMAX1 門IN(K1.門し川

JMAX1 刊IN(Kl.門小ト L，Nl
fINO MAXIMUM ELE門ENT1M n正K-1HCOLU門N

附似=向BS<A<O，Kl I 

IPK " K 
00110 I "K.I， IMAX 

20 

本

木

本

本

8

9

叩

け

ロ

日

刊

行

川

山

口

問

円

羽

引

泣

お

討

お

お

幻

1 3 3 

AIK " ABS(自CK→LIII
If( AIK，GT.AMAX) THEN 

IPK " I 
州 出 "AIK 

Eト旧 If 
COIITINUE 
IP(Kl " IPK 

110 

B
9
0
1
2
3
4
 

Z
2
3
3
3
3
3
 



ヨ広

つJztJ 二

3e 
31 
38 
39 
40 
41 120 
42 • 43 
44 
45 130 
46 
47 
48 11，0 

本

49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 

* 
57 
58 
59 
6C 
61 
62 
63 
64 
65 
66 

本

67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 

本

75 
76 
17 22C 

* 
78 
79 
8C 
81 

82 230 
83 
84 • 

EXCHANGE FOR K -TH ELIMIN向TI日L
IFC州似.GT.EPS) THEN 

IF( IPK.NE.K 1 THEN 
00 120 J " K， JMAX 
M之内(J-IPK，IPK>
A(J-IPK，IPKl "角(J-K，KJ
A(J-K，KJ " ~ 

C削TlNUE
ENO IF 

COMPUTE ALFA 
T " ACO，Kl 

DOI30I"K什， IHAXl 
A(K-]'D 二 ACK-I. !l/T 

T 内(I，KJ

00 140 1 " K'1. IHAX 
A1K1-]'D " A1K1-].D哨 lK-j，D本T
HATRIX IS SINGULAR 

ELSE 
IER " 1 
IP(K1 0 K 
目日 150 1 " K'I， IMAX1 

150 A(K-]，[) " O.OOC 
WRITE(*，本) ， (SUBR. BGLQI，J 陥 TRIXIS SING自し間 AT K "'， K 
RETU附

END IF 
F1ND HAXIMUM ELEMENT IN THE K + l'刊 叩LU附.

附叫1" ABS1A(O，K1)) 

IPK1 " K1 
00 2日o1 0 K1+1. IMAXl 
AIK " ABS抽lK1-]'Ill
IF( AIK.GT.AHAX1 ) T削EN

IPK1 "1 
附似1" AIK 

ENO IF 
200 C日NTINUE

印刷)" IPK1 
EXCHANGE FOR K+l ']H ELIMINATION. 

IFl AHAX1.GT.EPS) n正N
IFl IPK1.NE.Kl ) THEN 

00 210 J " K， J科AX1
対コ A(J-IPK1. IPK1l 
A (J-IPくI.IPKIl" A(J-K1.K1l 
A(J-K1.K1l " W 

210 CON丁INUE
ENO IF 

COHPUTE ALFA 
T " A(O，K1) 
00 220 I " K1 + 1， 1M附1
A1K1-]，]) " -A(Kl-I，])/T 
MATRIX IS SIトGULAR

ELSE 
IER " 1 
IP1K1l "K1 
日目 130I " K1叶， rt削↑

向lK1-j，D " 0.0口O
WRITE(*，') ， ISUBR. BGLU4) 門ATRIXIS SINGULAR AT K -'， K1 

ENO IF 
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(5) 帯ガウス右辺 2段(司時と 2段 2行同時用

* 

* 
* 
本

* 
本

* 
* 
本

* 
本

本

* 
* 
* 
本

本

本

》本

* 
2 
3 

* 
4 

本

5 
6 
7 
8 
? 
10 

本

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

* 
18 

米

19 
20 
21 
22 
23 

本

24 
25 
26 
27 
28 
19 
30 
31 
32 
33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

SUBRDUTINE BGSlV4C A， N， Ml， MU， B， IP ) 

BGSlυ4 
COPY記IGHT: H.HASEG向、仇， 0C1. 4 1991リ.1

SOlVES SII刊ULT帥EOUSlINEAR EQUATlONS 
BY GAUSSIAN ElIMIN内TIO，門ETHOOFOR GENE同LBANO門ATRIX.

INPリ1--
A(川l-1:MU吋刊し+1.N+ll

日本8 RESULT Of GAUSSIAN ELIMINATION. 
N 1 本4 OROER Of 門向TRIX.
Ml 1叫・ lOWERBAON WI日TH.
MU 1 *4 UPPER BANO WIDTH. 
日CN+1) 日時 ι1-0IM， ARRAY CON1AIIIING THE RIGHT HANO 

SIOE VECTOR. 
IP(N叶) 1叫 PIVOTNUMBER. 

OUTPUT 
日(N+1)守 SOlUTlON.

IMPLICIT REAl同伯 H，O-l)
日IMENSIONAC-Ml-1:附+門L+1.叫， 日付)， IP (本〕

fOR~ARO ELIMIトATIONPROCESS 
00 100 K " 1， N， 2 

EXCHANGE fOR K -1H ELI門INATION. 
IPK " IP(K) 
IFC IPK.NE.K) TH正N
~目(IPK)

日CI陀) = B(n 
日CK)= ~ 

ENO IF 
EXCHANGE F日RK+1'TH ELIMINATION 

K1 = K什
IPK1 = IPCK1) 
IF( IPK1.NE.Kl) THEN 

W 日CIPKI)
日(IPI正1)コ日(K!l
日(KD= W 

ENO IF 

B(K1) "日(K↑)+AC一I.KI)本自(K)
GAUSSIAN ELIMIN当TIONFOR K-TH ANO K'I・111PR日CE5S

T " B(K) 
T1 = BCK1) 
日日 1101= K1+1. MIN(K1+Ml.N) 

110 3m " BCD+ACK-!.D*T哨 (K1-]'D本T1
100 CONTINUE 

BACKWARO 5UB5TITUTlON PROCESS 
If C 刊日日(N，2).EQ.O) 1HEN 

NEND " N 
ElSE 

NEND ト1+1
日(N+l)" 0.000 

END IF 
00 200 K " NENO， 1. -2 
51 日CK)

50 = 一日CK-1)

日0210j=K+1.円IN(K什刊+札，N)
51 " SI+ACj-K，K)本日(j)

210 50 = SO+ACj-K叶，K-1H8(j)

B(Kl = -51/A(0，K) 

B(K-1) " (-SO-A(1.K-1HB(K))1白(O，K-1)

200 CONTI制UE
RETU間N
ENO 

135 



rlartin…Wilkinsonの特殊ガウス
f、

SUBROUTINE BHLU1C A. AC. N. ML. MU. EPS. WIく.!P. !ER J 

4 1991 V. 1 COPYRIGHT : H.HASEGAWA. OCT. 
BHLU1 

SOLVES SIMULTANEOUS LINEAR 8ANO CQUAT!ONS 
8Y WlLIKlNSON'5 G削5S!州 ELl町出TlONMETIIOO 

2-D!門.A問RAYCONTAINING REAl BAト日門AIRIX
: 日悶ERuf MATRIX. 
lOWER BANO WIOTH 
UPPER BANO WIDTH. 

。 PAR~ 河 ETER TO CHECK SINGULARITY Of rHE 
MATRIX. ( STANOARO VALUE 3.520-15 J 

INPUT --
A(O:ML'MU.NJ 

R本8
1 ，4 
1 ，4 

1 '4 
R本B3

 

N
肌
山
内
U

UPPER TRIANG自LAR刊ATRIX.
2-D!門.ARRAY CONTAINl陥 AI.FA.
PIVOT NUMBER 
o O. FOR NORMAL EXECUTION. 
o 1. FOR SINGUlAR HATRIX. 
o 3. FOR lNVALIO A防リEMENT.

日lTPUl--
A<O:ML 'MU. NJ 
AC(MLN) R時

IPCN) ま4

IER 本4

1-DI凡向RRAY.

Iト1PLICITRE向L柑 (A-H.O-ZJ
DIMENS ION A CO・門小札，叫.AC(門し本). IP C叫.WK(ま)

LEfT HI州oSIDE 
IF( EPS.LT.O.OOO) EPS 0 3.520-15 
lF( ( N.LE.O ).OR.C刊し.lE.O1.OR.(円札LE.O).08 
+ (ML.旺 N).OR.(何日.GE.NJ) THEN 

IER 0 3 
WRITE (ま.，)・ CSU8R.BHLUIJ 

門L.HU. N 

R '8 

以日RKING -
仏医(Nl

4ャ
小

本

本

末

末

現巨

* 
本

米

本

本

本

* 
本

求

* 
1ド

* 
本

* 
* 
本

木

本

木

* 2 
3 

* 4 
5 

6 
7 刊し門U，N "'. mしAlIOARGUMENT. 

+ 

RETURN 
ENO If 

IER 0 0 
00 100 K 0 1. N 
J門AX之 HIN(K'門リ+刊l.N)

FIND附XIML別 ElE門ENTIN THE K -TH COLU附.

AMAX 0 ABS C向(O.KJ)
IPK 0 K 
00 110Io K-j.旧日(X'MUIJ
AIIくo ABSCA(O.IJJ 
IF ( AIK.日T.AMAX) 

IPK 0 1 
州出=AIK 

ENO If 
CONTINUE 
IP CK) = IPK 

lF ( A門AX，GT.EPS) THm 
If( IPK.NE.K) THm 

日日 120J 0 K. Mmα+MU+トll.N) 
W = ACj-K.IPKJ 
A(j-K.IPKl 0 ACj-K.Kl 
ACJ-K.Kl 0 同

C日NTINUE

8 
9 

* 10 
11 
12 

* 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

本

23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

110 

THEN 

120 

END If 

自口 125 J 0 K叶，門INCK'門出トし!日
WK(JJ 0 ACJ-K.K; 

136 

30 
本

Cネ

C'125 



• COMPUTE ALFA AND PERFORM加USSI内NELI刊lトATION
31 日0130I"K'I.門INIK'ML.N)
32 ACCI -K.Kl " -ACO .])/命cO.n

C， T " -A(O.D/ACO.K) 
ネVOPlIONLOOP(512) 

3l 00 140 J 0 K+1. MINIK，MU'ML.N) 
34 140 A(J-K-1.D "ACJ-K.D哨 CII-K.Kl叫(J-K.X)

C.140 ACJ-K-1.D "AIJ-K.D，T叫広CJ)
35 ACJ門AX-K.D" 0.000 
36 130 CUNT工NUE

本 何白TRIXIS S1ト叩Ul内R.

37 ELSE 
38 1ER " 1 
39 ACO.K) " EPS 
40 00 220 1 " K'l. M1NI巨+門L.N)
41 向CCl-K.K)" 0.0目。

'UOPlION L日日P(512)
42 00 230 J " K+1. MINCK+Mは+門L.N)
43 230 ACJ.K-l.D " ACH.Il 
1，1， A(J刊AX-K.D"0.000 
45 220 CONTINUE 
46 WRITEI*.本) . ISUBR. BHLリ1) 河内TR1XIS SINGUlAR AT K 0'. K 

47 RETURN 
48 EI拍 1F
49 100 C日NTINUE
50 RETURN 
51 END 

(7) Martin-Wilkinsonの特殊ガウス右辺

* 5リBR日リTINEBHSLU1C A. AC. N. Ml. M日. B. IP ) 

* • BHSLU1 
* COPYRIGHT : H.HASEGAWA. OCT. 4 )991 0.1 

* * SOLVES SIMULTANEOUS lINEAR BA日EQUATIONS
定日YWIlKINS刷 'S凶USSI附 ELIMINATION門ETHOC

* 
本 IN?UT. -
*向(O:Ml'卜U，N)
本 R *8 2.0工門.冊目AYfORリPPERTR1ANGUl師同TRIX.
* ACC門L.N)Rホ8 2.0IM. ARRAY CONTAIN工NGALFA. 
本 1*4 OROER OF M向TRIX.
木村 1*4 lOWER BANO WIOTH. 
本 MU 1 *4 UPPER BANO WIDTH. 
本 日 ( 即 日 本B ・1-01門，内RRAYCONTAINING THE R工GHTHAND 
* SlOE VECTOR. 
本 IPCN) 叫・ PIVOTN山BER
*日UTPUT-
求 B(N) SOLUTION. 
ホ

Z IMPLICIT REAL定8(A-H.O-2) 
3 OIMENSI印， AIO:門リ+ML.*).AC(門L，本).BC*).IPIま)

末 FORωAROELIMINATION PRuCESS 
00100K"1.N 

5 IPK " IPCK) 
6 IFI IPK.NE.K) THEN 

~ "日IIPKl
8 B(IPK) 三日以)

9 B(K) "制

10 EN日lf
本 GAUSSI削 ELIMI陥 TION
C* T " s IK) 

11 日日 1101 " K叶，付INIK，制l.N)
12 110 日m " s(])'AC(1-K.K)柑(に〉

C*110 日m " s(])'ACII-K.Kl>T 
13 100 CONTI山E

1 3 7 



BACドM向ROSUBSTITUTION PROCESS 

00 200 K" N， 1，ー1
S 日1K)
JM白X" HIN(K+オU+門L，N)
日o210 J "K+l， JMAX 

S = $+A1J-K，Kl*B1J) 
B1Kl→S/A 10 ，K) 

200 CONTINむE

RETURN 
ENO 

本

14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 

210 

2段同時Martin-Wilkinsonの特殊ガウス( 8 ) 

SUBROUTlNE BHlU21 A， AC， N， ML， HU， EPS， WKL WK2， IP， IER 1 

4 1991 V.1 
BHLUl 

CQPYRIGHT :札制SEG印刷， OCT. 

SQlVES SIMULTANEOUS LINEAR 8AND EQUATIDNS 
BY WILIKINSON' S GAUSSI酬 ELI刊INATlON門ETH叩

INPUT 
A1口:ML+門U+1.トヤ11

日本日 : 2-口I門. ARRAY CONTAINING REAL 8AN日開TRIX.
1 *4 日ROE問OFMATRIX. 
1 *4 : lDWER BAND WIDTH. 
I 料 : UPPER 目白叩 WIDTH. 

記柑 : PARAMETER TO CHECK SINGリLARlTYOF THE 
HATRIX. 1 STANOARO VAlUE 3.520-15 1 

p
b
 

N
此

削

日

OUTPUT 
ACO:ML +何U+l.N+1)

: UPPER TRIANGUL向RMATRIX. 

: 2-01門. AボRAYCONTAINING向Lf九
: PIυoT NU1日ER.

ミ 0， F田 NORMAlEXECUTION. 

" 1， FOR SIトGUlARMATRIX. 
ミヨ， FOR INVALIO日GVEMENT.

AClHl <LN+D 

R *8 
I本4
1 *4 

IP <N+ 1) 
IER 

同RKING

WKHNJ， WK21N1 
R *8 : 1-01料. ARRAY噂

IMPLlC1T REAl本8I向 H，口一z)

OIMENSION A 1自門U'引l<I.*)， AC1Ml叶 1本1，IF1不).WK1(叫.WK21本)
lEFT HANO SIOE 

IF( EPS.L1.0.000) EPS" 3.520-15 
IF( 1 N.LE.O 1.日R.(肌 .lE，O1.日R.1トU.LE.む1.0R

1 ML.GE.N 1.0R.( MU.GE.N ) ) THEN 
IER ~ 3 

WそITE1本，叫. ISUBR.日IlU21

ト1L.MU. N 

本

来

ψ

令

本

木

本

木

本

木

本

本

本

*

*

*

本

木

本

本

求

*

ネ

*

*

米

本

本

木

本

末

2

3

4

5

 
6 

7 ML MU， N"'， I山ALIOARGUMENT. 

日ETVRN
ENO IF 

IER " 0 
00IDI"1.N 

10 A1何lj.此叶，j) ~ 0.000 

IF 1 門日日1N，2) .NE白0) THEN 
DJ 20 J = 0，削+内L叶

A1J.N+1) " 0.000 
向1O.N'11" 1.000 

ENO IF 

20 

日日 100 K = 1. N， 2 

K1 =ト1

IMAX "門IN1K+付L，Nl
JMAX ~門INC!<+MU+刊L.N1

IMAX1 " MIN1K1什L.N)
JMAX1コ州IトHK1+MU哨L，NI 

FIN白河内XI門む何 ELEr.EN丁INTKE K-lH COLU門N
AMAX之 ABS(A10.Kli
IPK ~ K 

1 3 s 

8 
9 

* 10 
11 
12 
13 

14 
15 
16 
17 

本

18 
本

19 
20 
21 
22 

23 
本

24 

25 



26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 110 
33 

本

34 
35 
36 
37 
38 
39 
4由 120 
41 

本

42 
43 
44 
45 
46 130 
47 

* 48 
49 
50 
51 
52 
53 150 
54 
55 
56 
57 

本

58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 200 
67 

* 68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 210 
75 
76 
77 
78 

* 79 
80 

81 220 
82 

本

83 
84 
85 
86 230 
87 
88 
89 
90 

イト

91 
92 
93 

日日 110 1 ~ K.1， lMA) 
AIK ~ ABS(A(O，!)) 
lF(向lK.GT.AMAX) THEN 

IPK ~ 1 
AトAX~ AIK 

EトolF 
CONTINUE 
IP(K) ~ IPK 

EXCH白 GEFOR K-TH ELIMlトATION.
IF( AMAX.GT.EPS) 1HEN 

lF( IPK.NE.K) 1HEN 
00 120 J ~ K， J門AX
w ~ A(J-K，IPK) 
A(H，工PKl~ A(J-K.n 
A(J-K，Klコ制

C印mNUE
ENO lF 

COトPU1EALFA 
1 = A【O，K)
11 ~ A(! ，K) 
00 130 1 ~ K叶， lHAX 
AC<I -K，K) 一角(0，])/1
A(O，D ~ A(!.D'AC(!-K，K1H1 

AC(IMAX.!-K，K) ~ 0.000 
MATRIX IS SINGULAR. 

k
 

ν
A
 

T
 

T
 

AH

岬
間

同

州

飢

T

N

 

加

州

)

訂

正

山

)

お

お

C

リ

VA

(

刊

+

一

則

m

m

肌

刈

附

伯

K

ヨ

四

出

M

L

D

V

A

H

U

 

)

T

I

〕

L

2

月

1

U

N

I

K

ベ

側

聞

I

E

v

h

ね

パ

叩

)

B

T

刑

-

9

)

併

に

O

N

f

H

N

1

J

I

-

-

-

1

Y

沢

町

内

問

一

一

肌

川

口

刊

日

剛

山

川

…

川

叫

判

。

相

川

肌

川

附

刷

川

側

)

O

S

E

)

A

)

K

F

1

2

m

E

O

E

 

)

'

I

)
ヨ

k

p

'

U

渇

i

，
O

門

1

I

〉

1

R

〉

K

'

1

一
〉

A

1

2

I

1

J

〈

叶

れ

コ

ゆ

'

間

v
h
'
」
似

K

問

5
山

M

Z

《

即

九

日

間

ぷ

W

U

い
〕

E

い
)

D

)

l

v
A
A
H
I
F
γ
H
4
n
u
'
s
n
U
M
H
Y
A
D
t

・

I
J
V
Y
A
V
A
D
l
μ
人
=
〈
門
V
A
句

4

p

a

v

A

4

1

1

h

ψ
仇

〉

K

X

(

+

〈

A

H

A

H

E

E

E

J

(

p

'

E

I

一

〉

K

I

1

K

N

z
z
k
一

)

A

A

1

A

N

-

-

-

E

-

N

A

K

K

U

(

1

7

E

1

z

'

k

=

'

(

O

本

K

9

1

本

門

(

K

(

T

Z

K

N

T

O

一
一

N

C

K

E

T

E

-

-

1

日

(

1

2

日

J

H
附

仇

N

問

削

1

2

m

M
い
別

F
帥

川

附

引

十

附

削

肌

叶

ω仏
F
削
札

H

M

m

1

い
M
M
m
ト
ト
日

=
ゆ
行

ω以
町
花
開
日
=
k
l
z
M
w
m
附
百
匹
=
日
出
I
m

印

W

M
伺

I
∞

自

辺

引

い

剛

2

附

訂

以

(

正

E
侃

pn
内

U
A
M
n
A
H
r
i
、
Y
A
Y
E
r卜
一

一

n
u
y
-
A
八

H

M

門

、

J

M

H

〆

、

n

u

一H
A
N
D
n
n
r
‘
、
A
H
r
、

P
ゐ

田

正

F

m

低

限

阻

肌

州

問

M

r

m

削

附

m

F

開

T

m

山

正

F

m

F

乱

RETURN 
ENO IF 

ENO lF 

1 3 9 



* 

ネ GAUSSI州 ELIMn向TIONFOR 十TH叶"0K+1'TH PROCESS. 
94 IF ( IPK1.LE.CK明 U 1 THEN 

0
 

4
 

2
 

5
6
7
8
9
0
1
 

9
9
9
9
9
0
5
 

1
1
 

， 

A(JMAX+1-K.Kl = 0.000 
T = AC(1.K1 
00 240 J = K1 +1. JMAXl 
WK1(J1 = A(j-K.Kl 
A(J-K1.K1l = A(J-K.Kll+T叫K1CJ1
WK2(Jl = A(J-K1.Kll 

A(川AXH.Kll= 0.000 

102 00300 I = Kl+1. IMAX 
103 T = AC(I-K，Kl 
101. T1 = ACCI-K1.KIl 

本リ日PTIONLOOP(5121 
105 00 310 Jコ Kl+1.JMAX1 
106 310 A(J-K-2.Il = A(J勾 K.ll+T叫K1(Jl+l1*WKZ(jl 
107 A(J円AX1-K.Il= 0.000 
108 A(J門AX1-K-1.11= 0.000 
109 300 CONTIN旺
110 T = AC(I刊AX-K.Kll
111 00320J=Kl+1.JMAXl 
112 320 A(j-K-2.IMAX+11 = A(J'K1.IMAX+1l+T!WK2(J1 
113 A(JMAX1-K戸1.1M附+1l= 0.0目。

求

114 
115 
116 
117 
118 350 
119 
120 
121 

ELSE 
A(JMAX+1→K.Kl = 0.0日O
00350 J = Kl+1. JMAXl 
WKlCjl = A(J-K，K) 

WK2(jl = A(J-K1.Kll 
U日400I = Kl+1. IMAXl 
T = AC(]-K，Kl 
11 = AC(I-K1，KIl 

*リOPTIONLOOP(512l 
122 00 410 J = Kl+1. J門AXl
123 410 A(j-K-2.Il = A(J-K，l)+T柑K1(Jl+T1末WKZ(Jl
124 A(JMAX1-K，Il = 0.000 
125 A(J刊附1-K-1.11= 0.000 
126 400 CONTINUE 
127 ENO IF 
128 100 CONTIトUE
129 RETURN 
130 ENO 

(9) Martin-Wilkinsonの特殊ガウス 2段 2行同時

* 

* 
本 日HLU4

SUBR日UTlNEBHLU4( A. AC. N. ML. MU. EPS. W:<1. WK2. IP. IER) 

求 C口PYRIGHT:H.HASEGAWA. OC1. 41991 V.1 

本

木

ホ

ホ

SOLVES SI附LTANEOUSL1NE叩 BANOEQUATIONS 
BY WILIKINSON'S GAUSSIAN ELlMINATIO~ 門ETHOO.

本 INPUT--

X
 

T

E

 

附

刑

)

N

0

1

 

q

一

B

Y

D

 

L

I

5

A

 

白

州

L

日

M
h

・
肝

R

U

E

-

A

M

M

M

 

叩

印

刷

附

剛

山

畑

附

I

A

I

X

向

問

。

民

間

H

M

E

岬

m
D

側

L
刊

刊

ぽ

m

M

m
山

肌

叫

M

C
紅

m
m
c
州

民

W
N
U

Y

T

U

W

M

O

T

E

Y

R

E

-

N

 

抽

出

T

S

H

A

門
医

N
5
1

m
m
F
仙

川

刊

日

(

附

仰

山

肌

侃

侃

D

E

B

T

-

T

N

F

F

F

 

E

X

 

Mけ
R

R

R

M

E

R

M

T

N
U

悶

M
問

棚

刊

m

q

M
仏

L

L

2
0
L
U
P
門

U

Z

P

2

=

=

+

+

 

N

8

4

4

4

8

N

8

4

4

 

，

本

本

家

事

ホ

，

〕

ホ

ホ

ホ

+

R

I

-

-

R

+

+

R

I

I

 

附

則

N

L

L

+

1

 

州

-

H

L

H
M
U
N
 

3

5

0

(

(

R

 

O

L

U

P

(

C

P

E

 

A

N

M

n

N

E

M

A

A

-

-

U
 

O
 

本

木

本

本

木

本

木

本

木

本

木

本

木

本

木

本
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Y 

x. 
， 
* 

2 
3 

ネ

4 
5 

6 
7 

8 
9 

* 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

本

18 

* 
19 
20 
21 
22 
23 

本

24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 

* 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 

水

41 
42 
43 
44 
45 
46 

本

47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 

WORKING 
iK1(NL iK2(H) 

R.8 1-0IM.附RAY.

IMPLIC!T REAL.8 lA-H.O-Zl 
OIMENSION A(O:門出哨l+1，本).AC (刊一.1.芋).IP (叫.WKlI本).WK2(*) 

lEFl HAND SIDE 
IF( EPS.lT.O.OOO) EPS 0 3.52D-15 
IF< ( N.lE.O )自R.( ML.LE.O 1.0R.( MU.LE.u ).OR. 

〈刊l.G王NJ.日R.(MU.GE.N ) ) THEN 
IER 0 3 
WRITEは.，) ， (SUBR. BHLU4) 1トJALI日附GU門ENT. 刊一.MU. N o' • 

RE1URN 
ENO If 

IER 0 0 
00 10 I ' 1. N 

ML， MU. N 

10 A刑U'Ml+1.D 00.000 
IF(刊日日1N.2).NE.0) THEN 

日日 20Jo O.MU+刊し'1
20 A(J，N+1l 0 0.0日。

内(O.N+1l0 1.000 
ENO If 

00 100 K = 1. N， 2 

K1 = K+l 
IMAX 0けIN(K+門l.Nl
JMAX 0刊IN(王寺刊山門L.N)
IMAXl ' MIN(Kl+門L.N)
JM悶 MIN(Kl+MU+札 .N1

FINOト1AXIMUMELEMENT IN THE K♂ TH COLリ門N.
AM向X 命日S(A(O.K))
IPK 0 x 

00110lo K叶， 1M似
AIK' ABSCA(O.l)) 

1f( AIK.GT.AMAX) 1HEN 
lPK ' 1 
AHAX = AIK 

EN日If
110 CONT!NUE 

IP(K) ， IPK 
EX印刷GEfOR K-TH EL1MINATION. 

1f( A附X.G1.EPS) THEN 
1f( 1PK.NE.K) THEN 

00 120 J 0 K. JMAX 
対=A(J戸 K.IPK)
合(J-K，IPK)0 A(J-K.KJ 

120 A(J-K.KJ = W 
ENO 1f 

COMPUTE .LFA 
i 向(O.K)
11 0 A(1.KJ 
00 130 1 0 K'1. 1門AX

向C(I-K.K)0 -A(O.D/T 
130 A<O.D 0 A(1.j)+AC(!-K.K)灯1

AC(]トAX+l-K.K) " 0.000 
舶iRIXIS S1トGULAR.

ELSE 
A(O，Kl = EPS 
IER 0 1 
1P(K) = K 
00 150 1 0 K叶.IMAX 
A<O.]) ， A<1.j) 

150 .C<I-K.K) ， 0.0目。
向CCI刊AX+l-K.KJョ 0.000
ωRITE(本，求) . (SUBR. BHL日4) MATRIX IS SINGULAR AT K 0'， K 
RETURN 

E叩 IF
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本 FINO十AXJMl門ElENENTIN THE K叶.TH C日 lU附~.
58 AMAXl " ABS(冷W.KJ))

59 IPK1 " K1 
60 00 200 1 " Kl'1. 1門AXl
61 AIK " A8SC内(o.m
62 If( AIK.GT.AMAX1 ) THEN 
63 IPKl " 1 
64 内門向Xl0 AIK 
65 E附 IF
66 200 C日NTJNUE
67 lP (K1)三 IPKl

， EXC同NGEFOR K叶']HELIMINATI山.

68 IF (附AX1.GT.EPS) THEN 
69 IF( IPK1.NE.Kl) lHEN 
70 日o210 J " K， J~AX1 
71 w内(J-K，IPKJ)
72 内(J-K，IPKIl" A(J -K，KI) 
7J 210 内(J-K，KIl0 W 
74 W " ACCIPK1-K，K1 

75 ACCIPK1-K.n " AC(1.Kl 
76 ACC1，KJ " w 
71 E叩 IF

本 COMPU1E AlFA 
78 1 " ACO ，K1) 
79 D日2201 "に1叶.IMAX 1 
80 220 AC(I -Kl.K1lヱーMO.IlIT

* 門ATRIXIS SINGUlAR. 
81 ElSE 
82 IER " 1 
83 ACO.KIl 0 EPS 
84 IP(KIl 0 K1 
85 問 2301 " K1叶.IMAX1 
86 230 AC(j-K1.K1l " 0.0目。
87 IF( (阿印刷.2U正.0J.ANO.( K1.EQ.(N'1l )) THEN 
88 IER 00 
89 ElSE 
90 WRITE(本，，) ， (SU8R. 8HlU4) 門ATRIXIS SmGリL向RATKo'，

+ に1
91 RE了U制
92 ENO IF 
93 ENO IF 

本 GAUSSI州 EllMI附TION2 C日L.F日RK-TH ANO K'1 'TH PROCESS. 
94 IF ( IPKI.lE. (K哨 U ) THEN 

* 95 ACJ門AX'1-K，K)" 0.000 
96 T 0 AC(1.K) 
97 D日240J 0 K1'1. JM向Xl
98 WKl CJ) =角(J-K.K1
99 自(J-K1.KIl" A(J-K，Kl1'1本WK1(J) 
100 240 WK2(J) =向(J叩 K1，Kl1
101 A(JHAX1-K，K1l 0 0.000 
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• 
札 JPlIONLOOP(51Z) 

123 日日 310J=K1叶.J刊AX1
121， A(J-K-2.!1 = A(J-K.l).了*ωK1(J)可1本“K2(J)
125 310 A(J-K-2.]+1) 0 A(J-K.HHホWKI(J).日1本WKZCJJ
126 ACJ門削l-K.!100.000 
127 ACJ門削1-K-1.l)0 0.000 
128 A CJ門附 l-K.]+1)0 0.000 
129 ACJHAX1-K-1.工叶)= 0.000 
130 300 CONlINUE 
131 T = AC(]H向X-K，KJ
132 T1 0 ACCI門AX-K1，KIJ
133 D03D9JoKl+l.j門角Xl
134 309 A(J-K-l.IMAXl 0 ACJ-K.IHAXl.l<WK1(J)'T1*WKZCJJ 

135 ACJMAX1-K，IMAXl 00.000 
136 AくJ附X1-K-1.1刊AXJ= 0.000 
137 E細 IF
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(10) Martin-Wilkinsonの特殊ガウス右辺

2段同時と 2段 2行同時用

本

本

* 
* 
本

本

* 
本

* 
本

* 
本

米

求

本

* 
* 
本

* 
* ， 
本

2 
3 

本

4 
米

5 
6 

7 
8 
9 
10 

本

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

本

18 
本

19 
20 
21 
22 
23 

本

24 
25 
26 
27 
28 
29 
3C 
31 
32 
33 

34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 

SUBROCTINE BHSlV4( A. AC. N. Mし刊U.B，IP)

BHSlV4 
COPYRIGHT : H.HASEGAI品， OC1. 4 1991 V，1 

SOlVES SIMULT州 EOUSLINEAR BAND EOUATl凶5
BY WJlKINSON'S GAUSSI酬 ElIMJNATIONMETHDO. 

INPUT --
A(O・Ml'門U+LN+D

R本8 : 2-DIM. ARR白YfOR UPPER TRIANGUl向日間ATRIX
ACCMl'1.N+j) 

R本8 : 2-DIM， ARR白YCONTAINING AlFA. 
N 1定4 : ORDER Of MATRIX. 
Ml I *4 ・LOWER8角NOWIDTH. 
MU I *4 UPPER 8ANO WIDTH. 
日(肋j) R柑・ 1-0IM.ARRAYωNTAINING THE RIGHT H州 D

SlDE VECTOR. 
IPCN叶) 1 叫 PIVOTトリ刊BER.

OUTPUT .日

B(N.j) S日lUTION.

本

5

1

A

い

侃

刊

m

H
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N

L
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乱

H

自

'
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1
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=
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E
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r
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何

回

目

日

間

い

m
m
H
W
B
日
間

附

m

o

-

-

E

K

I

I

E

日CKD=自(KI).ACC1.KI柑(K)

GAUSSIAN ElIMINATI山 FORK-TH帥oK叶'THPROCESS 

T = BCKl 
T1 = B(K1) 
DD 110 1ロ K1'1.MINC正1+Ml.NI

110 日(])= BCD'ACCI.K，KHT'AC(]'K1.正])本T1

100 C町mNUE
BACKWARD SU8STITUTION PROCESS 

IfC問日(札2l.EO.O1 THEN 

NEND = N 
ElSE 

NEW = N+1 
BCH']) = O，ODO 
ACO，N.j) = 1.000 

E附 lf
00200 K = NENO， 1. .2 

JMAX = MIN(K'MU+刊l.N)
S1 = .BCK) 

SO = 'BCK-j) 

00 210 J = K叶. JMAX 
SI = S1哨 (J'K.K)時(J)

210 SO = SO+向(Jーに')'K.I)*日CJl
BCKIローS1/角(O.K)
B(K'1) = C .SO.AC)，K.j)柑CK))/ACO.Kイ)

200 C日NTINリE
RETURN 
END 
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(11 )対称帯ガウス

， 
SU8R凶 TJNEBSLU1C A， N.附， EPS， NK， IER ) 

* 
本 BSLU1
本 COPYRIGHT : H， H内SEGAN合.OCL 4 1991 Iん1
*

志

木

本

木

草

木

本

本

木

本

木

SOLVES SI削LTANEOUSL工NEAR町附ETRICBANO EQ山TlONS
BY SYMMETRIC GAUSSI向NELIMI同IlUN刊日叩O.

INPUT -
A(O:MU.N) 

S
 

U

P

 

N
門

E

R柑:2-01H. ARRAY FOR UPPER T担IANGULAR判ATRIX.
1叫:OROER OF門AT旺X.
工'4 : UPPER 8A州日 ω10TH.
R柑:PAR附ETERTO CHECK SINGULARITY OF THE 

開 TRIX.( ST同日向閉山lUE3.520-15 ) 
OUTPU了『

A(O・十U.N)

IER 
: RESULT OF G削SSI削 El!MINATION.

l料 ・=O. FOR 問問向LEXE山TlON.
1. FOR SINGUlAR州市IX.

= 3. FOR IトALIOARGUEMENT. 

本

木

本

本

家

本
NORKING 

WK(N) 日本S : 1日I凡 ARRAY.

2 IMPllCIT RE乱時 (A-ILO-l)
3 OIMENSIOト~ A(O・MU，本)， WK(的

LEFT HANO SIOE 
4 IFC EPS.LT，O.OOO) EPS = 3.520-15 
5 IF( ( N.LE.O ).日R.( MU.LE.O ).日R‘(MU.GE.N ) ) THEN 
6 IER=3 
7 WRITE(*ょ)' (SしBR.BSLUI) INリALIOARGU刊ENT. MU. N ='， 
+ 門U.N 

8 RETURN 
9 EN日IF

本

10 IE刊 o
11 00100K=LN 

本

12 IF( ABS(A(O.Kll.lE，EPS) THEN 
13 IER=1 
14 WRITE悼，吋・ (SUBR.BSLUIl附TRIXIS SI附臼LARAT K ='. K 

15 RETURN 
16 ENO IF 

末

C本 00110 J = K+1， MIN(K+MU.N) 
C本110 WK<Jl = A(J-K.K) 
本 GAUSSIANELI門INATION.

17 日IしA= -1.0DO/ACO，Kl 
18 日日 120 1= K+1， MIN(K+刊U.N)

日 T= -A([-K.Kl/ACO.K) 
19 T = A(]-K.Kl本日IVA

本JOPTIONlO口P(512)
20 00 130 J = L MIN(K+MU.N) 
21 130 A(J-[，]) "A(J-]'[)+T叫(J-K，K)

e'130 A(J-[，[) = A(J-]，[)+了叫iK(J)
22 120 CONTlNUE 
23 100 e凶TINUE
24 RETURN 
25 EトB
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(12 )対称帯ガウス右辺

* SU8ROUTINE 8SSLV1C ι N. 門臼.B ) 

* • 8SSLV1 
* COPYRIGHT : H.HASEGAWA. OC1. 4 1円10.1 
本

本 5日lVES51札LTANEOU5LINEAR 5YY>METRIC BAND 印刷Tl口NS
本 日Y5YMMET択ICGAUSSJAN ELI門JNATIONMET叩O.
本

本 INPUT
* 白(0・押U.NJ
ネ R本8 RESUlf OF 6AむSSI州 ELIHINATI仰
木 N 1叫目侃日EROF出TRIX.
本 十U 1料 UPPER8AN日W10TH.
* 日(NJ R柑1-D1M.ARRAY C日NTAJNII但 THERIGHT HAND 
本 SIOE~ECTOR. 

*

本

木

OUTPUT勾

日(NJ SOLUTlDN. 

2 1門PLICITREAl柑〈向 H.O-l)
3 01門ENS10NArO:門U.ま).8(.) 

本 FORWAROELIMIN向TIONPR自CESI
4 00100K~ 1. N 

5 8K ~ -8(Kl/向CO.KJ
6 日日 110 1 ~ K'I. MINIK.MU.NJ 
7 110 8(工)~ 8(IJ+A(工-K.KJ*BK 
8 100 CONT!NUE 

本 曲CK冊目 SUBSTITUTIONPROCESS 
9 日日 200 K ~ N. 1. イ

10 5 ~ -BIKJ 
11 00210 J ~ K.1.門INIに'MU.NJ
12 210 5 ~ 5哨 IJ-K.n時 IJJ 
13 BIKl = -S/A(O.同
14 200 CONT!NUE 
15 RETリ問
16 ENC 

(13 )対称帯ガウス 2段同時

本

本

* 
本

本

本

本

求

本

本• * 
本

* 
本

本

本

本

本

求

本

* 
* 
* 

2 
3 

SU8ROUTINE 8SLU2( A. N.門U.EPS. WK1.桃2.IER J 

8SLU2 
COPYRIGHT : H.HASEGAWA. OC1. 4 1991 V.I 

SOLVES SI門ULTANEOUSLlNEAR SYI可ETRICBAND EQUA TlONS 
BY SI附 ETRICG削 SSI削 ELlMINAT!ONMETHOO. 

INPUT日

A(Q:MU+2.N+l) 
R '8 2-01羽.ARRAY FOR UPPER TRIANGULAR MATRIX. 

N 京4 ・ ORDEROF MAT記IX

MU 1叫・ UPPER8AND WIOTH. 
EPS R '8 ・PARAMETERTO CHECK SINGULAR!TY OF THE 

判ATRIX.( STAトOARDVALリE3.52ト15J 

OUTPUT --
A(0:HU'2.N叶)・ RESULTOF GAUSSIAN ELlMINAT!ON. 
IER 1判=O. FOR NORHAL EXECUTlON 

= 1. F日RSINGULAR MATRIX‘ 

ョ 3. F日RIN，向LIOARGUEMENT. 

WORKING -
WKI<仰.WK2(NJ 

R 本日 一日工M.ARRAY. 

IMPLIC!T REAI一時抽-H.O-l)
01門削SIONAIO刊U+2，本J.WK11叫.~K21昨

146 



* LEFT HANO SIDE 
lF( EPS.Lr.O.ODO) EPS = 3.52日寸5
lF( ( N.LE.O ).OR.(何U.LE.Ol日R.C門J.GE.N)) THEN 

IER " 3 
刷 ITE(本，叫. (SUBR. BSlU2) INVALIO ARG川I~EN T. MU. N "，' . 

* 
10 
11 
12 10 
13 
14 
15 
16 20 
17 

本

18 
19 
20 

* 

MU. N 
RETURN 

日目 lF

0010I=LN 
ACMU+l.D = 0.000 
A(MU+2.D = 0.000 

lf (問日間，2)，NE，Q) 1HEN 
A(O，N+1I = 1.00C 
00 20 J = 1. MU+2 
A(J ，N什) " 0，000 

E叩 If

IER = 0 
00 100 K = L N， 1 
K1 " K+1 

21 
22 

IF( ABS(A(O，K)I，LE ，EP$ I THEN 
IER = 1 

23 
24 

WRITEC本，0 ' (SUBR， BSLU2l ト1A1RIXIS SIN唱じ1AR向TK "'， K 
RETURN 

25 

* 
26 
27 
28 

EトoIF 

1 = -A(1.KI/A(O，KI 
日日 110 J = K叶，川IN(Kl+門U，NI 
WK1 (J) = A(J-K，Kl 

29 
30 

A(J-K1.KII 向(J-K1.KII仔叫削 (JI
WK2(J) = A(J-KI.K11 

31 110 CONTINUE 

本

31 IF( ABS(A(0.K1II，LE，EPS) THEN 
33 IER=1 
34 WRITE(*.本I ' (S臼BR，BSLU2I 門角1RIXIS SINGUL向RA1K"'.K1 

35 RETURN 
36 ENO IF 

* GAUSSIAN ELIMINA TION FoR K -1H A問 K+1'THPRoOESS. 
37 01刊=-1.ooo/A(O.目
38 01凶1= -1.o00/A(0.K1) 

39 日日 130I=K1叶， MIN(K 1 +MU. NI 
C* 1 = 一向(工戸K，K)/向(Q.Kl
C* 11 = .ACI-K1.K1l/ACO，K11 

40 1 = A(I -K.KI叫IVA
41 11 "A(I-K1.K1I*DIVA1 

*V日PTI日NL自oP(512l
42 00 140Jコj， MIN(K1+MU，Nl 
43 140 A(J-[.j) "A(J-LIl+l刈K1(J)+T1本WK1(JI

44 130 coNTINUE 
45 100 CONTINUE 
46 RETURN 
47 ENO 
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(14) 対称帯ガウス 2段 2行同時

本

本

本

本

本

本

本

〉本

本

本

* 
本

本

* 〉伝

本

本

本

本

本

本

* 
本

* 2 

3 

* 
4 
5 
6 

7 

B 
? 

本

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

* 19 
20 

本

21 
21 
23 
24 
15 

本

26 
27 
18 
2S 
30 
31 

本

31 
33 
34 
35 
31 

SU日ROUTlNEBSLU4( A， N， Mリ， EPS， WK1. WK2， 1ER ) 

BSLリ4
COPYRIGHT : H.HASEGAWA， OCT. 4 1991 V，1 

SOLVES 51附LTAN印 USLlNEAR 5YMMElRIC BAND EQUATIONS 
日YSY附ETRIC6AUSSIAN ELIMINATION METHOD 

INFリi~ 

A(自:MU+2，N+D
R柑 2~OIH. 印刷Y fOR UPPER TRIANGUlAR出丁目IX

N I '4 ・OROER OF MA丁目IX.
MU I '4 : UPPE記 BANOWIDTH 
EPS R柑:PAR州E1ERT日CHECKSINGUl同ITYOF THE 

門ATRIX.( ST州E附o山LUE3.52日一15) 。UT刊T

A(0:MU'2，N+1) : RE5ULT OF G凶5S1州 ELlMI仙目白l.
IER I 叫~ 0， fOR NORMAl EXECUTION 

1. f[日 51NG甘L向RMATRIX 
~ 3， fOR INVALIO ARGUEMEN1. 

WORKING 
WKICN) ， WK2(N) 

R 柑 1一日Iト1.ARRAY. 

I門PLICITREAL本8(A~H ， O~Zl 

DIMENSION A(O:MU吃，，)， WKIC本)， WK2C本〉

lEFT HAND SIDE 
IFC EPS，l T.O.OOO) EPS ~ 3.520-15 
IFC C N.lE.O ).OR.C門臼 .lE.Ol.OR.( MU.GE.N )) TIIEN 

lER ~ 3 
WRITE(本，叫， CSUBR. BSLU4J !IlVALIO ARGU刊ENT. MU. N ~'， 

， MU. N 

RE刊附

ENO If 

IER ~ 0 
00 10 : ~ 1. N 

A(削 L]) ~ 0.000 
10 AC門U-2，]) ~ 0.000 

IfC MOD(N，2J.NE.0 ) THEN 
ACQ，N+1J ~ 1.000 
日o20 J ~ 1， MU'2 

20 A(J，N'1) ~ 0.000 
END IF 

日日 100 K = 1， N， 2 
K1 ~ K叶

IfC ABSCACO，K)J.lE.EPS) THEN 
IER ~ 1 
WR!1E C本，本J ' CSUBR. BSLU，l MATRIX lS SING日LARA1 K ~'， K 
RETURN 

END IF 

T之 AC1，KJ!ACO，ね
00 110 J ~ K叶， MINCK1'門U，N)
WK'(J) ~ A(J-K，K) 
内 (J~KLKIl ~ A (JーにLKIl'↑本制Kl(J) 
WK2(JJ ~ A(J-K1.KlJ 

110 CONTlNUE 

1ft向B5CACO，KIJ).LE.EPS) 1H日i

1ER = 1 
WR!1EC本，*) ， CSUBR， BSlU4J MATRIX IS SlNGUL附 ATK ~'， K1 

RE1日RN
ENO IF 

1 4 8 



キ GAUSSIANELIM1N角nON2 C日l.FOR K-]H ANO K.1'TH PROCESS. 
37 DIVA ~ -1.0DOI向(O，K1
:，8 D1VA1 " -1.000/向<O.K11
39 00 1201 = K1+1，門!NIKI'附，NI，1 

Cネ自 ( J-K，K1/AIO，Kl
Eホ T1" -A(]-K1.KDI自lo，m
C本 U= -Aく1+I-K，Kl/AIO.KI
C本 U1 一合II-K，K1) IA 10 .KIl 

40 T = AI1-K，Kl本01υA
41 T 1 向(J-K1，K1l*OIVA1
42 Uコ AIl+1-K，幻*OlV向
43 U1 ~ A(J-K，K1l*OlVA1 
44 MO，I) = A(Q，j)+HWKICj)+THWK2(J) 

*V日PTlONlOOP 1，121 
4， 00130J~I叶. MINIKI.門U，N1
46 向()-1.1) = AIJ-LIl .T料IK1(J).TI叫K21J1
47 AIJ-I-1.工.1)= A(J-I-l，!+11.0*WKIIJ1.山本WK21JI

48 130 CONUNUE 
49 120 C凶TINリE，0 100 C刷llNl距
51 RETURN 
52 END 

(15 )対称帯ガウス右辺 2段同時と 2段 2行同時用

* 

* 
* 
* 
* 
水

水

本

* 
* 
* 
求

* 
求

末

* 
本

* 
2 
3 

* 
4 
5 
6 

8 
? 
10 
11 
12 

* 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
21 
13 
24 
25 
26 
27 
18 
29 

SUBROUTINE BSSlV41 A， N. MU， B ) 

BSSlV4 
E日PYRIGHT 比出SEGA抽，配1. 4 1刊 V.1

SOLVES SIMUl1ANEOリSLINE附 SYMMETRICBANO EQUA TIONS 
日YSY昨日R工CGAOSSI州 ELIMINAUONMETHOO. 

IトPUT-ー

向IO:MU.Z，N.1l
R *8 RESULT Of GAUSSIAN Ell判IN内nON

N 本4 OROER OF同lR1X.
MU I *4 UPPER BANO W101H. 
81N+ 11 日本8 1-DIM， ARRAY CONTAINING THE RIGHT H品川

SIDE VECTOR， 

OUTPUT --
8(N+l1 SGlUlI刷
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ハ6)差分法による離散化

r 

末 刊向TRIXELEドIENTSFRC刊日!FFUSI0NOPERATOR DIV (-OF'GRAO ( )) ; 
OF ~ OIFFUSION COEFF工C!ENTS( BY F.O.円. ) 

本
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2 
3 

日日 150! "門1HZ本州，Z)叶， ト1h:C2*Ml+3)t門1
16 150 WK(!) ~ OF3 

17 WK(Q) " OFO 
18 日o160 1 ~門L N+刊1.門1
19 160 WK(!) ~ OFO 

本 MAドEA MATRIX 

ZO 002001"1.N 
ZI 柏 (1)~ WK(I-1)+WK(工哨l-1)+WK<I+附)，WKCD

ZZ AB<D ~ー CWKCI+門1)，ωKCD)ホ0.5日 O

Z3 ZOO AC<D ~ -(WK(l，門1-1)+いIK<I'門1))本0.500
24 00210 1 " N-M1叶， N 
25 210 AC(!) ~ 0.0 ， 
26 
27 
28 310 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

日日 300J"1.N 
00 310 1 = -M1. 0 

A(I.J) = 0.0 
A(O，J) ~ AA(J) 
命(-1.J) ~ 向日 (J-1l
A(一円1.J)= AC (J一門1)

300 CONTINUE 
RETURN 
EN旧

(17) (M) I CCG (1， 1)詰

氷

水

本
ICCG主主 ( 5点差分〕

Sl日間UTINEPC日21日〈陥， 間， AC， 0INV， p， R， W， BO， X， AP， 

+ EPSLON， ERR， MI. N，即日リNT.KLlMIT，側ORM，up， 

+ X1. X2， IOPT， CONO ) 
2 1ドIPLICITREAL叫 (合一H，Q-l)
3 日lMENSIONAA(N)， AB(一門1:N)，内C(一門I:N)，0INV(-M1:N)， 

+ P(I-M1:N+MIl， W(I-M1:N，MIl， BO(H)， XCl-M1:N，MI)， 
+ AP(N)， R(問， XIC1-M1:N+MI)， X2(N) 

4 REAL '8 L向11.LAM2 
5 OATA KKE1， KKE2， EPSEIG， EPS日 150，20，1.00-3， 0.220-12 I 

* 
本 初期設定
本

6 1 UP ~刊AX( 0.000， UP ) 
7 CALL JCCG11C N， MI. A合，命日， AC，日INV，UP，自MIN) 
8 lF( ( UP.GT.O.O l.A悶.(日間羽.LE.EPS日) ) THEH 

9 UP " UP-0.05 
10 GOT01 
11 ENO IF 

本

1 5 0 



キ

ネ

12 IFC合BS(!OPl).G1.2) lHEN 

13 

14 
15 
16 
17 
18 
ly 110 
10 
11 110 
12 
13 
14 
15 13C 
16 
17 
18 
19 100 

* 
本

30 1001 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 210 
39 
40 
41 210 
42 
43 

べき乗法

lAM1 ~ 0.000 
CAll RANOO門(N， Xl ) 
00 100 KO " 1， KKE1 

S" 0‘D 
日 0110I~ I. N

X1 (l) " Xl(1) 
S=S+X1C工)>X1(!)

00 120 1 ~ 1. N 
X1 (l) " X1 (1)/5酎[($)

CAll M向KEAX(N.門1，合A.AB. AC， XI. X2 ) 

S " 0.0 
日日 130I~I ， N 

S " S + X1 (1)'X2([) 
旺RR" ABS(S-L附1J!S

lA州1"S 
!F( RER再，L1.EPSEIG) GO T臼1001

CONTINUE 

逆反復法
CAlL日AN日開(N， XI(I) 1 
LAM日 LA門1
KLIMl1 "KLIMIT/1O 
RERR " 1.0 
00 100 KO " 1. KKE2 
S ~ 0.0 
00 210 1 ~ 1. N 
X2 (1) " X1 cl) 
S " S 'X2(I)本X2(j)

日日 220 1 ~ 1， N 
X2(1) "X2(工I/SQRTC51
X1(]) "X2(l)札附2

EPSl1 " MAX( 門IN(RERR'1.00-1. 1.0口一J)，1.00-81
CALL PCG11( AA， AB， AC， OINV， p， R， W， Xl， X1. AP， 

EP5L1. ERR， MI. N， KCOUNT. KLIMII. BNORM， IERR 1 
44 S ~ 0.0 
45 00 130 1 ~ 1. N 

46 230 S " S+X1 (l)柑2(1)

47 RfRR " ABS(S-LAH21/S 
48 角川2 S 

49 IF( RERR.LT.EPSEIG) GO 10 1001 
50 200 C日NTINUE
51 2001 CON日 lA門1キlAM2
52 ENO IF 

* 

R
 

E
 

阿

久

則
，
T
 

V

A

T
よM
 

B
K
 

H
W
T
 

N
 

'
U
 

解

p
k

を
け
h
N

式
川
じ

程
日
付

方

C

R

で
A
H
R

〉

B

，

パ

内

側。ι乱八
円

P

G

(

E
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什

:
日

け

円

N

J

R

 
A

E

N

 

C

R

E

 

本

3

4

5

 

5

5

5

 

(18) (M) 1 C C G (1， 1) を用いて方程式を解く

x 

x 

x 
1 CCG(1.11法 (5点差分〉

SUBROUTINE PCG11C白向， AB， AC， OINV， p， R， W， B， X， AP， 

+ EPSLON， ERR，門1， N， K印刷1.KLIMIL BNORM. IE附)
2 1門PLICITRE札柑 (A-H，O-/)

3 OIMEN51倒的(NI，AB(-H1:NI， AC(-M1:N1. 01州〔刊1:NI， 

P(I-M1・N+MIJ，WCl-H1・N+Ml)，日(NI.XC1門1:N+肘1l，
AP(NI， R(NI 

本

4 00 100 1 " 1自門1.0 
5 pm~o.o目。

6 100 wm ~ 0.000 
7 00 1101" N+1. N+M1 
8 PCII ~ 0.000 
9 110 WCII ~ 0.000 
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本

本 初期現差ベクトルと Bノルムの計算

i [) BNOR円"0.000 
1 i CAU 附KE叫CN. MJ. AA. A8. AC. X. R) 
12 日o120 1 " L N 
13 RCD " 8CD -R(!) 
14 120 剖日間"8NORM+日(j)時(!)

* 15 CALL LOU11NC N. MJ. W. R. A8. AC. 01NV ) 

16 RR1 = 0.0凶
17 日0130I"I.N
18 PCD = WCD 
19 RR1 = RR1'RCD本WCD
20 130 C山TINL王

本

* 反復計算

21 00 1000 K" L にLlMIT
本

22 
23 

CALL MAKEAX( N. ML AA. A8. AC. P. AP ) 
RAP = 0.000 

24 00 200 1 = L N 
25 200 RAP = RAP+PCD本向p(j)

* 
26 
27 

IFC ( A8SCRAPl.EO‘0.0 l.O罰.CA8SCRRIl.EQ.0.ODO ) ) THEN 

IERR " 1 
28 
29 
3C 

KC日UNTコ K

RETURN 
ENO IF 

解ベクト Jレと銭差ベクト jレの更新、ノルムの計算

31 ALPHA = RR1/RAP 
32 ERR = 0.000 
33 00 210 1" 1. N 
34 X(j) "XC!l+ALPHA*PC工〕
35 R (j) "R C!l-ALPHA本APCIl
36 ER担=ERR+R(])晴(l)

37 210 CONTINUE 
38 ERR = SGRT<ERR/8NORMl 

* 収束判定
39 lF( ERR.LT .EPSLON) THEN 

40 IERR " 0 
41 KCOUNT = K 

42 RE印刷

43 ENO IF 
本

44 CALL LOU11NC N. M1. W. R. A8. AC.日INV) 
， 
* 

45 
46 
47 220 

本

修正ベクトルの更新

RR2 = 0.000 
日0220I"1.N
RR2 = RR2+R(])柑(l)

48 8ETA = RR2/R町1
49 RR1 " RR2 
50 002301"1.N 
51 230 PCD" W(l)'SETA*PCD 
52 1000 CONTINUE 
， 

53 IERR = 2 
54 KCOリNT" KLIMIT 
55 RETリRN

56 E叩

1 5 2 



〈L9) 不完全 UTDU (コレスキー)分解(1 ， 1 ) 

* 
本 不完全コレスキ」分解C1.1) 

本

SUBRO日TINEJCCG11( N. M1. A. B. C. D1NV. UP. 0刊1Ml 
2 1MPL1C1T REAL刈 (A-H.O-l)
3 01MENSI日NA(N).日(-M1:Nl. C( -M1 :NJ. 01卜iV(円1:NJ 

ネ

4 0ト11N" 4.000 
5 日日 10 1 = ー刊1.0 
6 10 0INV(l) = 0.000 

米

7 M = M1-1 
8 日日 100L = O. M1+N/f刊一2

叫自PT10N1NOEP(0INVi 
9 0日1001 = MAX((L-M+1)本刊I.L叶i.MIN(L'門1叶 .Ni.M1-1 
10 WK = A(])-B(]-1)柑(]-1)まDINVCI-1) 

+ -C(1戸 M1>本CiI-M1 >'DINV(] -MIl 
+ 一(B(I匂 11本C(1-1)叫INV(I-1I

+ +8(1 門1)本C(]-MII本DINV(]一門1) I*UP 

11 OINVCD=1.0日0八《

12 日門IN= MIN( 日門1N.NIく〉

13 110 CONTlNUE 
14 100 CONTINUE 
15 RHURM 
16 ENO 

(20 ) (UTD U)-I をベクトルに作用させる(1， 1) 

本

本 (LDU)-!を作用させる
本

SUBROUTIIIE lUU11N( N. M1. W. R. B. r.. OINV ) 
2 1門PLIClTREAL'8 (A-H.O-l) 

3 OIMENSIOII W(I-門1:N+門11.R(Nl. 0INV(附:NJ. B(目1・Ni.C(-M1 :Ni 
本 前進代入

4 M=MI-1 
500100L=0.M1+トIMI-2

本VOPTION1NDEP(仙

6 日日 1001 = MAX((L-M+1)*M1.L+II. 門1N(L*判1叶.Nl.門1-1
7 W(]) = ( R(])-CCI一門1)本WCI一門))一日(1-1)本川(1-1)i本OINV(])
8 110 C削TINl'E
9 100 CONTINUE 

* 
10 00200I=I.N 
11 200 W(]) = WCD/OIトV(])

本 桂退i1:;λ
12 日o300 L = M1+N/MI-2. O.ー1

*VOPTI口NIN旧EP(WJ
13 0日3001 = MAX((L-M叶)求刊I.L叶). 門1NCl本M1+1.NJ.MH  
14 WCIJ = ( wm日(])刈(1+1J-C(工)叫(1明1)片山川(])

15 310 CONTINUE 
16 300 CONTINUE 
17 RETURN 
18 END 

1 5 3 



(21) (M)I CCG  (1， 2)法

不

京

本
[CCG法 ( 5点差分〉
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T

-

-

8
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U
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k
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市

川

川

町

恒

旺

川

出

十

A

Y

+

+

2

3

4

5

 
本

* 初期設定
本

6 1 UP 0 円AX(O.DOO， UP ) 
7 CALL JCC61Z( N， Ml，附，向B，BW， AC， AE， DINV， UP， OMIN ) 
8 If( ( UP.6T.D.0 ).ANO.c OMIN.LE.EPSO )) THEN 
9 UP ~ UP-O .05 

10 60101 
11 END If 

* 12 If(曲S<I日PTl.6T.2) 1HEN 

* 
* 

0

0

0

D

 

1

2

3

0

 

3
4
5
6
7
8
9
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
 

1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
 * 
* 

30 1001 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 210 
39 
40 
41 220 
42 
43 

べき乗法
LI門1~ O.DDO 
CALL RANODMC N. X2 ) 
日日 100KOo1. 時 El
S 0 0.0 
日日 110I~LN 

Xl (l) 0 X2(工〕
S ~ S ' X1C工)叫1(]) 

DOI20I~LN 
X1C工) 0 X1(l)/SQRTC$) 

CALL門AKEAX(N，門1.A白，白8，AC， X1. X2 ) 
S 0 0.0 
00130I~LN 

S ~ S ' X1(l)叫2(])
RERR ~ ABSCS-LA門1)/S
L白川1~ S 
If( RERR.LT.EPSEI6) 60 TO 1001 

CONTINUE 

+ 

逆反復法
CALL RANO日刊CN， X1(1) ) 

LA何20 LAMl 
KLIMl1 ~ KLI門!T/10
RERR 0 1.0 
00 200 KO 0 1. KKE2 
S 0 0.0 
00 210 1 ~ L N 

X2(IJ 0 X1Cl) 
S ~ S ' X2(IJ本X2(J) 

自0220IoLN
1ZC工)0 X2(lJ/SQRTC$) 
11 (l) 0 X2(l)本LA判2

EPSL1 門AX(門IN(RERR'1.00-2. 1.00-3 )， 1.00-8 ) 
CALL PCGI2( AA. AB， AC， OINV， P. R， W. X2. X1. AP， 

EPSL 1. ERR，附.N. KCOUNT. KLIMI1.日~ROM ，
BW， AE， IERR ) + 

44 SoO.O 

45 00 230 1 ~ 1. N 
46 230 S ~ S'Xl (])本日2(])
47 RER官~ ABS (S-l附2)IS 
48 L州2ロ 5
49 Ifl RERR.LT.EPSEI6) 6010 2001 
50 200 CONTJNUE 
51 2001 CONDコ LAM1*lAト12
52 ENO If 

* 

1 5 4 



， ICCG(1.2)で方程式を解く

53 CALL PCGI2( AA. AB. AC. OINV. P. R. W. 
+ B. X. AP. EPSLON. ERR. MI. N. 
+ KCOUNT. KLl門工T.BNORM. BW. AE. IERR ) 

54 RETURN 
55 ENO 

(22) (M) 1 C C G (1， 2) を用いて方程式を解く

1 C C G (1.2)法 (5点差分〕
求

SUBROUTINE PCG11(柏，拙， AC. OINV. P. R. W. B， X. AP. 
+ EPSLON. ERR. ，jl. N. KCOUNT. KLIMIT. BNORM. 
+ BW， AE. IERR) 

2 IMPUCIT REAL柑 (A-H.O-z)
3 01門ENSION向向(N).AB( 門1:N) .AC C 門1:N).DINVC戸川I:N) .PC1-M1:N+M1l. 

+ WC1-M1:N'MI).BCNl.XC1-門1・N'門1).AP(N) .RCN). 
， BWC-M1:Nl.AEC門1:N) 

本

4 00 100 1 ~ 1-MI. 0 
5 PCIl " 0.000 
6 100 WCIl" 0.000 
7 日01101 ~ N'1. N'M1 
8 PCI: " 0.000 
9 110 WW" 0.0目。
* * 初期残差ベクトルと 8ノルムの計算

10 即日間 oωo
11 CALL MAKEAX C N.刊1.A向.AB. AC. X. R ) 
12 001201"1.N 
13 RCIl ~日(])-Rm 
14 120 BN日開 = BNORM+自(])'B(]) ， 
15 CAlL LOU12NC N.川1.W. R. BW. AC. AE.日INリ)

16 RR1 " 0.000 
17 0日1301 " 1. N 
18 PW  " W(]) 
19 RR1 " RR1'RW本制([)

20 130 CONTINUE 

本

21 ， 
22 
23 
24 
25 20C 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 210 
38 

本

39 
40 

反復計型

日o10日oKロ 1.KUHIT 

E向LL門AKEAXCN. H1.向A.AB. AC. P.角P) 
R向P~ 0.000 

日02001"1.N
RAP " RAP+PCD叫PC工〉

IFC C ABSC陥P1.EQ.O.O).OR.C向BS(附I).EO.O.田口)) THEN 
IERR ~ 1 
KC口UNT~ K 

RCTURN 
ENO IF 

解ベクト Jレと残蓋ベクト Jレの更新、ノルムの計算

ALPHA " RR1/RAP 
ERR " 0.000 
叩 2101 " 1. N 
x(]) " Xm'ALPHA>P([) 
RCD " Rm-ALPHA木内p(lJ

ERR " ERR+日([)柑([)
CONTINUE 
ERR " SQR](ERR/BNORM) 

収束判定
IFC ERR.LT.EPSlON) THEN 

IERR " 0 

155 



C向LLLOUI2N( N， Ml， W， R， BW， AC， AE， OINV I 

1，1 

42 
43 

本

44 

* 
* 45 

46 
47 22C 

本

48 BETA ~ RR2/RR1 
49 RR1 ~ RR2 
50 00 230 1 ~ 1， N 
51 230 PCIl ~ W(l)，BET白*P(])
52 1000 CONTI附E

本

53 
51， 
55 
56 

KCOUNT 0 K 
RETU剛

ENO If 

修正ベクトルの更新
RR2 ~ 0.000 
00110I~1 ， N 

RR2 0 RR2+RW本1(1)

IERR ~ 2 
KCOUNT ~ KLI門IT
RETURN 
ENO 

2 ) ( 1 分解レスキー)(コ不完全uTD U (23) 

* 4 
5 
6 

7 
8 10 

本

9 門=円1-1

10 0日100L " 0， M1'2州内1-3
11 IF (しLT.M) THEN 
12 IA~L， 1 

13 ELSE If( M日日(L-M.21.EQ.0) 
14 IA ~ M!<((L門)/2+1)

15 ELSE 
16 IÞ~H1 本 ((L-M+11/2叶 )-1

17 EN日IF
本日PTIONINOEP(OINV，BW.El 

18 00110 1 ~ IA. MIN(門1本INTClI21'門00(L.2)φ1， Nl.MI-2 
19 WK ~ A(]) 白制(j-1)来日制(1-11まD1NV(I-1)

+ -C<I一門I)*C(I-MII柑I附 (I-HII
+ -E(I門1，1I*E(1引1+lltOINVCI何1+1)

+ ー(BWCl-!)草E(I-IHOINV CI-1) 

+ +BW <I←門1'II*E(I一門1+1I.0INV江川1什1)岬

日IトJ(l) ~ 1. OOO/WK 
BW(]) ~ B(l)-CCIけH I*ECI門1，1I*0INV(1←門1+1)

E(J) 0 -BWCl戸11託(j-II*D1削(1-11
日門IN" MIN( OMIN. WK ) 

110 CONTINUE 
100 CONTlNUE 

RETURN 
ENO 

不完全コレスキー分解(1.21 

SUBROUTINE JCCGI2( N. 門1， A. 日. BW. C. E. 01札1，UP. 日門IN1 
I刊PLlClTREAL末日 (A-H，Q-lI 
OIMENSI日NA(N). 日(-M1:NI，C(-M1:N). E(一門I:Nl.OINリ〔一門1:N) ， 

+ BW(一門1:N) 

本

木

本

1

2

3

 

OMIN 0 4.000 
日o10 : ~ 一門1.0 
Bwm ~ 0.000 
E(]) ~ 0.000 
OINV (]) ~ 0.000 

THEN 

5 6 1 
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2 ) ( 1 をベクトルに作用させるU
 

D
 

(24〉

(LDU)一lを作用させる

SUBROUT!NE LOリ12N(N， M1. W， R， B. C. E， OINV ) 
IMPLlCIT REAL時 (A-H，O-z)
01門ENSIONW(I-M1.N令MI). R(N)，日INV(門1.N) ，日(-M1'NJ， 

+ C(-M1'N)， E(門1・N)
本 前進代入

4 門 o M1-1 

5 00I00LoO，Ml+2ホN/Ml-3 
6 1f(し LT.M) THEN 
7 IAoL+1 

8 ELSE IF ( MOO(L一門，2)，EQ.0)
9 IA 0 M1<((l-M)/2+1J 

10 ELSE 
11 IA 0 門1H(L-M+1)!2+11ー1
12 EN日IF

本VOPTIONINOEP(W) 

13 日日 110 I 0 IA， MIN(門I*lNHl!2)+ド旧日(し2)叶， N)， MI-2 
14 W(]) 0 ( R(l)-C(]-M1)本W([-MlI日(]-1)本ω(]-1)

+ -E(I門1+1)本川口一刊1叶) )本OINリ(l)
15 110 C聞TINUE
16 100 CONTINUE 

本

17 日020010 1.N
18 200 W(]) 0 W(J)!DINV([) 

* 挫退代入
19 00300Lo門1+2*N/MI-3.0， -1 
20 IF( L.LT.M) THEN 
21 IAoL+l 
22 ELSE IF(何日日(L-M，2J.EQ.O)
23 IA 0 Ml本((l-M)!2叶)

24 ELSE 
25 IA 0 M1判(L-M+1)!2+1)ー1

26 ENO IF 
料、10PTI日NINOEP (W) 

27 00 310 1 0 IA， MIN(門I*INHν2)+MOO(L，2)叶， N).MH  
28 W(]) 0 ( wm一日(])本W(I+lI-cm本W<I+MIl 

+ -E (])叫(lφ門1-1) J>OINV(!) 

310 CONTIトUE
300 CONTlNUE 

RETURN 
ENO 

THEN 

THEN 

本

木

本

1
2
3
 

9
0
1
2
 

2
3
3
3
 

法3 ) ( 1 (M)ICCG (25) 

(5点差分〉

SUBRDリTINEPCG23D(白内， AB， AC， OINV. P. R， W， BO， X. AP， 

+ EPSLON. ERR.門1. N， KCOUNT. KLIMIL BNORM， up， 

+ 即， AE. AF， X1. X2， 10P1. CONO ) 

IMPLICIT REAL叫 (A-H.O-l)

OIMEトSION仙 (N)，AB(付1:N1.AC(什 I'N).OINV(什1，出.P(I-M1'N哨1)，
+ 川(I-M1:N+Ml) ，BOCN) ，XCトMl:N+阿1)，AP(N)，R(N)，

+ 自制(-M1:NJ.AE(-M1:附.AF(ート11:N).X1Ci 削 .N'M1J.XZ(N) 

REAL *8 LAM1. LAM2 
OATA KKE1. KKE2， EPSEIG. EPSD I 50. 20， 1.00-3. 0.220-12 I 

ICCG法

本

末

永

ー

初期動宇

1 UP 0 MAX( 0，0日0，UP ) 
CALL JCCGll( N， M1. AA， AB， BW， AC， AE， AF，日INV，UP. O，1IN ) 
IF( ( UP.G-，O.O ).AN日.(DMIN.LE.EPS日) ) THEN 

UP 0 UP-O.05 

GO T日1

日oIF 

5 7 

2 
3 

4 
r 
J ， 

水

本

6 
7 

8 

9 
10 
11 

本



12 
本

本

叩

初

刊

∞

m

川

市

山

1

1

1

1

0

2

2

 

-

*
水

3
4
3
2
0
7
8
9
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1
2
3
4
5
6
7
日

?
0
1
2
3

1
1
1
1
d
1
1
目

2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
4
4

IF (崎S(IOPT) .GT.2) lKE~ 

べき乗法

LA廿"0.000 
CAlL R州日目門(N. X2 ) 
00 100KO" 1. KKE1 

S '" 0.0 
001101"1.N 
X1(!l " X21J) 
s = s ゃ Xl(]).Xl<Il

D0120I"i.N 
X1CD " X1(j)(SQ悶]($)

CALl行AKEAX(1<. MI. AA. AB. AC， XL Xl ) 

S " 0.0 
日o130 1認1.N 
S弐 S' XlIll本XZ<D

RER立'" A8SCS-L向村1)/$
lAMi = S 
IF (日ERR.LT.EPSElO ) &0 10 1001 

CONTIトUE

イー

逆反担法
CAll R州DOM(N. X) (1) ) 

lA併2コLAMi
KUMli " KLH1l1110 
RERR " 1.0 
DO 200 KO = 1. KKE2 
S = 0.0 
日日 210 1 = 1. N 
Xl(j) = X1CD 
s '" S + X2CIHX2(l) 

D0220I=1.N 
X2<l)コ xzm/SGRT(S)
Xi(l) = XZ(!)*l削2

EPSl1 " MAX(日m(RERR本1.00-2.1.00勾 3). 1.u0司 8) 
CAll PCG13( AA. AB. AC. OJNV. P. R， W， X2. X¥.内p，

EPSし1，ERR.討し N， KC日凶行， KLIMJ1. BNORM. 
8~ ， AE. AF， IERR ) 十

44 $=0.0 

45 日日 2301=1.N 
46 130 $= $+xl(日米X2m
41 RERR " ABS($-L州2)/S
48 lAM2 = S 
49 JF( RERR.LT.EPSElG )自G10 2001 

50 200 C日HINUE
51 2001 C制日百回開札付12

52 END JF 

* 本 J CCG (1，3)で方程式を解〈

53 CALl PCG13(舶，岨.AC， 01附， p， R， W， 80， X， AP， 

サ EPSLO~， ERR， Ml， fj， KCOUN1. KLlMJ1， 
， 8ト国RM，自制， AE， AF， JERR) 

54 RETU日{
55 Eト10
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(26) (M)ICCG (1，3) を用いて方程式を解く

本

本

本
1 C C GC1.3)法 (5点差分〕
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本

4 001001=1ト11.0 
5 PCl) = 0.000 
6 100 WCD = 0.000 
7 日日 1101=~'1.~+門1

8 PC!l = 0.000 
9 110 WCD = 0.000 

求

本 初期残差ベクトルと Bノルムの計算

10 BNORM = O.ω。
11 CALL刊AKEAXCN.門1.AA. A日.AC. X. R ) 
12 日日 120 1 = L N 
13 RCD = B(])-R(]) 
14 120 BNORM = BNOR仲日(])唱(l)

< 
15 CALL LOU13NI N. M1. N. R. BN， AC.白E，AF. DINV) 

16 
17 

18 
19 RR1 = RR1+RCD本川 m
20 130 CONTINUE 

RR1 = 0.0口9
00 130 1 = L N 
PCD =同(])

反復前算

本

21 日日 1000 K = 1. KLIMIT 
ま

22 CALL M向KE向XCN. M1. AA， AB， AC. P. AP ) 
23 RAP = 0.000 
24 00200I=1.N 
25 200 RAP = R向P+P(j)叫P(l)

* 26 IfC C ABSCRAP)，EQ，O.O ).OR，( A自SCRRIl.EQ.O ，0)) THEII 
27 IERR = 1 
28 KCOUIIT = K 
29 REWRN 
30 ENO If 

本 解ベクト Jレと残差ベクトルの更新、ノルムの計算

31 ALPHA = RR1/RAP 
32 ERR = 0，000 
33 00210I=1.N 
34 x(]) = Xm+ALPHAまP(])
35 R(]) = Rm-ALPH伯*Ap(l)
36 ERR = ERR+RCD時CD
37 210 CONTINUE 
38 ERR = SQRlCERRI日NOR門〉

本

末 収束判定

39 lfC ER買止l.EPSLON) THEN 
40 IERR = 0 

1 5 9 



CAll lOU13N( N，川1.W， R， BW， AC， AE， AF，日INυ)

41 
42 
/13 

本

41， 

* 
キ

45 
46 
47 120 

* 
48 BETA ~ RR2/RR1 
49 RR1 " RR2 
50 002301=I，N 
51 230 P<D ~凶 (])'BETA本P (l1 

51 1000 CGNTINUE 
本

53 
54 
55 
51 

KCOUNT ~ K 
RETURN 

ENO IF 

修正ベクトルの更新

RR2 " 0.000 
002201=I.N 
Rえ2~ RR1'R (j)本ω(])

IERR ~ 2 
KC日UNT" KLIMIT 
RETURN 
ENO 

3 ) ( 1 分解(コレスキー)不完全 U'D U (27) 

不完全コレスキー卦解(1.3)

SUBROUTINE JCCG13( N，ト11.A， 8，日N，C. E， F， DINV， UP， DMIN) 
l門PlICITREAL'8 (A-H，O-Z) 
DIMENSION A(N)，自〔川I:N)，C(-Ml:N)， E(-M1:N)， 0INV(-M1:N)， 

BW(-M1:N). f(-M1:NJ 

本

木

*

1
2
3
 
* 4 

5 
6 
7 
8 
9 

本

10 M "付1-1
11 00 100 l" 0， M1.3榊/門1-4
12 IF( l.l1.M) THEN 
13 IA~l.1 
14 ElSE If(門町(L什，31.EQ.O) 
15 IA ~川本INT( (l-M)/3)'制 1

16 ElSE 
17 IA ~ M1*INT((l-M)/3N本門 l'何日日(l-M.3H
18 ENO IF 

本J日PTI叶IIN日EPCDINV，BW，E， F) 
19 001101"1九円IN(M1*INT(l/3)哨00(l，3)+I，N)，M1-3 
20 WK " 白(1)-BW(I-1)*BW(I-1)本日INV(I-1) 

+ ←C<l-M1 HC(HI)本DINV(I-MlI 
+ 一E(] -M 1叶)*ECI-刊1+1)本OINV(j一門1+ 1) 

サ f(!ー削+2)叫 (1-111-!-2)本DINVO-Ml+2)
• -( f(j-M1'2J叫(j-Ml+2J本01トV(I-M1+2) 

+fCl -M1)本C(]-M 1)本日INV(l別1))本UP
-( 8W(I-1)'f(]-1)'OI山口一11
+8W(工刊+2)本f(]一円1'2)'DH山(]-Ml.2))本即

日INvm" 1.0001制K
8W (!) " 日(])ーC(I-M1+])本E(j一行1叶〉本日INV(]一門1叶〉

-[(]附'2)昨(1月1+2)まOINV(I判1+2)
E(j) ~ -BN(l-1).C(]-])末日INリ(1-1J 
F(j) ~ -BNCJ-l)本E(I-1)柑INリ(]イ〉
日門IN~ MIN( 0トlIN，NK ) 

110 CONTIN山E
100 CONTJNUE 

R[TURN 
ENO 

1 6 0 

THEN 

DMIN ~ 4.0目。
日日 10I~-M)'O 

BW(]) ~ O.ODC 
E(lJ " 0.000 
F(lJ " 0.000 
DINVCD " O.OOC 10 
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3 ) ( 1 をベクトルに作用させる(U T D U )l ( 28 ) 

( LDU)ー lを作用させる
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対称疎行列をベクトルにかける( 29 ) 

行列AにベクトルXを掛ける

SUsROUTINE門AKEAXCN， ML A， 8， C， X， AX ) 

IMPLIClT REAL本8CA-H，O-Zl 
DIM副S!日IACIIl.日C-M1:Nl，CC-M1・N)，XC1-M1:N.円1)， AXCN) 

00 100 1 " 1， N 
AX(]) " ACIl*Xm.日(])本XCI.I).cm叫CI.Mll 

. .日(!-1)本XCH).CC!一明日本X(1-河1)

100 CONTINUE 
RE刊剛

ENC 
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(30) 差分法による離散化

不

本 ひもを作る
本

SUBROUT1NE 1NPUTCN，門1，A，B，C，WK，OFO，OF1 ，OF2.0F31 
lMPUCIT REAL時間比日l)

0lMENSI0N A(Nl， B(一門1:Nl.C(-M1:Nl， WKCO:N'門1)， 
4 0自 100J " O. N+M1 

100 WKCJ1" 1.000 
00 105 J " 1， N 

105 A(J) " 0，0 
8 00110J" 門1.N 
9 B(Jl " 0，0 
10 110 CくJ)" 0，0 
11 自o120 1ご1.門1日

12 120 WKm" OF1 
13 001301"M1本(門1+1)+1，門1叫門1+3)
14 130ωKm " OF2 
15 001351" 門1*(2法判 1+2)+1.H1t(Z朴11+3)+門1
16 135 WKm" OF3 
17 WKCO) " OFO 
18 001401"門1，N+Ml，何1
19 140 WKm" OFO 

本

20 001601"1.N 
21 ACI1 =帆(1-1).肌cl刑1-I)'WKCl州I)+WKCI1
22 BW  = -(“K<I+付11+ω'K(l))ホ0.500
23 160 0(1) =ー(WK(1+M1-1)+WK(]'門1))本0.500
24 00 165 1 " N-M1+1. N 
25 165 CCI1 = 0，0 
26 RETURN 
27 ENO 

( 31)乱数生成

本

SUBR日目TINER州OOM(N. Y 1 
2 REAL本8Y(N) 

OAT向1BP31M.日川31/2147483647，2392ω000/ 
OATA lIJURN.1FP11 /584287.488281お/

* 001001"1.N 
6 lVURN " lVUR，本lFP11

lF( 1VURN.LT.0 1 1VURN = <IVURN+IBP31M)'1 
X = FLOA T<lVURN 1本BNM31
1m  = x 

10 100 OONTINUE 
11 RETURN 
12 ENO 
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