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CONTR工BUT工ONS　TO　PR工ME　NUMBER

　　　　　　　　GAPS　BETWEEN　PR工MES

THEORY

Hiroshi M工KAWA

　　　　　五．　　工ntroducti◎n．

　　　　　工n　this　me㎜oir　we　consider　the　Proble㎜s　surrounding　three　old－

conj　ecture　s　in　Pr　i㎜e　nu㎜b　e　r　theory。

（A）　There　exi　st　infinitely　皿any　pr工㎜e　twins．

　　　　　　　　　　　　．　　　　　　．　　．　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
（B）　There　exユst　s　a　pr1㎜e　ln　the　〕一nterval　s　　［x，　x　＋　clog　x　］　for　a］ユ　x。

（C）　The　least　pri㎜e　in　an　ari　the㎜etic　progression　to　㎜od．uluぶ　q　　i　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　1ess　than　　cqlog　q　　for　aユ1　reduced　residue　classes．

Here　　c　　is　so㎜e　positive　constant．　　These　are，　at　present，　far　fro㎜

oμr　reach，　howeyer．　　　We　have　never　known　how　one　of　these

may　be　ded－uced　from　plaus　ible　hypotheses．

　　　　　For　a　positive　integer　　k　，　1et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ（x，2k）　＝　　Σ　　A（n）A（n－2k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2kくn＜x

where　　A　　i　s　the　Y0n　Mang－oldt　function．　Essent　ially　　Ψ　　counts　the

pri㎜e　pairs．　　工n　1923　　G．H．Hardy　and　J．E．Littlewood　［10］　conj　ectured

that　　Ψ　　would　be　asy㎜ptotica］一1y　equal　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　P－1
　　　　　　　　　　　　　　亘（x，2k）　＝　2　π　（コー一　　　　　　）　　　η　（　　）・（x－2k）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　P－2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p＞2　　　　（p－1）　　2くp1k

After　工．M．Vinograd－ov　〔37］　it　has　been　weユユ　kno秤n　that　this　is　true

in　a　皿ean　▽alue　sense．　［1，2ユ］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　1　・一



　　　Recent］一y　　D．Wo］一ke　［39］　demo耳strated　that，　for　any　constant　　A＞O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　2　　－A　　　　　　　　　　　　　Σ　（Ψ（y，2k）一H（y，2k））　くくxy　log　　y

　　　　　　　　　　　　　k＜X

Provid．in9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8／5一奮
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2x＜yくx　　　　（ε＞O）．

This　㎜eans　that　the　for㎜ula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－B
　　　　　　　　　　　　　E（y，2k）竈　Ψ（y，2k）一H（y，2k）〈くylog　y

i　s　vali　d　for　”a1皿ost　a11”　　k　＜　x．　　He　i　s　the　first　to　extend　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g
range　of　Yalid工ty　to　　［2x，　x　〕　with　　θ〉1．　　Moreover　he　re㎜arked　that

iギ　the　density　hypothesis　for　L－series　is　true，　then　1二he　exponent

8／5　　could　be　replaced－by　　2．

　　　　Our　㎜ain　attempt　is　to　i㎜prove　this　exponent　beyond　　2．

　　　THEOREM　1．

　　　Let　ε　and－A＞O　be　given．　　］二f　　2x　＜y　くx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　2　　－A　　　　　　　　　　　　　　　　ΣE（y，2k）くくxylog－y
　　　　　　　　　　　　　　　　k＜x

where　七he　i㎜pli　ed　constant　depends　only　on　　ε

3一ε
then　we　haye

and　A。

　　　THEOREM　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　116＋ε
　　　　Let　ε　and．A＞O　be　giyen、　　工f　　x　　　　＜y　＜　2x，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　2　　－A　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　　E（2k令y，2k）　　くく　xy　〕一〇g’　x

　　　　　　　　　　　　　　　k＜x

where　the　i㎜pl　ied　constant　d－epends　only　on　　ε　　and一

then　we　have

A。

This　㎜ay　be　regarded－as　d．ual　yersion　of　［39］，　and－also　of　Theore㎜　〕一．

］二t　i　s　of　so皿e　interest　to　comPare　Theorem　2　　wi　th　the　resul　t　of



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／6＋ε
M．N，Huxley　［17］：　if　　y〉x　　　　　，　th♀n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　2　　－A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　て　　Σ　　　A（n）一y　）　dtく＜　xy　log－　x．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　t＜n＜t寺y

　　　　　工n1943A．Selberg　【34］　showed、，und－er　the　Rie㎜ann　hypothesエs，

that　there　exists　a　Prime　in　the　intervaユs
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［n，nキg’（n）1ogn］

for　a1㎜os　t　all　　n．　　　Here　”a1㎜os　t　a11”　㎜eans　that　the　nu㎜ber　of

eXCePtiOnaユ　n－s　　not　eXceeding－　X　．is　　O（x），　and　　g　　is　any　poSitive

funct立on　with　　g（x）→。。　as　　x→・。．　　工t　f〇五1ows　from　the　above　㎜entioned、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　116令ε
for㎜ula　of　Huxley　that，　uncond立tionally，　the　■I1tervals　［　n，　n　令n

contain　a　Prime　for　a］一㎜ost　a1〕一n．

　　　　　Let　　P　　　denote　integers　with　at　most　　r　　pri㎜e　factors　counted－
　　　　　　　　　　　r

according　to　㎜ult　ipl　i　c　i　ty．　　　Se▽eral　author　s　cons　i　dered　the　analogous

P・・b1・㎜f・・P2・D・R・H・・tトB・…　［12］P・・Y・dth・tth・・…　i・t・・P2

in　the　interYals
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／11令ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［　n，　n　＋　n　　　　　　］　　　（ε〉O）

for　a1㎜ost　all　n．　　Y．Motohasb－i　［30］　replaced，the　exponent　1／1！＊ε

by　　ε　，　by　a　si㎜ple　analytic　trick．　　D．Wolke　［38］　reduced　the　length

of　intervaユs　to　the　powers　of　　log　n　，　　By　refining－Wolke－s　argu㎜ent

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　7＋ε
G．Har㎜an　［11】　sb，owed－that　the　■ntervals　　［　n，n　令　1og　　n　］　　contain

aP　fora1㎜ostalln．　　　　2

　　　　　We　take　the　alternative　approach　to　g’ive　a㎜odest　i㎜proye㎜ent．

for

THEOREM　3．

There　exi　sts　a　　P
　　　　　　　　　　　　　　　　　2

aユmOSt a1ユn　。

in　the　intervals
　　　　　　　　　　　　　　　5
［n，n寺g一（n）10g－n】

一　3



　　　　　工n　1936　P．Tur三n　［35］　showed。，　unde　r　the　general　i　zed　Ri　e㎜ann

hypothesis，　that　there　exists　a　pri㎜e　　p　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2今ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　婁　a　（㎜od－q），　P　＜　qlog　　　q　　　（8＞O）

for　almost　all　reduced－re　s　i　due　c〕一as　se　s　　a　　㎜odu五〇　q，　　　The　ter㎜inolog－y

”a1㎜ost　a1二L”　㎜eans　that　the　number　of　exceptional　reduced，classes

㎜odulo　q　　is　　o（ψ（q））　as　　q→o①．

　　　　　Motohashiτ28］consideredthecorrespondingproble㎜forP，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

and　s虹cwed　tb－at　the㌘e　ex二…一sts　a　　P　　　　…；uc五　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　　　　　　　　　　　11／10
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P－a（㎜odq），　P＜q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2阯　　　　　　　　　　　2

for　almost　all　　a．　　He　re㎜arked　that，　立f　the　　q－analogue　of　Linde16f

hypotb．esis　is　true，　then　the　exponent　　1ユ！10　　couユd　be　replaced　by

1寺ε，　ε＞O．　　More0Yer　he　in　［30］　noted　that　his　trick　［30］　d－oes　not

WOrk　in　thiS　CaSe．

　　　　　工n　contrast，　our　㎜ethod　in　the　proof　of　Theore㎜　3　　㎜akes　an

i㎜pr0Ye㎜ent　upon　this　proble㎜　as　we五1．

　　　　　THEOREM　4．

　　　　　There　ex工sts　a　　P　　　such　1：hat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　竃　a　（mod　q），　　P　＜　9（q）qlog　q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20　　　　　　　　　　　2

for　al1皿ost　all　reduced．clas　se　s　　a　　㎜odulo　q．

　　　　　工n　1975　Motohashi　【29】　proyed　that　there　exists　a　　P　　　such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p3妻・（・・dq）・P3＜くq1・9q

for　any　fixed　non－zero　integer　　a　　and、”a1㎜ost　a11”　　q　　with　　（q，a）竈1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　4　一



This　is　the　dual　prob］一em　of　［28］，　and　also　of　Theore㎜　4．

　　　　　The　generaユized　Riemann　hypothes工s　is　not　caPable　of　showing－the

existence　of　a　pri㎜e　　P　　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P婁a（㎜odq），　Pくq，

eyen　in　an　aYeraged　sense　over　q．　　　So　the　above　bound．for　　P　　　i　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

intereSting．

　　　　　Our　fina］一　task　is　to　extend　this　result　to　that　for　　P　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　丁亘EO艮EM　5，

　　　　　Let　　Q　　be　a　large　Para㎜eter　and　　a　　be　any　fixed．integer

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
with　　Oく1alくQ．　　Then，　except　for　　O（Q　五〇9－　Q　）　㎜oduli　　q　　with

Q＜q＜2Q　and（q，a）：ユ、thereexistsa　p　sucbthat　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
　　　　　　　　　　　　　　　　　p2婁・（㎜・dq）・P2＜て（・）q1・9q

where　the　i皿plied　　O一一constant　i　s　abs〇二Lute　and、て　denotes　the　divi　sor

funct　ion．

　　　　　Our　notation　and，con▽ention　are　standard．　　　For　examp］一e，　　r，

used　in　either　　r／s　　or　　congruence　（mod．s）　　㎜eans　　　rr　1姜…1　（㎜od．s）．

　　　　　　　榛

繋inΣ　　stand．sfortherestriction（x，y）・・1．　ε’isanys㎜a11　　　　　　　ユ＜X＜y

positeyenu皿ber．　Aisanyユargecon．stant．　Botharenot

necessarily　the　same　at　each　occas　ion．　　The　i㎜pli　ed　constant　in

O－　　and　　　＜〈一　　notation㎜ay　d－epend　on　　ε　　and　　A　　，when　these　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2πix　　　　　　　　　　　　l
appeared　in　the　sy㎜bo1．　　For　real　x，　e（x）：　e　　　　，　ψ（x）＝　［x】・xキ　岨
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

and－　l1x蜆　＝　㎜in　l　x－n　l．　　　n～N　　㎜eans　that　　N＜　N　＜n《　N　く　2N　　for　so皿e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　2
　　　　　　　　　　　n躯

N　　and－　N　．　　　C　　is　so㎜e　absolute　positive　constant．
　1　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　5　一



　　　　”Theore㎜s”　come　fro㎜　the　results　of　㎜y　study　during－the　last
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　　　　　three　pr　imes．，　Dok1．　Akad．　Nauk　SSSR　15　（！937）　219－294．

D．Wolke，　Fast－Pri㎜zahlen　in　kurzen　工ntervallen．，

　　　　　Math，　Ann．　224　（五979）　233－242．

D．Wolke，　Uber　das　Primzah1－Zwilling－sproble㎜．，

　　　　　Math．　Ann．　283　（！989）　529－537．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　9　一



　　　　2．　　Analyti　c　I正1ethod．

　　　　In　this　section　we　consider　the　distribution　of　pri㎜es　in　short

arithmetic　progressions．　　We　appeal　to　the　classical　theory　of

L－functi◎ns．　　See　［6】，　for　exa㎜ple．　　Throug－hout　this　section　we

aSSu皿e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C1／6＋291－2ε
　　　　　　　　　　　　　　　q＜1og　N，　　N　　　　＜△＜N　　　．

　　　　LEMMA　1　［32，　Kap．y．Sat　z　8．2，Kap．棚．Satz　6．2．】．

　　　　There　i　s　no　zero　of　L（s，X），　s：σ寺i　t，　λ（㎜od一．q），　in　the　region

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ1一、1。。一4／5。，け！。．。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

where　　c　　　i　s　so㎜e　Positiye　constant．
　　　　　　　O

　　　　Let　　N（α，T，X）　　denote　the　number　of　zeros　of　L（s，X），　s鶉σ十it．

X（㎜od．q），　in　the　rectangle　　α＜σ＜1，　l　t　l＜　T．

　　　　LEMMA　2　〔26，　Chap．12］　〔18】．

　　　　Suppose　　b　》　12／5寺δ　　for　any　　δ＞O．　　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b（1一α）　　14
　　　　　　　　　　　　　　　Σ　　　N（α，T，X）＜く　（qT）　　　　　1og　　qT．

　　　　　　　　　　　　X（mod．q一）

　　　　LEMMA3．

　　　　Let　T＝Nlq△．　　For　any　constant　A，

　　　　　　　　　　　　　　。。P　N2（α“1）ΣN（α，T，。）。。1。。0AN。

　　　　　　　　　　　　　α》1／2　　　　　　　　x（1皿od．q）

　　　　Proof．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一4／5
　　　　ByL・㎜・1・N（α・T・X）：O　f・・α》伐〇一・・01・g　T・　Soth・

supre㎜㎜㎜ay　be　taken　ow　1／2＜α＜α　　By　Le㎜a2，we　haye　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O’

　　　　　　　N2（α‘1）ΣN（α，T，。）。。N2（α■1）（。T）b（1血α）1。。14．T

　　　　　　　　　　　　　X（㎜Od．q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ε号（］一一α）　　　14
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くくN　　　　log　N　　（ε’＞O）
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S■nCe

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　2　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　一辛2ε＞　！一　　　　　　寺ε　》　1一　一　十ε，

　　　　　　　　　　　　　　b12／5キ8　b
also

　　　　　　　　　　　bqNb　Nb一一2／b一εb＿2一ε’　　　　　　　　（qT）　＝（一）　＜　（　　　　　　　　）　＿　（N　　　　　）　＿　N　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　q△　　　　　　五一2／b令ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

Then，　the　supre㎜u㎜　is　attained－at　　α：・α　　　　Hence　the　expression　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O’

que　St　iOn　i　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／5　　　　14
　　　　　　　　　　　　　　　＜く　exp（一ε”1og　　　N　）1og　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－A
　　　　　　　　　　　　　　　＜＜1og－N．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　具　　　　Here　we　use　the　conYention；　詳　in　　Σ肯X・（n）A（n）　㎜eans　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

when　　X　　i　s　pr　incipal　　X（n）A（n）　i　s　replaced　by　　A（n）一1．

　　　　LEMMA4．

　　　　　　　　　　　　　　　　　2N　　ム
　　　　　　　ダ　Σ　∫1Σ㍉（。）A（。）12dtくく（。T）2N1。。uAN．

　　　　　　　　　X（㎜Od・q）　N　　tくn＜。t＋q△

　　　　Proof．

　　　　By　the　explicit　for㎜ula　［32，Kap．W．Satz　4．6。］we　have

　　　　　　　鼻　　　　　（tキq△）ρ一tρ　　2
　　　　　　　Σ芹　X（n）A（n）：・　Σ　　　　　　　　　　キ　O（1og　N）

　　　　　t・n＜t令q△　　ρ・β令iγ　ρ

　　　　　　　　　　　　　　　　　け1＜N

　　　　　　　　　　　　　　　　讐Σ、11チq△／N，1一・、、令Σ（．、）1・・Σ（帥・）ρキ。（、。、・、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　ρ　　　　　　　　　　　　　　　　　1γ1＜T　　　l　　　　　　　　　　　J：O，二L　　T〈1γ1＜N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　：Σ十Σ寺O（109N），say，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　2

where　　ρ：ρ　：β　十iγ　：β十iγ　　runs　oyer　the　non－triyial　zeros　of　　L（s，X），
　　　　　　　　x　x　　x

and　　T孟　N／q△．　　First　the　contribution　of　O－ter㎜　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜＜　qNlog－N，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　11　一



whi　ch　i　s　negl　i　gible． Next　we　consider　the　contribution　of　Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
tOタ。

Since

1令q△1N
1Σ11く∫
　　　　1

1Σtρ。ρ‘11d。

1γ1＜T

Or

　　　　　　　　1令T
1Σ。12・ブ1∫

　　　　　　　　1

一1

Σtρyρ・112dy，

1γkT
we　infer　tb，at

2N
∫1Σ。12・・く・ブ2…

N　　　　　　　　　　　　　　1＜y＜1キT

　　2N
．。∫1Σ・ρ・ρ‘㍉2・・

　　N　lγkT

（1）
　　一2
饒丁 suP1，　　　yy

Say。

We　proceed　to　the　esti㎜ation’of　1　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y

Expand．ing　the　spuare　we　haye

∫＜Σ
y　　lγ’1，

＜＜　Σ

Σ
1γ1＜T

　　　　　　　2N
l。ρサ211∫・ダρdtl

N1寺2βΣ

N

1
1γ1＜T 1γ一1＜T

1キ1γ，一γ1

Since Σ1＜く1ogx，we See
x＜γ〈x令1

　Σ

1γ「＜T

1
！今1γ，一γ1

　　　　2＜く1og　T．

Thus，

∫くく1og－T　Σ　N
y　　　　　　　　β》1／2
　　　　　　　1γ1＜T

2　　　　1キ2β　　2　　2寺N　log　N．T　log　T．

Co㎜bining　this　with　（1）， we　obtain

　　　　　　2N’
　　Σ　∫1Σ。12・・

X（固odq）N

一12



　　　　　　　　　　　　　　　　　1辛2β
く・丁舳21。。2NΣ　ΣN　・キ。丁山2N2ユ。。3H
　　　　　　　　x（q）　β　》1／2
　　　　　　　　　　　1γx1＜T
　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　1…‘2…2・、1、・1＋2σ・σ／ll、、・）キ・2・・…3・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

・・（許）2…3・・・…1令2σΣ・（σ，・，・）1（・・）2・バ1…3・

　　　　　　　　　　σ》1／2　　　　x（q）

・く（。。）2N1。。3N／。。。N2（σ一1）ΣN（σ，T，。）寺。・ユ｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ》112　　　　　　x（q）

Hence，by　Le㎜a3，we　haYe　thatΣcontributes　toタ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　－A　　　　　　　　　　　　　　く＜　（q△）　N　log　N．

Fi・・11yw・・…id・・Σ2・By・・i㎜n・…　9・m・・tt・Σ1・w・9・tth・

following－chain　of　inequalities．

　　　　　　　2N　　　　　3N　　　　　ρ　　　　　　　ポ1・12・…ガ、く、1．、、l12・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3N
　　　　　　　　　　　　　・くΣΣ1、，ll，ll∫・ρ令ρ・・l

　　　　　　　　　　　　　　T＜1γ「1γ1＜NN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1寺2β
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　N　　　　　－12　　4　　　　　　　　　　　　　＜＜1ogN　Σ　　　　　令TNlogN
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β》1／2　　1ρ1

Tく1γkN

Or

　　　　　　2N
　　Σ　∫1Σ。12…く…3・・…1今2σΣ
x（㎜od　q）　N　　　　　　　　　　　　　　　　σ》1／2　　　　　x（q）

　　　3
＝1og　N

　　　　1キ2σ
sup　N．　S
　　　　　　　σσ》1／2

　　　　　　　一2　　2　　　　4　　　Σ　　1γ1　＋　q　△　Nlog　N

　　β》σ
Tく1γX1＜N
　　　x

　　2　　　　4
＋　q　△Nlog　N，　say。

宜er。，
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　　　　　　　　　Sくく1．gN。。Pゴ2Σ　Σ　1
　　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　T＜T1＜N　X（q）Iγ。I～T1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β》σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　　・・・・・・・…ゴ2Σ・（σ，・。，・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　T＜T　＜N　　　X（q）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

Since　N（σ，T，X）＜＜TlogT，thesupremumisattained．atT：T．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

Thus，　by　Le㎜皿a　3，　the　contr　ibut　ion　of　Σ　　to　　タ　　i　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　くく1．94Nブ2。。pN1寺2σΣN（σ，T，。）・q2△Ni．94N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（q）

　　　　　　。。（。△）2蛆。g4N｛、。。N2（σ＾1）ΣN（σ葦丁，。）寺べ1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（q）

　　　　　　　　　　　2　　　－A　　　　　　＜＜　（q△）　N　log　N，

as　required．
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　　　　3．　　Circle　method．

　　　　工n　this．section　we　eYaluate　the　contribution　fro㎜㎜a3or　arc．

We　begin　mod工fying　【5，　Lemma　ユ］．　　For　complex　（c　），　工竈（a，b］　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

2く　△　く　b12，　　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2△
　　　　　　　　　　　　　　　　　ト△2∫1Σ。。（修。）12dβ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1／2△　nξ工

　　　　LEMMA5．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　£　＜く　△　　Σ　lc　1　＋　2Re　　Σ　（△一r）　　　Σ　　　c　c　　　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　n寺r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　nξ］二　　　　　　　　　〇＜r：…；△　　　　n，n寺rξ工

　　　　Proof．

　　　　P。て　K△（。HsiH蚊）2，。h。。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　八X

　　　　　　　　　　　　　　　　　。。△

　　　　　　　　　　　　　　　　∫K（x）e（xy）dx：㎜ax（O，△一n－nl）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　　　　　　　　　　　　　’oo

＾÷n　＿△！、、、　2，2，、言ノ、1o、，，、な〔．．、
b」一uCe　　瓜　　、Aノ　＞＞△　　　五五　　…Als　⊥！z凸，　Wピ　11ave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo
　　　　　　　　　　　　　£・・∫K△（1）1Σ。。（β。）12dβ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　一・。　　　　nξ工

（1）　　　　　　　　　　　　　＝　　Σ　　Σ　　c　，c　　max（O，　△一1n’一n1）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　n　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　，n訂

Writing－　n㌧n令r，we　get　Lernma　5．

　　　　LEMMA6．

　　　　　　　　　　　£・・∫1Σ　。12dい△3（。。。lc1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　工　　tくn＜t＋△　　　　　　　　　　　　　　　n｛……工

　　　　Proof．　　　Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！，　　t．＜n＜t＋△
　　　　　　　　　　　　　　　皿（t，n）竈｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，　otherwise

then，　we　see

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo
　　　　　　　　　　　　　max（O，　△一1n’一n　l）：　∫　皿（t，n一）皿（t，n）dt。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“◎）

Co㎜bining　this　with　（1），　we　obtain

2）．
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　　　　co£・・∫1Σ。1（t，。）12dt
　　　　　　　　　n　　　　一。o　nξ工

　　　　　　a　　b一△　　b
－／、！、令ピb！△）la＜1，b・・12・・

t＜nくt＋△

＜＜∫1Σ
　　工t＜n＜t令△

。12d・今△3（。。P1．1）2．
n　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　nξ工

　　　　Next，　by　using　Le㎜孤a　6，　we　esti㎜ate　the　re㎜ainder　ter㎜　fro㎜

㎜ajor　arc．　丁肚s㎜ethod　is　due　to［271．　The　followi㎎Le㎜a　is　new

and　co㎜petent　for　saYing　the　order　of　Farey　dissection。

LEMMA7．

　　　　　　　　　、C　　　1／6キε　　1一εbupPose　q＜五〇g　x　and　x　　　＜△＜x　　．　　For　any　constan1二　A，

　　　q　l／q△
ダall．、lq，1，1、・（・）・（奇・）州一綿、1、・（州2椰1・・…■A・

Proof．

We　rePlace　the　su㎜㎜ation　cond－ition

d…t・th・・…1ti㎎・・P・…i・・byタN・
　　　　　　2
タ　＜＜　1og　N　sup　タ

　　　　　　　　N＜x

n＜X　inタ

Then，

N’

by　　n～N　　and一

TriYially，

タ
N

　　1キ！／q△　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　1／2
1／∫1Σ・（・）・（α・）12・α・拳（ξ子）∫1Σ・（1・）12・1

　　1／q△　　　n～N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1／2　n～N

＜くNユogN．

Thus， Le㎜㎜a　f〇五1ows　fro㎜　the　inequa］一ity

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－A
　　　　　　　　　　　　　　タNくくN1・9N

一16



for
　　　　1一ε’

N＞X　　　． 工n　this　case，
　1／6＋ε一　　　　　　　1一ε，
N　　　　く△くN　　　。

Now，

ΣA（n）・（皇n）。（βn）

　　　　　　　q
n～N

！

ψ（q）

　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　Σ　　X（a）て（X）　ΣX（n）A（n）e（βn）　辛　O（1og　N）

X（㎜od．q）　　　　n～N

廿、…、・（随）哨；、1、（・（・）一・）州キ

　1　　　　　　　　　一　同　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　Σ　　X（a）て（X）　ΣX（n）A（n）e（βn）ヰ　O（109N）
9（q）脚（㎜。d．q）。。N
　　　　　O

The　integrand　of　4　　　　　　　　　　　　　　N is　equal　to

　］一

　　　　Σ
9（・）。（㎜。d．。）

　　　　一　　ム　　　　　　　　　　　　　　2X（a）て（X）　Σ帝X（皿）A（n）e（βn）令　O（1og　N）．

　　　　　　n～N

By　the　◎rthogonal　relation　of　characters，

タ＜＜
　N

　1　　　　　一　　　　一　2　　　　　Σψ（q）1て（λ）1
　2
9　（q）　x（q）

1／q△　　ム
∫1Σ芹λ（。）A（。）。（β。）12dβ斗△■11．g4N．

一1／q△　n～N

Thus，by　Le㎜as6and4，we　get

1・く・1l・）、1，1（・・）一2
2N
∫1Σ＃。（。）A（。）12d・。。。1。。2N｝寺バ11。。4N

Ntくnくt＋q△／2

・くΦそ。）（・・）
　　　　　2N
．2Σ∫1Σ㍉（。）A（。）12d・令。2・1。。3N

　x（q）　N　　t＜n《tキq△／2

　　　　　　一AI
く＜N　log　N，

aS　required．
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Fi・・11yw・・Y・1・・t・th…　i・・㎝t「ib・ti・・f・・mm・j・・．・…

LEMMA8．
　　　　　q　l／q△
　　　　　Σ繋∫1総Σ・（1・）12・（一・・（音州・1

　　　　　a：1　－1／q△　　　　　n＜x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ（・）。（一2k）（。一2k）寺O（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（q）

Pr　cof．　　丁虹e　l　eft　五and　s　i　de　i　s　e　qua五　t■o

　　　　　2　　　　　11h△
　　　　μ（・）。（一2k）∫1Σe（β。）12。（一2k6）dβ
　　　　　2　　q　　　　9　（q）　　　　　　　一1／q△　n＜x

　　、ピ皿、（山、。）｛Σ、、。（、、）｝

　　　　　2　　q　　　　，　　　　9　（q）　　　　　　n　，n＜X
　　　　　　　　　　　　　　n㌧n：2k

　　　　　2
　　J（q）。（一2k）（。一2k）令O（q△）
　　　　　2　　q　　　　　　　　g（q）　　　　9（q）

q△
　　　　），
ψ（q）

18一



　　　4．　　Tri9－ono㎜etric　sums　over　primes．

　　　Thi　s　sect　ion　i　s　deyo1二ed　to　est　imate　a　mean　value　for　the

exp6nent　ial　su㎜s．　　Throug－hout　thi　s　section，　apart　fro㎜　Le㎜㎜a　17，

we　assu㎜e　that

（1）　　1昨皇1・ゴ2．i・h（。，。）一1。。d。・△。N／2．
　　　　　　　　　　　q

Let　f　and　g　be　arbitrary　real　sequences　such　that　　lf（n）1＜　1og　n

・・dI9（・）I＜て5（・）1・g・・M・・・・・…　1・tU・・dVb・p…皿・t・・…　d

define

　　　　　　　　　　　　g1／2△　　　　　　　　つ
　　　　　　　♂工・バ∫　iΣ9（n）e（（αキβ）㎜n）rdβ
　　　　　　　　　U
　　　　　　　　　　　　－1／2△　㎜n～N

　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜＞U

　　　　　　　　　　　　　　1／2△
　　　　　　　。lI・△2∫！Σ（Σ。（。））、（（刺）d1）！2dβ
　　　　　　　　　U，▽
　　　　　　　　　　　　　　一112△　d乙～N　mn・・d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜：≦；U

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＜V

　　　　　　　　　　　　　112△
　　　　　　　♂皿・△2∫1Σf（。）9（。）。（（鮒β）㎜）12dβ。
　　　　　　　　　U
　　　　　　　　　　　　一］一／2△　㎜n～N

　　　　　　　　　　　　　　　　　m～U

In　order　to　esti㎜ate　the　above　integrals　we　use　the　elementary　le㎜a：

　　　　LEMMA9．　工f1くXくY，then
　　　　　　　　　　　　　　　Y　　　l　　　　　Y　　　　　　　　　　Σ㎜立n（　一，　　　　　）く＜　（　一　斗　X　キ　q　）　109　qX．
　　　　　　　　　　　　　　　㎜llαml1q　　　　　　　　　n＜X

　　　　LEMMA　lO．

　　　　　　　　　　　　　　325　　　　　　　　　－1／2　　　　　1／2　　　　2　N　2　　　3
　　　　　　　♂工U・＜1・g　Nl△N（△q　・（q△）　）寺△（百）寺△｝

　　　　Proof．　　By　Le】皿ma　5，
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　　♂1く・△Σ（Σ9（。））2寺2R。Σ（△一。）。（α。）　Σ　9（パ）9（。）

　　　　　　　k～N　㎜n・・k　　　　　　　　　　　O＜r＜△　　　　　　　　　㎜’n一一㎜n：r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m’，m》U
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m，n，，mn～N

　　　　　　　　　　　　　　　2　　2　　　　－O（△Σて6（k）1・・k）キ2R・Σ（△一・）・（α・）Σ・（・一）・（・）Σ　1
　　　　　　　　k～N　　　　　　　　　　　　　　　　O〈r＜△　　　　　　　n　g，n　　　　　　　㎜サn竈一mn竈r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜一，m＞U

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜，n一，mn～N

　　　　　　　　　　　　37（1）　　：　O（　△Nlog－　N）キ　2Re　　Σ　（△一r）e（αr）Φ（r），　say．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O＜r＜△

The　inner　su㎜　立n　Φ　i　s　equal　to

　　　　　　　　　　　　葎｛㎜’：N（r）＜㎜’n’く2N‘，　㎜一n一萎r（皿od　n）｝，

where　　　N（r）＝　㎜a．x（　Un，，　Un＋r，N寺r）．　　The　above　cong－uence　i　s　soluble

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　葵　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諸
if　and　only　if　（n一，n）1r．　　Write　　n　＝n／（n，，n）　and．r　xr／（n一，n），

Then，　the　sum　over　m’　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　N（r）　　　　　　2N　　　　　，＿　　，勢　嬰　　　　　葵
　　　　　　　　　　　：井｛㎜一：　、　＜㎜一＜二了，　㎜：n　r（㎜od．n）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　2N－N（r）
　　　　　　　　　　　＝　　　　　寺O（1）
　　　　　　　　　　　　　［n’，n］

　　　　　　　　　　　　2N－N（O）　　　　　　　r
　　　　　　　　　　　葛　　　　　　　寺　O（　　，　　　寺　1）．
　　　　　　　　　　　　　［n，，n】　　　　　［n　，n］

ThuS，

1（・）一、，1、く1，／1（・’）・（・）謂廿・／・，1I1畔1）1・（121・（・）1）2）

　　　　　　　　f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　，n＜一　　　　　　　　　n＜一

　　　　　　（n，n）1r　　UU
　　　　　・（・・一・（・）1，1、く1，／絆；n）一・／・1，1（、1，Igln）1）2令（121・（・）1）2〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d一く一　　　　　　　　　　n＜一一

　　　　　　　　　　　　　（nワ，n）lrUU
　　　　　　　　　　　　　　　　　　37　　　N2　　10（2）　　　　：　Φ　（r）寺　O（　△1og　　N　キ　（一）　1og　　N　），　　say．
　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　U

The　contr　ibut　ion　of　Φ　（r）　to　♂エ　i　s
　　　　　　　　　　　　　　　　1

20　一



2Re（2N－N（O））　Σ

　　　　　　　　　，　2N
　　　　　　　　n　，n＜一　　　　　　　　　　　　U

9（パ）9（n）　　　　　　　　Σ（△一r）e（αr）
［n一，n1
　　　　　　O＜r＜△

（n，，n）1r

：　2Re（2N－N（O））∫　　　Σ

1
　n
　　2N
，n＜一一

　　U

9（n，）9（n）
　　　　　　　　Σ　e（鮒）dt
［n’，n】
　　　　　　O〈r＜t

（n一，n）1r

　　　　△
。。N∫Σ　1・（パ1・（n）IlΣ。（α。）ld。
　　　　　　　　　　　　【n，n］
　　　1　n一，n＜2N／U　　　　　　　　　Oくr：≦；t

　　　　　（n，，n）くt　　　　　　　　（n一，n）lr

・…、1△・」1、、／1gln）1ザ…（含・1ll・11）

dln

　　　　　　　12＜く△Nlog　NΣ
　　　　　　　　　d＜N

　　　2て一（d）
b
d
　　　△　　1㎜in（一，　　　）
　　　d　llαdl1

・・・・…12・／、1、
　　　4て（d）
5
d

1　　　　　　　　　　　　　　1
戸1，1、去…（含・lll・ll）戸

　　　　　　　12　　　　　　　　625　　　　△　　　　　　　　　　　　　1／2

＜＜△NlogN｛△1og　N（一寺1ogN寺q）｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q

（3）
　　　　　　　325　　　　　　－1／2　　　　　　112
く＜　△　N　log　　　N　（　△q　　　　令　（q△）　　　）

by　partial　su㎜ation　and　L㎝ma9． In　conjunction　with　（1），（2）　and

（3）， We　haye

　　　　　　　38　　　　325　　－1／2　　1／2　　2　　37　　N2　10JIく＜△N1・g　N寺△N1・9　N（△q　キ（q△）　）令△（△1・9N・（百）1・9N）

　　　　325　　　　　　　　　　一コー／2　　　　　！／2　　　　2　N　2　　　3
く＜　1og　　　N　｛　△N　（△q　　　　寺（q△）　　　）キ　△　（＿）　十　△　｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U

21一



　　　We　turn　to　♂皿．　　We　use　the　following－1e㎜㎜as．

　　　LEMMA11．

　　　For　arb立trary　real　numbers　　x　，　and　H＞0，we　haye
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　lΣψ（・、）1く・讐1Σ去1Σ・（・・、）」

　　　　　　　　　　　　　　皿ユ～M　　　　　　　　　　　Oくh＜H　　　㎜～M

　　　　LEM1MA　12　［14，16］．

　　　　Fcr　any　ε＞O，　珊e　haマe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　皿　　1121／2令εN　　　　　　　　　　　　　　　Σe（k　　　）　＜＜　（k，d）　　d　　　　（1寺一　）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d－　　　　　　　　　　　　　　　　　d－
　　　　　　　　　　　　　　n～N
　　　　　　　　　　　　（n，d）：1

　　　　LEMMA13，

　　　　　　　　　　　　663　　　　　　　　－1／2　　　　　1／2　　　　3　　　　2　　1一ε　　8ε　3／2　3
　　　　♂nU，Vく＜1・9N｛△N（△q　＋（q△））寺△｝十△（N　州U　V）・

　　　　Proof．　　Write　　　　　G　竈　　Σ　　9（n）　。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mn：d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＜U，n＜V

By　the　si㎜ilar　argu㎜ent　to　that　in　Le㎜㎜a　lO，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　663　　　　　　　－1／2　　　　　！／2　　　　3
　　　　　　　　　♂〕工＜〈1og　N｛△N（△q　　寺（q△）　）キ△　｝十R

wb－ere

　　　　　　　　　　　　…　Σ1Σ　・。・・。・（・∴・∵）l
　　　　　　　　　　　　　　　O＜r：≦；△　（d“，d）lr

W立th

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勢　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　葵
　　　　　　　　　　　葵　　勢　　談　　　　　　2N　　　　　勢　d守　　　　　　N＋r　　　　諸　d’
　　　　　　　　9（dサ・d・・）：ψ（［d・，dr・静）iψ（〔d・，dr「　蕎）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　d－

　　　　W・P・・…dt…　ti㎜・t・R・Byth・d・fi・iti…　fGd・w・h・v・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　22一



R・・ Σ1Σ　ΣΣΣΣ9（b・）Gδde（㎜・d川
O＜r＜△　δl　r　ab＝δ　am＜U　bn＜V

　　　　　　　　　　　　（mn，d）：1

＜＜△　Σ　　Σ
　　　O＜δk＜△　ab豊δ

Σ　　Σ
δd＜UV　bn＜V

19（b・）Gδd11Σ　9（㎜・d・k）1
　　　　　　　　㎜＜U／a

　　　　　　　　（㎜n，d）：1

　　　28くく△N　　　sup
　　　　　D＜U▽，L＜V，M＜U
　　　　　　　k＜△，T＜2N

Σ
d一～D

　　　　　　　　　　丁　　売五
Σ1Σψ（dm－kd
n～L　m～M
　　（㎜n，d）＝1

）
1

（4） 　　2ε
：△N Sup R　（D，L，M，k，T），　1 Say．

We　now　appeal　to　Le㎜as　u　and12． When
　　　　1－3ε
DLM＜N　　　， triv工ally，

（5） R＜〈　1
1－3ε
N　　　．

Henceforce　we aSSu㎜e
　　　　1－3ε
DLM＞N　　　． Choose

　　　　　4ε一1
H＝DLMN in　Le㎜ma　11。

Then， H＞2． Thus， by　Le㎜㎜a　1コー，　we haye

R＜＜　1
DLM
H
・　Σ

○くh＜H

1　　　　　　hT　　　　面五ΣΣ1Σ・（d㎜）・（一hkd
　d　n　㎜～M
　　　　　（㎜n，d）＝1

）
1

（6）
1－4ε
N

　　　1
・Σ五S（h）・
　h

Say．

Le㎜a12yields

S（h）＜くΣΣ（1キ

　　　　　d．h

hT
DLM
　　　　　1／2　！／2キε
）（hk，d）　　　d

　　　M
（1キ百）

…（・・器。）・ε（Σ（hkきd））

　　　　　　　　　　　　　d

1／2
　　　　　　　2
　　｛（Σd
　　　　　d

1／2　　　　　112
）　キM（Σ1）　｝
　　　　　　d

　　　　　　4ε　2ε　3／2
＜〈L（1令N　　）N　　（　D　　寺　112MD　　）

　　　6ε　3／2　512
くくN　U　　▽　　。

一　23



Co㎜bining－this　with　（4），（5）

Rくく

and （6），we

　28ε3／25／2△（N　U　　V　　令

haye

　1－3ε
N　　）。

This　gi▽es　the　required－bound　for　♂I工．

LEMMA 14．　　工f　　U＜△享　then

　　　　　　　　　　　　28　　　　　△　　△
孤Uくく△Nlo・N（Uキ。ヰポ・）・

Proof．

晦阻ay 工狐PCSe the reStr二1二CtiO亘

　　　　　1／2△
　　　　2　　　　　　　　　　　2♂皿＜△　　∫　　　　Σf（㎜’）’

　　　　　一112△　㎜一～U

＿〃↑＿r　N　　3N1
王⊥ζ土＾と3U　バ「了ガ Then，

・Σ1Σ9（。）。（（洲）㎜）12dβ

m～U㎜n～N
　　　　nξI

　　　　　　　　　　　　　1／2△
・くU1。。2U・Σ△2∫1Σ。（。）。（（α令1）㎜）12dβ

　　　　　　　　㎜～U　　－1／2△mn～N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　nξ工

（7）

By　Le㎜a5，

　　　　　2
：Ulog　N・タ，

we　haYe

Say．

　　　　　　　　　　　　　2
タ＜くΣ｛△Σ9（n）寺
　　㎜～U　㎜n～N

　　　　　　　　26
二　〇（△N　log　　N

2Re　　　Σ　（△一mr）e（αmr）　Σ　　　9（n一）9（n）｝

○くmr＜△

）・2Re　Σ

　　　　○くr＜△n

　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　26（8）　　　　7　0（△N　log　　N　）キ　タ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コー’ Say．

n㌧n：r
n’，n釘
㎜n，，mn～N

Σ9（n’）9（n）Σ（△一㎜r）e（α㎜r）
一n饒r　　　　　　　　　Oく巫旦r：く△

，nξ工　　　　　　㎜～U
　　　　　　　　　　㎜n一，㎜n～N

　　　　We　proceed　to　タ
　　　　　　　　　　　　　　　　1’

we　see　　r＜　△／U．　　Thus，

Since U〈　㎜　く△／r　　in

by　Le㎜ma　9，

the 工nne　r㎜OS　t su㎜，

24



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△／r

夕1・・Σ　　Σ　1・（パ）・（・）1・∫1Σ・（α㎜・）ld・
　　　O＜r＜△1U　　n一一n：r　　　　　　　　　　　　l　　　O＜㎜＜t

　　　　　　　　　n一，n～N／U　　　　　　　　　　　　　　　　m～U

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜n一，mn～N

・くΣ　　Σ19（。・）9（。）1△㎜i。（ム，

r＜△／U　　n一一n：r

　　　　n，，n～NlU

r
　！
　　　）
l1鮒”

く・△Σ9（。）2・Σ。i。（全，
　　　　　　　　　　　　　　　　　r　　　n～N／U　　　　　r＜△／U

1　　　）
”αr”

　　　N　　　26　　△　　△＜＜　△　一　109　　N　（　一　キ　ー　十　q　）．

　　　U　　　　　q　U

Co㎜bining　this　with　（7）　and一（8）， We　get

　　　　　　　　2　　　　　　26　　　　N　　　26
孤＜くU1・gU．｛△N1・g　N＋△U1・g

　　　△　　△

N（ペポ・）｝

　　　　　　28
〈く△N　log

　　　　　　△　　△
N（Uキペポ・）・

as　requi　red．

L1…：MlMA　15．　　　For　rea1　α， d．efine

　　　　　　　　　1／2△
〃（α，△）・△2∫1Σ　A（。）。（（α・β）。）12dβ．

　　　　　　　　　一1／2△N＜n＜2N

SupPose 1昨皇1・ゴ2。肋（。，q）・1．
　　q

Then，　for　any　s㎜a〕一1　ε〉O，　we　have

　　　　　　665　　　　　　　　1／3　　　　－112　　　　　　1／2　　　　2　1一ε　　　3
J＜く1og　N｛△N（N　　＋△q　　＋（q△）　）十△N　　令△　｝．

To　prove　Le㎜a15we　use　the　combinatrial　identity；

LEMMA　16　〔13］．

Let　k　be　a　Positive　integ1er， 工f　n＜X，　then

25一



k
 (
 

~ ' j) A(n)= ~ ( l)J+1 k 

j =1 nl 
~
 'n .n J
 
n j+1 

( Iog 

j +1 ' 'n2j =nl/k 

" n .~~X ' ' 2J 

nl)~1(nj+1)"~L(n .). 2J 

Proof of Lemma 15. 

Unl e s s 

(9) Nl/3< A/2 and q <A< N/2 
then Lemma 15 Is trlvlal So we may assume (9) . Since n~3N, we 

appeal to Lemlna 16 with X=8N and k=3. A(n) is decomposed into 

a linear combination of O(1) sums 

A# (n) = (log nl)'1(n4)~;(n5)kt(n6) ' ~
 

nln2n3n4n5n6- n 
" ~: 9Nl/3 

" " '*4 ' *+5 ' **6 ~" 

It Is sufflclent to show Lemma 15 wlth A~ in place of A. Moreover 

we may assume min(n n n )=n3' for the other cases are slmllarly l' 2' 3 

treated. We then see that 
ni~(31N)1/3 for i=3,4,5,6. 

Put n'=n n n n . Let v>2 be a parameter, and z=v4 We dlvlde the 
3456 

Integrand of J accordlng to the following three cases. 

( I ) n ' :s~z and nl >N1/2v 

( 2 ) n ' ~z and nl ~Nl / 2v 

(3) n'>z. 

Let ~(i) denote the corresponding sum to case (i) . 

In case (1), we may write 

A# (n)= ~ (log nl)g(n' ) 
n n =n n l>Nl/2v 
l
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with　I9（・）Iくて5（・）・Byp・・ti・1 sum㎜ation　and　Cauchy－s inequality，

We　haYe

工n　CaSe

珊i由

（2），

　　1／2△
　2　　　　　　　2
△∫1Σ（1）ldt〈く
一1／2△

　曇
A（n）＝

！9（亘）1〈て　（亘）。
　　　　　　　4

工n　CaSe

there

（3），

eXiStS

n　n　1　2

　　Σ

n　n’
　2

　　2！09N　sup　　∫I　．
　　　　　　　　　　　　　u　　　　　　　　112
　　　　　u≧N　　v

Σ　（1ogn）9（ポ）
　，　　　　　！
n　惹n

f
彗n　　n

He豆Ce，

n　1

　Σ

　n　：n1　　1／2
＜N

　　ユ／2△

△2∫1Σ（2）12dt・。
　　一1／2△

　（ユOg－n　）9（n一）　）
，，　　　　1

　　　　　　　　4
y，　n，＜Z：V

　　2109　N　　suP　　　♂1工　　　4　．
　　　　　　　　　　　　　u，Y　　　　　　　　1／2
　　　　　u＜N　　v

S　lnC　e

　　　　4　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　y＝Zくn＝n　n　n　n＜（　　㎜aX　　　n．　）　，
　　　　　　　　　　　　34　5　6　　　　　　　　　　■
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：3，4，5，6．

an　ind－ex　i　such that
　　　　　　　　五／3
y＜n、＜（3N）　　　．
　　　1

So　we　㎜ay　write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A諸（n）：　　　　Σ　　　f（n．）9（nH）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n．n　　：n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　113
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v〈n．《（3N）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

with　　lf（n）1＜1，　lg一（n）1＜て＿（n）1og　n．　Decomposing’this
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b

th。。㎜。f12J，2J今1】typ．i．t。。。。1。，。。。。。

　　五／2△
　2
△　∫1Σ（3）
一1／2△

2　　　　　　　2
　dt　＜く　1og　N

By　the　abo▽e　argu㎜ent，　we haye

Sup　　　　♂皿．
　　　　　　　　　　　u
　　　　　！／3
Yくuく2N

interyal　into

♂〈く ｛sup　　♂工
　　　　　　　　　u
　　　五12
u＞N　　v

令sup　　∫u　　4
　　　　　　　　　u，y
　　　1／2
u＜N　　v

　　　　　　　　　　　　　　　　　2
寺　sup　　　　　　∫皿　｝　109　N．
　　　　　　　　　　　u　　　　　　1／3
v＜uく2N
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Because　of　（9），　all　of　the　assumptions　in　（1）　and　Le㎜皿a　14　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ε
satisfied一．　We　choose　　y富N　　　with　any　O＜εく1／200．　Thus，　by　Le㎜皿as

lO，　13　and．14，we　g－et

　　　　　　　665　　　　　　－1／2
J　く＜　1og　　　N　｛　△N（　△q　　　　令（△q）

　　　　　　2　　　　327　　　　　　1／2　　2
　　　令△1og　N（N／N　y）　令

　　　　　　　　　　30　　　1／3　　△　　△
　　　十△Nlog－N（N　　キー令一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　V

　　　　　　　665　　　　　　－1／2
　　くく1og　N｛△N（△q　　＋（△q）

1／2　　　　3　　　）令△　｝令

21一ε　　　28ε
△N　　　キ△N

令q）

　！／2　　3／2　　　雀　3
（N　　Y）　　　（Y　）　辛

1／2　　　1／3　　　　　　1－8
　　令N　　　）斗△N　　令

　3
△　｝，

as　required．

OVer

Finally　we　quote　the　well　known　bound　for　trigono囲etric　su㎜s

PrlmeS．

LEM皿A　17　［36］．

S。。。。。。1α一皇k。・2．i・h（。，。）・1．Th。。，
　　　　　　　　　　　q

　　　　　　　　ΣA（。）。（α。）。。／。。01／2。。4／5キ（。。）1／2／1。。4。．

n＜X
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　　　5．　　Proof　of　Theorem　1．

　　　Let　ε〉O　and　A＞O　be　giyen．　　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3一ε
　　　　　　　　　　　　　　　2x＜y　＜x　　　，　　k＜　x，

　　　　　　　　　　　　　　　S（6）麦ΣA（n）・（α・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＜y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D　　　　　1／4
　　　　　　　　　　　　　　　Q鶉ユogx，　Q：y　　，
　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　葵　　　　　　　　　　　a　l　　a　1　　　　　　　　問昌U　U　／　　，　1　竈［一一，一キー］，　　　　　　　　　　　　　　　　　q，a　　　　　q，a　　　q　　qQ　　q　　qQ
　　　　　　　　　　q＜Qla＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　蝿＝　［Q　　，　1令Q　　］＼M，

where　D　i　s　so㎜e　constantザwhi　ch　wi　ll　be　spec立fied　later．　　　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1キQ
　　　　　　　　　　　　　Ψ（y，2k）・∫lS（α）12。（一2kα）dα．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　　　We　begin　with　the　㎜ajor　arc　H．　　For　α＝　一十βξ1　　　，we　wr工te
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　q，a

　　　　　　　　　　　　　　　　T（α）一山⊥Σ。（β。），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（q）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＜y

　　　　　　　　　　　　　　　　　U（α）＝　S（α）一丁（α）．

Then，by　Le㎜a8，we　haye

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　llqQ
　　　∫lT（α）12。（一2kα）d炸ΣΣ葵∫1山工Σ。（1。）12。（一2k（皇令1））dl

　　　M　　　　　。。Q。一ト・／。Qゆ（・）。。。　　　　q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　一Σ｛μ（・）。（一2k）（。一2k）令O（・Q）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　q　　　　　　　　ψ（q）
　　　　　　　　　　　　　　　　q＜Q1φ（q）

（、）　　　　、Σピ皿、（．、。）（y．、。）令。（。。、。、。）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　q　　　　　　　　　l　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　q＜Q　q（q）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

A工so，
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　　　　　　2　　　　q
∫lT（α）ldαくΣ　Σ鈴
M　　　　　　　　　　q＜Q　a螢1
　　　　　　　　　　　　1

1チ2牡1
－1／2　g　（q）

Σ。（β。）12dβ

n＜y

螢yΣ
　　q＜Q1

血）
9（q）

（2） ＜くylogQ！・

Le㎜a7yields

　　　　　　　　　　　　　　q
∫lU（α）12d昨ΣΣ葵
M　　　　　　q＜Q　a：1
　　　　　　　　　　　　　1

1／qQ∫1Σ・（・）・（音・）・（1・）一拳1書；Σ・（腕）12・1
－1／qQ　n＜y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＜y

（3）
　　　　　　　　　一・E

く＜Qlyユ・9y （E＝1寺DヰA）．

Hence， by　（1），（2） and （3），

　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
∫lS（α）1ムe（一2kα）dα竃　∫1T（α）十U（α）1左e（一2kα）dα

M　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　2＝　∫lT（α）l　e（一2kα）dα十

　M
令O（（∫lT（α）12d鮒∫lU（α）12dα）1／2）キO（∫lU（α）12dα）

M M M

・Σ

　2
μ（q）

q＜Qlg
2（q）
c。（・2k）（・・2k）今O（QlQlo・・） 寺

　　　　　　　　　　　　　　　　一E　1／2　　　　　　　－E
キO（（y1・g川1y1・g　y）　）十〇（Qly1・g　y）

（4） ・Σ

　2
μ（q）

q＜Q隼
　　1
2（q）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一A／2
c　（一2k）（y－2k）令　O（ylog　　　y）。
　q

For square－free　　q，

c　（一2k）：
　q

μ（ q
（q，2k）

）9（（q，2k））。

So　the s　ingular S　e　r五e　S
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　麦ピ皿、（。2、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q竈19（q）

is　absolutely　con▽ergent　and　equal　to　　6（2k），　　Moreover官　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　。（2k）一Σμ（・）。（一2k）。く1。。2k，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q＞Q五ψ（q）

We　S　e　e

　　　　　　　　　　　　　　　Σ、（、。）・＜＜、。、、、Σピ皿Σ。Σ、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　k＜・　　　　　q＞Q！g（q）dIqk・・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d12k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　甲　　μ　（Q）　、、　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く〈　X五〇g　X　∠　　　　　’　て㌔qj
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q＞Q1岬（q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　2
（5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈＜　xQ　　　log　x．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　　We　Proceed－to　the　㎜inor　arc　㎜．　　Put　　△＝　x　　Q　　。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］一

　　　　　　　　　　Σ川2・Σ川S（α）12。（一2kα）dα12

　　　　　　　　　k＜x　㎜　　　　k＜x　　㎜

　　　　　　　　　　　　　　　　　・く∫∫lS（パ）121S（α）12㎜i。（。，　！）dα・dα。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llα，一αl1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蛆　㎜

The　contribut　ion　arising－from　the　rang－e　　llα㌧αl1＞　1／2△　　i　s’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜く△（∫1S（α）1dα）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　2　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜く　xQ　　　y　log　y．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

As　for　the　re㎜aining’range，we　wr立te　　α㌧α＝β．　　Since　the　exponent工al

su皿　　S（α）　　has　the　per　iod　1，　we　ξet

Σ川2・・。∫
kくx㎜　　　　帳㎜

1・（α）12（ ∫1・（州2・1〕・鮒・・、i1・2…2・
llβll＜ユ／2△
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（6） ＜＜　xy　log　y・ sup
αξ㎜

　　　　　　　　　　　　　2
　　∫　1S（α令β）1dβ
1β1＜112△

　　　　一12　　2寺xQ　　y　log　y．
　　　！

For any 以ξ㎜， there　exist　a　and　q　with （a，q）：1　such　that

1α一皇1・q－2

　　　q
and Q1＜q＜Q・

Since
　　　1／4　　　　　　　　－2D　　　　　　　　－1

Q：y　〈＜xlog　xく＜△Q　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

yく＜
3一ε　　　3　　－6D
xくくxlog－x＜く

　　　一1　3
（△Q　　），
　　1

Le皿凪a 15　v　i　e．工d－s

　　　　　　　　　　　　　2
　　∫　　　lS（α寺β）．l　dβ

！β1＜112△

　　　一2＜＜△　　　SuD　｛

　　　　　Q＜q＜Q
　　　　　　1

　　　　1／3
△y（y　　＋

　　一1／2
△q　　　キ

（。。）1／2）リ2．1齪ε冷・3｝1。。666。

　　　　　一112　　666
く＜　yQ　　　　　log　　　y，
　　　　1

uniformly　for　αξ㎜． Co㎜bining　this　with （6）we 9et

Σ川2く。。。1。。。・。ぺ1121。。666。寺。。2Q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
k＜x㎜

　一1　　2
　　109－y1

（7）
　　　　2　　－A
＜＜　Xy　五〇g’　y．

Here　We choosed　　2D＝ 667今A．

工n　COn3unCtiOn　With （4），（5） and一 （7），we conclude

ΣE（y，2k）2－

k＜x

Σ（、（2k）。O（。1。ゼA／2。）キ∫）2

k＜x 胴1

＜く Σ。（2k）2令。。21．gOA。・Σ川2

k＜x k＜x遡
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　　　　2　　－A
＜＜　Xy　l09－　y．

Thi　s　co㎜pletes　the　proof　of　Theorem　1。
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　　　6．　　Proof　of　Theorem　2．

　　　Let　ε＞O　and　A＞O　be　giyen．　　Let　D　be　a　pos工tiye　constant，which

will　be　specified　later。　　工n　fact，D：　9キA．　　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　1／6寺ε
　　　　　　　　　　　　　　　X　　　＜y＜X，　k＜X，

　　　　　　　　　　S（戊）＝　ΣA（n）e（αn）、　　T（α）讐Σ　　A（n）e（αn），

　　　　　　　　　　　　　　k＜y　　　　　　　　　　n＜3x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Dユ／6寺ε／2－5　　　　　　　　　　　　　　Q1＝1・g・・　Q＝x　　くyQ1・

　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　曇　　　　　　　　　　　a　l　　a　l
　　　　　　　　　　M：U　U　1　　，　∫　：［一今一一，一今一］，
　　　　　　　　　　　　∩！（。＿1　q・a　　　　q・a　q　qQ　　q　qQ・
　　　　　　　　　　　　㌣｛曳’μ・｛　　　　　　　　　　　　　　⊥

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　一㎜　鶉　〔Q　　，　1令Q　　】＼M．

Then，　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。（一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥キ吋
（1）　　　　　　　　　Σ　A（n）A（n－2k）：　∫　S（一α）T（α）e（一2kα）dα．

　　　　　　　　　2k＜n＜2kキy　　　　　　　　　　－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

On　Puttin9

　　　　　　　　　・（1）一・（1）一㈱、13、・（（1一書）・）…11・。，・・

we　see　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1寺Q

（2）　　　　　　　　　　　∫　　＝P＊R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

where

　　　　　　　　　　　q　l／qQ
　　　　　　P＝ql、、、ζ。。1、、S（申）綿、1．1（β・）・（坤））dβ

R＝R（k）＝∫S（一ぼ）U（α）e（一2kα）dα令　∫S（一α）T（α）e（一2k以）d．α・

　　　　　　M　　　　　　　　　　　　棚

First　we　esti㎜ate　the　狐ean　square　for　R．

We　haye

By　Le㎜㎜as　7　and　17，
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（3）

　　　　　　2ΣR（k）

k＜x

　　　　NeXt　we

『．1　／り　　　1　1つ1
L　　　＾’　ム’　，　　　」」！　’　」　　・

S工nce

Tb．us，

（4）

　　　　　　　　　2　　　　　2　　　　　　　　2　　　　　2＜＜∫1S（α）l　1U（α）l　dα十∫lS（α）l　iT（α）l　dα

　　M　　　　　　　　　　　　㎜

・くy2∫lU（α）12dαキ。。。（。2ゴ1寺。8／5。。。）1。。8ザ

　　　　M　　　　Q1＜q・Q

　　　2　　　　　　　－2D　　　　　2　　－1　　　　9

〈＜yQ1・1og　x＋yQ！xlogx

　　　　2　－1　　9
〈く　xy　Q　　　log　x．
　　　　　　！

　　　　　　2∫1T（α）l　dα

測

eyaluate　P．　　We　extend　the　rang－e　of　integral　t0

　Tbe亘　the　reSulting　errOr　iS

くくql、、紳、ll1峠1）12・1）1／2／、llllぷ（1・）12・1）1／2

　　　　く・Σμ2（。）（。1。。。・。Q）！／2

　　　　　　　q＜Q1

　　　　　　　　　　－1
　　　　＜くyQ　　log’y．
　　　　　　　　　1

㎜キ2k＜y寺2k　＜3x，we　see　that　for　all　m＜y

　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2

　　　　　　　　　　　　Σ　　∫e（（一肚n－2k）β）dβ・1．
　　　　　　　　　　　n＜3x　－1／2

by　the　Si　ege1－Walf五sz　theorem，we　haYe

P・Σ
　　q＜Q1

・Σ

　　q＜Qユ

紺Σ・（・）・q（†・・）

　　　皿≦；y

μ（q）

9（q）
c　（一b－2k）　Σ　A（㎜）
　q
　　　　　　　　㎜＜y

　　　　　　　　帳b（q）

二、Σピ皿c
　　　　　　　2
　　q＜Q！φ（q）

（一2k）

q

　　　　　　一1
寺　O（yQ　　　log　y）
　　　　　1

　　　　　　一1
キ　O（yQ　　log　y）
　　　　　1

　　　　　　一1
令　O（yQ　　　ユo9－y）．
　　　　　1
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（5．5）yB
　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　2　　　　　μ（q）Σs（2k）・Σ（Σ
　　　　　　　　　　　　　2
k＜・　　k＜・q＞Q！g（q）

　　　　　2c（一2k））
q

■y<< XQ l
 

-l 
log 

thatinferWe）5（an d （1），（2），（3），（4）

　
　
　
㎜

）
　
　
　
0

5
　
　
　
　
r

（
　
　
　
F

2）6（2k）y
　　　　　　　　　　　2
　ΣE（2k寺y，2k）　蟹　Σ　（　　ΣA（n）A（n－2k）

k＜x　　　　　　　　　　　kくx　2k＜n＜2k傘y

2）R（k）
　　　　一！
0（yQ　　log－y）寺
　　　1

寺s（2k）y　
x

Σ
く
　
L
鬼

：

　　　　　　2令ΣR（k）
k＜x
X

　　2　　－2
xy　Q　　lo9　　　　1＜＜y

　　　　　　　2
Σs（2k）
k＜x

9
Xg0

1
⊥1　’

⊥Q2yX令Xg0
1
一1　1

⊥Q2yXく＜

　　　2　　9－D
＜＜　xy　log　　　x．

■2obtain　Theore皿We9＋D，＝Dtakin9nO
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　　　　7．　　Klooster㎜ania．

　　　　Thi　s　section　工s　devoted　to　e　st　imate　the　b　il　inear　for㎜　involving

ψ一function．　　The　method．in　this　section　has　been　created　by

［14，16，20】，　and－influenced　diyerse　problems　in　nu㎜ber　theory。　［2，3，4］。

Let　ρ，　κヨ　ω，　ζ，　η，　リ　and　リ　be　positive　integers　＜T，　（⑭，ζ）二（リ，リ）：1．

Define

K：K（T　，T　，M　，N　，M　，N　’α，β，γ，δ；　ρ，K，ω，…；，η，リ，リ）
　　　　　1　2　1　1　2　2’

・　Σ　　Σ　　Σ
　皿一～M　　n　～N　　皿　～凶
　　1　コー　1　1　2　2
　　（㎜n，ρηωリ）：12
　　　11　　　　　　μ　　（㎜2・2・ρ岬卜1
　　（㎜n　，㎜n　）8ユ
　　　1五　22
wh－ere

、21、二（㌦）へ）γ（㌻）δ（呼、1；・）j1去、寺侍）〕

（n　n）：1
　］一2

・／l）一・（…；1＾1・1・1）・一1「芸ζ・11lト

Also，

　K・・K（T，M，N；　ρ，κ，ω，ζ，η，リ，リ）

　　・・　　　　sup　　　　　　K（T　，T　，M　，N　，M　，N　’α，β，γ，δ；　ρ，K，ω，…；，η，リ，リ）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五　2　1　1　2　2’
　　　1α1，1β1，1γ1，1δ1く1

　　　M　，M　くM　　N　，N　くN
　　　　1　2　　　　1　2
　　　　　T＜T＜T　　　　　　1　2
　　　　　　　　　　　ユー2ε
　　　M　N　M　N＞T
　　　　1122

Moreover，

　　　　　誓＝蟹（M　，N　，M　，N　，H；　c；　P，K，Q，…；，η，リ，リ）
　　　　　　　　　　　1　！　2　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　，1、、1、。＜1、、、1、、1、・（…。・・。）・（・借））

　　　　　　　　1二し22　　　1五22
　　　　　　　　（㎜，㎜）竈1　　　（㎜n，㎜n）鶉1
　　　　　　　　　　1　2　　　　　　　　1　2　2　2

　　　　　　　　（㎜ユ州）二1　（・1・舳リH・2・ρW卜1
　　　　　　　　（㎜，ρωリ）＝12
　　　　　　　　　　2μ（nn）：1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2
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　　　LEMMA18．

　　　　　　　　　　2／3　1－8ε　　　工f　　リリ（MN）　　　＜　T　　　　，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　　1／2
　　　　　　　　　　　KくくT・・p（MlNlM2N2）（MlM2留）

　　　　　　　　　　　　　3ε一1
where　　H饒　M　N　M　N　T　　　　　and　the　supremum　i　s　taken　over　a二し1　sequences
　　　　　　　　1122
（c）　with　1c　l＜1，　and　　M　，M＜M　，　N　，N　くN．
　　　　　　　　　　　　　　　1　2　　　　　1　2

　　　工n　order　to　prov’e　Le㎜ma　18　we　appeal　to　the　following　tools．

　　　LEMMA　19．　　Let　H〉2．　　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（ht）　　　　　　　1　　　　　　　　　　ψ（t）：　　Σ　　　　　　　　寺　O（㎜in（1，　　　　））．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2爪ih　　　　　　　　　　　　　Hlltl1
　　　　　　　　　　　　　　O＜lhl＜H

　　　LEMMA20．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　皿in（1，　　　　　、：　Σ　C，e（ht）、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hiitポn　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hξZ

Wb．ere

　　　　　　　　　　　　　l・。1く・…（1o費H，去，H。）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h

　　　LEMMA　21　〔16］．

　　　For　any　8＞O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　1
　　　　　　　　　　　　，1、・（ll）・・て（・）（1・・）㍉プε（・・1ジ

　　　　　　　　　　　　㎜…X（㎜Od　y）
　　　　　　　　　　　　（㎜，cd、）：1

　　　LEMMA　22．　　　Foど　integer　㎜，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（m・n）く。て（㎜）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　n～N

　　　Proof　of　Le㎜㎜a　！8．

By　Le皿皿［a　19，　ψ一funct　ion　i　s　exPre　s　s　ed　as　a　su㎜　of　the　t「i9－onomet「ic

P・1y・㎝i・1・ψ1・・y…dth・t・n・fF…i・…p…i㎝・ψ2・…

38



Let　K　，　壬竃1，2，　be　tb．e　corresponding　su㎜　to　ψ　，　respectiyely．
　　　え　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　壬

First　we　deal　with　　K　　　　To　simplify　the　notation，　1et　！　d－enote
　　　　　　　　　　　　　　1’

the　condition　in　　K．

　　　　　　1ゴ。＜、1．、、。珂1．1・／。、。ll；。、）一・G、。lll。、）1・（・借））

　　　　　　　　　　　　　T／mm
　　　　　　　　　　　　　　2　！2
　　　　　　　・。＜1l、、、1．1。、峠、ト（・借）ジ

　　　　　　　　　　　　　T／㎜㎜
　　　　　　　　　　　　　　1　12

Also，

　　　　　　，K一　　Σ’　α（m）β（n）γ（㎜）δ（n）ψ
　1　　　　　　　　1　　1　　2　　2　1
　　㎜　，n　，皿　，n
　　　1　1　2　2

　　　　　　　　　　　　　T／㎜㎜
　　　　　　　　　　　　　　2　12
・・1・、、1，1；（㌦）γ（一・）1脈、1、釧“1へ）δ（・恰（赤）・1・・蛛））・・

　　　　　　　　　　　Tlmm　　　　　　　　　　　　ユ　12

　　　　T／MM　　　　　　12く赤、1（、1，、、竃、。ふ、1、！1（・・）1（・。）llll・（。箒、）・／・借））

　　　　　　　　1　2　　　　　　　1　2　　　　0（㎜1・ρ岬卜1
　　　　　　（㎜2・ρη⑩リト1

くく

dt

＜〈

（1）

・1・1・、・、、1慢1，1、，1、）、、。ム、・（壮・・W・／・借））

　　　　　　　　　　（皿　，ωリ）＝1　　　（m　n　，㎜n　）竈1
　　　　　　　　　　　！　　　　　　　11　22
　　　　　　　　　　（㎜2・ρωリ）：1（・1・ρηωリ）：（・2・ρW）：1

M　N　MN1122
　　　　　　　　　112・・p（MユM2竃）　・
lcl＜1

We　turn　to KByLemma20，2。
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・。く・・ε．Σ　Σ！…（・，

　　　　　J・・1，2r～MN
　　　　　　　　　　　l　l
　　　　　　　　　s～MN
　　　　　　　　　　　22

1

H
T．

　J　　　r一令g（一）
rS　　　　S

　　　　　　　　く・・8，1、，、、1互1・・ll，1リ，1リ）、、・／；；j〕・（・・（1））1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，ρηωリ）：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（S，ρηωリ）：1

（・）　　イΣ1・。1・（・），・…
　　　　　　　　　　　　b、靱

We　proceed　to　the　esti㎜ation　of　　S（h）．　　Tri▽ially，

（3）　　　　　　　　　S（h）＜くMNMN　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1122’

By　partial　su㎜㎜ation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hT　　　　，　　r　　　　　　　　　　S（h）・・（1・MN舳、IΣ’・‘hgf；川
　　　　　　　　　　　　　　　　　　’’1＾一1川’22’。，。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hT
　　　　　　　　　　　　　：（1今MNMN）S1（h）…　y・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1122

Le㎜皿a21・yields

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
　　　　　　　　・。（・）・Σ　　Σ諸1Σ　・（・・（ξ））1
　　　　　　　　　　　　　（s，ρηω）・1乙＝1　r…乙（ω）

　　　　　　　　　　　　　（リ，リ）・1　　　　（r，sρηωリ）・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　　　　　　一一
　　　　　　　　　　　　＜Σ　　Σ㍉Σ　。（hρκ「リ）1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sリ　　　　　　　　　　　　　s～M　N　　　乙：1　　r～M　N
　　　　　　　　　　　　　　　22　　　　　ユ1
　　　　　　　　　　　　　　（s，ρ）竈1　　　　r…≡…乙（o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，ρηsリ）：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　N一
　　　　　　　　　　　く・Σ　パて（ρη）（h眺，sリ）1／2（、リ）1／2キε（1，1⊥）

　　　　　　　　　　　　　　（s，ρ）・1　　　　　　　　　　　　　sリ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　N
　　　　　　　　　　　・・Tε㈹Σ（脈，。）1／2（、1／2寺11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　112
　　　　　　　　　　　　　　　　　s～MN　　　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22

・く・1ω1／l（・・ξ・））1／2／（1・・）1／2州、・、（1・）1／2／。

　　　　　S　　　　　　　　　　S　　　　　　　　　　S
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By　Le㎜a22，we　haYe

S（h）くく　（1令 hT
M　N　M　N

！122

　2ε　　　　　　　　　　　　　　3／2　　　　　　　　　　　1／2
）T　ωリて（h）｛（MN）　キMN（MN）　｝
　　　　　　　　　22　　　　11　22

（4） く＜（1寺
hT
M　N　M　N

1122
　　　　2ε　　　3／2）て（h）T　　ωリ（MN）　　　。

Now　we　estimate K　　By（2），2．

・。くく・ε（Σ

　　　　　h・・O
斗　Σ　・　Σ　　　寺
○くl　h　lくH　　H＜l　h　l＜HM　N

　　　　　　　　　　　　22

Σ　　川Ch1S（h）
lhl〉HM　N
　　　　22

（5） ・Tε（ΣキΣキΣキΣ），
　　　　O－　1　　2　　3 Say．

By（3），

Σ。1Σ。く・・。・。・。・。（1o養Hl 　　　　　H
Σ　　。）
b一＞亘M　N　　h…

　　22

（6） 　　1－3εく＜　T　　　　log’H　今　MN　．

Also，by　（4），

　　　　　　　　　3／2　2ε
Σ寺Σく＜ωリ（MN）　　T　・
1　2

　　　　1・｛Σ一（1辛
　　　　h　○くh＜H

hT
M　N　M　N
1二L22

）て（h）・　Σ

　　　　H＜h＜HM　N
　　　　　　　　22

H　（1キ
2h
　hT　　　　　）て（b、）｝
M　N　M　N

1122
　　　　　　3／2　2ε
くくωリ（MN）　　T　（1今

HT
M　N　M　N

1122
　　　2
）109T

（7） 　　　　　　3／2　5ε　　2
〈くωリ（MN）　TlogT．

Fro㎜　（5）、（6）　and　（7）　we　infer　that

宜。く・・ε／・1山3ε・…川（・・）3／2・5ε…2・／

　　1－28　　　　　　　　　　　　　3／2　　6ε　　　2
＜＜T　　logH寺ωリ（MN）　　T　logT
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　　1一ε＜＜T　　．

Co㎜bining　this　with　（1）　we　obtain　Le㎜ma　18．

　　　LEMMA23．

　　　Let　　O．＜　k，h　事h　　＜　T．　　Then，
　　　　　　　　　　ユ　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（kr，d一）　　　　ε　　2
　　　　　　　　Σ蜆　Σ　　Σ　Σ　　Σ　　Σ　　　　くくTN　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　l　　　　　　　　　　n　，n　～N　　　n　，n　～N　　　m～M
　　　　　　　　　　　1　3　1　　2　4　2
　　　　　　　　　　h　n　n－h　n　n昌r（n　，n　）（n　，n）峯0
　　　　　　　　　　134　212　　2　3　　1　4
　　　　　　　　　　　　　　郵2亘2・4：d（・2・・3）（・1・・4）

　　　Proof．　　珊r立te

　　　　　　　　　　　　　　δ：（n　，n　）　　　δ　・・（n　，n　）
　　　　　　　　　　　　　　1　　1　4　　　2　　2　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諸　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諸　　　　　　　　　n、：δづリ、　n：δ（nn　　n（：＝δリ（　n、きδ一n
　　　　　　　　　　↓　⊥↓　　＾2　z∠　　　d　2d　　　4　」一4

Further㎜ore，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　努　　　　葵　　　　　　　　　　　　　　　　　　作（n　，n　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　諸　　　　　　　　　　　撚
　　　　　　　　　　　　　　　　n　　＝γリ　　　　　n　　：γリ　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　2　　　4　　4

Then，we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（k（h1リ3リ4．h2リ1リ2）・皿γリ2リ4）
　　　Σ：　Σ　　Σ　　　　　　Σ　　　　　　　Σ　　　　Σ　　Σ　　Σ　　Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　n　n　δリーnδリ・n　mγリリ　　　　㎜γリ2リ4
　　　　　　13　1112232　24　　　　　　　　　（　リ　，γリ　）＝（リ　，γリ　）害（リ　，リ　）：1
　　　　　　　　　　1　　4　　3　　2　　2　4
　　　　　　　　　　　　hリリ≠hリリ
　　　　　　　　　　　　　134　212

Put B：　k（h　リ　リ　ーh　リ　リ　）峯O．　　　Since　　（リ　，リ　）：1，
134 212　　　　　　　　　2　4

　（B，リ　）竺（kh　リ　リ　，リ　）竈（kh　リ　，リ　）。

　　　2　　134　2　　13　2
Also，

（B，リ　）＝（kh　リ　リ　，リ　）：（kh　リ　，リ　）．

　　42．124214Thus，by　Le㎜a22，
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Σ＜ΣΣ
　　n　　n　　　1　3

　　Σ

δリ藏n

11　1
・くTεΣΣ

　　　　n　　n　　　　1　3

　　Σ　Σ
δリ鶉n　リ
22　3　2

　　Σ

δリ：n

11　1

Σ（B・リ・）（B・リ・）Σ（…）Σ（・・γ）

　　リ　　　リ　　　　㎜　　　　γ
リ4　2　4m　　γ

　　Σ　Σ
δリ螢n　リ
22　3　2

（khリ，リ）
　　13　2　　　　　　　Σ
　　リ2

（khリ，リ）
　　21　4

・・T2εΣ Σて（・1）て（・2）

リ4

n　　n
！　3

　　3ε　2＜くT　　N　．
　　　　　1

LEMMA24．
　　　　2　］一一3ε　　　8　　　　　　　2ε　2
畠＜＜HT　　logT今ωリT　H（M半M）M
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2

1／2
2’
　2　3N　N　．
1　2

Proof．

Expanding　the　square　and　changing　the　order　of　sum皿atj－on，　we　have

昨　ΣΣ
　O＜h，h《H　　　1　2

、1・（・…1・・）1（・・・・・…lm1、，、1、）li…肘・・借〕）

　　J　（j…1，2，3，4）　　　　　　　　　1　1　　2　2
（・1・3・ρηωリ）：（・2・4・ρηωリ）：！（㎜1・3・・2・4）：1

　22　　（m，ωリ）＝1μ　（n　n　）富μ　（n　n　）：1　　　　　　　　1

　　　五2　　　34　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m2・ρω卜1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
＜　ΣΣ　　Σ　　　　　　ΣΣ葵
　○くh　　，b。＜H　　　　　n．　（j螢1，2，3，4）　　　　　m　　　乙・・1

　　　1　2　　　　J　　　　　　　　2
　　（・1・3・ρ岬）＝（・2・4・ρηωリ）＝（・2・・！・3岬）：1

　　　　　　　　2　　　　　2（8）　　　　　　　μ　（n　n　）＝μ　（n　n　）：1
　　　　　　　　　　12　　　34

、1、・（11l・。持・蒜））

！　1
m嚢乙（ω）
1
（m1・m2・2・4リ）：1

珊e　proceed　to　treat　the　argument　in　the　ab0Ye　exponential　su㎜s。

WehaYe

h ㎜nリ！1 一h
m　nリ13 9

1㎜nリ　　22 2mnリ　　24 n　　　　　n
2　　　　4

m　　　　　　　　　　　　リ2（n　，n　）（n　，n　）
　　2　3　　1　4
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Where

　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　1　　　4　　　　　　諸　　　1　　　2　　　　　　然静　　　　　　g一茗h　　　　　　　（㎜nリ）一h　　　　　　　（㎜nリ）　　　　　　　　1（n　，n　）（n　，n　）　1　1　　　　2（n　，n　）（n　，n　）　1　3

　　　　　　　　　　23　14　　　　　14　23
　　　　藷　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諸勢
with・・斗（・・d・m2・2リ）・・d・・姜1（㎜・d・・2・4リ）・W・th・・fi・d・

withc・「taini・t・g…　k1・・dk2・th・t

　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　3　　　4　　　　　　　　　　　1　　　2㎜nnリg’＝lh　　　　　　　（1キkmnリ）一h　　　　　　　（1令k皿nリ）　113　　1（n，n）（n，n）　　122　　2（n，n）（n，n）　　224　　　　　　　　　23　コー4　　　　　　ユ4　23

　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　3　　　4　　　　　1　　　2　　　　　　　　　2　　　4　　　　　　蔓　h　　　　　　　　　　　　　　　　－h　　　　　　　　　　　　　　　　　（㎜od一．　㎜
　　　　　　　　1（・2・・3）（・ユ・・4）2（・1・・4）（・2・・3）　　2（・2・・3）（・ユ・・4）

　　　　　　：＝r，　　Say・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　’2
Si…　（㎜1・1・㎜2・2）：（㎜1・3・㎜2・4）：1・μ（・1・2）叩（・3・4）：1・・d

（リ，M　n　n　リ）＝（㎜n　n　，リ）：（リ，リ）：＝1，we　have

　　　224　　　113

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　4　　　　　　　　　　　（㎜nnリ，m　　　　　　リ）竈1．　　　　　　　　　　　　1　1　3　　　2（n　，n　）（n　，n　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　3　　1　4

whence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　4　　　　　　　　　　g一嚢　㎜n　n　リ　r　　　（mod一，　㎜　　　　　　　　　　　　　リ）．
　　　　　　　　　　　　　1　1　3　　　　　　　　　　2（n　，n　）（n　，n　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23　斗4

　　　　　　　　　　　　　　　　　n　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　4　　　Thus，　writing　　d竈　㎜　　　　　　　　　　　　　　，　we　get
　　　　　　　　　　　　　　　2（n　，n　）（n　，n　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　3　　1　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω　　　　　　　　　　　　m　n　nリ
　　　　・・ΣΣΣ　　　ΣΣ曇　Σ・（1κ・1きリ3）。
　　　　　　　hlh2n3（ト1・2・3・4）m2乙：！　m1～Ml

　　　　　　hnn－hnn＝r（n，n）（n，n）　　㎜；…乙（ω）
　　　　　　134212　23　14　　1　　　　　　　　　　mnn：d。（n，n）（n，n）　（㎜，d（n，n）（nヨn）リ）＝1
　　　　　　　　　　　224　23　14　　1　23　14
　　　　　　　　　　　　　（d。，ρ）＝1

Le㎜a21yields

リ）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　一キ8　　M
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　2　　　1留・・　Σ　MlM2寺Σ岬（（・。・・3）（・1・・4））（ρ…ω）（dリ）（1怖）
　　　h　n　n、　霊b．　n　n　　　　　　　r素0

　　　134　212　　　　　　　　　　　　　　（d，ρ）4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　112　1／2　　M
　　。。MMΣ　て（。）2。舳丁εΣ（㍑，d）d　（1。ユ）
　　　　！2　　　　　3　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　sく4HNN　　　　　　r牽0　　　　　　　　　12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2　　　　　　　　1／2　　　　　　　　　コー／2
　　・く・。・。・・、・、…8・川・εΣ（Σ（K「きd））／（Σ・2）州。（Σユ）ジ

　　　　　　　　　　　　　　　　h，h　d　　　　　　　d－　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2

By　Le㎜a23，we　haye

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2　　　　　　1／2
　　　　　21－3ε　8　　　2ε2　　　2　　23　　　　　2　　2　　誓く＜H　T　　　log　T寺ωリT　　H　N　｛（N　　（M　N　　）　）　　令M　（N　M　N　　）　　｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　コー　22　　　　1　ユ　22

　　　　　2　　1－3ε　　　8　　　　　　2ε　2　　　　　　　　　1／2　　2　　3
　　くく　H　　T　　　log’丁令　QリT　　H　（M　寺M　）M　　　N　　N　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2　2　　1　2

　　　LEMMA25．

　　　　　　　1　　　　　　　　　コー　　　　　　　一一4ε　　　　　　　　5　　一一4ε　　　　　　　　　　　　　　1一ε
　　　　　　　2　　　　　　　　　4　　　工f　　M＜T　　　　　and一　ωリN　＜T　　　　，　then　　　K　＜＜　T　　　．

　　　Proof．

　　　By　Le㎜a18，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　1／2　　　　1一ε
（9）　　　　　KくくT　sup　（MNMN）　（MM　誓）　　キT　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　1122　　　12　　　　　　　　　　　　M，MくM
　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　　　　　　　　　N，N＜N
　　　　　　　　　　　　1　2

s　ince　the　cond－it　ions　in　thi　s　lem㎜a　impl　i　e　s　that　in　Lemma　18．

Le皿皿a　24　yi　eld．s

　　　　　　　M＾M　　留　　　　　　　　　6ε一2
　　　　　　　　⊥2　　　　　　T　　　　　　　　　　　　　　くく　　　　　MM　留
　　　　　　　　　　　　2　　　　　2　　12　　　　　　（MNMN）　　　　H　　　　　　　1122

　　　　　　　　　　　　　　　　4ε一1　　8ε一2　　　　　1／223　　　　　　　　　　　　　　く＜T　　MM＋T　　MMωリ（MキM）M　　N　N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12　　　12　122　12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－45一



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4ε一1　2　　　8ε一2　3／2　　　5
　　　　　　　　　　　　　　　　＜＜T　　MキT　　M　ωリN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－2ε
　　　　　　　　　　　　　　　　＜＜T　　　．

Co皿bining　this　with　（9），we　obtain　Lemma　25．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε　　　　LEMMA　2．6．　　　If　ωリ＜T　，　then

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　一一4ε　一一一ε
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　20　　　　　　　　　　　　　　］一一ε
　　　　　　　　　　　　K（T，T　　，T　　；ρ，κ，ω，ζ，η，リ，リ）＜くT　．

　　　　Proof．

　　　　丁牟is　i㎜ediately　follows　from　Le㎜a25。
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　　　　　8．　　　SieYe　㎜ethod．

　　　　　工n　this　section　we　giye　a　lower　bound　sieve　inequality　for

・1m・・t－p・i㎜…　ftyp・P2・W・…　R工・h・・tf・w・ight・［33・8］

co㎜b　ined．with　Rosser一工wani　ec　l　inear　si　eye　［又9，20，31】．　　As　for

a　sophisticated　form　of　the　weighted　s工eye，　see　［7，9］。　　Let　　遂　　be

a　finite　sequence　of　integ－ers　and　　ヂ　　be　a　set　of　pri㎜es．

Put，　for　d》1，　z＞2，

P（z）：　πp　，

　　　　　P＜Z

　　　　　p尊

貞　・・　｛nξ貞：　n…O
　d

（㎜od　d）｝，

and

S（蟹，9，z）：1＃｛nξ劫： （n，P（z））ま1｝．

SuPPose　that，　for　square－free　d　composed　by　primes　ξヂ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（d）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＃封　＝　　　　Xキ　r　（封），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　d　　　　d

whereXisso㎜epositivenumberindependentofd　andω（d一）is

multiplicative．　Moreover　we　assume　that，　for　any　2＜w〈z，

（1）　　　　π（1一ω（・））。1・・z（1キK），
　　　　　　　　　　　　　　　　　w＜P＜z　　　　P　　　　　log－w　　　　log　w

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P餓

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

（2）　　　　Σ　Σ・（・）。　L　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　　1093w
　　　　　　　　　　　　　　　　　wくpくz　α》2　P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pξ9

with　so孤e　constants　K，L〉コー．　　Write

V（z）弐
汀（1．ω（P））

　　　　　　　　P
pくZ
Pξヂ
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　　　　　LEM1MA　27　［8，19，31］．

　　　　　Let　z＞2，　D＞2．　　For　any　η＞O　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　寺
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（劫，9，z）＜V（z）X｛F（s）令E｝令R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（剥，茅，z）》V（z）X｛f（s）一E｝一R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4／3
where　s＝　1og　D／log　z，　E讐cη令O（（1og　D）　　　　）　wi　th　some　constant　c．

The　func　t　ions　F（s）　an．d　f（s）　are　the　cont　inuous　solut　ions　of　so㎜e

syste㎜　of　d，ifferent工a1－difference　equations．　　工n　particu二Lar，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　sF（s）＝　2e　　　　　　　　　　　　　　（O＜s＜3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　　　　　　　　　（O＜s＜2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sf（S）：｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2e　log（s一コー）　　（2＜s＜4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　今
where　γ　i　s　the　Eu二Ler　constant．　　The　remainder　term　R阯　has　the　f◎rm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　　　旧　　　　　　キ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R、Σ　μ；（D・η）・d（封）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d1P（z）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　キ　　　　　キ
wh…　th…　q・・…　（μ言）：（μ言（D・η））h・・th・p・・p・・ti・・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　±
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μゴO　ifd》O・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1μ言1・μ（d）・

and，　for　any　M，N＞1，　MN：D，

　　　　　　　　　　　　　　　　　寺
（3）　　　μ詐Σ　　ΣΣ・㎜，乙（M・N・η）b。，乙（M・N・η）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙＜1og　z　m＜M　n＜N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mn：d

with　la　　　l，lb　　　l＜1．
　　　　　　　㎜，乙　　n，τ

and

We　proced　to　state　the　weighted　sieye．

㎜aX　n　＜　X．

nξ遥

9：

Set

｛P ：Pln　for　aユニしnξ劫　｝

For a　9－iven　　遥，　1et
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　　11
α竃一一4ε，
　　20

1　14一一4ε，
u　2

1　◎1　！1
，：＝　山　：　阯0g，
v　4　　80

then，

1
｝＜u＜Y，
α

αY：4， u＜3， 21一今一〉コー。
u　y

Write

　　αDコx，
　　　11u
y鶉X　　，

　　1／v
Z：　X　　　．

珊e　define　the　weig－ht　　w　；

　　　　　　　　　　　　　w（n）：1一・ 1
3－u
Σ（1一。1o・P）。

　　　　　1ogxP1n
z＜P＜y

pξ9

　　　LEMMA28．

　　　　　　　　　　　　　Σw（n）　＞▽V（z）X一Σ　　λr　（劫）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　d
　　　　　　　　　　　　　nξ貞　　　　　　　　　　　　d1P（z）

　　　　　　　　　　　　（n，P（z））：！

　　　　　　γ　　　　　e　　　　　　　　　　　40
H…　▽＞π（1・gl〇一11・9亘“ε）・Thg・i・・i㎎w・ight・λdh・Y・th・

following　ProPerty；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コー1／20－5ε

　　　　　　　　　　　　入｛O　　if　d〉D：x　　　　，　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　1λdkμ（d）・

（3）　　　λ：Σ　Σ　　Σ　　ab　，　　　　　　　　　　d一　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜，乙n，工
　　　　　　　　　　　　　　　2112－4ε1／20一ε　　　　　　　　　　　　乙＜10gX㎜＜X　　　D＜X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mn：d

where　　l　a　　　1，l　b　　　lく　1．
　　　　　　m，乙　　n，乙

（4）

Proof．

　　　　Σ・（・）一Σ／・一。圭、

　　　n飼　　　　　n割
　　（n，P（z））：！　（n，P（z））＝1

竈　S（幽，茅，z）一

Σ（・一・士§姜曼）／

qln
Zくqくy

qξヂ

1
3－u
Σ（1一。1ogq）S（義，9，。）．

　　　　　1ogx　　qZ＜qくy

一49一



By　Le㎜a27，

（5）

and。

（6）

・（肌・）・・（・）・1・（1§姜婁）外Σμ。（・）・。（遥）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d－lP（z）

・（㌔舳ωlq）・（・）・1・（1鴨DlP））伽el、（、1；（暑）…（1）・

where　　P　i　s　d－efind．by　the　relation，　for　z＜q〈y，　P＜q＜㎜in（y，2P）　and，

P一。2卜1（1．j．J，。2J0五・。・。2J）。工。。。。j。。。・i。。。ith（4），（5）。。d（6）

We　haVe

書・（・）・・（・）・1・（針一・圭・ll（・一・携1）ωlq）・（11話DlP））一1／

　　　　　一Σμ；（・）・。（貞）令、luΣΣ（・一・1§姜曼）Σμ；（暑）・eq（遥）・

　　　　　　dlP（z）　　　　　　　　　　　P　q　　　　　　　　elP（z）

：V（・）X▽0RゴR2・

First　we　consider　▽．

Say一

Since　F　is　monotonically　decreasing，

…（鵠1）一・圭・ql、（・一・llll）Qlq）・（1鵠Dlq））一1

Z＜qくy

　　　　　　　　　　Y　　　　　　　l　　　　　　　l　　　　u　dt・f（α・）一3．。∫F（・（αて））（1て）r一ε

u

　　　γ
　2e　　　　　　　　　　　　y　　　　　　　　αv－1竺αマ／1・g（αト1）’α・1・9五十（α・’1）1・9（α。．！）トε

　　　　　　　　　　γ　　　　　　　　　　e　　　　　　　　　　　　40
　　　　　　　　：瓦（1・91ト111・9繭）・ε

by　partial　su㎜ation．　Next　we　tum　to　R．。　By　Le㎜a27，μ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J

i　s　deco皿posed　工nto　tb－e　su㎜　of　type　（3）．　　　More0Yer，

in　R　　　1
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・・一、lP（、／、1、（、）1，1・一・鵠1）l／；（1））・・（1）

　　　　　　　　　　　　　　eq豊d　　z＜qくy

　　　　　　　　　鶉　　Σ　　　λ，r　（劫），　　　Say．
　　　　　　　　　　　　　　d　d
　　　　　　　　　　dlP（y）

Then，　s　imp　ly，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！1／20－5ε
　　　　　　　　　　　　λ，：　O　　　　if　　d＞　2PM’N：　x　　　　　　　，
　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　Iλとkμ（d）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2－4ε　　　　　　1／20一ε

　　　　　　　　　　　　D，x　λ下、，　＿By　Le聰＆　27，　珊it良　一：蝿’N，　M’竈　　　　　　　　，　、一竈　A　　　　　　，　蝉e
　　　　　　　　　　　　P　’　　　　　2P

　　　　　入と・ΣΣ，ΣΣ　　　Σ　　・パ，グ（・）b
　　　　　　　P　乙　　p～P　　　　　　1／2－4ε　　　　1／20一ε
　　　　　　　　　　　　　　P㎜，＜x　　　　　　n＜x

　　　　　　　　　　　　　　狐一n1P（z）
　　　　　　　　　　　　，　　　コ　　　　　　　　　　　P㎜n＝u一

　　　　　　・　Σ　　　Σ　　　　Σ　　　a　b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜，乙　n，乙
　　　　　　　　　　　2　　　　　　112－4ε　　　　1／20一一ε
　　　　　　　　乙＜109x　　m＜x　　　　　　n＜x

　　　　　　　　　　　　　　　　　mn：d

where　　1a　　　l，l　b　　　l＜　1．　　Hence　we　get　Le㎜ma　28．
　　　　　　㎜，乙　　n，乙

See

　　，（P）
n，乙

　　　LEMMA29．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　Let　　9　・・　｛nξ蟹二　（n，P（z））：！，　p　ln　　for　all　p　with　z＜pくy｝．

We　have　that　if　nξダ　　and一　Ω（n）〉2　，　then　　w（n）＜　O．

　　　Proof．　　Put

　　　　　　　　　　　　　　り（n）皇　＃｛P：　Pln，Pξヂ，　z＜P＜y｝．

Firstly，　if　リ（n）≧3　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　　Σ。I．1…
　　　　　　　　　　　W（n）孟　］一一　　　　（リ（n）一u　　　　　　　　　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3－u　　　　　lo9’x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　＜　コー一　　　　（リ（n）一u）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3－u

一51一



　　　　　　　　　　　　　　　くO．

Seconcly，　if　リ（n）＝2　　then　　n・・pp－m　　with　　z＜p，p守くy　　and　　（㎜，P（z））＝1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　1一一　　一

　　　　　　　n　－2　▽u2　．　．Since　㎜＝　　　，　＜xz　　：　x　　　＜　x　票　y　，m　1s　a　Prlme．　Hence　　m》y，　or
　　　　　　PP
　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　1一一
　　　X　　　X　　　　　uPP’＜一＜一宝x　　．　Thus，
　　　㎜　　y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　log　PP－
　　　　　　　　　　　　W（n）：1一　　　（2－u　　　　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3－u　　　log－x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　＜　1一　　　　（2－u（1一一））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3－u　　　　　u

　　　　　　　　　　　　　　　：O．

Third．1y，　if　リ（n）呈1　then　　n竺p㎜　　with　　z＜p＜y　　and　　（㎜，P（z））颪1．　　Since

　　　　　　　　　　1　　2
　　　　　　　　　1一一　　一

　　nX　　y・u2　．　　．㎜：＿く＿。。x　くx二y，　m〕一sapr〕一㎜e．　So，Ω（n）竈2．　F立nally，
　　P　　Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3／u　　3
ifリ（n）＝O　　then　　（n，P（y））＝1．　　Since　n＜x＜x　　：y　，　Ω（n）＜2．

Fro㎜the　abo▽e　we　conclud－e　Le㎜ma　29．

　　　　LEMMA30．

　　　　　　　　　　蒜／P2餉1・C▽（・！X一Σλd・d（域）一Σ　Σ1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dlP（y）　　　　　　nξ蟹　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　ln
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／8　　　　1／2－48
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　＜PくX

where　　λ　一s　　have　the　property　given　in　Lemma　28．
　　　　　　d

　　　　Proof．　　S立nce　　w（n）く1，we　haYe

　　　　　　　ΣW（n）　一　　ΣW（n）十　ΣW（n）令　Σ　W（n）
　　　　　　　nξオ　　　　　　　nξダ　　　　　nξダ　　　　　nξ封

　　　　　（n，P（z））：1　Ω（n）＜2　　Ω（n）＞2　　（n，P（z））：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nξ9

　　　　　　　　　　　　　＜Σ1令Σ　Σ1，
　　　　　　　　　　　　　　nξダ　　　nξ遂　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　ln
　　　　　　　　　　　　　Ω（n）く2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z＜P＜y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－52一



by　Le囮ma　29． Co㎜bining’this　with　Lemma　28，we　g－et Lemma　30。
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　　　　9．　　Proof　of　Theore㎜　3．

　　　　Let　　　　　　　　　　　　　　封霊　｛n：　y一△〈　n　＜y　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　9竃　｛　all　of　pri㎜es　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△
　　　　　　　　　　　　　　　　　r　（封）：　葦劫　一一．
　　　　　　　　．、　　　　　　　d　　　　d－　d－

Then，　by　Le㎜皿a　30，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C△
（1）　　　　葦｛P・：・’△くP2＜・｝＞1。。デR（・）

where

　　　　　　　　　　　　　　R（・）・Σλd・d（身）寺　Σ2Σ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　y一△＜P　㎜≦；y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4ε　　　　1／2－4ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　くp＜y

　　　　　　　　　　　　　　　　　茗Rユ（y）十R2（y）…　y・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　汽
Let　　　　　　　　苔＝　畜（x）竈　｛n：　x〈n＜2x，　P　ε　（n，　n寺g（n）1og）n　j｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　．　　　　　　　5
Put　　△：　㎜■n　　9（n）1og　n，　then

　　　　　X＜n＜2x
　　　　　　　　　　　　　　　　－1　　5
（2）　　　　　　△1・gx→ア（x刈・

Since　n　j－s　an　integer，　if　nξ8　then　there　exists　an　interva二L　∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　コー
　　　　　　　　　nξ∫　竈［u，u＋一】　　and－　P　ε　＝y，yキ△】　for　all　yξ五　。
　　　　　　　　　　　n　　　　3　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　n

Thus，　by　（1），　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C△
　　　　　　　　　　　　　R（y）　＞　　　　　　for　a1ユyξ1　，nξざ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　109y　　　　　　　　n

Hence，we　get

（3）　　　　　紹（△　）2。。Σ∫R（。）2d。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　五09X　　　　　　平
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nξ苔　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2xキ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　　∫　R（y）　dy

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x－1
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S■nC　e the intervals　／
　　　　　　　　　　n

are　mutually　disjoint． SuPPose

（4）

2x
　　　　　2　　　　　　　　　3　　　　2　　　－3∫R（y）　dy　くく　△xlog－x　今　△　xlog　　x．

X

Fro㎜（4），（3） and． （2），we infer that

葎蓄くく （1og　x 2　　　　　3）（△xlogx今
2　　　－3
△xlo9－　xキ

2　ε
△X　）

　　　一1　　　5　　　　　　－1
＜く　△　　xlog　x　今　xlog　　x

Or

（5） ＃8（X）：　O（X）．

Let 蓄　denOte　O the　eXCePtiona〕一 Set of　intervals、 namely

・。㍉蔓。・（・・1）・

By（5） and the tr工Yial　bound　8（x）くx，we obtain

＃80一Σ
　　　　　　1og－x
　　　J＜21．92

。（xガJ） 寺Σ

　　1og　x
J〉21．92

O（xガJ） ＝O（X）。

工t　remain．S

definiitOn

to　establish

of　r　（剥），
　　　d

（4），

R（y）葛　　Σ
　1

　　　　　y一△＜n＜y

W・b・9i・w工thRゴ　By

　　　　　　　　　　　　λ
　　　　　　　　　　　　　d
（Σλd）一・（Σr）・
d　l　n　　　　　d

tb－e

On　Putting

a　＝n
（Σλd）一

d，ln

　　　λd
（Σr）一f（・）一F・
　d

Say，

We　S　ee

R（y）：
　1

　　　Σ　a
　　　　　　　n
y一△くn＜y

十　〇（1og’D）．

By　Le㎜a6， we　haYe
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2x
　　　　　　2　　　　　　　　2
∫R！（・）dy・・△Σ・ぺ
X n～X

　Σ　2（△一r）Σ　a　a　　　＋　△　（sup1a　1）
　　　　　　　　　　　n　n寺r　　　　　　　　　　　n
O＜r＜△　　　　n～X

3　　　　　　　2　　　　2
十XlOg－X

（6）
　　　　　　　　3
鶉　O（△xlog　x）　十　Q　＋ 　　3εO（△x）。

Also，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　2　　　　　2
Q竈　Σ2一（△一r）Σf（n）f（nキr）一（△キO（△））Fx争O（△DlogD）
　　O＜r＜△　　　　n～x

（7）
　　　　　　2　2

：Q一△Fx＋O（　　1
　　　　2　　　　2
△xlog　x　令　△Dlog　x）， Say。

We　Proceed　to　evaユuate　Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’

xくn＜2x
Q螢
　1

Σ2（・一・）亭Σλ。・λ。＃／・：・嚢O∫d’）

O＜r：く△　　　　　d　　d　　　　　　　　　　　n令r竃O（d）

｝．

Tlhe aboye S　i㎜uユtaneOuS COngruenCeS are soluble if　and onlv　if

（d。，，d、）lr， and。， in　this CaSe， reduce to　the sin9’1e COngruenCe

n警b

（8）

（血od．〔d，，d。］）　where

　b…1O
｛
　b§一r

（㎜od．

（㎜od，

d一一）

　養
d）

with d㌧ d／（d。一，d）。 The 1nner Su㎜ 立s　equal　to

葎｛n： xくn＜2x， n蔓b （mod一．［d一，，d］）｝

竈春｛㎜： xく　b＋〔d一一，d］㎜　＜2x　｝

X
［d、’，d］

　　　　2x－b　　　　　x－b
リ（［d，，d］H（［d一，d］）

X
皇　　　　　　　　　　　十
　　［d’，d】

φ（2x，x；
一b

［d’，dl
），

Say．

Thus，

Q・Σ2（△一r）ΣΣλ，λ｛
］一　　　　　　　　　　　　　　d　d
　　O＜r＜△　　　　（d’，d一）lr

X
［d一，d］

十φ　｝

（9） ＝Q　令Q　，　　2　　　3 Say．
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　　　　First　we　carry　out　the　summation　over　r　in　Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　，λ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d－　d
　　　　　　　　　　　　　　　　Q。一・ΣΣ［d・，d］Σ2（・刊・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O＜r＜△

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d’，d）lr

We　㎜ay　assu㎜e　（d守，d）l　r，　for　oth－erwise　the　inner　su㎜　is　e狐pty．

Then，　the　su皿　over　r　is　equal　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十〇（△）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d’，d）

HenCe，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　，λ
　　　　　・・一・2・（、1，、1、、ll・，lr・（・・（、1，、1、、［・斗，・1）

　　　　　　　　　　2　’λd2　　　　　！　　　　　3
　　　　　　　・△・1（Στ）寺O（ΣΣd・d）いO（△・1・g・）
　　　　　　　　　　　　　　d（d’，d）＞△

　　　　　　　　　　22　　　　　　　　3
（10）　　　　＝　△　F　x　斗　O（△xlog　x）．

　　　　We　proceed　to　esti㎜ate　Q　　　　By　the　definition　（8）　of　b　and　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．

the　reciProcity　relation’

　　　　　　　　　　　　　　　㎜　　n　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　キ　　　婁　　　　（mod．1）　　for　（m，n）：］一，
　　　　　　　　　　　　　　　n　　　In　　　　　㎜n

We　haVe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　談　　　’　　　　　　　山　　　　　　　　　　　　　　　　券

　　　　　　　　　　　　　bbdbd’d’rd一　　　　　　　　　　　一　　　　　　　婁　一　　　一　　　　……　r　　　　………　　　　　　　　　　　　（mod一．1）
　　　　　　　　　　　　こd一，，d。］　　　　d一’　　　諸　　　　　諸　　　（d，，d）　　勢
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　d　　　　　　　　d

　　　　　　2　　　　2
since　μ　（d一）：μ　（d）：1　and　（d’，d）1r．　　Next　we　decompose　（λ　）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　λゴΣ。　Σ　Σ・e㎜，乙（…）bf。，乙（M・・）
　　　　　　　　　　　　　　　乙＜1og－D　　em＜M　　fn＜N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　繋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ef霊（d一，d）　mn：d

　　　　　　　　　　　　1／2－4ε　　　　　　　　　　　　　1／20一ε

where　　M：　（2X）　　　　　　　and　　N：　（2x）　　　　　．　　　　Thus，
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Q竃　Σ2（△一r）　Σ
　3
　　　0くr＜△　　　　（df，d一）一r

Σ　Σ
　　　　　2
　に1og－D
　　　　　2
乙’＜1og　D

　　Σ　Σ　　　　Σ　Σ　。
e㎜，e一㎜’＜M　　fn，f　g　n一＜N

　　ef着e，f，彗（d。，，d）

　　　　　　談　　　　　　　　　　　　幾
　　㎜n竃d　　㎜一n，：d　f

。a　　　b　　　a　，　，　，b　　　　　・φ（2x，x；
　e㎜，乙　fn，乙　e　m　，乙　　f’n’，グ

　　　　　　静
r　　　d一

（d㌧d）　ゴ
）。

＜く△Σて（δ）

　　　O＜δk《△

2　　41og　D　　sup　　　　　　　Σ
　　　　lal，lbi＜1　m，m一＜M
　　　l　a－1，1b｝1＜！　n，n’＜N

a（m（b（n）a’（㎜’）b一（n’）φ（2x，x；k

（mn，m－n一）竈1

嵜）1

＜＜　△　Σ　て（δ）∠1ogむD　　　　　　　suP　　　　　　　　　・

　　　O＜δk＜△　　　　　　　　l　a1，l　b　l，l　a－1，l　b’1＜1

　　　　　　　　　　　　　　　　　御，〃，＜M　　〃，〃’＜N

㎜～κ

n～〃

Σ
㎜～〃’

n～lV’

a（皿）b（n）a（㎜一）b’（nf）φ（2x，x；k

（㎜n，㎜，n一）竃1

㎜’n’
　　　　）
　〕mn

　　　　2　　12
＜＜　△　10g　　X・｛ 1－28X　　　　　＋ K（2x，M，N； 1，k，1，1，1，1，1）｝

with the nOtatiOn　in section　7． Le㎜ma　26　yield．s

（11） Qくく　3
2　ユーε
△　X　　　．

工n　COnjunCtiOn　With （6），（7），（9）官（10） and （1二L）　we　obtain

（12）

2×

　　　　　　2∫R1（y）d・くく 　　　　3△xlog　x寺
2　1一ε
△　X　　　．

We　turn toR　　Since　　　2．

R（y）く
　2

　　　　Σ
　2ε　　　　1／2－2ε
X　＜P＜X y一△＜P

。Σ・くく・ε・・

m＜y

we　have

2x
∫R2（y）
X

2　　　　　ε2
d．y＜＜x△

　29　　　　1／2－2ε
X　くp《X

Σ　1
　　　　　2
X一△くp　㎜＜2X
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く・・8・2。、Σ

　　　　　　x　＜P＜x

　　　21一ε
＜＜　△X

　　　　　　　X
　　　　　（一一十1）
1／2－2ε　　2
　　　　　　　P

combining　this　with　（12），we　get　the　required　bound　in　（4）。

This　completes　tb．e　proof　of　Theore㎜　3．
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10．

Let

Proof　◎f　Theorem　4．

　　　　　　　　　詔竃　｛n：　xくnく2X，

　　　　　　　　　9：　｛P：　Plq　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　　　　　　　　「d（劫）窒＃劫ゴ。d・

n菱a　（㎜Od．q）｝

Then，by　Le㎜a30，we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cx
（1）　　　　　　　　券｛Pξ劫｝〉　　　　　一R（a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　g（q）1og2x

where

　　　　　　R（・）＝R（・；…）：書λ…（φ）キ　Σ　　Σ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U、　　　　　　　　　　？貧　　　　ユ／2－2ε　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X“）：≦；P：≦＝X　　　　　，P“㎜ξ詔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　鶉R（a）キR（a），　say．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二L　　　　　2

Let　8　denote　the　exceptional　set　of　reduced　classes　㎜odulo　q，

　　　　　　　　　　　　・　1・。・。　　．P・葦a（mod・・）
　　　　　　　　　　ざ籏　｛a：　　　　　　，　＃｛P　　　　　　　　　　　5　　｝：O　｝．
　　　　　　　　　　　　　　　　（・・q）＝！　　2’P2＜9（q）q1・gq

　　　　　　　　　　　　　　　5
Put　　2X＝　g（q）qlog　q　　in　（1）．　　工t　follows　fro㎜　（1）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cx
（2）　　　　　　　　　　　　　R（a）＞　　　　　　　　　　　for　all　aξ8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（q）二Log　2X

since　the　left　hand，side　of　（1）　is　zero。一　　Suppose

　　　　　　　　　　　　　　　　q
（3）　　　　Σ蕎R（。）2・・。1。。3い。2。．11。。…3。．

　　　　　　　　　　　　　　　a：1

Then　we　infer　fro㎜　this　assumption　and　（2）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q
　　　　　　　　葎8（　x　）2く・ΣR（。）2・Σ勢R（。）2
　　　　　　　　　　　9（q）1og　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aを8　　　　　a：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　2－1　　－3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くくxlog－x令xqlogx

Or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　60　一

na四ely，



　　　　　　　　　　　　　葎ざ　　　　　　一1　5　　　　－1
　　　　　　　　　　　　9（q）＜＜φ（・）x　logx寺1o・x

　　　　　　　　　　　　　　　・。’g（qゾ1今1。。．1。。

This　giyes，　apart　fro皿　the　verification　of　（3），　the　proof　of

Theore㎜　4．

　　　We　proceed，to　pr0Ye　（3）．　　We　beg－in　with　R　　　　By　the　definition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l1

of　r　（遥）　we　ha▽e
　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　　d　　　　　　x　　　　　　R・（a）：、書壷（、予、λ・）“百（、子、）、、r、著劫f（n）ず・say・

　　　　　　　　　　　　　（d，q）＝1

Then，

　　　　q　　　　　　　q　　　　Σ葵・、（・）2・Σ（Σ・（・）青）2

　　　a・・1　　　　　　　　a31　nξ劃

　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　・ΣΣΣf（。）f（パ）一2玉F童　Σf（。）・（至F）2q
　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　q　　　　　　　　　q　　　　　－　　　　　　　　a：1　n，n　～x　　　　　　　　　　　　a＝五　n～x

　　　　　　　　　　　　　　n，n，茎a（q）　　　　　　　　　　　n葦a（q）

（4）　　　　　　　　　　：W－2V令U，　　say．

F工rst　we　consider，V・

　　　　　　　　　▽＝・至FΣλ　Σ1
　　　　　　　　　　　q　　　　d　　　　　　　　　　　　　（d，q）＝1　　n～x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dln　　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　x　　　　　　　d，　　x　　　　　　　　　　＝　一Fx　　Σ　　　　　　　キ　O（一1F1D）
　　　　　　　　　　　　q　　　　　d　　　q　　　　　　　　　　　　　　（d，q）：！

　　　　　　　　　　　　　　　　X（5）　　　　　　豊U寺O（一DlogD）．
　　　　　　　　　　　　　　　　q

Next，

　　　　　　　　　W・・Σ　　Σf（n）f（n一）

　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　n，n～X
　　　　　　　　　　　n嚢ポ（q）
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~ f(n)2+ 2 ~ ~ f(n)f(n') 

n~x n<n ~x n~n ' ( q) 

= O( ~ ~(n)2) + 2 ~ ~ f(n)f(n+qb) 
n~x 0<qb~:x x<n~:2x-qb 
O(xlog3x) + Wl' 

Al so , 

x<n~2x 

- 2 ~ *{n: n~O(d') }. Wl~ ~ ~_ ;Ld'~d ~ 
0<b~x/q (d'd,q)=1 n+qb~O(d) 

*llnultaneous c0++gruences a+ . u**1* if anu or_1".-- l 

(d d) I b and reduce to the slngle congruence n~b (mod. [d' ,d]) 

b~O (mod . d ' ) 
{ b~-qb (mod.d#) 

with d#= d/(d' ,d) . Then, 

#{n: X<n~~2x-qb }= ~:{m X~b 9x-qb-b } n~b([d',d]) [d' d]<m~: [d',d] 

x-q b 2x-q b- x-b b) ~([d',d]) = [d',d]+~([d',d] ~ 

x-qb + Q), say. 
= [d',d] 

Al so , 

(7) Wl= 2 ~ ;L;i'~ x-qb say. + tp } W2+ W3' ~ ~ * d{[d' d] 
b:~x/q (d' ,d) Ib ' 

We carry out the summatlon over b In W2: 

~d ' ~d 

W2= ~ ~ ~ 2 (x-qb ) . [d' ,d] 

d' d b~x/q (d'd,q)= (d' ,d) I b l
 

If (d' ,d)> x/q then the inner sum is empty, so we may assume 

(d' ,d)~: x/q. The sum over b Is equal to 

whe r e 

= 62 -



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　今O（x）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（d’，d）

Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ，λ　　　　　2
　　　　　W一ΣΣ　d　d｛x　今O（。）｝
　　　　　　2　　　　　　　　　　［d，，d］　　q（d’，d）
　　　　　　　　　（d，d，q）…1

　　　　　　　　　（d9，d）＜x／q

　　　　　　　　　　2λ，λ　1λ，λ一　　　　　　　　　X　　　　　　　　d　d　　　　　　　　　　　　d　d　　　　　　　：　　　Σ　Σ　　　　令O（xΣ　Σ　　　　）
　　　　　　　　　　qd，d　［df，d一］　　　　　　　　　　　（d7，d）＜x／q　　　　　　　　　　　　（d一，，d）＜x／q

　　　　　　　　　　　（d’d，q）・・1

　　　　　　　　　　2　　　　　λ　　2
　　　　　　　　　x　　　　　　d　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　3　　　　　　　一。｛（Σ。）寺O（ΣΣ　。，。）い・（・・…）
　　　　　　　　　　　　（d，q）讐1　　　　　　　　（d一，d）＞x／q

　　　　　　　　　　　　　　　　　3
（8）　　　　　・：　U　令　O（xlog　x）．

　　　　We　turn　to　W　・
　　　　　　　　　　　　　　3’

　　　　　　　　　　　・。・・ΣΣΣλ。・λ。Φ（・・一・1・・；て。早，。］ジ

　　　　　　　　　　　　　　　　乙　（d。一，d一）1乙

By　the　definition　of　b　（mod．［d’，d］）　and　the　reciprocity　relation

We　haye

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勢　　　　　　　　　　　　　　　　　　b　　　　　　乙　　d’
　　　　　　　　　　　　　　rd・，d］；・（d・，d）素（㎜od・ユ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　2　　　　2
s　ince　μ　（d一）：μ　（d）：1　and　（d一，d。）1乙．　　　By　a　s　i㎜i　lar　ar　gu㎜ent　to　that

of　the　Prev立ous　section　we　haYe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／2－4ε　　ユ／20一ε
　　　　　　　　x　　12　　　！－2ε
　　　　W3く＜百1…　｛・　十K（2・・…　　　　；・・k・1冒1・L1・1）｝

with　the　notation　in　section　7．　　Lemma　26　yields

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2一ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X（9）　　　　　　　　　　　　　W＜〈　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　q

工n　conjunction　with　）4），（5），（6），（7），（8）　and　（9）　we　g－et
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　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　　2一ε
（・・）　a書1・・1・）2・・（・1・・3・）・…（x。ジ・・令・（奇・1…）寺・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　2－1　　－3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　く＜xlog－x寺xq　log　x．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εX　　　　工t　re⑳ains　to　deal　with　R　　　　Since　　R　（a）く＜　x　　一　，we　b，aye
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　　　　　　2　　　　　q

　　　　　　　　　q
　　　　　　　　　，ll・・（・）2・1・ε奇、、1，／、．2、、1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X　　＜PくX　　　　　　　p　m～x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2一ε一！
　　　　　　　　　　　　　　　　　＜＜X　　q　．

Combining’this　with　（10），

　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　Σ努R（。）2くく。1．93。・。2ゴユ1．g・3。．

　　　　　　　　　　　　　　a：1

Thi　s　i　s　the　requi　red．bound　in　（7）．　　　Our　p　roof　i　s　co㎜plete．
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　　　　　11．　　Dispersion　㎜ethod。

　　　　　工n　this　section　we　consider　the　d工spersion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λd　　　　2

　　　　　　　　　　　　D雲Σ　　　Σ（Σλ）一（Σ　　）Σ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　Q＜q＜2Q　　　aくn＜x　　d－ln　　　　　　　　　　　　　a＜n＜x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d，aq）：・1
　　　　　　　　　　　　　　（q，a）霊1　　n萎a（q）（d，q）雪］一　　　　　　　　　　　n萎a（q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n，a）：：1　　　　　　　　　　　　　　　（n，a）竈1

where　（λ　）　are　the　sieving－weights　of　level　D．　　We　fo1］一〇w　the
　　　　　　　　d

危rgument　of　［15】　with　a　㎜inor　modification．　　　We　use　the　elementary

le㎜ia；

　　　　　L亘N醐A　31．　　For　（c，d）71，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α＜m＜β
　　　　　　　　　　　　　　　　　　券／。：㎜婁。（。。d．d）／一ψ（c）トα。O（て（。））。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（㎜，c）：1

　　　　　宣xpandin9・the　square，　we　see

（！）　　　　　　　　　D竈W－2V寺U，

First　we　consider　W。一　By　the　definition，

Say。

W・Σ　Σ　（Σλd）Σ　（Σ，λd・）
　　・Q＜q＜2Q　　a＜n＜x　　d1n　　　　a＜n一＜x　　d　f1n

　　（q，a）・・］一n萎a（q）（d，q）＝！　n’姜a（q）（d一，n一）：1

　　　　　　　　　（n，a）＝；1　　　　　　（n，，a）：1

Σ　ΣΣλdλd・Σ1Σ1キO（
Q＜q＜2Q　　　　　　　　　　a＜n＜x　　aくn’＜x
（。，。）一ユ（dd㌧・・）：ユ。蓬。（。）。・蔓。（。）

　　　　　　　　　　n≠n，　　（n，a）鶉1（n，，a）＝1

Σ

q

　　　　　　　　　2
　　Σ　て（n））．

a＜n＜X

n嚢a（q）

We　exPress　the　congruentia二し　condition　　　　n妻a（q），　　n一蔓a（q）　　as

n：　aキq毛，　n一：　aヰqピ　　。　　Then，　the　condition　for　　尤　　and　　毛一　　is

　　　　　　　　　　　　　　　　x－a　　　　　aキq之　婁O　（mod．d）
　　　　　　　　　　之峯　毛f＜　　　　，　　｛　　　　　　　　　　　　　　，　　（毛毛一，a）：1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　qaキq£f婁O（㎜od．d，）

S　ince　（之之’，a）＝1，　　（疋，d）箒（疋’，d’）：1．　　　　Changing　the　order　of　su㎜皿at　ion，
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we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q＜qく　Qf（毛，｛’）

　　　　　　　・一ΣΣλ、λ。・ΣΣ拳／・：言：1引呈！）／l・（Σて（・）2て（・一・））

　　　　　　　　　（dポ，。）一1牌？＜ム　（。，。dポ）4　　　早くn＜x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（毛之f，a）竃1

　　　　　　　　　　　　　　　　　（疋，d）螢（疋’，d甲）罧1

　　　　　　　　　　X｝a　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　X－a　　X－a
wh…　トQ　a・d　Q㌧Q’（い）竃・in（2Q・毛・ポ）・W・・…id・・

the　inner㎜ost　su㎜．　　The　simultaneous　congruences　are　s〇二しuble　if　and

only　if　　之妻　之，（mod一．（d，d，））　　and－expressed　as　the　single　congruence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q；…b（㎜od．［d，d’】）

Wnere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b……　一a之　　（mod。．d）

（2）　　　　　　　　｛　　汀　　　　諸
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b妻　一aぞ　　（㎜od．d，　）．

　　　　　　　　談
with　　d’　婁　d　f1（d，d’）．　　Thi　s　congruence　then　absorbs　the　condit　ion

（q，d－d，）讐！．　　Hence　the　sum　over　　q　　is，　und－er　the　restriction

仁〔㎜od・（d・d一））・，equalto

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q〈q＜　Q’（毛，疋’）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　券／・1．・嚢・（［…r）／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（q，a）：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（a）　Q一一Q　　　門
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鶉。　［d，d・1＋昌・　Say・

Thus，

　　　　　　　　　　・・ΣΣλ、λ、・ΣΣ（9三a）【書1舌♀］・蔓）寺・（・ユ・・4・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　七素ピ＜ム
　　　　　　　　　　　　（dd，，a）・・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（毛，ad）・＝（毛一，ad一）＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　疋蔓£，（（d、，d。，））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

（3）　　　宝W寺r＋O（xlog－x），　say．　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　Nowwecarryoutthesum㎜ationoyer£andポinW．　Write　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O
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 ~~~ 
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= ~ ~ ( min(2Q, 
~-~'~: L 

( ~,ad) = ( ~ ' ,ad' ) =1 

~s~' ( (d,d' ) ) 

x-a 
~' 
x-a )
 
~' - Q) =~ + 

~<~ ' 

~
 ~>~ 

v
 

Then , 

~
 ~<t ' 
= ~ ( min(2Q, x-a 

~' 
~'~ L 
( ~ ' , ad.' ) =1 

- Q) * ~ ' 
~<~ ' 
~~~'((d,d')) }. 
( ~ , ad) =1 

By Lemma 31, the l nne r S Ilm is equal to 

~~! p. 
?iL~' 

~<{ ' l
,
 '-e'ff;~ ;"¥¥ _ ~:5~ ~ ~u ' v j j ' -

( ~ , ad ) :=1 

(p ( ad* )
 
~' 

ad* (d d ) 
? r~ ~:{c&*r:!~~.# ; ; 

¥1 * (* v ' 

~p((d~d')) ~~Z' 1 

( ~ , ad) =1 

+ o(1~:(ad~)) , 

wn e n c e 

~ = 
~<~ ' 

l
 

(p((d,d')) 

(t 

~
 

,
 

~ ( min(2Q, x-a )_ 
9' 

ad' ) =1 

Q) ~ I + 
Z< ~ ' 

( t , ad) =1 

O ( 1: ( ad * ) LQ) 

(p((d~d')) ~<~ ~L 

({,ad)=(~ 

(
 

x-a x-a mln(2Q, ~ ' ~' - Q) + )
 

ad' ) =1 

O ( Ic (ad* )x) . 

The same argument applies to the symme t r i c sum in ~ and ~7 . Hence 

we get 

~ = 
~~t ' 

l
 ~ ~ (Q' -Q) ')) L~t'~: L 

( ~ ,ad) = ( ~ ' ,ad' ) =1 

+ O(~(a)x(~:(d 
~
 

(p((d,d 
)+1c(d' *))) 

or 

w
 0= ~ 
(dd' , 

;Ld~d ' 
~
 dd ' 
a) =1 

(p(a) 

a 
(d,d') ~ ~ 
(p((d,d')) ~~Z'~: L 

(~,ad)=(~' , 

( Q' -Q) 

ad' ) =1 

+ O(ic(a)xlog4x) 

(4) = Wl+ O(1~(a)xlog4x) , 
say . 

We turn to V : 
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V Σ　　Σ　（Σ，λd，）（
Q＜q＜2Q　　a＜n’＜x　　　d’ln
（q，a）鶉1　n一萎a（q）（d，，q）芸1

　　　　　　（n一，a）＝1

　　　　λd

Σd
（d，aq）碧1

）　Σ　1
a〈n＜X

n婁a（q）
（n，a）：1

Σ　λ
λ
d’

Qくq＜2Q（d・d，。q）4
（q，a）：1

d。一d
　　Σ　　！

a＜n’くX
n’婁a（q）

n一……O（d、’）

（n，，a）：コー

　　Σ　　1キO（1og　x屯　Σて（n）て（n－a））。

a〈n＜X　　　　　．　　　　　a＜n＜X

鵬a（q）

（q，a）4
n幸n’

As　before　we　write n一・：a寺q疋’ and一 n：a今q毛． Then　the condition

for 之7　and。之　　i　s

　　　　　X－aグ刈＜　　　，
　　　　　　q a令qピ§0

（dサ），
　　（尤守尤，a）：1
｛
　　（ゼ’，d’）讐1　　．

Changing　the　order　of　summaton　we　have

V之Σ Σλd・
（d，d，a）：＝1

入

dΣΣ　　＃lq，
d　　　　　　x－a
　　　ギ素k　　　コ乙
　　　　　　　　　Q

　　　　（近，近，a）＝1

　　　　（也，，d，）螢1

Q〈q＜Q’
　q肇　一a毛’（㎜od．d一）

（q，ad’d）：11

／キO（。1．g3。）。

By　Le㎜a31， The　inner㎜ost　su㎜　i　s　equal　to

＃｛q：
Q＜q＜Q’　　　　　　　　　　券
。。一。τ（。。d．ポ）／…（ad）

　　　　談　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　素
（q，ad　）：］一　　　　　　　　　ad

Q㌧QキO（て（。d繁））

d’

wh．ence

V＝

　　　　　　　　　　　　　　　諸　　　　　　λd・λd隼（・d）
　Σ　Σ
　　　　　　　d’d　。ゴ
（（ゴd，a）茗1

ΣΣ　（Q一一Q）
グ刈くム
（之，疋，a）竈！

（七’，d’）：1

　　　　　　　　x　　　3　　　　　　3
キ　O（　て（a）一Dlog　x寺　xlog　x）
　　　　　　　　Q

（5） ・　Σ
Σλ1；書d1l・）

望（d’，d） 寺O（
　　　x　　　3　　　　　3
て（a）一Dlog　x寺　xlog　x），
　　　Q Say．

（d，d，a）21

珊e　proceed　to　eva二しuate　里二
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　　　　　幾
…ll）毛亭素也1ム（…（…x1孚・xla）一・）

　　　　　　（疋，，ad，）・・1

　　　　　　　（毛，a）芸1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誇　　　　　　　　　　　　　　x－a　　　　　　（ρ（d　）　　　　　　尤’＜毛
　　　尤妻ム（m’n（2Q一）・Q）、幾孝｛疋’：（1㌧・・，）・・｝

　　（£，a）鶉1

　　　　　　　　　　キ毛，1乙（一・・（…Xll）一・）ヅl／！二（lll；一。ジ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（毛，，ad，）：1

Le㎜皿1a　31　yields

　　　　　　　　　　　※　　　　　　　　　箏（d）　　　ピく之　　　　軍（［ポ，引）　　　ポく毛　　　　　　　　　　　　　葦｛毛竈：　　　　　　　　　｝宕　　　　　　　　　＃｛之一：　　　　　　　｝辛　O（て（ad一））
　　　　　　　　　　券　　　　　　（之一，ad一，）21　　　［d，うd一］　　’　　　（之一，a）＝1
　　　　　　　　　　d

and

　　　　　　　　　　　幾　　　　　　　　　ψ1妾）舳（1了ま；、、1・、1そ1；子主））・l／：（1くま二・、、、1・・（て（・川…ジ

　　　　　　　　　　d

Thus，

1・l1享111］）疋1＜之妻ム（・㌧・）・舟11））1く之亭、1・㌧・）・・（・（・・一）・・…）。

　　　　　　　　　　　（毛，也，a）・＝1　　　　　　　　　（也’，ad’）：（毛，ad）：1

Combining　this　with　（5）　we　haye

　　　　　・一11λ1；ldψla）／Ψlll］ll＜1、三・一・）今、冊））之1毛1，1・一・）／

　　　　　　　（d，d，a）彗五
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ギせ，a）：1　　　　（ギ，ad－f）：（疋，ad一）二1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　x　　　3
（6）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　0（　て（a）x　lo　g　x　寺　て（a）一D二Lo　g　x　）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

工nterchanging－the　role　of　（d’，グ）　with　that　of　（d，之），we　㎜ay　obtain

the　correspond．ing　expre　ss　ion　to　（6）．　　　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　x　　　3
（7）　　　　2y：U令W令O（て（a）x〕一〇gx令て（a）一Dlog－x）
　　　　　　　　　　　　　　　二L　　！　　　　　　　　　　　　　　Q

where
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　　　　　　　。螢ΣΣλ・一λ・（・［享㌧・1）ΣΣ（。㌧。）．

　　　　　　　　1　　　　　　　　d－d　　　a［d　，d］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ刈＜ム
　　　　　　　　　　（ポd，a）：1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（之，之，a）＝1

Finaly　we　consider　U．　　By　the　same　argument　as　aboye，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　d’　　　　　d
　　　Uま　Σ　（　Σ　　　）（　Σ　　）　Σ　1　1Σ　1
　　　　　　　　　　　　　　　d一箏　　　　　d
　　　　　Qくq＜2Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aくn9くx　　a＜nくx
　　　　　　　　　　　（d一，aq）：五　（d，aq）蜷！
　　　　　（q，a）実1　　　　　　　　　　　　　　n’……a（q）　n……1a（q）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n，，a）＝コー　（n，a）＝1

　　　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　λ
　　　　　　　　　　　　　　　　d－　　　　　d　＿　　　　　　　　　　2　　　　：　　Σ　　　（　Σ　　　　　）（　Σ　　　　）　Σ　　Σ　　　1　令　O（109x　　Σ　て（n－a））
　　　　　　　　　　　　　　　d’　　　　　d
　　　　　Q＜q＜2Q（d・，。q）一1（d，。。）一五£・兆x｝a　　　aくn＜x
　　　　　（q，a）31　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（之，尤，a）竈1

　　　　　　　　　　λ　，λ
　　　　・ΣΣ妾・。dΣΣ・／・：（言1措，。］）、ユ／令・（・…3・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X－a　　　　　（d，d，a）鶉五　　　£9φ之＜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q
　　　　　　　　　　　　　　（毛，毛，a）：五

　　　　　　　　　　　　　　　x2　　4　　　　　3
（8）　：U＋O（て（a）（一）1og－x令x〕一〇9x）．
　　　　　　　1　　　　　　Q

Fro㎜　（1），（3），（4），（7）　and　（8）　we　infer　the　fo1ユowing　le㎜㎜a．

LEMMA32．
　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　　x　　　3
D＝r＋O（て（a）xlogx寺て（a）（一）Dlog’x）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q

Here，

with　b

卜ΣΣλdλd・ΣΣ
　　　（dd7，a）：1　　　£≠之一＜（x－a）1Q

　　　　　　　　　　　（尤，ad）＝（名，，ad，）：1

　　　　　　　　　　　　　毛……1毛一（（d，d，））

defined　by　（2）．

／、＜1、、，…la）［ll1睾1〕

q………b（［d一，df］）

（q，a）芸1

　　　Now，　we　proceed　to　r．

　　　　　毎毛・・　毛診諸之沖　　　for　whicb、

也　　is　un工quely　deco㎜posed－into　the　form
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(9) 

( I O ) 

( Il ) 

Then , slnce (d, ~)=(d' , ~ 

' p I ZIP 

' )::1 ' 

( ~## 

(~', ~
 

tf 

~ = ) 
~~)= 

im p I i e s 

l
 

l
 

pl(~,~'). 

( 1 2 ) ( dd ' e?r ' ' )= l t 

We write ~*= ~/(~ ~ ) and ~ ' ~ = 

LEMMA 33 . 

For b defined by (2) and ela, we have 

be ale 
[d ,d'] ~ [d ,d' J~ + e( 

d ) 
d' 

(mod . I ) 

where , wi th the notation in secton 7, 

e( 
d# 

d7# 
)= a P* ~ e( iu ~~' 
e' (d d ) , ' , 

~ ~fr, (d d ? ) ~** # ~ ~**, ~ ~' ). 

Proof . 

By the reciprocity relation 

( 1 3 ) m n n + m 
l
 

mn 
(mod . I ) for (m,n)=1, 

and the definition of b, 

be bd' ~e bde 
[d, d'] d

 dt# 

a~d e + 
a~ ' de 

d
 d'~ 

a d'#t 
~ -( + e
 

d
 

d" ~ 
df~ 
)
 

a ~; ( 
e
 

l
 

d
 + 

d~ ' 

dd ' ~~ d'~~ d'# 
) (mod . I ) 
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snce 
'
l
 

2
 ( d) =~t 

2
 

( 15 ) 

by (13). 

Here, Iet 

( 1 6 ) 

tt 
where m m ~1 

with a certain 

d~# 

slnce 

#
 (d~ ~ 

Since 

(d,d' 

,
 
* 

~
 
#* 

d
 

I~ 

,# 

((d, 

~ )l~ -~ 

d
 

~
 

# 

(d ) I and (d ~)=1. 

~
 

#* 

)
 

(17) 

In conjunction 

Moreover , because of 

~ _ ~ _ d t?f dd ' ~ + # - J~ = ,#p## ~# # ** ft d' ~ d' t ~ d ~ 

( 12 ) 

(mod . I ) 

and 

g (d~#)tt+ (d~')t~## 

(mod d'*~#~) and mtm I (mod d ) We then have 

integer k, 

,t '*g ~ ttd~'~'# # # #* * 
= -(d~") + (d~ ) d~' ~ t 
~ -~'#+ (d~') d~'#~ (mod.d' ~ ) 

= -~'#+ (d~ )td~ ~ 

' + (1+ kd'*)L~ = -~ ~ 

* **' ~~ ~#- ~'* (mod.d' ~ ) 

by (9) and (11). By (9),(10) and (12) we see 

)= l. Hence, 

g d{ ~ (t~--e,~) (mod.d' ~ ). 

~~' ) =1 , the condition (d, d' ) I ~-~ ' implles 

Therefore we have 

~ (d,d') d~~~~ (mod.d ) g= ~ ' 

with (14) (15) (16) and (17) we get 

(9) , 

- 72 -



dグ

　　談
d一’

十

ム
芹
毛d# ~# dd ' ~ 

　　榛　教養

d’尤
H
箒p
も

1
　　　談
dd一£

1書／be
［d。，dり

[d,d']~#~ 9
　養　　勢勢

d’毛
差
・

毛
　
之
　
］
！
d
　
d
　
［
（皇e

　
萎

（㎜od．1）
籍蟹　　熱d之I’毛’

　幾葵葵d．f之

~
 ~ -~' ~ 

(d,d') 

d#d' ~(d,d' ) ~ #~ 
~tr" 

~7f 

蔓芸／、、，1，］之

勢

一戸，（d，d・）ゼ諸，
）’

諸勢

疋，
ム
ゼポ諸）之

勢

之

（d，d
皇
e

暑

d
蕎

d（θ寺
a／e

［d．，d一’］之
＝

34’．榊一EL
[a¥ r= ~ ,lk-/ ~ ~ 

l"i~ "_is'~: L i i,:~ i~~~ 
(~~' ,a)=1 

~ rl (f , ~, ~' , ~) 
-te p' () I t-t 

(s at~')=1 

））リア寺9（
。
J

t
　　，リリ〔ψ

・
J）1

　
一
2

（
　
　
　
，

　
1

Σ
＝

　
．
ー
リ

　
リ
　
δ
λ
　
リ
　
　
ー

　
一
δ
　
　
　
＝

λ
1
1
）

　
　
：
：
－

　
、
1
）
之

Σ
，
9
t
a

　
リ
a
，

Σ
リ
リ
リ

　
（
（
（

　
一
一
）δ之七f（　1r

　
：　
1r

e
r
　
　
　
　
　
　
h

e
　
　
　
　
　
　
　
t

h
　
　
　
　
　
　
i

W
　
　
　
　
　
W

f
訂

型
眺：！t

f
訂

fQ’（ゼ，之’）
　　　　　　　　十aδ

＝

2t

）
葵

名
ム
秤
之

繁終

疋
兼諸

ゼδ
・
弄也勢談疋イ’

δ
）・＝9（リ，リ’，fリ
ア
（9and 

a32㎜By　LeProof . 

Q㌧Q
e［d，df1
　
　
）

　
一
　
　
］

1
　
。
α

　
Q
d
一

　
＜
『
し

Σ
q
（
q

　
＜
b
l

　
Q
蔓
e
　
　
　
　
一

　
　
q

！
l
I
＼
　
　
　
　
　
　
3

）
　
　
　
　
　
　
　
　
7

e（
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

　
μ　
a
Σ
l
　
e

　
d
λ　
dλ－
　
　
1

　
迎
　
　
＝

　
　
一
1
）

　
之
＝
，

Σ
1
）
毛

　
）
毛
a

　
－
a
・

　
d
，
，

Σ
・
d
d

　
・
α
（
（

　
（
　
　
1

　
　
霊

　
1
u
）

Σ
　
　
a

　
く
，

　
タ
、
之

Σ
奉
毛

　
ゼ
（

　
コr



一、1，1（・1素1、、1ム（、1、，）1之凹之W／1／・1晶丁［・l1・1〕一1（・［・㌔・赤1〕1

（疋毛，，a）31　（d，a尤）：1

　　　　　　　（d，，a毛，）：11

・Σμ（e）Σ
　e　　　之

Σr　，
　　　2
グ

Say．

NOW，We　Write

a彗ef，
　　　　　　　　　葵　　　　　　　　　　幾
（d，df）：　δ，　d：　リ，　d一　彗　リ’．

Then，

r；
2
、予七。之，（書，リ，デ、λ1リλ1プ、…11；・）3ψ（÷一1リ｛τ［蒜1ジ

（δ，a名毛，）＝1　（リ，a尤）二1

　　　　　　　（リ，，a毛，）：1

By　Le㎜a33，we　see

f
δw’£

　b；　　　リ　　　　　萎　9（㌃）　　（㎜od．1）。
［d，d－f］　　リ
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　　　　12．　　　Proof　of　Theorem　5．

　　　　Let　　　　　　　　適；　｛n：　a＜nくx，　n§a（mod．q），　（n，a）：1　｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g霊　（P：　P1q　｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（d）一／1・（d・a）4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0，　　（d，a）＞1　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。（遥）一＃ガ岨xOaω（d）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d－　　　d　　a　　q　　d　’

Then，　by　Le醐皿a　30．we　b－aye

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cx
（1）．　　＃｛P2：P2＜x・P2§a（mod・・）｝＞。1。。。0R（q）

Where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　・（・）一・（・；…）・Σλ。・。（蟹）・。εΣ。／。春／・：・畔／
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　x　＜Pくx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝lR（q）辛R（q）。　　say．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　2

Let　　ざ　　d，enote　the　exceptional　set　of　moduli，　na㎞ely，

　　　　　　　H・：・・・・…（…）一・・ll・。：lllOて：llllll・、／一・ジ

　　　　　　　　　　　　　　7
Put　x：て（a）QlogQ　in（1）．　　Wesee

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cx
（2）　　　　　　　　　　　　　R（q）＞　　　　　　　　　　for　a1ユq名ざ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　log’x

since　the　left　hand，side　of　（1）　is　zero．　　Suppose

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　4　　　x　　　－3　　　　　　2　　　2（3）　　　　　　　Σ　　R（q）　＜＜て（a）xlo9・x　寺一1og－　x寺　て（a）　Qlog　x．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q
　　　　　　　　　　Qくq＜2Q
　　　　　　　　　　（q，a）罵1

Then，　fro㎜　this　clai㎜　and一（2）　we　infer　that

　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　2　　　　　　2　　　　　　　　　　春8（　　　　　　　）　く　　ΣR（q）
　　　　　　　　　　　　　Qlog　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qξ蓄
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　　　　　　　　　2
＜　Σ　R（q）
　Qくq＜2Q
　（q，a）豊1

　　　　　　　　4　　　　　2　－1　　　－3　　　　　　　2　　　　2
＜＜て（a）xlog　xキx　Q　log　xキて（a）　Qlog　x，

Or一

　　　　　　　　2－1　6　　　　－1　　　　23－2　4葬蓄＜＜て（a）Q　x　　log1x寺Qlog　x寺て（a）　Q　x　　log　x

　　　　　一ユ
＜く　Qlog　　Q，

as　required．

工t　re㎜ains　to　yerify　（13）． Since

　　　　　　εXR（q）く＜x　　，
2　　　　　q

we　haye

　　　　　　　　2　　　εx
ΣR。（・）…　亘
Qくq＜2Q
（q，a）；1

4ε　　1／2
X　＜P＜X

　Σ　て（n－a）

a＜n＜x
　2

P　ln

　　　2εx
くく　X　　－　　　　　Q

Σ。ε

P〉X

X

P

（4）
　　　2－2ε一1
＜＜x　　Q　。

We　Proceed，to　R　　　　　　　　　　　1’
By　the　definition　of　　r　　　　　　　　　　　　　　　　　d

and　Le㎜㎜a　31，

R（q）宝　Σ　　（Σλ）一（Σ
1　　　　　　　　　　　　d　　　　a＜n＜X　　　d　l　n

　　　　（n，a）＝；ユ　（d，q）：1
（d，q）：！

λd

d）Σ
　　aくnくX
　　n蔓a（q）
　（n，a）：1

1　寺　O（て（a）1gg　D）．

Also，with　the　notation　in　section　11，

（5） 　　　　　　　　2　　　　　　　　2　　2　　Σ　R（q）く＜D寺O（て（a）Qlogx）。
　　　　　1
Qくqく2Q
（q，a）：1

By　Le㎜ma　32　and　34，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　4　　　　　x　1－2εD　：　r　ヰ　O（　て（a）xlog　x　寺　て（a）（一）x　　　　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（・）　・・て（・）（養）Σボ1…　1・。ll・（・）・…4・傘・2布五。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ＜ム　　f，毛，疋一

・・・・・・・・・・・…（λ。）・・・・・・・…二m・・・・・・・・・・・…坦・・・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一4ε　　　　　ε　　　　嫁　　　幾　　ム　　　　　　　　　　　　ム
r。。て（δ）21。。8．lK（3Q，Q2　，Q20；f，トピ，ゼ，δゼ勢，皇，尤紳，毛柞ピ）・Qト2ε1．
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ　　　　　　　　f

Le㎜a26yielas
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＜＜Q　　，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

．i。。。ωリー請ゼ㌧之。。Qε．　C。㎜bi．i㎎・hi。。i・h（4），（5）。。d（6），

we　obtain　the　bound。（3）．

　　　　　This　co㎜p］一etes　the　proof　of　Theore㎜　5．
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