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Parameter identiffication technique for a nonlinear viscoelastic property 

with power series type Voigt model 

Kazutoshi KOBAYASHI, Harutoshi YUKAWA and Shinichi INOUE 

The shock absorbing materials used in sport surfaces and sport shoes show the dynamic property 

of viscoelastisity. Kobayashi proposed a parameter identification technique for a nonlinear Voigt 

model constructed nonlinear viscous element and nonlinear elastic element in parallel. Nonlinear 

Voigt model is very useful for estimation of dynamic property of sport surfaces, sport shoes and 

muscle. But this model was not found applicable to materials that have more complex structure, for 

example lawn and softball. 

The purpose of this study is to propose a parameter identification technique for a nonlinear Voigt 

model represented by a power series type nonlinear elastic element and a power series type viscous 

element in parallel. The equation of this model is represented as follows; 

* i * f= ~ kiXi+ ~ cj I ~j j 
i=1 1 ~ I j=1 
where f is measured force, x is displacement, kl are parameters of power series of elastic element, 

ci are parameters of power series of viscous element. 

In this proposed identification technique, parameters are calculated by using the method of 

multiple regression analysis with measured force as a dependent variable, and displacement and 

velocity as independent variables. In the case of lawn and softball, sufficient accuracies were given by 

using parameters included in 5-degree power series for elastic element and 6-degree power series for 

viscous element. 

Key words : nonlinear viscoelastic model, parameter 

Voigt model, multiple regression analysis 

identif ication technique, power series type 
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粘弾性特性の同定法が有効な場合が多い。

　小林5），6）は，スポーツサーフェースやシューズの

ソール，生体の筋などは非線形の粘性要素と弾性

要素を並列に持っ実数型非線形Voigtモデルで

良い近似が得られるとし，そのパラメーターを一

段階衝撃試験および多段階衝撃試験によって同定

する方法を示している。

　しかし，芝生や軟式野球ボールを小林の方法5）

を用いてモデル化を試みたところ，十分な精度が

得られず，これらに対しては実数型非線形Voigt

モデルは適用できないことが判明した。これは，

芝生は物性がかなり異なる土の部分，根の部分，

草の音匡分の3層構造になっていること，また，軟

式野球ボールの場合は内部が中空構造になってお

り，シューズなどに比べて複雑な構造になってい

るためと考えられる。従って，これらのより複雑

な構造にも適用可能なモデルが必要である。

　佐藤ら9〕は，弾性要素を3次までのべき級数に

展開し，粘性要素は線形を仮定することにより，

弾性特性に非線形性を含む構造物をモデル化し，

そのパラメータ同定法を示している。しかし，芝

生や軟式野球ボーノレは粘性にも非線形性が存在す

ると考えられるため，このモデルも適当ではない。

　本研究では，弾性要素，粘性要素ともにべき級

数で展開することにより，小林の実数型非線形

Voigtモデルでは高い精度の近似が困難であるよ

うな複雑な構造を有する物質に対しても高い精度

の近似が可能なべき級数型非線形Voigtモデル

を提案し，線形Voigtモデル，実数型非線形Voigt

モデルとの比較を行ない，その有効性を検討する

ものである。

2．べき級数型非線形Voigtモデルについて

　Voigtモデルは弾性要素と粘性要素が並列に結

合された形を持っており，外力が作用して物体に

変形が生じたとき，変形変位に対して生じる弾性

要素による抵抗力F。と粘性要素による変形速度

に対して生じる抵抗力F。のそれぞれの和が全抵

抗力になっていることを意味している。

　F。が変位xに比例し，F。が速度麦に比例すると

考えるのが基本的Voigtモデルである6弾性要素

と粘性要素の非線形性がF。＝kxa，F。＝c麦bによ

り表されると考えるのが実数型非線形Voigtモ

デルである。実数型よりも表現の自由度を大きく

するために

　Fk＝k1x＋k2x2＋k3x3＋…，

　F。＝c1「麦1＋c21麦21＋c31支昌1＋…

　の形で表そうとするのが本論文におけるべき級

数型Voigtモデルである。ここでは，k、，k。，…

C、，C。，…の各係数の個々に物理的な意味を持た

せ，各次数の要素の抵抗力の和によりF・，F。を表

そうとするのではなく，Xのべき級数全体でXと

F。の関数関係を表し，麦のべき級数全体で麦とF。

の関係関数を表そうとするものである。このこと

　　　　　　lF

m釜　　F一ん（π）一C（立）

　　・F一㍗一帖ψブ1

F1lorceapPliedonthetes〕oot

m：massoftestfoot
x：displacemen－

ki：Parameter　of　nonlimear　elas－ic　element

ci1Parameter　of　nonlinear　viscos－ic　element

　　　　　　la〕laWn

　　　　　bal1

　　　－r↓

　　　　　　」
械　　ア　　　X

　　　一ん（皿）一C（立）

　　・一㍗一箒ψゴ1

f：force　applied　on　the　softball

m：massofthesoflball
x：displacement　of　the　C，G．o－the　softball

Vo＝inHial　velooity　of－he　so廿ba11

ki1Parame－er　o－nonlimear　elastic　e1emen－

ci：Parameter　of　nonlinear　viscos1ic　e18men一

　　　　　｛B）softbal1

Fig．1　Voigt　model　of　visco－e1asticity　of　the1awn　and　the　softba11．



一189一

から，個々の係数の中には負の値になるものが

あっても，モデル全体の物理的な意味としては何

等差しつかえないと考えられる。

　Fig．1（・）に示すように，芝生のべき級数型非線

形Voigtモデルは次式で表される。

　　　　　S　　　　　　　　　．　　　r
・・一・一坐丈r妻1、ヨ・1影1　（・）

　ただし，Fは荷重変換器の検出端からtestfoot

（圧力伝達板）に加えられた衝撃力，mはteSt

foot（圧力伝達板）の質量，kiは試験材料の非線形

弾性に関する係数，Cjは非線形粘性に関する係数，

Xは変位，文は圧縮加速度，麦は圧縮速度であり，

S，rは必要な近似精度に応じて決めるものとす
る。

　軟式野球ボーノレについてもFig．1（b）に示すよ

うな次式で表されるモデルを導入する。

　m文＝f

　　　　　S　　　　　　　　　　．　　　r

　　一一砕が一1妻■、事ψ1　（・）

　ただし，fはフォースプレートにより測定した

衝撃力，mはボールの質量，kiは非線形弾性に関す

る係数，Cjは非線形粘性に関する係数，Xはボール

の重心における変位，麦は速度とする。

　芝生のモデルと同様に，S，rは必要な近似精

度に応じて決めるものとする。

3．実験装置および実験方法
　小林によっ亡提案された5〕非線形粘性要素と非

線形弾性要素を並列に持つ実数型非線形Voigt

モデル（以下，実数型モデルと呼ぶ）では高い近

似度が得られなかった例として，芝生および軟式

野球ボールについて実験を行なった。

　芝生の実験についてはFig．2に，軟式野球ボー

ルにっいてはFig．3にそれぞれの実験装置および

実験構成図を示す。

　芝生の実験は，Fig．2に示した衝撃試験器を植

生している芝上に設置し，測定を行なった。芝生

上における衝撃試験では芝生の構造により衝撃面

積を規定する圧力伝達板（testfoot）の面積が13

C㎡以下であると，データに再現性がないことが事

前の実験で明らかになっている。これは，芝生の

根が網状構造になっていること，また，芝生表面

は完全な平面ではなく凹凸があることなどにより，

測定面積が小さいと構造的な最小単位を測定でき

ないためであると考えられる。従って，今回の測

~; 

lmpact　weight

Slide　bearing

Accelerometer　and
Force　transducer

Tes“oot

laWn

Fig．2　Structure　of　testing　device　for　the　Iawn

　　　fie1d．

　　　　　　　　L目se「　pit・hi・g冊・hi・・

　　　㎞、ほ、／1

＜トコ⑪

o　　o　　　　　　　　　ball

　　＼
Phototransistor

Fig．3　Schematic　diagram　of　experimental
　　　system　for　the　softba11．

定では最小単位面積と考えられる面積よりもやや

大きな16cm2の衝撃面積の圧力伝達板を用い，衝撃

カの最大値が272．8N，421．4N，875．4Nの3種類の

強さの異なる衝撃試験を行なった。それぞれの試

験を1ight，medium，heavyとする。衝撃試験に

よって圧力伝達板に加わる衝撃力，圧縮加速度を

測定し，圧縮加速度を積分することにより圧縮速

度を求め，さらに積分することにより圧縮変位を

求めた。

　軟式野球ボールの実験は，Fig．3に示すように，

水平方向の力が測定で・きるようフォースプレート

の測定面が鉛直になるように設置し，側方から

ピッチングマシンによってボールを衝突させた。

ボールの入射速度は光学的に測定され，衝撃力，

入射速度，ボールの質量によって，ボールの重心

における，速度，変位を算出した，ボールの入射

速度が4．35m／s，9．72m／s，16．75m／sの3試技を行

ない，それぞれの試験の最大衝撃力は362．9N，

848．8N，1716．3Nであった。それぞれの試験を

1ight，medium，heavyとする。
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4．べき級数型非線形Voigtモデルのパラメー

　　タ同定法について

　芝生の粘弾性の試験において，ある時問hの衝

撃力をF。，圧力伝達板の質量をm，圧縮加速度を

文。とすれば，芝生表面に直接加わる力f。は

　fh＝Fh－m文h　　　　　　　　　　　　　　　（3）

となり，（1）は
　　　S　　　　　　　　　．　　　r
㌔一坐・1・■菱■、ヨ・1州　　（・）

となる。

　軟式野球ボーノレにおいては，弾性要素と粘性要

素によって生じる抵抗力がフォースプレートで測

定されるので，芝生と同様（4）が成り立つ。

　べき級数型非線形Voigtモデルのパラメータ

同定は，各時問hにおける衝撃力f。をhにおける

弾性要素による抗力

　　　　　　　　　S
　　　　　　　　　Σkix｛
　　　　　　　　　i＝1

　とhにおける粘性要素による抗力

　　　　　　　　麦　「
　　　　　　　1麦1、牛■麦11

　によって推定したときの推定誤差が最小になる

ように，s，r及びパラメータki，cjを決定するこ

とであり，衝撃力f。を従属変数，x｛と㍊を独立変

数と考えたときの，重回帰係数として求めること

が可能である。

5．べき級数の次数とパラメータの同定精度

　衝撃試験により芝生と軟式野球ボールのべき級

数型非線形Voigtモデノレのパラメータを同定す

る際，弾性要素と粘性要素のべき級数展開の次数

を決めなければならない。佐藤ら9〕はべき級数形

非線形弾性要素を含む構造物のパラメータ同定法

の中で，非線形弾性要素は3次までのべき級数で

展開しているが，粘性項は線形要素を用いている。

これは，パラメータ同定を行なう構造物が粘性の

非線形性は明らかに小さいと仮定できるためであ

ると考えられる。しかし，本研究でパラメータ同

定を試みようとする芝生および軟式野球ボールは

粘性項の影響も大きいと考えられるため，粘性項

についても非線形要素を加えるのが妥当であると

’考えられる。従って，弾性要素および粘性要素の

べき級数の次数を適当に変化させ，同定精度が高

くなる次数を求めればよい。また，何次までのパ

ラメータを用いれば適当であるかは対象物によっ

て異なると考えられる。

　一般に，べき級数で展開する次数を上げれば同

定の精度は高まる可能性があるが，データのフィ

ルタリングのためには適当な次数で打ち切った方

が良い場合が奉る。また次数を上げると同定方法

が複雑になるという問題点がある。

　同定精度は最小二乗回帰あるいは曲線の当ては

電。
㌣少〕
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Fig．4　Standard　errors　between　the　measured

　　　force　and　the　estimated　force　by　using

　　　various　pair　of　viscous　power　series　and

　　　e1astic　power　series，when　the　three　shock

　　　1oad　tests　are　applied　to　the　lawn．Viscous

　　　power　series　and　e1astic　power　series　are

　　　varied　from1－degree　to8－degree．
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めの推定標準誤差によって検討される。Fig．4（・）

～（C）に，芝生の各試験において，弾性要素と粘性

要素の各展開次数の組み合わせの違いによる実測

値と推定値との標準誤差の変化を示す。図中，弾

性要素の次数が3次，粘性要素の次数が4次とは，

弾性要素は3次までのべき級数で展開し，粘性要

素は4次までのべき級数で展開していることを示

している。

　芝生における推定では各試験とも粘性項の次数

よりも，弾性要素の次数を上げる方が標準誤差を

減少させるためには効果的であり，弾性要素を6

次，粘性要素を5次以上に次数を上げても標準誤

差の改善は見られない。弾性要素群が5次，粘性

要素群が4次までのべき級数展開による推定の標

準誤差はlight，medium，heavyの強度の落下衝

撃のそれぞれで，2．44N，9，20N，17107Nであり，

測定値の最大値に対する標準誤差の比は，0，90％，

2．23％，1．95％であり，また，それぞれの強度に

おける測定値の最大値付近についてのランダム誤

差は17．99N，32．87N，58．72N相対ランダム誤差は

6．20％，8．74％，7．04％であった。

　軟式ボールの各試験において，弾性要素と粘性

要素の各展開次数の組み合わせの違いによる実測

値と推定値との標準誤差の変化をFig．5（・）～（・）に

示す。Fig．5からわかるように軟式野球ボールは

芝生とは対象的に，粘性要素の次数を上げること

によって標準誤差を効果的に減少させることがて

きると考えられる。

　軟式野球ボールにおける推定では各試験共に弾

性要素が5次まで，粘性要素が6次までのべき級

数展開による近似によって，測定値の最大値と最

小値の差に対する標準誤差の比がO．95％，1．42％，

1．78％となり，’また，それぞれの強度における測

定値の最大値付近についてのランダム誤差峠46．

48N，47．68N，28．91N，相対ランダム誤差は

11．74％，6．OO％，1．66％であった。

　それぞれの試験によって求められたパラメータ

をTab1e1に示す。

61べき級数型と従来のモデルとの同定精度の比

　　較

　べき級数型非線形Voigtモデル（以下べき級数

型と呼ぶ）の有効性を検討するために，実数型非

線形Voigtモデル（以下実数型と呼ぶ），整数型

Voigtモデル（以下整数型と呼ぶ）との精度の比較

standard　errOr
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Fig．5　Standad　errors　between　the　measured

　　　force　and　the　estimated　force　by　using

　　　various　pair　of　viscous　power　series　and

　　　elastic　power　series，when　three　col1ision

　　　tests　using　the　softba11against　the　force

　　　plate．Viscous　power　series　and　e1astic

　　　power　series　are　varied　fromユーdegree　to

　　　8－degree．
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Table1 Parameters　of　viscous　and　e1astic　power　series　of　each　test．

parameters　of　elastic　element
1aWn

k1 k2 k3 k4 k5

1ight 一8，67×10冨 一6．48×107 一4．56×10昌 1．87×109 一2，39×1015

medium 4．11×104 一1．21×108 一1．39×109 2．30×10昌 1．33×1014

heavy 3I96×104 一1．79×10昌 9．37×10目 1．82×109 1．50×10工4

parameters　of　viscous　element

c1 c2 c3 c4

9，83×！01 一2．78×102 8．48×102 一3．92×102

5．58×101 一1．97×101 6．89×101 一1．31×101

8．84×！01 3．45×10o 4．20×10o 4．51×10o

parameters　of　elastic　e1ement
softball

k1 k2 k3 k4 k5

1ight 6．13×104 一3．85×107 7．50×107 7．75×10島 8．10×1012

medium 2．78×105 一3．48×107 一7．95×10島 8．58×108 一8．74×1019

heavy 6．01×105 一7．22×107 一1．32×109 一1．52×109 一1．52×1014

parameters　of　viscous　e1ement

c1 c2 c3 c4 c5 c6

1．76×101 一！．16×101 1．38×101 一8．04×100 2．44×101 一2．77×10■1

一5．72×101 一2，07×101 1．55×101 一5．36×10■1 一3．OOX10■1 2．26×10■2

一1．71×102 5．50×101 一1．05×101 2．10×10o 一1．82×10－1 5．08×10■ヨ

を行なった。

　Fig．6に芝生のheavyの試験における各モデル

による推定を示す。べき級数型の推定は弾性要素

群が5次まで，粘性要素群が4次までのパラメー

タを用いている。実測値に対するそれぞれの推定

値の標準誤差は実数型が84．55N，整数型が79．

65N，べき級数型が！7．07Nであり，実測値の最大

値に対する標準誤差の比はそれぞれ，9．66％，

9．10％，1．95％であった。従って，べき級数型の

推定精度は他のモデルと比較して非常に高く，芝

生のモデル化には適当であると考えられる。

　芝生と同様に，軟式野球ボールのheavyの試験

における各モデルによる推定をFig．7に示す。べ

き級数型は弾性要素群が5次まで，粘性要素群が

6次までのパラメータを用いて推定を行なった。

軟式野球ボーノレの場合もべき級数型の推定精度は

他のモデルと比較して非常に高く，軟式野球ボー

ルのモデノレ化にも適当であると考えられる。

　芝生および軟式野球ボールのheavyの試験に

おける各モデルの実測値と推定値の標準誤差を

Tab1e．2に示す。

　また，芝生，軟式野球ボールについての衝撃強

度の異なる他の試験についても，芝生は弾性要素

群が5次まで，粘性要素群が4次までのパラメー

タを用いて精度の高い推定が可能であり，軟式野

球ボールでは弾性要素群が5次まで，粘性要素群

が6次までのパラメータを用いて精度の高い推定

が可能である。

7．ま　と　め

　芝生や軟式野球ボールなどは，従来の線形

Voigtモデル，あるいは小林によって提案された

実数型非線形Voigtモデルでは高い精度の同定

が不可能であった。本研究では，複雑な構造を有

する対象に対しても適用できるような，べき級数

型非線形Voigtモデルおよびそのパラメータ同
定法を提案する。

　変形変位Xの関数として表される弾性的抵抗力

F。をxのべき級数によワ近似し，同様に変形速度

麦の関数として表される粘性的抵抗力F、を麦の

べき級数で近似し，外力に対する全抵抗がF。十F。

により表されると考える粘弾性モデルがべき級数
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6 Comparison of the measured curve (a) with 

the estimated curves (b,c,d) when the heavy 

10ad test is applied on the lawn. 

a: measured curve. 

b: estimated curve of the heavy load test 

by using the model parameters 
identified supposing that the lawn is 

linear Voigt model. 

c: estimated curve of the heavy load test 

by using the model parameters 
identified supposing that the lawn is 

nonlinear Voigt model. 

d: estimated curve of the heavy load test 

by using the model parameters 
identified supposing that the lawn is 

nonlinear Voigt model represented as 

a pair of viscous power series and 
elastic power series. 

Z 
(1) 

O 
O 

2000 

1 500 

1 ooo 

500 

Fig. 

o
 

/'/ b 

dl7 

c
 /
 

Fig. 7 

o,o i ,o 2.0 3.0 4.0 5,0 
time (msec) 

Comparison of the measured curve (a) with 

the estimated curves (b,c,d) when the heavy 

collision test is applied on the softball. 

a: measured curve. 

b: estimated curve of the heavy collision 

test by using the model parameters 
identified supposing that the softball is 

linear Voigt model. 

c: estimated curve of the heavy collision 

test by using the model parameters 
identified supposing that the softball is 

nonlinear Voigt model. 

d: estimated curve of the heavy collision 

test by using the model parameters 
identified supposing that the softball is 

nonlinear Voigt model represented as 

a pair of viscous power series and 
elastic power series. 

Table 2 Standard errors and error ratios of each model of the lawn and the softball. 

type of model 

linear Voigt model 

nonlinear Voight model 

power series Voigt model 

lawn 

standard error(N) 

79 . 65 

84 . 55 

17 . 07 

error ratio(%) 

9 . 10 

9 . 66 

l . 95 

softball 

standard error(N) 

302 . 25 

430 . 88 

30 . 63 

error ratio(%) 

17 . 61 

25 . 10 

l . 78 

error ratio is ratio of standard error against the maximum force of each test. 

~~1~~,'~.~<~.'･ Voigt ~ ~~T')~~2~ ;~ . 

~: ~ ,'~~c~~~l~~,'~.~~'.･ Voigt ~~ '~~T')~ ~) ~~f'~~ ~~ ~~T 

~c~;~~. 

(1)~~･~~)~-~}~~~rf~CD~~~~".*'~*f~L*- '~~~'.･~~~~~;i~6D 

~t:~S~ ~ ~ ~ ~c J:: ~ ~~~~~~~i:~I;~Ei~~~;~ C ~~~~~ ~. 

(2)-~~ipc~~,1'~k~f~~~, ~~'I'~t~f~:~~~~~c~~,'f~:~: 

~~ f5~~~)~~~~~~~ Ji cf ~ i~ ~i~i~~~~IfU~:~~ ~ ~~;~~i~f~~:~i: ~ ~)~*~-*~~~ 

ps'~*~'~~{;~b--･-*~+~:OD ~~1~ii ~ ~~~ ~ ~~~~i U Ci~!~j ~~~~~~"~~ 

)~~~, ~~,+~.~~ [~~~)~S~V'f~rf~~~: ~ 4 6/~~~~~F~J~:+ 

~~*>~~~ ~J;~Ei~~~~~~~~f='~f~* ~ ~~f*' . 

~C~~T~f~"~C:) ~f ~~ c~ ~ ~Crf~=F~ ~~~~~~^*40~~)~~ ~:: ~~ V ' 

~~:~i~Ut*- ~ 6:)~~~) ~ , Ir~!~~t~L~,;^~FLiv*~~~j~~~~~~~l 

7~7 ~/ * ~7 h ~~~~~~fC;'~"~~'~_ ~C J; ~~~~f~:'~"O:)-~~~~~) ~ . 
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