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研究成果の概要（和文）：時間反転対称性を持つフェルミ粒子系では一粒子状態はクラマース縮退するが，その
2状態を特定の位相で組合せて波動関数自体を四元数表示することは申請者の発案である。一方，トポロジカル
相の典型例である量子ホール効果においては，チャーン数とよばれる波動関数由来のベリー接続が本質的であっ
ことに対応し，一般のトポロジカル相においてもベリー接続はやはり本質的である。よって，時間反転対称な系
においては，四元数で表示されるクラマース縮退した状態のベリー接続が本質的となる。
　本課題では，この観点から四元数表示の（1）多体問題への適用と(2）時間反転対称性の破れの議論への応用
という極めて挑戦的な研究を実施した。

研究成果の概要（英文）：As for a fermionic system with time-reversal invariance, Any one particle 
state is inevitably degenerate with some other state this is known as the Kramers degeneracy. 
Combining the Kramers pair with a suitable phase, one obtains a quaternionic wave function. This is 
an idea of the applicant. Also the Berry connection has been quite useful for a study of topological
 phases as in the case of the quantum Hall effects. Then the quaternionic Berry connection is useful
 for the study of topological phases with time-reversal invariance. 
Based on the facts, we have tried to use a quaternionic representation for the time-reversal 
symmetric systems with electron-electron interaction and also discuss effects of weak time-reversal 
symmetry breaking.

研究分野： 物性理論（トポロジカル相の理論）

キーワード： 四元数　時間反転対称性　クラマース縮退　ベリー接続　電子間相互作用　時間反転対称性の破れ

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
時間反転対称なフェルミオン系のハミルトニアンが四元数表示されることはDyson以来のよく知られた事実であ
るが，そのクラマース縮退した波動関数を組み合わせることで波動関数を四元数とできることは申請者の独自の
発案であり，この手法をトポロジカル相に対するベリー接続の理論として適用し，電子間相互作用を議論するこ
とならび時間反転対称性の破れを議論することは新しい展開をもたらし，学術的意義は大きい。また，四元数と
いう基本的で有用な概念を広く普及するという社会的な意義もある。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 スピン1/2をもつフェルミ粒子系のハミルトニアンは系が時間反転対称性を持つとき，四元数
により表示できることはよく知られている。四元数(Quaternion)とは複素数の2行2列行列で表現
できるので，ハミルトニアンは2行2列のブロック対角行列となる。このとき系の一粒子状態はク
ラマース縮退とよばれる縮退を持つ。本申請者の独自の発案はこの縮退した2つの状態をある特
定の位相の組合せでペアにすることで波動関数自体が四元数で表示できる，つまり，2行2列のブ
ロック化された波動関数となることである。 
この手法は申請者の発案によるもので，極めて萌芽的なものであり，種々の具体的な問題に対

する有効性は未だ適用例が少なく，未確立であった。 
 

２．研究の目的 
四元数（Quaternion）の時間反転対称な系での意義は周知の事実であるが，クラマース対から1 

つの四元数ベクトルを構成し，見かけ上縮退を消し四元数のベリー接続を簡明に構築することは
申請者の発案である。この萌芽的な申請者のアイデアの具体的な問題での有効性の確立と質的な
展開を目指し具体的な問題に適用可能な形に理論を整備することが本研究の目的である。具体的
には多体問題と時間反転対称性の破れという，極めて挑戦的な問題を設定した。 
 
３．研究の方法 
 トポロジカル相の典型例である量子ホール効果においては，チャーン数とよばれる波動関数由
来のベリー接続が本質的であっことに対応し，一般のトポロジカル相においてもベリー接続はや
はり本質的である。よって，時間反転対称な系においては，四元数で表示されるクラマース縮退
した状態のベリー接続が本質的となる。波動関数ひいてはベリー接続が四元数となることでコン
パクトに表示され，議論の見通しが良くなることが重要である。 
これらのトポロジカル相の研究では多様な格子構造に起因するバンド構造を議論に取りこむこ

とが本質的に重要である。一方，多体問題では数値的計算行う際の行列の次元が極めて大きくな
ることが困難の原因となり数値的研究を律速する。そのため，扱う空間次元を減少させるために
本質的である，擬ポテンシャルの手法をバンド構造を適切に取りこむ形に整備し，その有効性を
確立する。その上で多体問題におけるブレークスルーを目指す。 
 さらには時間反転対称な系でのトポロジカル数として量子もつれの手法を用いることを申請
者等は提案してきたが，本研究ではその独自の手法を時間反転対称性のやぶれの研究にも適用し，
有意義な結果を得るために用いることを試みる。 
 
４．研究成果 
 本課題では，申請者の発案による上記の基礎理論の（1）多体問題への適用ならびに（2）時間
反転対称性の破れの議論という極めて挑戦的な研究を実施した。（1）に関しては，問題を特定
のバンドに射影することで一般の多体問題を部分空間に限り，多体問題の困難さを軽減すること
を目指し，擬ポテンシャルの構成を目指した。時間反転対称をつかわない一般の擬ポテンシャル
の理論は完成しその有効性も示し論文も出版した。四元数表示による擬ポテンシャルの方法の検
討も進み，その基礎理論はおよそ確立に向かっていて，現在各論を検討している。（2）に関し
ては，これも我々独自の手法である量子エンタングルメントを用いたトポロジカル数の手法を四
元数化し，まず時間反転対称な系に適用することに成功した。また実四元数を複素化することで
時間反転対称性の破れた系での意義を詳細に検討した。 
 その結果，当初計画していた研究以外にも多方面に多くの波及効果があり，多数の論文出版に
いたるとともに多くの招待講演を行い有効な研究を実施することができたと評価できる。また，
関連の解説記事も複数執筆し，関連分野の研究を含めて研究成果，研究分野の社会的意義を高
めることにも，貢献できたと考えている。 
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