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研究成果の概要（和文）：2002年、Blanchard 等は「正のエントロピーは Li-Yorke のカオスを導く」を証明し
て大きなブレイクスルーとなった。2017年に研究代表者は共同研究で、正のエントロピーをもつ同相写像を許容
するグラフ・ライクな連続体は indecomposable 連続体を含むという定理の証明に成功した。さらに2018年に研
究代表者は、この成果を発展させてグラフ・ライク連続体上ではBlanchard の結果と空間の indecomposability
 を融合した全く新しい幾何学的かつ力学的構造定理が得られることを示した。これらの結果は力学系・幾何学
的トポロジーの重要な結果となった。

研究成果の概要（英文）：In 2002, Blanchard and other authors proved "a positive entropy map implies 
Li-Yorke's chaos" and the result became a major breakthrough in dynamical systems. In a joint 
research in 2017, I and Darji succeeded in proving the theorem that graph-like continua admitting 
homeomorphisms with positive entropy contain indecomposable subcontinua. The result was only 
existence theorem of indecomposable subcontinua. Furthermore, in 2018, I developed this result and 
showed that on a graph-like continuum, an entirely new geometric and dynamical structure theorem can
 be obtained, which combines the results of Blanchard with the indecomposability of space. To prove 
this result, I introduced a new notion of free-tracing property by free chains. Also, by use of the 
new notion, I obtained a characterization theorem of graph-like continua containing indecomposable 
subcontinua. These results are important results of dynamical systems and geometric topology, in 
particular continuum theory.
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまでコンピューターによる数値実験などから、多くの具体的なカオスが研究されてきた。こうした実験によ
り出現したストレンジ・アトラクターなどの不変集合は、大変複雑な幾何構造をなしている場合が多い。そうし
た複雑なコンパクト距離空間の幾何構造・力学的構造はたいへん興味深い研究対象である。研究代表者は長年、
幾何学的トポロジー・連続体論において空間の複雑性を研究してきた。本研究では幾何学的トポロジーの見地か
ら、特に連続体論・位相空間論の見地から力学系におけるカオスの幾何構造を研究した。こうした力学的構造と
幾何構造を理論的かつ統一的に解明できることは本研究の大きなメリットである。
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１． 研究開始当初の背景 
本研究に関連する国内外の研究は、主にアメリカ、カナダ、東欧、中国などで活発に行われて
きた。また日本での研究は、力学系研究グループ及び ジェネラルトポロジー・グループを中心
に活発に研究されている。1994 年、Barge 等はグラフ上の写像の逆極限とシフト写像という制
限された条件の下で、以下の３つの条件：正のエントロピー、horse shoe の存在、
indecomposability の存在が同値であることを証明した。また Kennedy, Yorke は多様体の力学
系に現れる複雑なトポロジー、特に indecomposability の研究を長年続けている。2002 年、
Blanchard 等はこの方面の長年の予想「正のエントロピーは Li-Yorke のカオスを導く」を証
明して大きなブレイクスルーとなった。2011 年、Mouron は arc-like の場合に、正のエント
ロピーが indecomposability を導くことを証明している。また近年、局所エントロピー理論が 
Blanchard, Ye, Kerr, Li などの研究により大きく発展し、現在エントロピー理論の新局面を迎
えている。研究代表者は、主に連続写像の位相力学的性質の研究を行ってきた。特に、transitive, 
sensitive, chaos of Li-Yorke and Devaney, 正のエントロピーを持つ写像、拡大同相写像、連
続体的同相写像などの研究を行ってきた。拡大的力学系とは、微少な観測値の相違が過去また
は未来のある時刻に明確な違いとなって現れる力学系のことで、位相力学系・エルゴート理論
では特に重要な概念である。連続体的拡大同相写像の概念は拡大同相写像とパイこね変換を一
般化したものであり、研究代表者によって導入された。これまでの研究で拡大同相写像の存在
に関する一連の定理として、カオス連続体の存在定理、平面内のカオス連続体の
indecomposable 構造に関する定理を証明した (Fund. Math., Trans. AMS., Topology Appl., 
Pacific J. Math., Canad. J. Math., 岩波数学辞典（4 版））。Indecomposability は連続体論の
中心的課題として Knaster, Kuratowski, Bing などによって研究された重要な概念である。近
年、力学的複雑さが幾何学的な複雑となって現れる典型的な構造として、この
indecomposability が注目されその重要性が認知されている。多くの場合、不安定集合と 
indecomposable 連続体の composant が一致する構造となって出現する。研究代表者は、位相
エントロピーの評価から hereditarily indecomposable continua 上には、拡大同相写像は存在
しないことを証明した (Proc. AMS)。また、空間の位相次元と box-counting dimension との
関係を最終的に決定する距離の構成に成功し、空間の距離の構造と box-dimension との関係を
完全に決定する定理を得た (J. Math. Soc. Japan)。ランダムな無限点列を可算個与えると、そ
れを正確に実現する力学系が測度保存力学系全体の中で稠密に存在していることを示した。つ
まり、エネルギーが保存されている力学系では任意の可算個の点列は、現在の状態をほんの少
し変化させるだけで少しの狂いもなく実現可能であることを証明した。同様の結果が flow にお
いても成立することを証明した (Topology Appl.)。つまり、この世界では想定外の事象は存在
しない。全ての事象が起こり得ることを数学的に証明したものである。また研究代表者はフラ
クタル幾何学と連続体論で重要な regular curve上の piecewise embedding maps に関する位
相エントロピーの計算公式を得ている。区間の場合は、Misiurewicz-Szlenk および Young の
ラップ数による表現定理として著名であるが、我々の結果は彼等の結果を区間からある種のフ
ラクタル集合上に拡張した定理である（Ergodic Theory and Dynamical Systems, Topology 
Appl., Topology Proc.）。 

 
２．研究の目的 
本研究の目的は、カオス力学系に出現する複雑な不変集合の力学的構造と幾何構造を解明する
ことである。「力学系のカオス（軌道の複雑性）は、なぜ幾何学的構造の複雑性を導くのか」と
いう根本的な問題に解答を与えることである。そのために本研究では、コンパクト距離空間と
その上の連続写像の力学的・幾何学的性質を、位相空間論・幾何学的トポロジー（特に連続体
論）と位相力学系理論およびエルゴート理論などを駆使して総合的に研究していく。数値計算
によってコンピューター上に出現するストレンジ・アトラクターなどの不変集合は、大変複雑
な幾何構造をなしている場合が多く、そうした複雑なコンパクト距離空間の幾何構造・力学的
構造はたいへん興味深い研究対象である。こうした力学的構造と幾何構造を理論的かつ統一的
に解明することを研究目的とする。 
 
３．研究の方法 
本研究の学術的な特色・独創的な点は、コンパクト距離空間とその上の連続写像という非常に
般的な研究対象を、幾何学的トポロジー（特に、連続体論）、位相空間論、力学系理論およびエ
ルゴート論を駆使して総合的に研究することである。位相力学系、連続体論および位相空間論
の方法論を融合して可分距離空間上の力学系の原理的な構造の解明に役立てていきたい。特に
位相空間論からの研究という基本原理に立ち返った研究方法は、本研究の大きな特色でもある。
位相空間論は、対象とする空間の種々の問題を最も理想的・抽象的な形で設定するための概念・
手法を提供する。最も基本的な原理原則からの本質を見極めた研究が可能となる大きな利点を
もつ。本研究の予想される結果と意義については、本研究で発見される新たな多くの問題を数
学の各分野へ提起し、また新たな見地、技法の還元という形で貢献できると考えている。 
 



４．研究成果 
近年、局所エントロピー理論が Blanchard, Ye, Kerr, Li などの研究により大きく発展し、現
在エントロピー理論の新局面を迎えている。この予想と関連する大きな問題として、正のエン
トロピーをもつ同相写像を許容する１次元連続体で「どのような連続体が indecomposable と
いう複雑な連続体を含むか」という問題が残されていたが、研究代表者は 2017 年 Darji との
共同研究で、正のエントロピーをもつ同相写像を許容する一般のグラフ・ライクな連続体は 
indecomposable 連続体を含むという定理の証明に成功した。さらに研究代表者は 2018 年、こ
の成果を発展させてグラフ・ライク連続体上では Blanchard 等の結果と空間の 
indecomposability を融合した全く新しい幾何学的かつ力学的構造定理が得られることを示し
た。この定理の証明のために幾つかのアイデア(free tracing property by free chains)を導
入したが、これらのアイデアは今後のこの方面に大きく貢献できる重要な道具になると考えて
いる。また Set-values な写像の逆極限について、次元の評価不等式および幾何学的構造定理を
得た。これらの結果も将来の set-values な写像の力学系理論構築の足掛かりになると期待して
いる。更に幾何学的トポロジーにおいても、Continuum-wise injective maps や eventual 
coloring numbers についての興味ある結果を得た。本研究で得られた成果は、Fund. Math. 
Proc. AMS. Topology and its Appl. Advances in Math. Topology Proceedings, Scientiae 
Mathematicae Japonica に掲載、または掲載予定である。 
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