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研究成果の概要（和文）：本研究では、様々な数列の複雑度の未解決問題に挑戦した。まず、代数的数のベータ
展開におけるdigitのランダム性の問題に取り組んだ。ベータとして、Pisot数やSalem数を用いた場合、代数的
無理数の複雑度に関する先行結果を改良することができた。この手法を超越数論に応用することにより、代数的
独立性に関する新しい判定法を構成することに成功した。
さらに、整数のb進展開に関するdigitの複雑度を解析した。Y. Bugeaud氏との国際共同研究で、smooth number
と呼ばれる整数のdigitの複雑度に関する未解決問題を解くことに成功した。

研究成果の概要（英文）：We investigated the complexity of sequences of real numbers and integers. 
First, we considered the normality of the digits in the beta expansion of algebraic numbers. In the 
case where beta is a Pisot or Salem number, we succeeded in improving known results of complexity of
 the digits of algebraic numbers. In particular, we gave new lower bounds for the number of nonzero 
digits. Moreover, applying our method, we gave new criteria for the algebraic independence of real 
numbers. 
Moreover, we researched the complexity of the digits in the base-b expansions of integers. With Y. 
Bugeaud, we solved certain open problem on the complexity of the digits in the base-b expansion of 
smooth numbers.

研究分野： 一様分布論

キーワード： 数系におけるdigit　Pisot数　Salem数　ベータ展開　代数的独立性　Smooth number　Newton法　Cauch
y数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
数列の複雑度を保証することは、疑似乱数などの応用数学の観点からも重要である。ベータ展開におけるdigit
に関して、本研究では加法数論を用いた新たな手法を導入することができた。特に、代数的数のベータ展開に関
して、digitの複雑度を保証することができた。代数的数のdigitという情報を研究することで、超越数論、特に
ベキ級数の超越性特殊値の代数的独立性に関する理論が発展した。
また、smooth numberのb進展開のdigitの複雑度を保証できた。本研究の手法により、幅広い整数について、b進
展開のdigitを解析できるようになった。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 実数の digit に関する複雑度 
 
一様分布論では、数系における digit の分布に関する複雑性、特にランダム性が主な研究対象
である。例えば、b を 2 以上の整数とする。このとき、代数的無理数は b 進展開において正規
数(ある種のランダム性を持つ実数)であるという Borel の予想が、典型的な研究課題である。
Borel の予想は未解決な問題であるが、疑似乱数など応用数学の観点からも解決が望まれる。
D. H. Bailey 氏, J. M. Borwein 氏, R. E. Crandall 氏, C. Pomerance 氏により、実数の b
進展開について、加法数論を用いた革新的な手法が発見された(引用文献 1)。特に、代数的無
理数の 2進展開における複雑度の解析が行われた。しかし、彼らの手法は、研究開始当初、適
用できる範囲が限られていた。したがって、この手法を改良し、一般化することが課題であっ
た。特に、ベータ展開と呼ばれる数系において、digit の複雑性を考察することが、必要な研
究課題であった。 
 
(2) 整数の digit に関する複雑度 
b は、再び 2 以上の固定された整数であるとする。整数の b 進展開における digit の複雑性に
関して、数論において古くから研究されてきた。例えば、2のベキ乗数について、3進展開にお
ける digit を考察する。十分大きい 2 のベキ乗数について、digit である 0,1,2 が一様に現れ
ることが、数値実験により予想される。ところが、この予想は未解決である。ベキ乗数の b進
展開に関する複雑性を部分的に保証する定理が C. L. Stewart 氏によって与えられていた(引用
文献 2)。しかし、ベキ乗とは限らない一般の整数に関しては、複雑性について、部分的に保証
することも未解決問題であった。 
 
２．研究の目的 
 
(1) ベータ展開における digit の複雑度 
ベータ展開における digit の複雑性を保証することが、本研究の目的である。特に、ベータが
Pisot 数および Salem 数と呼ばれる特殊な代数的整数である場合を考察することが、記号力学
系の観点からも重要である。まず、研究開始当初の背景で述べた、加法数論の手法をベータ展
開に対しても適用可能になるように改良する。また、ベータ展開の digit に関して、得られた
結果を超越数論に応用する。特に実数の代数的独立性の理論に応用することを目的とする。 
 
(2) Smooth number などの digit の複雑度 
種々の整数について、b 進展開における複雑性を保証することを目標とする。特に、smooth 
number と呼ばれる整数の b進展開を考察する。なお、smooth number は、S-unit と呼ばれる整
数を含むため、解析数論において重要な研究対象である。 
また、先行研究では、digit の複雑度に関する指標として、nonzero digit の個数や sum of digits
が用いられてきた。本研究では、より幅広いクラスの指標を用いることで、複雑度に関する先
行研究を精密化する。 
 
(3) 関数体における Cauchy 数の類似 
整数論において、有理数体の類似として、正標数の関数体が知られている。Bernoulli 数と呼
ばれる有理数は、正標数の関数体において類似が知られていた(Bernoulli-Carlitz 数)。とこ
ろが、Bernoulli 数と密接な関連を持つ Cauchy 数については、類似が知られていなかった。
Cauchy 数は、組み合わせ論などで重要な役割を果たす。本研究では、Cauchy 数の関数体におけ
る類似を考察する。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 実数のベータ展開の digit に関して研究を遂行するために、名古屋大学や Strasbourg 大学
(France)など国内外の大学における数学者と情報交換を行った。 
また、Vienna 大学 (Austria)や Lorraine 大学 (France)などで行われた研究集会やセミナーに
積極的に参加をし、超越数論や一様分布論の研究者と交流を持った。 
 
(2) 整数の digit に関する複雑度を研究した。Smooth number の b 進展開にベイカー理論を応
用することにより nonzero digit の漸近的挙動に関する解析を行った。研究遂行のために、
Strasbourg 大学を訪問した。そこで、ディオファントス近似の専門家である Y. Bugeaud 氏と
研究討議を行った。 
また、b進展開の digit について、nonzero digit 以外の複雑度の指標を考察する。特に、種々
の整数列に、有限 word が現れる頻度について解析を行った。研究遂行のために、Lorraine 大
学 (France)を訪問した。数系の b進展開の専門家である T. Stoll 氏とともに研究討議を行っ
た。 



 
(3) Wuhan 大学(中国)の T. Komatsu 氏とともに、正標数の関数体に関する研究討議を行った。
Carlitz logarithm function に着目することにより、Cauchy 数の類似を考察した。また、
Stirling 数の関数体における類似に関しても考察した。 
 
４．研究成果 
 
(1)Pisot 数や Salem 数を用いたベータ展開に関して、複雑度の研究を行った。まず、代数的数
のベータ展開に関して、nonzero digit の漸近的挙動を改良することに成功した(雑誌論文 2)。 
次に、ベータ展開に関して得られた結果を、実数の代数的独立性の理論に応用した(雑誌論文
3,7)。この結果、べき級数の特殊値の代数的独立性について、画期的な判定法を与えることが
できた。これにより、過去の手法では検証できない実数に対して、代数的独立性を証明するこ
とに成功した。 
 
(2) Smooth number の b 進展開における digit に関する成果を述べる。Nonzero digit の個数に
ついて、下からの評価式を与えることは未解決問題であった。Y. Bugeaud 氏との国際共同論文
において、この未解決問題に一つの解答を与えることに成功した。この研究成果を、論文とし
て出版した(雑誌論文 6,11)。(1)で述べたベータ展開の成果とともに、本研究成果を日本数学
会 2017 年度秋季総合分科会において、特別講演として報告した。 
T. Stoll 氏との国際共同研究では、種々の整数列に有限 word が現れる頻度について、下から
の評価式を与えることに成功した。先行研究では、特定の限られた有限 word の出現頻度に対し
てのみ、下からの評価式が与えられていた。本研究では、先行結果を一般の有限 word に対して
拡張することに成功した(雑誌論文 4)。特に、本研究により digit の複雑度に関する先行結果
を精密化した。 
有限 word の出現頻度を考察するために、p進整数環における Newton 法(Hensel の補題)を拡張
する必要が生じた。p進整数環において、一般の連続関数に対して Hensel の補題が成り立つか
どうかは未解決問題であった。T. Stoll 氏との共同研究により、この問題に対して一つの解答
を与えることに成功した(雑誌論文 10)。 
 
(3)T. Komatsu 氏とともに、Cauchy 数の関数体における類似を定義した(Cauchy-Carlitz 数)。
また、Stirling 数の関数体における類似を定義した(Stirling-Carlitz 数)。これらの定義は、
正標数の関数体における整数論、例えばζ関数などに応用があると期待される。 
Cauchy-Carlitz 数と Bernoulli-Carlitz 数などの間に成立する関係式について、
Hasse–Teichmuller 微分を用いて、求めることに成功した(雑誌論文 1,5)。さらに、
Stirling-Carlitz 数について、直交関係式と呼ばれる、基本的な関係式が成り立つことを証明
した。 
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