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第1章 序論

1.1 はじめに

近年、鉄道車両の高速化伴って、乗客の乗り心地、車両の走行安定性・安全性がま
すます要求され、鉄道車両の設計の段階における重要な研究・開発課題となった [1]。
高速車両を実現するうえで解決すべき問題は車両・レールの相互作用による振動や
それらの振動による騒音などに代表される [2]。これらの問題に対する様々の研究
によって、鉄道車両のパラメータの設計方針が明らかにされ、低振動、低騒音のよ
り良い高速車両が生まれて来た。例えば、Daiら [3]はレールの枕木の不備に注目し
て数値解析を行い、枕木の不備による車両システムの振動応答への影響を明らかに
した。Hanら [4]は車輪とレールの 3次元接触モデルを構築し、走行速度、フラッ
ト長さ、車輪荷重などによる車輪とレールにかかる最大応力の位置変化を解析する
ことによって、車輪・レールにダメージがつきやすい部分を明らかにし、メンテナ
ンスへ有意義な結論をまとめた。

レールの不備や車輪の破損のような問題は車両安全性を影響する後天性問題であ
る。これらの問題に対して、車両の車輪勾配によって生じる蛇行動問題は鉄道シス
テムにおける特有な動的不安定問題であり、長く研究されてきた最も重要な問題の
1つである [5]。蛇行動の発生要因は鉄道車両の特徴である受動的な自己操舵機能に
よるもので、蛇行動は鉄道システムにおいて必ず存在する問題である。本研究はこ
の蛇行動現象に注目して、臨界速度の近傍における非線形挙動についてを解析する。

1.2 本研究の背景と従来研究の概要

1.2.1 線形特性による蛇行動現象

蛇行動とは、鉄道車両がある臨界速度を超えて走行する時に、図 1.1のように直線
走行であっても、横方向とヨーイング方向に揺れながら走行する共振現象である。こ
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の現象は車輪とレールの金属同士が転がり接触した時の滑りによって生じるクリー
プ力に起因した自励振動であり [6]、乗り心地を悪化させ、車輪とレールにダメー
ジを与え、脱線事故を引き起こす可能性がある [7,8]。鉄道車両は受動的な自己操舵
機能を得るために、車輪踏面は円錐や円弧をつなぎ合わせた形状になっている。こ
のような踏面形状により左右振動が生じることは鉄道が発明された初期から知られ
ていた。Georgeは 1821年に一輪軸台車の蛇行動発生原理を明らかにした [9]。台車
が左右に変位した時に、左右の車輪とレールの接触半径に差が生じ、接触位置での
転がり速度が異なるようになる。また、左右の車輪は車軸によりつながっていて、
台車とともに、一定な速度でレール方向に走行するため、左右の車輪とレールの間
に滑りが生じる。この滑りによってクリープ力が働き、台車を中心の位置に戻させ
る。このような車輪を中心位置に戻させる復元力が存在するため、鉄道車両は曲線
を転がるときには自動的にレールに沿って曲がる機能を発揮するというような受動
的な自己操舵機能を持つようになる。しかし、車両が中心位置から片方のレールに
寄せた場合、車両をレールを中心位置に戻ろうとする復元力が働き、この力によっ
て車両がレールを中心位置に戻り、中心位置を超えて反対側のレールに寄せること
になる。また、逆向きの復元力が車両に働き、こういった繰り返し運動が発生する。
よって、車両は左右に振動する蛇行動特性を持つ。

Hunting motion

Rails

Exceeds a 
critical speed

v>vc

Creep force

Wheel set

図 1.1: Phenomenon of hunting motion in vehicle railway.

実際の車両は輪軸に台車、台車に車体が連結してて、ばねやダンパーによって拘
束されているため、通常の走行速度では蛇行動が生じず、安定な走行ができる。ク
リープ力は台車に減衰力と振動させる力を同時に働き、低速でクリープ力による減
衰力が支配的だが、速度が上がると、減衰力が下がり、車両慣性力、輪軸に働く支
持ばねのばね力、クリープ力による振動させる力と同等になり、振動が臨界速度で
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始まり、蛇行動が発生する。また、鉄道車両の構造によって、輪軸蛇行動、台車蛇
行動、車体蛇行動がそれぞれ存在するが [10]、それぞれの蛇行動現象の発生原理は
同じであるため [9,58]、本研究は輪軸蛇行動（本研究で用いた一輪軸台車モデルの
輪軸と台車は一体になるため、輪軸蛇行動に相当する）に注目して解析する。

線形解析で車両システムの固有値を求めることにより、蛇行動が発生する臨界速
度は求められる [9]。この線形解析で求めた臨界速度は線形臨界速度と呼ばれる。図
1.2は線形解析から得られた鉄道車両の走行速度による振幅変化の分岐図で、横軸
は走行速度、縦軸は台車の横定常振幅、太い実線は安定な定常振幅、太い破線は不
安定な定常振幅、vcは線形臨界速度を示す。速度ゼロから線形臨界速度まで、台車
はゼロの安定な定常振幅を持つから、車両は安定した走行ができる。線形臨界速度
を超えると、自明な定常振幅は不安定になり、すなわち、図の中の丸マークで示す
微小な外乱（現実に必ず存在するレール・車輪表面の不整など）に起因して生じる
振動が発散する。これが蛇行動である。一方、線形臨界速度以下のところでは、外
乱の大きさによらず蛇行動は発生しない。以上が線形解析の結果である。

A
m

p
li

tu
d
e

Stable

vc Critical speed

Disturbance
Grows
Decreases

Running speed
vc

Unstable

0

図 1.2: Amplitude response of vehicle according to linear analysis.

蛇行動を引き起こすクリープ力は車輪とレールの接触面の微小な滑りによって生
じる。その接触面は弾性接触論 [11]により、図 1.3(a)のような楕円形状となり、粘
着領域と滑り領域に分けられる。車両の走行方向の前は粘着領域で、後ろは滑り領
域となることが分かる。図 1.3(b)は滑り率（レールと車輪から見た接触面の相対速
度と台車走行速度の比）とクリープ力の関係を示す図で、その関係は非線形性を表
す [12,13]。これはCarter [14]、Johnson [15]、Kalker [16]の理論によって明らかに
された。特に、車輪が完全に滑っているときに、クリープ力は滑り摩擦力（クーロ
ン力）と一致する。
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図 1.3: Creep force in the wheel-rail system. (a) Contact surface, (b) creep force

curve.

蛇行動線形臨界速度は解析対象とする車両モデルの材料変形、振動の自由度数、そ
して台車荷重など数多くの車両パラメータによって変る。Doyleら [17]とCasanueva

ら [18]は蛇行動の線形臨界速度を求める際に、左右車輪にかかるクリープ力が異な
るため、輪軸を中点から曲げられ、弾性変形された物体と考えて解析するべきと主
張し、様々な状況でのねじれによる蛇行動の線形臨界速度への影響を明らかにした。
よく用いられる 2自由度台車モデルに対して、Leeと Chengは 10自由度の二輪軸
台車モデルについて解析し、線形クリープ力を考慮に入れた運動方程式を導いて、
蛇行動安定性を調べた [19]。Chiらは通常走行状態と蛇行動状態の周波数領域を解
析して台車荷重による蛇行動への影響について明らかにした [20]。

車両の蛇行動を抑えるために、車輪・レールの踏面勾配、レールの横幅、輪軸支
持剛性や台車回転抵抗などに対して最適設計の手法が用いられている。ヨーダンパ
を用いた研究として、Ahmadianらは非線形ヨーダンパ装着、フランジ接触を考慮
に入れた二輪軸台車モデルを用いて蛇行動を影響する線形および非線形パラメー
タについて研究した [21]。その結果、ヨーダンパを適切にコントロールすることに
よって、蛇行動へのロバスト性を上昇されることができることが明らかになった。
Wickens [22, 23]はばね支持だけを考えた一輪軸フルスケールの台車モデルを用い
て、車両安全性において様々な台車パラメータによる影響について線形解析を行っ
た。彼は蛇行動臨界速度を向上できるようなサスペンジョン及びその他のパラメー
タの設計方針を指摘し、実験でその設計方針の有効性を検証した。Baldovinらは弾
性関節と散逸デバイスで台車とボギーフレームを接続して車両走行性能を向上させ
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る手法を提案し、シミュレーションで有効性を検証した [24]。Yabunoらはジャイロ
を用いて蛇行動現象が安定化できることを実験的および理論的に指摘し、直線走行
性能を大幅に向上させる新たな手法を提案した [25]。また、鉄道車両を蛇行動が発
生しないメカニズムにするために、左右独立車輪の研究 [26]が行われているが、自
己操舵機能がなくなるため、片方の車輪とレールが偏摩耗するといった問題がとも
に生じた [27]。これらの手法は列車直線走行時の性能、すなわち蛇行動の発生する
臨界速度を上げることができるが、列車の曲線通過性能を低下させる場合がある。
したがって、直線走行と曲線通過性能が両立できる方法の開発が長年の間望まれて
きた。

1.2.2 3次非線形成分による臨界速度以下の蛇行動の発生

先行研究により、鉄道システムにおける非線形成分は主に非線形クリープ力、フ
ランジ接触による非線形力、車輪踏面の非線形形状などに影響される [28–30]。車輪
とレールの滑りによる非線形クリープ力は鉄道車両のシステムダイナミクスを左右
する大きな要素のひとつであり [31]、関連研究が多数行われてきた。その中、Kalker

の 3次元弾性転がり接触理論は集大成であり、広く応用されている。フランジ接触
による非線形力ではWagner関数 [32]がよく用いられる。蛇行動現象の非線形性に
関して数多くの研究が行われてきた。Knudsenらは鉄道車両の分岐とカオスについ
て研究した [65]。結果として、カオス現象は激しい蛇行動振動より危険ではなく、
無視できることを証明した。また、Zboinskiら [34]は曲線通過の鉄道車両の非線形
安定性を研究し、直線走行時の特性と同じ特性を持つことを示した。

鉄道における非線形成分は奇数次の非線形成分しか蛇行動に影響を与えないこと
が知られている [38]。また、3次非線形成分によって、蛇行動線形臨界速度の近傍
にホップ分岐が生じることが指摘されている [35, 37]。鉄道システムにおけるホッ
プ分岐は超臨界 (図 1.4(a))と亜臨界（図 1.4(b)）2つに分けられる。そして 3次非
線形の係数により、線形臨界速度から生じる安定な定常振幅は左（線形臨界速度よ
り小さい速度の方向）か右（線形臨界速度より大きい速度の方向）に伸びる。例え
ば、中国高速列車のタイプＣＲＨ 2とＣＲＨ 3は車両パラメータ、車輪形状などの
違いにより、それぞれ亜臨界と超臨界ホップ分岐の特性を持つことが明かにされて
いる [36]。また、線形臨界速度はホップ分岐が始まる点に対応している。このホッ
プ分岐点の近傍において、亜臨界と超臨界ホップ分岐は異なる特性を図 1.4に表す。
図 1.4(a)に示すように、超臨界ホップ分岐の場合は、線形臨界速度を超えたときに、
振幅は急激に増加することなく、走行速度の増加と共に徐々に大きくなる。この場
合、速度の変化に関わらず、安定な定常振幅はいつも 1つだけが存在するため、外
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図 1.4: Hopf bifurcation in wheel systems considering the effects of cubic nonlin-

earity. (a) Subcritical Hopf bifurcation, (b) supercritical Hopf bifurcation.

乱の大きさによらず、車両の振動振幅は最終的にその安定な定常振幅となる。また、
蛇行動が発生したときに減速すると、蛇行動の定常定常振幅は小さくなり、消える
ことになる。したがって、超臨界ホップ分岐の場合、蛇行動現象は走行速度によっ
てコントロールでき、亜臨界の場合に比べて危険性が低い。

一方、図 1.4(b)の亜臨界ホップ分岐の場合では、線形臨界速度を超えた途端に
定常振幅が急激に大きくなる。これは、線形臨界速度以上の領域に安定な定常振幅
が存在しないため、線形解析と同じ結果になる。しかし、線形解析による結果及び
超臨界ホップ分岐の場合と異なり、蛇行動が起きた時に、減速しても、蛇行動はす
ぐに収まらないことが指摘されている。図 1.4(b)に示したとおり、線形臨界速度以
下の場合、外乱の大きさにより 2つのパータンがある。1つは不安定な定常振幅よ
り小さな外乱が入るとき、振動は収まっていき、ゼロの定常振幅になる。2つ目の
パータンは不安定な定常振幅より大きな外乱が入るとき、振幅は成長し、無限大に
なる（車輪フランジとレールにぶつかって一定になるか、脱線するかになる）。蛇
行動が起きているときに、車両は蛇行動の定常振幅で振動し、走行速度の変化と伴
い、定常振幅が連続的に変化する。線形臨界速度以下の速度の時では、不安定な定
常振幅を超えてゼロの定常振幅に戻させる外乱が存在しない限り、蛇行動は収まる
ことなく、振動し続ける。また、線形臨界速度以下の速度であっても、車両に与え
る外乱が不安定な定常振幅を超える場合は車両振幅は大きくなり、蛇行動が発生す
る [38–40]。よって、鉄道安全性において、亜臨界ホップ分岐は極めて危険な特性
である。したがって、鉄道の蛇行動安全性を評価する際に、線形解析で求めた線形
臨界速度だけではなく、車両の非線形特性まで考慮して解析する必要がある。
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亜臨界と超臨界ホップ分岐の種類は設計段階の車両パラメータによって決まるこ
とが明らかになってきた。2種類のホップ分岐が変化する境界において、車輪踏面勾
配の摩損や乗客人数による荷重変化などによって非常に変化しやすくなることが指
摘された [35]。運行している鉄道車両が走る途中に車輪踏面勾配の摩損と乗客の乗り
降り人数などのことは車両特性の変化を招き、事故に至ることがあり得る。よって、
鉄道車両の設計段階はホップ分岐の境界領域を避けるようなパラメータ選定が行わ
れるべきである。2種類のホップ分岐の変化について様々な研究が行われ [42,43,53]、
線形パラメータ（横・長手方向の支持ばねの線形ばね定数の増大）によって、蛇行
動線形臨界速度が増大し、その増大とともにホップ分岐は超臨界ホップ分岐から亜
臨界ホップ分岐に変化していく傾向があると指摘された。図 1.5はその変化を示し
ている。(a)から (b)に変化したときに、線形臨界速度は大幅に上がったことに対し
て、超臨界ホップ分岐は亜臨界ホップ分岐に変化した。したがって、線形パラメー
タによる非線形特性への影響が見られた。また、高速鉄道において、亜臨界ホップ
分岐特性を持つ傾向が予測される。亜臨界ホップ分岐が鉄道車両の安定性を非常に
妨害することは以上の背景から分かる。したがって、本研究は亜臨界ホップ分岐に
注目し、その近傍の挙動を明らかにする。
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図 1.5: Variation of linear critical speed and types of Hopf bifurcation due to vehicle

parameters. (a) Subcritical Hopf bifurcation, (b) supercritical Hopf bifurcation.

1.2.3 5次非線形成分によるヒステリシス現象

亜臨界ホップ分岐において、蛇行動の線形臨界速度の近傍で挙動を解析するには、
蛇行動が発生するときの安定状態の定常振幅を明らかにする必要がある。しかし、3

次非線形だけを考慮に入れた際に、図 1.4(a)に示したように、不安定な定常振幅よ
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り大きく安定な定常振幅がないため、蛇行動が発生すると台車振幅は無限大に発散
することになる。ここで、不安定な定常振幅より大きく安定な定常振幅の解が存在
するか否かを明らかにするためには 3次非線形成分より高次の非線形成分の考慮が
必要である。現実的なシステムに 5次非線形特性が存在することは実験計測によっ
て証明されている [46]ため、鉄道システムにも 5次非線形成分が大きな効果を果た
していると考えられる。
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vn Nonlinear critical speed
vc Linear crtical speed

Stable
Unstable

Disturbance
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Decreases

0

図 1.6: Subcritcal Hopf bifurcation diagram considering the effects of cubic and

quintic nonlinearities [39].

最近の研究ではその安定な定常振幅を研究するために、3次非線形より高いべき
の 5次非線形成分を考慮に入れた [39]。そのシミュレーションの結果を図 1.6に示
し、横軸は走行速度、縦軸は台車横変位を表す。図に不安定な定常振幅より大きな
安定な定常振幅の存在が確認できたことから、その安定な定常振幅は 5次非線形成
分によって生じることが分かった。図に示した通り、3次非線形による生じた不安
定な定常振幅のブランチは 5次非線形性による生じた安定な定常振幅のブランチと
ある走行速度で一致し、線形臨界速度以下のこの走行速度で 2つのブランチは消滅
する。この現象はサドルノード分岐である。この分岐によって、線形臨界速度以下
の速度範囲にはもう 1つの臨界速度、いわゆる非線形臨界速度が存在する。この速
度以下では外乱の大きさによらず蛇行動が発生しない。また、非線形臨界速度から
線形臨界速度の速度範囲において、自明解による安定なゼロ振幅と非自明解による
安定な定常振幅（安定なリミットサイクルとも呼ばれる）、そして非自明解による
不安定な定常振幅（不安定なリミットサイクルとも呼ばれる）が同時に存在するこ
とが示された。これによって、鉄道車両は 2つの臨界速度範囲内のある速度で走行
するときに、ゼロ振幅で走行する状態と大振幅（蛇行動定常振幅）で走行する状態
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の 2つの状態を持つ。どの状態で走行するには初期条件で決められる。このような
特性により、加速して非線形臨界速度から線形臨界速度の速度範囲を通過したとき
と、減速して通過したときの定常振幅の変化するルートが異なる。この現象は一種
のヒステリシス現象である [44,45]。ただし、ほかのシステムと違い、鉄道システム
においての蛇行動ヒステリシス現象は 3次と 5次非線形特性によって生じたもので
ある。本研究は非線形臨界速度から線形臨界速度までの範囲をヒステリシス範囲と
呼ぶ。

5次非線形まで考慮に入れた場合は 3次非線形による分岐図と同じように、非線
形臨界速度以上の速度で走行する時、外乱による運転中の突然的な蛇行動の発生が
危険である。したがって、それぞれの走行速度の時に耐えられる外乱最大値（以後
は外乱に対するロバスト性と呼ぶ）を決める不安定な定常振幅と外乱が最大値を超
えて蛇行動が起きた時の定常振幅、そして外乱に対して絶対に安定な速度境界であ
る非線形臨界速度の特定は鉄道車両の更なる高速化に必要不可欠である。

1.2.4 先行研究と問題点

蛇行動の線形臨界速度近傍の挙動を明らかにするため、数多くの研究 [34,47–55]

ではシミュレーションの手法を用いて、線形臨界速度から生じる分岐曲線を求めて
いる。これらのシミュレーションはそれぞれのモデルに対して行い、異なる非線形
成分を考慮してある。しかし、これらの非線形成分は現実現象に如何なる効果を果
たしているかを明らかにするるため、シミュレーションだけではなく、そのモデル
を現実化して実験検証することが重要である。

Chi [35]は実車実験で 3次非線形によるホップ分岐を観測し、パラメータスタディ
を行い、車両パラメータがホップ分岐に与える影響について検討した。ほかにもホッ
プ分岐に注目した実験解析 [56, 57]が見られるが、これらの研究は実験結果に対し
た理論解析が行われていない。Yabunoら [38]は小型軌条輪実験で 3次非線形によ
る亜臨界と超臨界ホップ分岐について測定し、提案した 3次非線形モデル運動方程
式に対して、中心多様体理論を用いて解析を行った。実験結果との一致を明らかに
した。しかし、この実験はホップ分岐の種類に注目し、一番危険である亜臨界ホッ
プ分岐に注目して 5次非線形までの解析は行われていなかった。また、提案された
一輪軸台車モデルにある非線形成分は仮定であり、これらの非線形成分に対する物
理的な考察は行われていない。

最近の研究では、Yamanagaら [58,59]は実車実験で亜臨界ホップ分岐のホップ分
岐点近傍のすべての定常振幅を測定した。振幅の非自明な解による安定な定常振幅
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と不安定な定常振幅がつながっていることは観測でき、サドルノード分岐は鉄道シ
ステムに存在することが実験的に証明された。また、彼らはヒステリシス範囲内の
蛇行動現象に注目して、台車に外乱を与えることによって台車をゼロ振幅に安定さ
せる手法を提案した。台車の振動と異なる位相差を持つ外乱がそれぞれ試され、そ
れぞれの位相差に対して、蛇行動が安定するかどうかについて、比較実験を行い、
効果を評価した。しかし、実験モデルに対する理論解析は行われていない。また、
実車実験においては、高いコストと車両パラメータ変更が困難であるといった問題
点がある。

これまでの研究では蛇行動の非線形特性に関する研究はシミュレーションと実車
実験による解析が主体である。さらに 5次非線形まで考慮した研究は極めて少なく、
シミュレーション結果や観測実験データの比較検討を伴った理論解析は目下のとこ
ろ行われていない。5次非線形現象の根本的な特性を捕らえるためには、蛇行動ヒ
ステリシス特性が特徴づけられる標準形を求める理論手法の提案が必要である。ま
た、実験手法において、実車実験と比較して、パラメータの設定自由度が大きいか
つ簡便な実験手法が望まれる。

1.3 本論文の目的と構成

本研究は鉄道車両 5次非線形特性によるヒステリシス現象に注目して、低コス
トかつ簡単な実験的な測定手法を提案する。提案した実験手法で蛇行動ヒステリシ
ス現象を測定する。一輪軸台車モデルに対する先行研究 [38]で提案された非線形
モデルの非線形成分の物理的な意味を明らかにし、妥当性を理論的に証明する。次
に、鉄道システムにおけるヒステリシス現象を解析できる理論手法を提案する。そ
の提案手法を用いて、一輪軸台車モデルシステムに対して解析し、非線形成分を実
験的に同定してヒステリシス曲線を理論的に求める。また、提案した理論手法を用
いて、蛇行動線形特性と非線形特性に対して台車パラメータスタディを行い、線形
パラメータによる蛇行動ヒステリシス特性への影響について理論的に解析し、その
結果を提案した実験手法で検証する。さらに、解析結果を用いて線形特性と非線形
特性に良い影響を与える車両の設計手法を示す。線形パラメータの適切な設定によ
り、線形臨界速度があがるとともに、ヒステリシス範囲内の外乱に対するロバスト
性が向上できることを明らかにする。

第 2章では、本研究で提案した軌条輪装置と小型化（実車より 1/10スケール）一
輪軸台車で蛇行動ヒステリシス現象を測定する手法を紹介する。ACモータによって
回転する軌条輪の上に一輪軸台車を乗せることによって、台車の直線走行を再現し
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た。走行中の横方向とヨー方向の定常振幅は非接触位置変位計と角度変位計によっ
て計測し、アナログ信号としてPCに出力される。台車を加速するときと減速する
ときの安定な定常振幅を測定することにより、5次非線形特性による安定なリミッ
トサイクルを測定した。また、電磁ブレーキ装置を用いて台車の振動を止め、いく
つかの走行速度の時に異なる横外乱を与える。本研究はこの実験装置で外乱を与え、
台車の安定性を観測することによって、3次非線形特性による不安定なリミットサ
イクルを測定した。これらの実験手法を用いて、分岐点の近傍にあるすべての定常
振幅を測定し、亜臨界ホップ分岐とサドルノードホ分岐による台車蛇行動のヒステ
リシス現象を測定した。

第 3章では、鉄道車両を 2自由度を持つ一輪軸台車モデルに考え、鉄道システム
における非線形成分を物理的に示し、弾性接触論とクリープ力理論で横方向とヨー
方向に関連した各べきの非線形項の存在を明らかにした。よって、一輪軸台車の 5

次非線形を考慮に入れた運動方程式が導出された。また、台車運動方程式を線形化
して、蛇行動振動に関する根跡図を求め、台車システムの固有値を解析し、線形特
性による蛇行動の発生原因を示した。理論的に線形臨界速度を求めることによって
線形クリープ力の係数と線形臨界速度の関係が求まれ、線形クリープ力の係数を実
験で同定できた。

第 4章では、蛇行動ヒステリシス現象に対して、2つの理論解析手法を提案した。
1つ目は中心多様体理論を用いたアプローチで、2つ目は非自己随伴特性を考慮に入
れたモード展開アプローチである。中心多様体理論を用いたアプローチでは横方向
とヨー方向に関する 3次と 5次非線形項を考慮した一輪軸台車モデルの運動方程式
を低次元化し、蛇行動のヒステリシス特性を特徴標づける標準系を求めた。また、
本研究は実験で測定した 4つの速度の時の定常振幅を使って標準形の非線形係数を
同定する方法を提案した。この同定手法によって、理論的に得られた標準形の非線
形係数が明らかになった。これにより、理論的な亜臨界ホップ分岐の分岐図が求め
られた。実験結果と比較すると蛇行動の安定な定常振幅曲線はよく一致しているこ
とが分かった。2つ目の提案手法の非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開アプ
ローチでは、2つの非線形項ですべての非線形項を代表する手法を提案した。摂動
法と多時間尺度法により、線形、3次非線形、5次非線形に関するそれぞれの振幅の
変化を表す方程式が求まった。鉄道システムが持つ非自己随伴特性に注目し、振幅
の変化を表す非線形方程式に対してモード展開を行い、可解条件を求め、蛇行動ヒ
ステリシス特性を特徴づけた標準形を導出した。この提案手法により、最初の方程
式にシステムの非線形特性を完全に記述できる 2つの非線形項の係数が実験的に同
定できたため、線形パラメータによるヒステリシス特徴への影響を明らかにした。

第 5章では、長手方向の支持ばね定数、台車質量、車輪勾配、車輪半径、レール
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幅、長手方向のばねの支持距離といった線形パラメータによる蛇行動線形臨界速度
への影響及びヒステリシス特徴への影響を第 4章で提案した理論手法で解析し、パ
ラメータスタディを行った。解析結果を用いて、新幹線と在来線のパラメータによ
る線形臨界速度への影響について評価を行った。また、蛇行動線形臨界速度があが
り、外乱に対するロバスト性が向上するようなより良い線形特性と非線形特性を持
つ鉄道車両の設計手法について考察した。

第６章では、長手方向の支持ばね定数が台車線形及び非線形特性に与える影響に
ついて、実験検証を行い、第 5章で提案したパラメータスタディ手法を検証した。

第７章では、本研究の結論について記述した。
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第2章 軌条輪実験装置と蛇行動ヒス
テリシス現象の測定

2.1 緒言

軌条輪装置は新幹線の走行特性を測定するために開発されて以来、鉄道車両の
線形特性の測定しか応用されてこなかった装置である [26, 60–62]。図 2.1は軌条輪
を用いた実車実験である。最近、軌条輪は蛇行動の 3次非線形特性の測定に応用さ
れ、小型化による省スペースかつ低コストの実験ができるようになった [38]。また
Wagnerらの研究により簡単な一輪軸台車モデルでも 5次非線形特徴を捉えること
ができることが指摘された [56, 63,65]。そこで、本研究は横方向とヨー方向の 2つ
自由度を持つ 1/10スケール一輪軸台車と小型軌条輪装置を用いた蛇行動のヒステ
リシス現象を測定する手法を提案した。

図 2.1: Vehicle test on a roller rig [62].
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2.2 実験装置

本研究で用いた実験装置の写真およびモデルは図 2.2および図 2.3に示す。モー
タによって回転する軌条輪上に横方向とヨーイング方向の二自由度を持つ一輪軸台
車を乗せることによって、鉄道車両の直線走行を模擬した。台車は走行方向に長手
方向の支持ばねがつけられている。これは台車に剛性を与えるため、鉄道車両の空
気ばねを模擬している。軌条輪にはモータ (三木プーリ、SEM-400B)とエンコーダ
(冨士計測器製作所、PG-10800、分解能：10800パルス)が取り付けられている。エ
ンコーダから出力されたパルスをスピードメータ (オムロン、K3M R-NB1A-B2)に
取り込み、車輪の走行速度に変換し表示させることにより、一輪軸台車の現時点で
の走行速度を確認しながら任意の速度を与えることができる。

Displacement 
sensor

Roller       
rig

Rotation angle detector

Wheel 
setAC 

motor

r0=36 mm

rroller=15 cm

図 2.2: Roller rig and wheel set devices [66].

一輪軸台車はスライドベアリングとラジアルベアリングで支持することによって
横方向とヨーイング方向に自由度をもっている。その変位量はそれぞれ電流非接触
変位計 (EMIC、503-F 型、測定分解能：5μm)、角度変位計 (ミネベア、DM-40A、
測定分解能：無限小)により計測することができる。測定したデータはアナログ信
号として計測されFFTし、もしくはPCへ取り込まれる。これによって、台車の定
常振幅と周波数成分を計測できる。

本研究で用いた電磁ブレーキは図 2.4に示したように、変位を与えるダイヤルゲー
ジ、振動を止める電磁クラッチブレーキによって構成される。電磁クラッチブレーキ
に電流を流すことで台車を固定する。この時にダイヤルゲージを用いて、台車を横
に移動させる。電磁クラッチブレーキの電流を止めることによって、台車に一定な
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Wheel
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ψ

y

PC

Speed meter and 
speed controller

Spring

図 2.3: Model of devices [66].

横変位を与える。これは台車に与える変位を外乱に相当し、それぞれの大きさの外
乱を与えた後の台車の安定性を観測することにより、不安定な定常振幅を予測する。

表 2.1は実験装置の標準としたパラメータを示している。m、I、γ0、r0、d0、d1、
kx、l、l0、rrollerはそれぞれ台車質量、台車ヨー方向の重心周りの慣性モーメント、
円錐面を持つ車輪踏面の勾配、車輪半径、レール幅の半分、ばね支持距離の半分、
長手方向の支持ばね定数、台車が中心位置にいるときの長手支持ばねの長さ、長手
方向の支持ばねの元の長さ、軌条輪の半径を示す。また、ωyと ωψは台車とレール
が非接触状態の横方向とヨー方向の固有周波数である。本実験で用いた一輪軸台車
はスライドベアリングとラジアルベアリングによって横とヨー方向に拘束されてい
るため、台車質量mは直接にレール（軌条輪）にかけていないため、質量は慣性
モーメント I、固有周波数 ωyと ωψにしか影響を与えていない。車輪とレールの接
触力は台車が固定された時の上からの押し付け力であり、台車の変位によって変化
する（実車の場合、輪軸のローリング角度によって、左右車輪とレールの接触力も
変化している）。また、蛇行動速度は車両荷重によって変化することは先行研究か
ら知られている [35]。荷重によってクリープ力は大きくなるため [16]、蛇行動線形
臨界速度は小さくなり、蛇行動が起きやすくなる。本研究は車輪とレールの接触力
について計測しない理由は、線形臨界速度の近傍で非線形特性によって蛇行動挙動
はどうなることに注目したいためである。よって、荷重による線形臨界速度の変化
については解析しない。また、長手方向（一輪軸台車の走行方向）には線形ばねが
伸ばしてつけている。これより、横方向に線形のばね効果が生じる。よって、一輪
軸台車の横、ヨー方向の固有周波数が決められる。
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Wheel set bogie
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図 2.4: Electromagnetic brake device.

表 2.1: Parameters of the experimental setup

Description Symbol Value Unit

Mass of the wheel set m 2.175 kg
Moment of inertia of wheel set I 0.0043 kg·m2

Natural frequency of lateral direction ωy 8.754 rad/s
Natural frequency of yaw angle ωψ 25.91 rad/s
Wheel tread angle γ0 1/25 −
Centered wheel rolling radius r0 0.036 m
Half-track gauge d0 0.0485 m
Half-gap of stiffness d1 0.085 m
x direction stiffness kx 200 N/m
Spring length of equilibrium state l 0.06 m
Natural spring length l0 0.035 m
Centered roller rig rolling radius rroller 0.15 m

2.3 測定対象と測定手法

台車の走行速度を変えながらそれぞれ速度時の横方向およびヨー方向の振動の時
刻歴波形を 20秒間とる。その 20秒間の波形を FFTでパワースペクトルに変換し、
各周波数成分による振動の振幅を観測ながら測定していく。安定な定常振幅は安定
状態の波形振幅である。本研究では大幅振動が発生するため、長い実験時間では実
験装置特性が変化する可能性があるため、20秒だけの時刻歴波形をとることにし
た。また、蛇行動発生時に台車振動の波形が軌条輪より強制振動周波数と蛇行動周
波数 2つの周波数が含まり、各速度の定常状態時のパワースペクトルから見る蛇行
動周波数成分の大きさが一定にならない。その一方、台車振幅が安定している時の
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応答振幅の最大値が比較的に安定になっているため（2パーセント以内の変動）、こ
の最大振幅値を 3回測定して、その平均値を台車の定常状態の定常振幅として記録
した。

vc
vn

Running speed

A
m

p
li

tu
d
e

vn Nonlinear critical speed
vc Linear crtical speed

Stable
Unstable

0

(1)

(2)

(3)(4)

(5)
(6)

A

B

Saddle-node
bifurcation pointA

B Subcritical Hopf 
bifurcation point

図 2.5: Bifurcation diagram obtained by numerical simulation for the model con-

sidering the effects of cubic and quintic nonlinearities [56]. The numbered arrows

correspond to those in Fig. 2.7.

測定対象と測定手法は図 2.5を用いて説明する。蛇行動線形臨界速度、すなわち
亜臨界ホップ分岐点Bを測定するため、人為的に外乱を与えずに（外乱は軌条輪や
車輪表面の不整などが微小外乱として与えられる）、図中矢印 (1)のように 1m/sの
台車走行速度から蛇行動 (本研究では一輪軸台車の振幅および回転角度が微小な外
乱以上に激しく成長する現象をさす、図中の矢印 (2)はこの現象を示す）が生じる
時まで速度を上げる。続いて、線形臨界速度近傍の挙動を測定するために、図中矢
印 (3)のように走行速度を蛇行動臨界速度以上にあげ、台車の定常定常振幅を記録
する。次に、図中矢印 (4)のように台車速度をゆっくり下げ、ここでは安定な定常
振幅が変化するかどうかによって、5次非線形成分による安定なリミットサイクル
の存在を観測する。また、線形臨界速度以下に下げて、蛇行動が続ければ、蛇行動
ヒステリシス現象があると判断できる。続いて減速していくときに、蛇行動がある
速度で消えたら（図中矢印 (5)のように）、サドルノード分岐の存在が証明できる。
この時の走行速度を非線形臨界速度として記録する。最後は矢印 (6)のように台車
走行速度を 1m/sまで落とす。以上の実験ステップが終わったら，実験中実験装置
の特性が大きく変わっていないかどうかを確認するため、台車走行速度をも一回蛇
行動が発生する時までゆっくりあげ、1回目の蛇行動線形臨界速度と比較し、変化
が 5パーセント以内の場合のみ測定したデータを採用する。
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図 2.6: Running and response amplitudes of single wheel set. (a) Lateral displace-

ment, (b) yaw angular.

2.4 実験結果と解析

2.4.1 安定な定常振幅

台車速度を上げる時と下げる時に各速度に対して記録した横方向およびヨーイン
グ方向の安定な定常振幅は図 2.18(a)及び図 2.18(b)に示す。横軸は一輪軸台車の走
行速度 v[m/s]を表し、縦軸はそれぞれ横方向の変位 y[mm]およびヨー方向の角度
ψ[rad]、すなわち一輪軸台車の 2つの自由度の応答振幅（本研究では最大応答振幅）
を示す。丸のマークは台車の速度を上げるステップで記録した安定な定常振幅を示
し、十字架のマークは台車の速度を下げるステップで記録したデータを示す。横方
向とヨー方向の安定な振幅の図は同じような形であるため、本研究は横方向だけに
注目する。

図 2.7は実験で観測した一輪軸台車の横方向の定常振幅を示す。数値でマークし
た矢印は図 2.5に示した観測順番である。矢印 (1)は蛇行動線形臨界速度を観測す
るため、台車走行速度をゆっくりあげる過程である。走行速度が 8 m/sになったと
きに、矢印 (2)のように台車振幅は一気に成長し、一定な定常振幅となった。この
時の振幅変化は図 2.8(a)に示した通り、横軸の時間とともに波形の振幅が一気に成
長し、最終的に一定になる。したがって、8 m/s（29 km/h）は本実験における線形
臨界速度である。定常振幅の急激な大幅増大は亜臨界ホップ分岐による振幅ジャン
プを示し、本実験現象は亜臨界ホップ分岐を示していることが分かる。

次に図 2.7中の矢印 (3)から矢印 (4)の順番で速度を調整したとき、プロットの
ように、定常振幅は台車走行速度の増大・減少とともに大きく・小さくなる。よっ

21



て、5次非線形特性が本実験の一輪軸台車システムに安定なリミットサイクルを作
り出す効果を果たしていることがわかる。また線形臨界速度の 8 m/sより小さな速
度になっても蛇行動が続いていくことから、蛇行動ヒステリシス現象は本実験より
観測できたことが分かる。走行速度を続いて下げて、6.4 m/sより小さくなった時
に、蛇行動が収まり、定常振幅は矢印 (5)のように一気に下がった。この時の時刻
歴波形は図 2.8(b)に示している。この現象はサドルノード分岐現象を示し、非線形
臨界速度が存在することを示した。本実験は蛇行動が収まる直前の速度 6.4 m/s(23

km/h）を非線形臨界速度と定義する。また、図 2.8(b)の時刻歴波形は 2つの振動
成分を有していることは分かる。その中、高次の成分は軌条輪の不整による外乱の
振動成分を示し、低次の成分は蛇行動の振動成分を示している。これは蛇行動が収
束していく中、振動は蛇行動の振幅の軌道に乗ろうとしているが、減衰力は蛇行動
が成長する力より上回るため、蛇行動モードが現れながら台車の全体的振動がゆっ
くり減少していく現象である。

次は図 2.7の中の (a)から (c)まで 1.0 m/s、7.3 m/s、8.8 m/sの 3つの加速段階
で記録したプロットと、(d)7.4 m/sの 1つの減速段階で記録したプロットの時刻歴
波形について検討し、そのパワースペクトル、位相図、ポアンカレ写像、そしてリ
アプノフ指数を用いて蛇行動の挙動を解析していく。
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図 2.7: Experimentally observed steady-state amplitude of lateral displacement [66].

The numbered arrows correspond to those in Fig. 2.5. The points labeled (a), (b),

(c), and (d) correspond to the panels of Figs. 2.9-2.12,2.14.
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4つの速度の時で記録した 20ｓの時刻歴波形は図 2.9に示してある。横軸は時間 t

[s]を示し、縦軸は台車の横の応答振幅 y [mm]を示す。速度 1.00m/sの時の 20秒間
の時刻歴波形は図 2.9(a)に示す。ここで、定常振幅はゼロでない原因は軌条輪の表
面に不整があるため、それが車輪に強制振動をあたえているためである。図 2.9(b)

は 7.3 m/sの時の時刻歴波形で、軌条輪の回転速度が大きくなるため、強制振動に
よる波形の周波数は大きくなっていることがわかる。しかし、時刻歴波形の振幅は
ほぼ変わっていないため、この強制振動による外乱の大きさは変わっていないこと
が分かる。図 2.9(a)と (c)は蛇行動が起きている時の時刻歴波形で、定常振幅は図
2.9(a)と (b)より非常に大きくなっていることが分かる。また、速度が高い図 2.9(c)

は速度が低い図 2.9(d)より振幅が大きいこともわかる。さらに、同じ速度 7.3 m/s

で 2つな定常振幅が存在することは図 2.9(b)と (d)から分かる。これは 5次非線形
によるヒステリシス範囲で同じ速度に 2つの定常振幅があることを証明した。

次はこの 4つの定常状態のパワースペクトル図 2.10について説明する。横軸は周
波数 f [Hz]を示し、縦軸は各周波数成分の応答振幅を示す。この 4つのパワースペ
クトル図を見ると、小さな応答振幅を持つ周波数が存在することが分かる。これは
さき説明した軌条輪表面の不整による強制振動の周波数である。この成分の周波数
は軌条輪の回転周波数と一致して、以下の式で決められる。

ωr =
v

2rrollerπ
≈ 1.06v, (2.1)

ただし、rrollerは軌条輪の直径である。周波数成分の応答振幅がほぼ同じ値である
こともわかる。この軌条輪の表面不整による外乱の大きさは実験で測定した蛇行動
線形臨界速度と非線形臨界速度を変化することはある（詳細はAppendix Aに記述
する）が、本研究はこの外乱に影響された線形臨界速度と非線形臨界速度を基準と
し、線形クリープ力係数を同定することにより、理論的に求まれる線形臨界速度と
非線形臨界速度と一致させる。

図 2.10(c)と (d)には大きな応答振幅を持つ周波数が存在し、これは蛇行動の周
波数である。時刻歴波形と同じように、図 2.10(c)の振幅は図 2.10(d)の振幅より大
きい。これは蛇行動発生時に振幅は速度と共に変化することを示している。図 2.10

から求められる各周波数成分の応答振幅の和は時刻歴波形図 2.9の波形の応答振幅
となり、図 2.7に示した本実験で記録した各速度の定常振幅の値である。
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図 2.8: Time histories of unsteady-state amplitude of lateral displacement. (a)

Increasing running speed to speed 8 m/s. (b) Decreasing running speed from speed

6.4 m/s.
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図 2.9: Time histories of steady-state amplitude of lateral displacement [66]. In-

creasing running speed: (a) v = 1.0 m/s, (b) v = 7.3 m/s, (c) v = 8.8 m/s. De-

creasing running speed: (d) v = 7.3 m/s.
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4つの定常振幅の位相図は 2.11に示す。横軸は一輪軸台車の横変位で、縦軸は横
速度である。蛇行動が起きる時の 2.11(c)と (d)を見ると、振動はある軌道（蛇行動
の定常振幅）に沿って軌条輪から受けた小さな外乱による振動を持ちながら回転し
ていることが分かる。
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図 2.10: Power spectrums of steady-state amplitude of lateral displacement [66].

Increasing running speed: (a) v = 1.0 m/s, (b) v = 7.3 m/s, (c) v = 8.8 m/s. De-

creasing running speed: (d) v = 7.3 m/s.
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図 2.11: Phase portraits of steady-state amplitude of lateral displacement [66].

Increasing running speed: (a) v = 1.0 m/s, (b) v = 7.3 m/s, (c) v = 8.8 m/s. De-

creasing running speed: (d) v = 7.3 m/s.

本実験の波形において、カオス性が存在するかどうかを明らかにするために、次
はポアンカレ写像とリアプノフ指数について検討する。図 2.12(a)と (b)のポアン
カレ断面は周期軌道を示し、図 2.12(c)と (d)のポアンカレ断面は準周期軌道を示し
ている。また、図図 2.13(a)と (b)では、蛇行動線形臨界速度の直前と直後の走行速
度の時の定常振幅のポアンカレ断面を示している。この 2つの断面は周期軌道から
準周期軌道になることを示してあり、カオスを引き起こす周期倍増分岐現象は本実
験から検出されていないことを示している。さらに、図 2.14は定常振幅の時の 20

sの時刻歴波形において 1/3 sごとの 64個の測定値の変化率によって求めたリアプ
ノフ指数を示している。4つの走行速度のすべてのリアプノフ指数が負であること
から、本実験の振動において、カオスが存在しないことが証明された。。

これで亜臨界ホップ分岐であることが示され、5次非線形による安定な定常振幅
の測定ができた。次は 3次非線形による不安定な定常振幅の実験結果を示して、検
討する。
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図 2.12: Poincare sections of steady-state amplitude of lateral displacement [66].

Increasing running speed: (a) v = 1.0 m/s, (b) v = 7.3 m/s, (c) v = 8.8 m/s. De-

creasing running speed: (d) v = 7.3 m/s.
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図 2.13: Variation of Poincare section around the linear critical speed [66]. (a)

v = 7.8 m/s, (b) v = 8.0 m/s.
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図 2.14: Lyapunov values of steady-state amplitude of lateral displacement [66].

Increasing running speed: (a) v = 1.0 m/s, (b) v = 7.3 m/s, (c) v = 8.8 m/s. De-

creasing running speed: (d) v = 7.3 m/s.

2.4.2 不安定な定常振幅

不安定な定常振幅を測定するために、非線形臨界速度 6.4 m/sから線形臨界速度
8 m/sのヒステリシス範囲内でのそれぞれの速度に対して、いろいろな外乱を与え
て、振幅が大きくなる場合と振幅が 0に収束する場合の与えた変位が一番近い 2つ
のデータをプロットする。このプロットした図のそれぞれの速度の 2つのデータの
変化によって、不安定な定常振幅の大きさを実験的に求める。また、その結果を用
いて安定な定常振幅の測定図と比較し、サドルノード分岐の存在を検証する。

実験結果は図 2.15に示す。横軸は台車走行速度、縦軸は横方向の定常振幅（与え
た外乱は横変位であるが、不安定な定常振幅を測定するため、この外乱の与えた変
位をその振幅と見なす）を示す。三角矢印とバツ矢印は与えた外乱を示し、実線は
外乱を受けた後に台車振幅が収束していく場合、破線は外乱を受けた後に台車振幅
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が大きくなっていく場合を示す。図 2.16と図 2.17はそれぞれの速度の時に記録した
三角矢印とバツ矢印の場合の時刻歴波形を示す。時刻歴波形をみると、電磁ブレー
キで台車を止めた時に、微小な振動は存在するが、ある横変位に止めさせることは
十分果たしたことが分かる。電流を止めると、台車は電磁ブレーキによって与えら
れた初期条件のもとから振動し始める。これにより、横方向の不安定な定常振幅を
計測する。時刻歴波形の中ではすぐに収束する・大きくなるような場合とゆっくり
変化する場合が見られる。それは、不安定な定常振幅より近い外乱が与えた時に変
化速度が速い、遠い時に変化速度が遅いと考えられる。また、時刻歴波形の中に 2

つの振動成分が見られることは図 2.8(b)と同じように考えられる。次は提案した実
験手法で測定した安定な定常振幅と不安定な定常振幅を比較し、サドルノード分岐
の存在を確認する。図 2.18はその結果を示している。安定な定常振幅と不安定な定
常振幅がつながっていることは予測できる。よって、サドルノード分岐現象は実験
的に観測できた。
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図 2.15: Experimental observation of unstable limit cycle of hunting motion.

2.5 結言

提案した軌条輪装置と一輪軸台車を用いた実験手法により、安定な定常振幅と不
安定な定常振幅の観測ができた。これによって、3次非線形と 5次非線形特性によっ
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て生じる、亜臨界ホップ分岐とサドルノード分岐の存在が実験により明らかになり、
鉄道車輪軸に発生する蛇行動のヒステリシス現象を全体的に把握することができた。
鉄道の線形蛇行動特性の測定によく用いられて来た軌条輪装置は蛇行動の 3次及び
5次非線形特性を測定できることを明らかにした。また、小型化一輪軸台車を用い
ることにより、低コストかつ実験パラメータの変更が簡易な実験手法が実現できた。

30



t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20
t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(a) Speed 6.4 m/s under a large 

     disturbance of 0.39 mm

(b) Speed 6.4 m/s under a small 

     disturbance of 0.32 mm

t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20
t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(c) Speed 6.5 m/sunder a large 

     disturbance of 0.40mm

(d) Speed 6.5 m/s under a small 

     disturbance of 0.32 mm

t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(e) Speed 6.6 m/s under a large 

     disturbance of  0.32 mm

t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(f) Speed 6.6 m/s under a small 

     disturbance of 0.26 mm

図 2.16: Time histories of different running speeds from 6.4 m/s to 6.6 m/s under

a large and a small disturbance.

31



t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20
t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 200 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(a) Speed 6.7 m/s under a large 

     disturbance of 0.31 mm

(b) Speed 6.7 m/s under a small 

     disturbance of 0.26 mm

t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20
t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(c) Speed 6.8 m/sunder a large 

     disturbance of 0.26 mm

(d) Speed 6.8 m/s under a small 

     disturbance of 0.21 mm

0 5 10 15 20

t [s]

y
 [

m
m

]

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

0 5 10 15 20

(e) Speed 6.9 m/s under a large 

     disturbance of  0.10 mm

図 2.17: Time histories of different running speeds from 6.7 m/s to 6.9 m/s under

a large and a small disturbance.

32



0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 2 4 6 8 10

y
am

p
[m

m
]

v [m/s]

Increase speed

Decrease speed

Disturbance

Disturbance

図 2.18: Experimentally observed subcritical Hopf bifurcation under cubic and quin-

tic nonlinearities.

33



第3章 一輪軸台車モデルとその運動
方程式の導出

3.1 緒言

前章の実験計測より、鉄道システムに 3次非線形特性のみならず、5次非線形特
性も大きな影響を与えていることが分かった。したがって、3次と 5次非線形特性
に対する非線形理論解析が不可欠である。この章は鉄道蛇行動の特性解析によく用
いられる一輪軸台車モデルに対して、非線形特性の要因を物理的に明らかにし、非
線形運動方程式を導いていく。

3.2 一輪軸台車モデル構造とその非線形運動方程式

本研究で用いた一輪軸台車モデルの平衡状態の時の構造図は図 3.1のように示す。
図 3.1(a)は上から見た一輪軸台車の構造で、台車の走行方向は x座標とし、車輪軸
に沿った向きの左方向を y座標とする。また、x座標と y座標両方と垂直な向きで
ある軌条輪から台車に向く方向を z座標とし、回転角度をψとする。長手方向の支
持ばねは左右に伸ばして付けられている。図 3.1(b)は正面から見た構造図で、車輪
は円錐面を持ち、踏面勾配は γ0で、軌条輪と接触した 2つの点（実際は面接触であ
るが、その中心点を接触点とする）の距離は 2d0である。その接触点の車輪半径は
r0である。また、長手方向の支持ばねの取り付け位置の距離は 2d1で示す。
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図 3.1: Configuration of the single wheel set and roller rig [66].

車輪が軌条輪の上に転がる時に横方向 yとヨー方向ψに振動し、そのメカニズム
を明らかにするために、簡単化した台車の動きを表す接触図を図 3.2に示す。ここ
で接触面は接触点として考えている。レール幅が 2d0の上に、重心がG点である輪
軸が転がる。図 3.2(a)の輪軸は中心位置にある場合、この時の左右の車輪の接触半
径は r0である。図 3.2(b)の輪軸は重心が左方向に yの変位と輪軸がヨー方向にψの
角度を移動した場合、AとB点は左右車輪とレールの接触点である。この時の左右
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の車輪の接触半径はそれぞれ rLと rRとし、以下の式で表す。

rR = r0 −
(
d0 + y

cosψ
− d0

)
γ0 ≈r0 − γ0y −

1

2
d0γ0ψ

2 − 1

2
γ0yψ

2

− 5

24
d0γ0ψ

4 − 5

24
γ0yψ

4 (3.1)

rL = r0 +

(
d0 −

d0 − y

cosψ

)
γ0 ≈r0 + γ0y −

1

2
d0γ0ψ

2 +
1

2
γ0yψ

2

− 5

24
d0γ0ψ

4 +
5

24
γ0yψ

4, (3.2)

ただし、yと ψの絶対値は 1より十分に小さいと仮定する。本研究は 5次非線形特
性まで解析ため、5次以上の非線形項は無視される。車輪とレールの間に生じるク
リープ力を計算するために、クリープ率すなわち滑り率を求める必要がある。滑り
率は以下の式で定義される。

(クリープ率）=
（レールから見た接触点の移動速度−車輪から見た接触点の移動速度）

（車両走行速度）

車両の走行速度 vは x方向の速度であり、左右車輪接触点の線速度によって以下
の式で表せる。

v =
1

2
(rRωw + rLωw) cosψ ≈ r0ωw + (d0γ0 + r0)

(
−1

2
ψ2 +

1

24
ψ4

)
ωw, (3.3)

ただし、ωwは車輪軸の回転速度である。

一輪軸台車モデルの x方向と y方向のクリープ率に対して、x方向と y方向のそ
れぞれの相対速度を求める。図 3.3(a)はレールから見た接触点の移動速度を示し、
図 3.3(b)は車輪から見た接触点の移動速度を示す。レールから見た接触点の移動速
度は横速度 ẏ、走行速度 v、輪軸の中心による左右の回転線速度 (d0 + y)ψ̇/ cosψに
よって以下の式で表せる。

VRy = ẏ + (d0 + y)ψ̇ sinψ/ cosψ ≈ ẏ + (d0 + y)ψ̇

(
ψ +

1

3
ψ3 +

2

15
ψ5

)
≈ ẏ (3.4)

VLy = ẏ − (d0 − y)ψ̇ sinψ/ cosψ ≈ ẏ − (d0 − y)ψ̇

(
ψ +

1

3
ψ3 +

2

15
ψ5

)
≈ ẏ (3.5)

VRx = v + (d0 + y)ψ̇ ≈ v + d0ψ̇ (3.6)

VLx = v − (d0 − y)ψ̇ ≈ v − d0ψ̇, (3.7)

ただし、VRy、VLy、VRx、VLx、はそれぞれレールから見た右車輪接触点の y方向、
左車輪接触点の y方向、右車輪接触点の x方向、右車輪接触点の x方向の移動速度
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を示す。また、非線形特性による線形臨界速度の近傍の定常振幅を求めるときに、
ẏと ψ̇をゼロにして定常振幅に関する方程式が得られる。この時に、非線形項の中
の ẏ及び ψ̇に関する項は他の項と比べて十分に小さなオーダーを持ち、落とされる
ことができるため、ここの yψ̇、ψψ̇、yψψ̇の項は無視される。

車輪から見た接触点の移動速度は左右車輪の接触半径と回転速度 ωW によって以
下の式で表せる。

URy = rRωW sinψ ≈ωW
[
r0ψ − γ0yψ −

(
1

2
d0γ0 +

1

6
r0

)
ψ3

]
+ ωW

[
−1

3
γ0yψ

3 +

(
−1

8
γ0 +

1

120
r0

)
ψ5

]
(3.8)

ULy = rLωW sinψ ≈ωW
[
r0ψ + γ0yψ −

(
1

2
d0γ0 +

1

6
r0

)
ψ3

]
+ ωW

[
+
1

3
γ0yψ

3 +

(
−1

8
γ0 +

1

120
r0

)
ψ5

]
(3.9)

URx = rRωW cosψ ≈ωW
[
r0 − γ0y −

1

2
(r0 + d0γ0)ψ

2 +
1

24
(d0γ0 + r0)ψ

4

]
(3.10)

ULx = rLωW cosψ ≈ωW
[
r0 + γ0y −

1

2
(r0 + d0γ0)ψ

2 +
1

24
(d0γ0 + r0)ψ

4

]
, (3.11)

ただし、VRy、VLy、VRx、VLxはそれぞれ車輪から見た右車輪接触点の y方向、左車
輪接触点の y方向、右車輪接触点の x方向、右車輪接触点の x方向の移動速度を示
す。したがって、右車輪接触点の y方向、左車輪接触点の y方向、右車輪接触点の
x方向、右車輪接触点の x方向の滑り率は以下のそれぞれの式で表せる。

NRy =
VRy − URy

v
=≈ ẏ

v
− ψ + αRyψyψ + αRψψψψ

3 + αRyψψψyψ
3 + αRψψψψψψ

5

(3.12)

NLy =
VLy − ULy

v
=≈ ẏ

v
− ψ + αLyψyψ + αLψψψψ

3 + αLyψψψyψ
3 + αLψψψψψψ

5

(3.13)

NRx =
VRx − URx

v
=≈d0ψ̇

v
+
γ0
r0
y + βRyψψyψ

2 + βRyψψψψyψ
4 (3.14)

NLx =
VLx − ULx

v
=≈− d0ψ̇

v
− γ0
r0
y + βLyψψyψ

2 + βLyψψψψyψ
4, (3.15)

ただし、αRyψから βLyψψの係数はそれぞれの非線形項の係数であり、r0、d0、γ0な
どの台車線形パラメータ踏面勾配、車輪半径、レール幅によって以下のように決ま
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る係数である。

αRyψ =
γ0
r0
, αRψψψ = −1

3
, αRyψψψ =

γ20d0
2r20

+
5γ0
6r0

, αRψψψψψ = −γ0d0
8r0

+
γ0
8r0

− 2

15
,

αLyψ = −γ0
r0
, αLψψψ = −1

3
, αLyψψψ = −γ

2
0d0
2r20

− 5γ0
6r0

, αLψψψψψ = −γ0d0
8r0

+
γ0
8r0

− 2

15
,

βRyψψ =
γ20d0
2r20

+
γ0
2r0

, βRyψψψψ =
γ30d

2
0

4r30
+

11γ20d0
24r20

+
5γ0
24r0

,

βLyψψ = −γ
2
0d0
2r20

− γ0
2r0

, βLyψψψψ = −γ
3
0d

2
0

4r30
− 11γ20d0

24r20
− 5γ0

24r0
. (3.16)

また、クリープ力は以下のように定義される。

(クリープ力）= −（クリープ係数）（クリープ率）

クリープ係数は接触面の楕円形状によって変化することが指摘されている [16]。
また、その接触面の楕円形状は台車の横変位 yとヨー方向の回転角度ψによって変
化し、その変化による x方向及び y方向のクリープ係数はAppendix Bにより、式
B.21及び式B.22で表せる。よって、クリープ力が台車に働く横向き力は以下のよ
うにまとめられる。

Fκy =− κRyNRy − κLyNLy

=− κyy

(
2

v
ẏ − 2ψ

)
+ α′

21y
2ψ + α′

03ψ
3 + α′

41y
4ψ + α′

23y
2ψ3 + α′

05ψ
5, (3.17)

ただし、α′
21から α′

05はそれぞれクリープ力が台車に働く横向き力の非線形項 y2ψ

から ψ5の係数であり、接触面の曲率半径、ヤング率、ポアソン比、踏面勾配、接
触力、車輪半径、レール幅によって決められる係数である。次に、クリープ力によ
る台車ヨー方向に生じる回転モーメントは以下のようになる。

Nκ =− κRxNRx(d0 + y)− κLxNLx(d0 − y)

=− κxx

(
2d20
v
ψ̇ +

2γ0d0
r0

y

)
+ β′

30y
3 + β′

12yψ
2

+ β′
50y

5 + β′
32y

3ψ2 + β′
14yψ

4, (3.18)
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図 3.3: Speed of wheel contact point. (a) Moving speed in rail coordinate, (b)

moving speed in wheel coordinate.
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ただし、β′
30から β′

14は x方向に働くクリープ力による台車にかかるヨー方向の
回転モーメントの非線形項 y3から yψ4のそれぞれの係数であり、y2ψから ψ5の係
数と同じように接触面の曲率半径、ヤング率、ポアソン比、踏面勾配、接触力、車
輪半径、レール幅によって決められる係数である。

図 3.4は長手方向の支持ばねが台車の変位によって変化した図を示す。破線は台
車とばね位置を示し、ばね定数が kxの長手方向ばねの支持位置の間隔は 2d1であ
り、ばね自然長 l0より伸ばして台車に lの長さで取り付けられている。実線は横変
位 yとヨー方向回転角度ψを移動したときの車台とばね位置を示す。車体の変位に
より、左右のばねがばね方向に生じる復元力はそれぞれ以下の式で表せる。

FLk = kx

(√
[y − d1(1− cosψ)]2 + (l + d1 sinψ)2 − l0

)
(3.19)

FRk = kx

(√
[y + d1(1− cosψ)]2 + (l − d1 sinψ)2 − l0

)
. (3.20)

kx y

Ψ

O

kx

2d 

l

FLk

FRk

ϴL

ϴR

y

x

図 3.4: Wheelset suspended with longitudinal springs.

左右のばね伸ばす方向と x軸のなす角度 θL、θRはそれぞれ以下のような関係を
持つ。

tan θL =
y − d1(1− cosψ)

l + d1 sinψ
(3.21)

tan θL =
y + d1(1− cosψ)

l − d1 sinψ
. (3.22)
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ばねの復元力が yと x方向に働く力によって、横方向に生じる復元力と回転方向
に生じる復元回転モーメントは以下の式で求める。

Fky =− 2kx(l − l0)

l
y + α′′

30y
3 + α′′

12yψ
2 + α′′

03ψ
3 + α′′

50y
5

+ α′′
23y

2ψ3 + α′′
32y

3ψ2 + α′′
14yψ

4 + α′′
05ψ

5 (3.23)

Nk =− 2kxd
2
1ψ + β′′

21y
2ψ + β′′

12yψ
2 + β′′

03ψ
3 + β′′

41y
4ψ

+ β′′
32y

3ψ2 + β′′
23y

2ψ3 + β′′
14yψ

4 + β′′
05ψ

5, (3.24)

ただし、α′′
30から β′′

05はそれぞればね力が台車に働く横向き力と回転モーメントの
非線形項 y3から ψ5の係数であり、長手方向の支持ばねのばね定数、ばね自然長、
静止状態のばね長さ、ばねの支持距離によって決められる係数である。台車の横方
向とヨー方向の回転モーメントに関する運動方程式は以下のように表せる。

mÿ = Fκy + Fky (3.25)

Iψ̈ = Nκ +Nk. (3.26)

クリープ力とばね力の式 3.17、式 (3.18)、式 (3.23)、式 (3.24)を代入して、非線
形項を α′′′

30から β′′′
05の係数でまとめると、以下のようになる。

mÿ +
2κyy
v

ẏ +
2kx(l − l0)

l
y − 2κyyψ + α′′′

30y
3 + α′′′

21y
2ψ + α′′′

12yψ
2 + α′′′

03ψ
3

+ α′′′
50y

5 + α′′′
41y

4ψ + α′′′
32y

3ψ2 + α′′′
23y

2ψ3 + α′′′
14yψ

4 + α′′′
05ψ

5 = 0 (3.27)

Iψ̈ +
2κxxd

2
0

v
ψ̇ +

2κxxγ0d0
r0

y + 2kxd
2
1ψ + β′′′

30y
3 + β′′′

21y
2ψ + β′′′

12yψ
2 + β′′′

03ψ
3

+ β′′′
50y

5 + β′′′
41y

4ψ + β′′′
32y

3ψ2 + β′′′
23y

2ψ3 + β′′′
14yψ

4 + β′′′
05ψ

5 = 0. (3.28)

これが本研究で用いた一輪軸台車モデルの非線形運動方程式である。次に代表長
さを d0、代表時間を 1/ωψとして無次元化すると、運動方程式は以下のようになる。

ÿ∗ +
d′11
v∗
ẏ + k11y

∗ + k12ψ + α30y
∗3 + α21y

∗2ψ + α12y
∗ψ2 + α03ψ

3

+ α50y
∗5 + α41y

∗4ψ + α32y
∗3ψ2 + α23y

∗2ψ3 + α14y
∗ψ4 + α05ψ

5 = 0 (3.29)

ψ̈ +
d′22
v∗
ψ̇ + k21y

∗ + ψ + β30y
∗3 + β21y

∗2ψ + β12y
∗ψ2 + β03ψ

3

+ β50y
∗5 + β41y

∗4ψ + β32y
∗3ψ2 + β23y

∗2ψ3 + β14y
∗ψ4 + β05ψ

5 = 0. (3.30)

ただし、α30から β05の非線形係数はα′
21から β′

14のクリープ力による非線形項係
数と α′′

30から β′′
05の長手方向の支持ばねによる復元力の非線形項係数によって決め
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られる係数である。d′11から k21の線形係数は以下のように表せる。

d′11 =
2κyy
md0ω2

ψ

, d′22 =
κxxd0
kxd21

, k11 =
ω2
y

ω2
ψ

, k12 =
−2κyy
md0ω2

ψ

, k21 =
d20κxxγ0
kxd21r0

,

y∗ =
y

d0
, t∗ = ωψt, ωy =

√
2kx(l − l0)

lm
, ωψ =

√
2kxd21
I
、 (3.31)

ここで、k12と k21が異なるため、一輪軸台車システムは非対称な剛性マトリック
スを持つことが分かる。よって、台車システムは非保存系になり、自励する可能性
がある。この剛性マトリックスを対称にするためには、クリープ力の線形係数をゼ
ロにする必要がある。しかし、鉄道が走るために、車輪とレールの間の摩擦力は絶
対に必要不可欠であるため、クリープ力の線形係数はゼロにすることはできない。
よって、鉄道システムでは、蛇行動の線形臨界速度が必ず存在する。

以上で一輪軸台車モデルの無次元方程式が求まった。非線形項の係数はここで未
知であるが、これからの提案手法により同定する。理論解析する前、まず台車モデ
ルの蛇行動線形特性について確認する。

3.3 線形解析

3.3.1 線形臨界速度

一輪軸台車の蛇行動線形特性を明らかにするため、運動方程式の線形部分を取り
出し、行列に書き換えると以下のようになる。

[
ÿ∗

ψ̈

]
+


d′11
v∗

0

0
d′22
v∗


[
ẏ∗

ψ̇

]
+

[
k11 k12
k21 k22

][
y∗

ψ

]
= 0. (3.32)

振動の解を以下のようにおく。

x = Aeλt, (3.33)

ただし、

A =

[
y∗

ψ

]
. (3.34)
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この振幅の解を式 4.52にこの方程式に代入すると、特性方程式は以下のように求
められる。

λ4 + (d11 + d22)λ
3 + (d11d22 + k11 + 1)λ2 + (d11 + d22k11)λ

+ k11 − k12k21 = 0, (3.35)

ただし、d11と d22は無次元蛇行動線形臨界速度 v∗c で以下のように書ける。

d11 =
d′11
v∗c
, d22 =

d′22
v∗c
. (3.36)

特性方程式により、一輪軸台車システムは 2組の固有値を持つことが分かる。ま
た、蛇行動線形臨界速度は蛇行動が発生する直前であり、1組の共役な純虚数の固
有値 λ0 = ±iωを持つことが知られている [38,67]。も 1組の固有値は共役な複素数
であり、λr ± iλiと仮定する。純虚数の固有値を特性方程式に代入し、実部と虚部
で分けると、以下の式が得られる。

Re : ω4 − (d11d22 + k11 + 1)ω2 + k11 − k12k21 = 0, (3.37)

In : −(d11 + d22)ω
3 + (d11 + d22k11)ω = 0. (3.38)

虚数の式から、蛇行動線形臨界速度時の固有値のうち 2つは共役な純虚数であり、
その固有値は以下のように求められる。

ω =

√
d11 + d22k11
d11 + d22

. (3.39)

また、この周波数 ωを特性方程式の実部に代入すると、無次元蛇行動線形臨界速
度は以下のように求まる。

v∗c =

√
d′11d

′
22ω

2

ω4 + k11 − k12k21 − (k11 + 1)ω2
. (3.40)

特性方程式は 1組の純虚数と 1組の複素数の固有値を持つため、以下のように書
き換えられる。

(λ2 + ω2)(λ− λr − iλi)(λ− λr + iλi) = 0. (3.41)

実部と虚部に分けて、式 4.71と比べると、複素数の固有値は以下のように求まる。

λR ± iλI = −1

2
C ′ ± 1

2
i
√
4D′ − C ′2. (3.42)
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ただし、

C ′ =d11 + d22,

D′ =d11d22 +
k11d11 + d22
d11 + d22

. (3.43)

d11と d22が正であるため、複素数の固有値の実部はゼロより小さいことが分かり、
この時の台車の振動は発散せず、安定する。

3.3.2 クリープ係数同定

物理的に線形クリープ力の係数を計算するのは難しい上、実験環境などに影響さ
れて実際の値と異なることが多い。本研究は実験データに注目して解析するため、
クリープ係数を実験的に同定する手法を採用する。

Kalkerのクリープ力理論 [16]を参考し、y方向クリープ係数を x方向のクリープ
係数の 0.8倍とする。また、線形方程式式の無次元係数からクリープ係数を分離す
ると、以下の関係式が得られる。

d′11 = d̂11κxx, d
′
22 = d̂22κxx, k12 = k̂12κxx, k21 = k̂21κxx, (3.44)

ただし、

d̂11 =
1.6

md0ω2
ψ

, d̂22 =
d0
kxd21

, k̂12 =
−1.6

md0ω2
ψ

, k̂21 =
d20γ0
kxd21r0

. (3.45)

式 3.39に代入すると

ω2 =
d̂11 + d̂22k11

d̂11 + d̂22
. (3.46)

が得られる。以上の関係式を全部式 3.37に代入すると、線形クリープ力の係数は以
下のように求まる。

κxx =

√√√√ω4 − (k11 + 1)ω2 + k11k22(
d̂11d̂22

)
ω2/v∗c − k̂12k̂21

. (3.47)

実験より求めた蛇行動線形臨界速度と実験装置のパラメータ（台車質量、台車
ヨー方向の慣性モーメント、車輪踏面の勾配、車輪半径、レール幅、ばね支持距離、
長手方向の支持ばねばね定数、ばねの支持長さ、ばねの元の長さ）により、同定す
ることができる。
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3.3.3 根跡図

前節で同定した線形クリープ力係数と実験装置のパラメータを用いて、一輪軸台
車システムの根跡図を求めることができる。図 3.5は求めた根跡図を示す。横軸は
固有値の実部、縦軸は固有値の虚部を示す。曲線は台車の走行速度によって特性方
程式から求める 4つの固有値の変化を示している。四角形は無次元速度が 0.6の時
の固有値、丸は無次元速度が 1.0の時の固有値、三角は無次元速度が 6.4の時であ
り、丁度蛇行動無次元線形臨界速度の時の固有値を示す。左の曲線は 1組の固有値
で、速度の増大によって、負の実部を持つ異なる実数から負の実部を持つ複素数に
変化していく。右の曲線はも 1組の固有値で、負の実部を持つ複素数から正の実部
を持つ複素数に変化していく。蛇行動線形臨界速度の時に、この 1組の固有値は純
虚数となり、この時、台車の走行速度を増大すると、正の実部を持つ複素数になる
ため、振幅が大きくなり、蛇行動が発生する。

Im

Re

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-3 -2 -1 0 1

v*=0.6

v*=1.0

v*=vc=6.4

図 3.5: Root locus of the linear wheel system.

3.4 結言

本研究で用いた一輪軸台車モデルの非線形運動方程式を求めた。物理的な視点か
ら鉄道システムに存在する非線形成分の要因をまとめた。3次非線形項 8個と 5次
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非線形項 12個が 20個存在することを明らかにした。蛇行動線形臨界速度と車両パ
ラメータの線形クリープ力係数を含めた関係式を求めることと実験的に線形臨界速
度を観測することにより、線形クリープ力の係数を同定できることを示した。臨界
速度以上で蛇行動が発生することを根跡図で、根の移動様子を明らかにした。
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第4章 蛇行動ヒステリシス現象の理
論解析法

4.1 緒言

鉄道システムのヒステリシス現象に対する非線形の理論解析は必要不可欠である
ことは第 1章で説明した先行研究と第 2章の実験で観測した現象からわかる。ここ
まで、亜臨界と超臨界ホップ分岐の種類を判別する研究には中心多様体理論がよく
用いられるが、蛇行動 5次非線形特性までの解析、実験計測に対応して非線形パラ
メータの同定法はこれまで明らかにされていない。この章は中心多様体理論を用い
たアプローチと非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開のアプローチの 2つの理
論解析手法を提案し、蛇行動の非線形特性（とくにヒステリシス現象）を解析に必
要な非線形成分の同定法を提案し、亜臨界ホップ分岐曲線を理論的に求める。

4.2 中心多様体理論を用いたアプローチ

4.2.1 中心部分空間への低次元化

一輪軸台車システムの蛇行動線形臨界速度近傍の非線形特性を理論的に明らかに
するために、1より十分に小さな無次元パラメータ ϵ (|ϵ| ≪ 1)を使って台車の無次
元走行速度を以下のようにおく

v∗ = v∗c (1 + ϵ), (4.1)

ただし、v∗c は無次元線形臨界速度であり、以下のようになる。

v∗c =
vc
d0ωψ

. (4.2)
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台車の横方向 yとヨー方向 ψの無次元運動方程式 3.29と式 3.30を 4列行列に書
き換えると、以下のようになる。

ẋ = Ax+N (x) , (4.3)

ただし、ベクトル xは

x =


y∗

ẏ∗

ψ

ψ̇

 (4.4)

である。行列Aは線形成分の係数を含める行列であり、

A =


0 1 0 0

−k11 −d′11
v∗c

−k12 0

0 0 0 1

−k21 0 −1 −d′22
v∗c

 (4.5)

と表す。また、速度 ẏ∗、ψ̇に関する線形項と 5次非線形項を含めたN (x)は

N (x) =


0

N2 (x)

0

N4 (x)

 (4.6)

である。ただし、

N2 (x) = ϵ
d′11
v∗c
ẏ∗ − ϵ2

d′11
v∗c
ẏ∗ − α30y

∗3 − α21y
∗2ψ − α12y

∗ψ2 − α03ψ
3

− α50y
∗5 − α41y

∗4ψ − α32y
∗3ψ2 − α23y

∗2ψ3 − α14y
∗ψ4 − α05ψ

5 (4.7)

N4 (x) = ϵ
d′22
v∗c
ψ̇ − ϵ2

d′11
v∗c
ψ̇ − β30y

∗3 − ...− βψψψψ
3 − β50y

∗5 − ...− β05ψ
5. (4.8)

ϵ = 0の時に、すなわち、線形臨界速度の時に、第 3章に示した通り、行列Aによ
る運動方程式部分は 4つの固有値を持つ：一組の純虚数固有値±iωと負の実部を持
つ共役の一組の固有値λR ± iλIである。この 4つの固有値の固有ベクトルP1 ± iP2

とP3 ± iP4を用いた新たな行列 P で行列Aを対角化することができる。

P =
[
P1 P2 P3 P4

]
(4.9)
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ただし、

P1 =



1

0

ω2 − k11

k12
d′11
k12v∗c

ω2


, P2 =



0

ω

−
d′11ω

k12v∗c
ω3 − k11ω

k12


,

P3 =



1

λR

λ2I − λ2R −
d′11
v∗c
λR − k11

k12

λ2I

(
3λR +

d′11
v∗c

)
− λ3R − (−λ2R + λ2I)

d′11
v∗c

− k11λR

k12


,

P4 =



0

λI

−
2λRλI +

d′11
v∗c
λI

k12

−
λ3I − λI

[
3λ2R + (λ2R + λ2I)

d′11
v∗c

+ k11λI

]
k12


. (4.10)

この行列 P を用いて、以下のように行列Aをブロック対角化すると。行列A′が
求められる。

A′ = P−1AP =


0 ω 0 0

−ω 0 0 0

0 0 λR λI
0 0 −λI λR

 . (4.11)

また、ベクトル xはベクトル zに変換され、

x = Pz (4.12)
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と書ける。ただし、

z =


z1
z2
z3
z4

 . (4.13)

したがって、運動方程式 (4.52)はブロック対角化され、

ż =


0 ω 0 0

−ω 0 0 0

0 0 λR λI
0 0 −λI λR

 z +


N ′

1 (z)

N ′
2 (z)

N ′
3 (z)

N ′
4 (z)

 (4.14)

となる。ただし、

N ′
1 (z) = C111ϵz1 + C112ϵz2 + C113ϵz3 + C114ϵz4 + C13000z

3
1 + ...+ C10003z

3
4

+ C121ϵ
2z1 + C122ϵ

2z2 + C131ϵz
3
1 + ...+ C15000z

5
1 + ...+ C10005z

5
4 (4.15)

N ′
2 (z) = C21000ϵz1 + C20100ϵz2 + ...+ C20005z

5
4 , (4.16)

N ′
3 (z) = C31000ϵz1 + C30100ϵz2 + ...+ C30005z

5
4 (4.17)

N ′
4 (z) = C41000ϵz1 + C40100ϵz2 + ....+ C40005z

5
4 , (4.18)

ここで、C111から C40005はN (x)のそれぞれの係数が座標変化した後の z1、z2、
z3、z4の各べきの係数である。ϵz1、ϵz2、ϵz3、ϵz4は 3次非線形項 z31 から z34 と同
じべきであり、ϵ2z1から ϵz34は 5次非線形項 z51から z54と同じべきであるため、z1、
z2、z3、z4はO(ϵ1/2)のオーダーをとる。よって、3次非線形と 5次非線形成分はそ
れぞれO(ϵ3/2)とO(ϵ5/2)のオーダーで表す。

次は中心多様体理論を通して低次元化する。純虚数固有値の固有ベクトルP1 ± iP2

は中心部分空間を張り、負の実部を持つ共役の固有値の固有ベクトル P3 ± iP4は
安定な部分空間を張る。この時、中心多様体理論 [68]により z3、z4 は z1、z2 と
比べて、変化速度が極めて遅いため、中心部分空間だけに注目することができる。
したがって、z3、z4は z1、z2及び ϵに関する 5次非線形までの非線形項を使って、
z3 = h3(ϵ, z1, z2) = O(ϵ5/2)と z4 = h4(ϵ, z1, z2) = O(ϵ5/2)により、以下のように表す
ことができる。

z3 = D3101ϵz1 +D3011ϵz2 +D3300z
3
1 +D3210z

2
1z2 +D3120z1z

2
2 +D3030z

3
2

+D3301ϵz
3
1 +D3211ϵz

2
1z2 +D3121ϵz1z

2
2 +D3031ϵz

3
2 +D3102ϵ

2z1

+D3012ϵ
2z2 +D3500z

5
1 +D3410z

4
1z2 + ...+D3050z

5
2 (4.19)

z4 = D4101ϵz1 +D4011ϵz2 + ...+D4050z
5
2 , (4.20)
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ただし、D3101からD4050は 36個の未知数である。これらの未知数を求める。この
時に、z3の全微分は式 (4.19)の z1、z2に関する偏微分と運動方程式 (4.14)の z1、z2
の時間微分を用いて

ż3 =
∂z3
∂z1

ż1 +
∂z3
∂z2

ż2

= −ωD3011ϵz1 + ωD3101ϵz2 − ωD3210z
3
1 + (3ωD3300 − 2ωD3120) z

2
1z2

+ ...+ (ωD3140 +D3120C10300 + 3D3030C20300) z
5
2 (4.21)

と書ける。また、運動方程式 (4.14)から、ż3は

ż3 = λRz3 + λIz4 +N ′
3 (z)

= λR (D3101ϵz1 +D3011ϵz2 + ...) + λI (D4101ϵz1 +D4011ϵz2 + ...)

+ (C31000ϵz1 + C30100ϵz2 + ...)

= (λRD3101 + λID4101 + C31000) ϵz1 + ...

+ (λRD3050 + λID4050 + C30500 + C30210D3030 + C30201D4030)z
5
2 (4.22)

とも書ける。

ż4についても同じように 2つの式が得られる。それぞれの ż3と ż4に関する式の
各べきの係数でまとめると、D3101からD4050までの 3６個の未知係数に関する 3６
個の関係式が得られる。よって、これらの未知係数を求めることができる。すなわ
ち、 z1、z2を用いて z3、z4を書き換えることができ、低次元できる。低次元化さ
れた運動方程式は[

ż1
ż2

]
=

[
0 ω

−ω 0

][
z1
z2

]
+

[
N ′′

1 (z1, z2)

N ′′
2 (z1, z2)

]
(4.23)

となる.ただし、

N ′′
1 (z1, z2) = D1101ϵz1 +D1011ϵz2 +D1300z

3
1

+D1210z
2
1z2 + ...+D1050z

5
2 (4.24)

N ′′
2 (z1, z2) = D2101ϵz1 + ...+D2050z

5
2 , (4.25)

ここで、D1101からD2050の非線形係数はC111からC40005までの係数で表せる。次
は非線形座標変化を用いてさらに運動方程式を簡単化し、ノーマルフォーム [69] を
求める。
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4.2.2 非線形座標変化による標準化

続いて、運動方程式 (4.23)のノーマルフォームを求める。計算上の便利なため、
運動方程式 (4.23)を複素平面で対角化してあらに低次元化する。式 (4.23)の線形成
分の固有ベクトルを用いて以下のように座標変換を行う。[

z1
z2

]
=

[
1 1

i −i

][
ζ

ζ̄

]
. (4.26)

したがって、zは ζに変換され、運動方程式は[
ζ̇
˙̄ζ

]
=

[
iω 0

0 −iω

][
ζ

ζ̄

]
+

[
N ′′′

1

(
ζ, ζ̄
)

N ′′′
2

(
ζ, ζ̄
) ] (4.27)

となる。ただし、非線形成分はD1101からD2050の非線形係数と以下の関係を持つ。

N ′′′
1

(
ζ, ζ̄
)
= (D1101R + iD1101I)ϵζ + (D1011R + iD1011I)ϵζ̄

+ ...+ (D1050R + iD1050I)ζ̄
5

N ′′′
2

(
ζ, ζ̄
)
= (D2101R + iD2101I)ϵζ + ...+ (D2050R + iD2050I)ζ̄

5. (4.28)

ここで、運動方程式 (4.27)の 1行目と 2行目は共役関係であるから、以下のよう
書き換える。

ζ̇ = iωζ +N ′′′
1 (ζ, ζ̄). (4.29)

非線形部分N ′′′
1 (ζ; ζ̄)の係数は複素数であり、以下のようにおく。

N ′′′
1 (ζ; ζ̄) = D1ϵζ +D2ϵζ̄ +D3ζ

3 +D4ζ
2ζ̄ +D5ζζ̄

2 +D6ζ̄
3

+D7ϵ
2ζ +D8ϵ

2ζ̄ +D9ϵζ
3 +D10ϵζ

2ζ̄ +D11ϵζζ̄
2 +D12ϵζ̄

3

+D13ζ
5 +D14ζ

4ζ̄ +D15ζ
3ζ̄2 +D16ζ

2ζ̄3 +D17ζζ̄
4 +D18ζ̄

5. (4.30)

ここまでの変換によって、台車支配方程式の非線形項は 20個から 18個にまとまっ
た。次は蛇行動ヒステリシス特性に影響を与える本質的な非線形項を取り出し、ほ
かの非線形項を消す。そうするために、次のような非線形変換を考える

ζ = η + q(η, η̄), (4.31)
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ζと ηは線形関係であり、qはその精度を修正する非線形関数である。よって、ζと
ηの物理的な意味は同じである。ただし、

q(η, η̄) = Γ1ϵη + Γ2ϵη̄ + Γ3η
3 + Γ4η

2η̄ + Γ5ηη̄
2 + Γ6η̄

3

+ Γ7ϵ
2η + Γ8ϵ

2η̄ + Γ9ϵη
3 + Γ10ϵη

2η̄ + Γ11ϵηη̄
2 + Γ12ϵη̄

3

+ Γ13η
5 + Γ14η

4η̄ + Γ15η
3η̄2 + Γ16η

2η̄3 + Γ17ηη̄
4 + Γ18η̄

5. (4.32)

非線形変換式 (4.31)を運動方程式 (4.29)に代入した時に、最後に変形して得られ
た式

η̇ = iωη + n(η, η̄) (4.33)

の非線形部分 n(η, η̄)にやるべく非線形項が含まれないように Γ1から Γ18までの非
線形座標変換の非線形係数項を適切に選ぶ。

式 (4.31)を運動方程式 (4.27)に代入すると

η̇ +
∂q

∂η
η̇ +

∂q

∂η̄
˙̄η = iωη + iωq + N̂1(η, η̄) (4.34)

が得られる。ただし、非線形部分 N̂1(η, η̄)は以下のようになる。

N̂1(η, η̄) = D1ϵ(η + q) +D2ϵ(η̄ + q̄) +D3(3η
2q + η3)

+D4(η
2q̄ + η2η̄ + 2ηη̄q) + ...+D18η̄

5

= D1ϵη +D2ϵη̄...+D6η̄
3 + (D7 + Γ̄2D2)ϵ

2η + (D8 + Γ2D1)ϵ
2η̄

+ ...+ (D18 + Γ̄3D5 + 3Γ̄3D6)η̄
5, (4.35)

また、∂q/∂η、∂q/∂η̄は式 (4.32)からそれぞれ

∂q

∂η
= Γ1ϵ+ 3Γ3η

2 + ...+ Γ17η̄
4 (4.36)

∂q

∂η̄
= Γ2ϵ+ Γ4η

2 + ...+ 5Γ18η̄
4 (4.37)

となる。次に、Appendix Cのように Γ1から Γ18の非線形係数を選ぶと、式 4.33は
以下のように、非線形項が 5つに減った。

η̇ = iωη +D1ϵη +D4η
2η̄ +D′

7ϵ
2η +D′

10ϵη
2η̄ +D′

15η
3η̄2 (4.38)

が得られる。ここで ηは複素数であり、台車システムの振動を明らかにするために、
次は極座標変換を用いて、振幅の標準形を導出する。
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4.2.3 標準形の導出

複素数 ηを極座標の形に書き換える。

η = reiθ, (4.39)

これを式（4.38）に代入して、実部と虚部を以下のように分ける。

実部:

ṙ = D1Rϵr +D4Rr
3 +D′

7Rϵ
2r +D′

10Rϵr
3 +D′

15Rr
5, (4.40)

虚部:

θ̇ = ω +D1Iϵ+D4Ir
2 +D′

7Iϵ
2 +D′

10Iϵr
2 +D′

15Ir
4, (4.41)

式 4.40は台車システムの振動変化を表す標準形であり、rの各べきでまとめると

ṙ = (D1Rϵ+D′
7Rϵ

2)r + (D4R +D′
10Rϵ)r

3 +D′
15Rr

5 (4.42)

となる。右辺の 1個目は線形成分、2個目は 3次非線形成分、3個目は 5次非線形成
分を示している。D1Rは台車線形パラメータ（質量、車輪踏面勾配、長手方向支持
ばね定数など）によって決められた係数であり、0.12と求められた。D′

7Rは同じよ
うに線形係数であるが、中心多様体理論を用いて変換したときに、α30から β05の未
知な非線形係数が含まれたため、計算することができない。よって、これからD′

7R

を非線形係数と呼ぶ。D4R、D′
10R、D

′
15Rの非線形係数は台車線形パラメータと α30

から β05の非線形係数によって決められる係数である。式 4.42 の 4つの未知な係数
を求める方法はこれから提案する。

式 4.42の線形部分だけ考慮する場合、ϵが正の時、すなわち走行速度は線形臨界
速度より高い時、ṙは正の値を持つ（ϵは微小であるため、D′

7Rϵ
2の項はD1Rϵの項

と比べて効果が小さいため、無視できる）、これ蛇行動の線形解析結果と同じよう
に振幅が成長して蛇行動が生じる結果になる。逆に、ϵが負の時、すなわち走行速
度は線形臨界速度より小さいな時に、ṙは負の値を持つため、台車振幅はゼロに収
束して安定する。

式 4.41は蛇行動固有周波数の変化を表す式である。本研究は蛇行動の定常振幅
の解析に注目するため、これに関する解析は行わない。次は実験データを用いて、
D1R、D4R、D′

10R、D
′
15Rの非線形係数を同定する手法を提案する。
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4.2.4 標準形の非線形係数の同定

振幅標準形式 4.42の ṙをゼロにすることで、定常振幅の方程式は以下のように求
まる。

rst
[
D1Rϵ+D′

7Rϵ
2 + (D4R +D′

10Rϵ)r
2
st +D′

15Rr
4
st

]
= 0. (4.43)

よって、一輪軸台車の定常振幅はゼロ定常振幅

rst = 0 (4.44)

とリミットサイクル

D1Rϵ+D′
7Rϵ

2 + (D4R +D′
10Rϵ)r

2
st +D′

15Rr
4
st = 0 (4.45)

を持つことが分かる。次は無次元振幅 rと台車の横振幅の関係を求める。非線形座
標変換式 (4.31) と極座標変換 (4.39)によって、ζと rは以下の関係がある。

ζ ≈ η = reiθ. (4.46)

複素変換式 (4.26)を考慮すると

z1 = ζ + ζ̄ ≈ 2r (4.47)

の関係が分かる。このように、標準形の座標 rと座標 z1は線形関係を持ち、同じ物
理的な意味を持つことが分かる。また、中心多様体理論と変換式 (4.12)によって、

y∗ = x1 = z1 + z3 ≈ z1. (4.48)

の関係がある。ここで、z1と z3は座標変換行列P によって、横変位 y、横速度 ẏ、
回転角度 ψ、回転角速度 ψ̇4つの物量的な量が含まれる。z3の振動は時間とともに
減衰するため、蛇行動定常振幅を求める際して、省略できる。無次元量 rと有次元
変位 yの関係は以下のようにもとまる。

y ≈ 2d0r = 0.097r. (4.49)

以上より、蛇行動定常振幅を求める際に、無次元量 rと有次元量である横変位 yは
式 (4.49)のような線形関係を持つが、物理的な意味は異なる。無次元量 rは横変位
y、横速度 ẏ、回転角度 ψ、回転角速度 ψ̇4つの物量的な量が含まれる量である。

標準形 (4.42)の4つの非線形係数D1R、D4R、D′
10R、D

′
15Rを実験で測定したデータ

で同定する。図 4.1にマークした (1)から (4)の非線形臨界速度に近い速度 6.4 m/s、
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非線形と線形臨界速度の時の真ん中の速度 7.2 m/s、線形臨界速度 8.0 m/s、測定
した最大速度 8.8 m/s の 4つの速度の時で測定した蛇行動定常振幅 yamp1、yamp2、
yamp3、yamp4をリミットサイクルの方程式式 (4.45)に代入する。それぞれの無次元
パラメータ ϵはそれぞれ ϵ1 = −0.2、ϵ2 = −0.1、ϵ3 = 0、ϵ4 = 0.1である。同定され
た非線形係数は以下のようになる。

D4R = 2030, D′
7R = −0.06,

D′
10R = −360, D′

15R = −4.2× 107. (4.50)

(1)
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図 4.1: Identification of nonlinear coefficients in the normal form with experimen-

tally observed bifurcation diagram.

非線形係数の同定により、一輪軸台車モデルの標準形を求めることができた。標
準形からヒステリシス曲線は求まり、実験計測の結果との比較は図 4.2に示してい
る。理論解析と実験観測の蛇行動の安定な定常振幅がよく一致することにより、提
案した理論解析手法の正確性が証明された。理論解析で求めた不安定なリミットサ
イクルより、台車の外乱に対するロバスト性は正確に把握できることを示した。

しかし、中心多様体理論を用いたアプローチでは、非線形座標変換が行われるた
め、実験観測データによる非線形係数の同定に誤差が生じている。また、以上の理
論解析により、任意な 1つの 3次非線形項と 1つの 5次非線形項の 2つの非線形成
分は蛇行動ヒステリシス特性を特徴づけられることが分かったため、最初の運動方
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図 4.2: Comparison of theoretical and experimental results.

程式に 20個の非線形項を全部考える必要がなく、3次と 5次非線形項を一個ずつで
20個の非線形項を代表できる。

4.3 非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開アプロー
チ

4.3.1 非線形成分の代表項

この節は蛇行動ヒステリシス特性を解析できる手法を新たに提案し、y∗3と y∗5の
2つの非線形項で 20項の非線形成分を代表することを証明する。非線形成分を y∗3

と y∗5の非線形項 2つで代表した時の簡略化方程式は以下のようになる。

ÿ∗ +
d′11
v∗
ẏ∗ + k11y

∗ + k12ψ + β3y
∗3 + β5y

∗5 = 0

ψ̈ +
d′22
v∗
ψ̇ + k21y

∗ + ψ = 0, (4.51)
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ただし、β3と β5は非線形成分を代表する 3次と 5次非線形項の係数である。

4.3.2 多重尺度法による多時間尺度の設定

式 4.51を以下のように行列化する。

ẍ+Cẋ+Kx+N (x) = 0, (4.52)

ただし、

x =

[
y∗

ψ

]
,C =


d′11
v∗

0

0
d′22
v∗

 ,K =

[
k11 k12
k21 1

]
. (4.53)

摂動法を行うために、臨界速度からずれる量を∆v = ϵ∆vとし、∆vはオーダー
O1を持ち、ϵは 1より十分小さいな無次元パラメータ (|ϵ| ≪ 1)とする。

v∗ = v∗c (1 + ∆v) = v∗c (1 + ϵ∆v̂), (4.54)

ただし、v∗c は無次元線形臨界速度である。 よって、以下のような関係式がある。

d′11
v∗

=
d′11

v∗c (1 + ∆v)
≈ d11(1−∆v + 2∆v2) (4.55)

d′22
v∗

=
d′22

v∗c (1 + ∆v)
≈ d22(1−∆v + 2∆v2), (4.56)

ただし、

d11 =
d′11
v∗c
, d22 =

d′22
v∗c
. (4.57)

行列Cは以下のようになる。

C = Cc(1−∆v +∆v2) ≈ Cc(1− ϵ∆v̂ + ϵ2∆v̂2), (4.58)

ただし、

Cc =

[
d11 0

0 d22

]
. (4.59)

振動解xの振幅は線形臨界速度の近傍で非線形成分によって変化する。この変化
は振動の位相変化に比べて非常に遅いため、同じ時間でこの 2つの変化速度を表現
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することができない。ここで、多重尺度を用いて、3次非線形成分と 5次非線形成
分による振幅の時間変化を以下のような異なる時間尺度で表す。

t0 = t, t1 = ϵt, t2 = ϵ2t, (4.60)

ここで、t0は位相変化の表す時間尺度、t1は 3次非線形成分による振幅変化を表す
尺度、t2は 5次非線形成分による振幅変化を表す時間尺度である。t2は t1より十分
に遅い、t1は t0より十分に遅い。よって、時間微分は以下のように表せる。

d

dt
= D0 + ϵD1 + ϵ2D2 (4.61)

d2

dt2
= D2

0 + 2ϵD1D0 + 2ϵ2D2D0 + ϵ2D2
1, (4.62)

ただし、D0、D1、D2はそれぞれ時間尺度 t0、t1、t2に関する偏微分である。

D0 =
∂

∂t0
, D1 =

∂

∂t1
, D2 =

∂

∂t2
. (4.63)

小さいな無次元量 ϵを用いて、振動解 xを以下のような展開式で仮定する。

x = x0 + ϵx1 + ϵ2x2, (4.64)

ただし、線形部分のx0は以下のようにおく。ϵx1はx0のxからのずれを修正する
項であり、ϵ2x2は ϵx1のxからのずれを修正する項である。よって、ϵ2x2は ϵx1よ
り十分小さい項であり、ϵx1は x0より十分小さい項である。

x0 = a(t1, t2)e
λ0t0

[
y0
ψ0

]
= aeλ0t0Φ0, (4.65)

ここで、λ0は式 (4.52)の線形部分の固有値、Φ0固有値 λ0の固有ベクトル、a(t1, t2)
はモードΦ0の振幅変化を表す遅い時間尺度 t1、t2に関する式である。展開式 (4.64)

を方程式 (4.52)に代入して ϵの各べきで式をO(ϵ0)に関する線形部分、O(ϵ1)に関す
る 3次非線形部分、O(ϵ2)に関する 5次非線形部分に分ける。

O(ϵ0) : D2
0x0 +CcD0x0 +Kx0 = 0 (4.66)

O(ϵ1) : D2
0x1 +CcD0x1 +Kx1 = −2D1D0x0 −CcD1x0 +Cc∆v̂D0x0

− β̂3(ae
λ0t0 + āeλ̄0t0)3

[
1

0

]
(4.67)

O(ϵ2) : D2
0x2 +CcD0x2 +Kx2 = −2D2D0x0 −CcD2x0 +Cc∆v̂D1x0 −D2

1x0

−Cc∆v̂
2D0x0 − 10β̂5|a|4a|y0|4y0eiωt0

[
1

0

]
+ · · · , (4.68)
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また、線形部分を以下のように書き換える。

O(ϵ0) : LΦ0a = 0, (4.69)

ただし、Lは一輪軸台車の d11から k21の無次元線形パラメータと固有値 λ0による
特性行列、この行列は非対称行列であり、非自己随伴である。

L = λ20I + λ0Cc +K =

[
λ20 + d11λ0 + k11 k12

k21 λ20 + d22λ0 + 1

]
. (4.70)

この線形行列によって、鉄道車両は非自己随伴特性を有する。ここでは、この非
自己随伴特性を考慮して、3次非線形、5次非線形のそれぞれの式 (4.67)、式 (4.68)

に対してモード展開を行う。線形特性行列に対して |L| = 0を考慮し、固有値 λ0に
関する特性方程式は以下のように求まる。

λ40 + (d11 + d22)λ
3
0 + (d11d22 + k11 + 1)λ20 + (d11 + d22k11)λ0

+ k11 − k12k21 = 0. (4.71)

これは第 3章の線形解析したときの結果と同じようになり、蛇行動線形臨界速度
の時に 1組の共役な純虚数の固有値と 1組の実部を持つ共役な複素数をもつことが
分かる。

4.3.3 非自己随伴行列による可解条件

本章の中心多様体理論を用いたアプローチの時分かるように、実部を持つ共役な
複素数のモードは線形特性によって快速的に収束するため、蛇行動線形臨界速度近
傍の非線形特性に対して、非線形特性によってゆっくり変化する共役な純虚数の固
有値のモードに注目すればよい。固有値 iωの固有ベクトルは以下のように求まる。

Φ0 =

[
k12

ω2 − k11 − id11ω

]
. (4.72)

純虚数の固有値 λ0 = iωを 3次非線形の方程式 (4.67)に代入して、O(ϵ1)に関する
式は以下のように求まる。

D2
0x1 +CcD0x1 +Kx1 = [(−2iωI −Cc)D1a+ iω∆v̂aCc]

[
y0
ψ0

]
eiωt0

− 3β̂3|a|2a|y0|2y0

[
1

0

]
eiωt0 − β̂3a

3y30e
3iωt0

[
1

0

]
+ c.c., (4.73)

61



ただし、c.c.は式の右辺の項の共役な項を表す。振幅 a(t1, t2)の t1に関する変化式
はx1のモードΦ1の可解条件から求められる。モードΦ1の可解条件を式 (4.73)か
ら取り出すために、以下の式を満足する非自己随伴行列Lの随伴行列 L̄T とその随
伴行列の固有ベクトル Φ̃0を考える。

L̄T Φ̃0 =
¯̃ΦT
0L = 0. (4.74)

以上の式を満足する Φ̃0は

Φ̃0 =

[
ω2 − k22 + id22ω

k12

]
, (4.75)

である。非自己随伴行列Lの像は核空間と補空間を持つ。Lの核空間は固有ベクト
ルΦ0で張られる空間であり、補空間はΦ1とΦ2などのベクトルが張られる空間で
ある。Lは非自己随伴特性を持つため、Lの核空間と補空間が直交せず、随伴行列
L̄T の補空間、核空間とそれぞれで直交することが知られている [70]。Φ1の解が存
在するために、式 (4.73)の右辺の eiωt0成分は随伴行列 L̄T の核空間と直交する必要
がある。すなわち、Φ̃0と式 (4.73)の右辺の内積が 0でることはΦ1の可解条件が存
在する必要条件である。

式 (4.73)の両辺に Φ̃0をとると、振幅 a(t1, t2)の t1に関する変化式は以下のよう
に求まる。

¯̃ΦT
0 {[(−2iωI−Cc)D1a+iω∆v̂aCc]

[
y0
ψ0

]
−3β̂3|a|2a|y0|2y0

[
1

0

]
}eiωt0 = 0, (4.76)

または以下のように書き換えられる。

D1a = −Q
P
∆v̂a− R

P
β̂3|a|2a, (4.77)

ただし、

P = ar + aii, ar = −2k12(d11k22 + d22k11), ai = −2ωk12(2ω
2 − k11 − k22 − d11d22),

Q = br + bii, br = 2k12ω
2d11d22, bi = 0,

R = cr + cii, cr = |y0|2y0(k22 − ω2), ci = |y0|2y0d22ω. (4.78)

この式は 3次非線形成分による蛇行動定常振幅の変化式である。式 (4.77)で、−Q/P
の値によって、ホップ分岐は亜臨界であるか超臨界であるかを判別できる。これは
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第 5章で説明する。次は x1の e3iωt0 成分に関する特解を求めるために、x1を以下
のようにおく。

x1 =

[
y1
ψ1

]
e3iωt0 . (4.79)

この式を式 (4.73)に代入して、e3iωt0に関する成分を取り出すと以下のようになる。

D2
0x1 +CcD0x1 +Kx1 = −β̂3a3y30e3iωt0

[
1

0

]
+ c.c. (4.80)

よって、x1の特解は以下のように求まる。

x1 =
α̂3a

3y30k12
64ω4k12 − 4ωai + 12iωar

[
9ω2 − k22 − 3iωd22

k21

]
e3iωt0 . (4.81)

x1の特解を式 (4.68)に代入すると、以下の 5次非線形成分O(ϵ2)に関する式が得
られる。

D2
0x2 +CcD0x2 +Kx2 =− 2D2D0x0 −CcD2x0 +Cc∆v̂D1x0 −D2

1x0 −Cc∆v̂
2D0x0

+ (−10β̂5|a|4a|y0|4y0 − 3β̂3a
2y20y1)e

iωt0

[
1

0

]
− 2D1D0x1 −CcD1x1 +Cc∆v̂D0x1 + {· · · }e3iωt0

+ {· · · }e5iωt0 + c.c., (4.82)

ただし、{· · · }e3iωt0と {· · · }e5iωt0はそれぞれ e3iωt0、e3iωt0の成分を含めた項であり、
これらの成分は利用しないため、それらの係数を求めずに{· · · }とおく。振幅a(t1, t2)

の t2に関する変化式を求めるために、式 (4.82)に対して式 (4.73)と同じように両辺
に Φ̃0をとると、以下のように可解条件が得られる。

¯̃ΦT
0

{
[(−2iωI −Cc)D2a+∆v̂D1aCc −D2

1a− iω∆v̂2Cc]

[
y0
ψ0

]}
eiωt0

− ¯̃ΦT
0

{
(10β̂5|a|4a|y0|4y0 + 3β̂3a

2y20y1)

[
1

0

]}
eiωt0 = 0, (4.83)

ここで、D2
1aは式 (4.77)から以下のように求まる。

D2
1a = −Q

P
∆v̂D1a−

R

P
β̂3
(
2|a|2D1a+ a2D1ā

)
=
Q2

P 2
∆v̂2a+

(
3QR

P 2
+
RQ̄

|P |2

)
β̂3∆v̂|a|2a+

(
2R2

P 2
+

|R|2

|P |2

)
β̂2
3 |a|4a. (4.84)
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D2
1aと x0を式 (4.83)に代入すると、D2aに関する式が以下のように求まる。

D2a = −H
P
∆v̂2a− G

P
β̂3∆v̂|a|2a− (

M

P
β̂2
3 +

N

P
β̂5)|a|4a, (4.85)

ただし、

H = −ibrQ
ωP

+
(ωai − br)Q

2

2ω2P 2
− iarQ

2

2ωP 2
+ br

G = −ibrR
ωP

+

(
ωai − br
2ω2

− iar
2ω

)(
3QR

P 2
+
RQ̄

|P |2

)
M =

(
ωai − br
2ω2

− iar
2ω

)(
2R2

P 2
+

|R|2

|P |2

)
+

3(−8ω2y30 + cr + 3ici)R

64ω4k12 − 4ωai + 12iωar

N = 10y20R. (4.86)

以上より、振幅 a(t1, t2)の t1と t2に関する変化式を求めることができた。

4.3.4 標準形の導出

振幅 a(t1, t2)は複素数であり、実数の振幅を求めるため、a(t1, t2)を極座標で以下
のようにおく。

a =
1

2
α(t1, t2)e

iϕ(t1,t2). (4.87)

よって、Daは以下のように実部と虚部に分けられる。

Da =
1

2
(Dα + iαDϕ)eiϕ. (4.88)

また、Daは振幅 a(t1, t2)の t1に関する式 (4.61)と t2に関する式 (4.87)を用いて,

以下のように書ける。

Da =ϵD1a+ ϵ2D2a

=
1

2

[
−
(
H

P
∆v +

Q

P

)
∆v − 1

4

(
G

P
∆v +

R

P

)
β3α

2 − 1

16

(
M

P
β2
3 +

N

P
β5

)
α4

]
αeiϕ.

(4.89)

式 (4.88)と式 (4.89)に実部の係数により、以下の関係式、すなわちxの実数の振
幅 αに関する標準形は以下のように求まる。

α̇ = −(L1∆v + L2∆v
2 +N1α

2 +N2∆vα
2 +N3α

4)α, (4.90)
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ただし、

L1 = Re

[
Q

P

]
, L2 = Re

[
H

P

]
, N1 =

1

4
Re

[
R

P

]
β3,

N2 =
1

4
Re

[
G

P

]
β3, N3 =

1

16
Re

[
M

P
β2
3 +

N

P
β5

]
. (4.91)

Dαを 0おくことで、蛇行動の定常振幅は自明な解であるゼロの振幅

αst = 0, (4.92)

と非自明な解によるリミットサイクル

L1∆v + L2∆v
2 +N1α

2
st +N2∆vα

2
st +N3α

4
st = 0. (4.93)

をもつことが分かる。また、3次非線形項 y∗3を 1つと 5次非線形項 y∗5を 1つで全
部の非線形成分を代表して非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開アプローチで
得られた式 (4.90)と中心多様体理論を用いたアプローチで得られた式 (4.42 )が一
致することから、2つの非線形項でヒステリシス特性を特徴づけられることと新た
に提案した非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開アプローチが妥当であること
が示された。

4.3.5 非線形成分を代表した非線形項係数の同定

台車線形パラメータ台車質量m、車輪半径 r0、車輪踏面勾配 γ0などを用いて、無
次元パラメータ v∗c、d11などは以下のように求めた。

v∗c = 6.4, d11 = 0.27, d22 = 0.40, k11 = 0.11, k12 = −1.74, k21 = 0.14,

P = 1.11− 0.68i, Q = −0.18, R = −2.78− 1.46i, H = −0.15− 0.04i,

G = 1.40− 0.91i, M = 13.77 + 0.51i, N = −84.16− 44.19i. (4.94)

式 (4.90)の線形係数L1、L2はm、d0、γ0などの台車線形パラメータによって0.12、
0.08と求まった。N1、N2、N3は非線形係数で、台車線形パラメータと非線形成分
を代表した非線形項の係数 β3と β5によって,0.31β3、-0.32β3、-0.55β2

3+2.35β5と求
まった。よって、式 (4.90)は以下のように書き換えられる。

α̇ = (0.12 + 0.08∆v)∆vα + (0.31− 0.32∆v)β3α
3 + (−0.5.5β2

3 + 2.35β5)α
5. (4.95)
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この標準形から、蛇行動定常振幅に影響を与える 3次非線形係数は台車システム
の 3次非線形成分を代表した非線形項の係数 β3と線形関係を持つことと、5次非線
形係数は 3次非線形成分を代表した非線形項の係数 β3の 2乗、β5と線形関係をも
つことが明らかにされた。無次元振幅 αと有次元横振幅 yの関係は以下のようにま
とまる。

yst = d0y
∗
st = −d0k12αst. (4.96)

無次元振幅αと有次元横振幅 yの関係は線形関係であることが分かる。よって、非
線形座標変換を用いた中心多様体理論を用いたアプローチが得られる非線形係数よ
り正確になる。図4.1に示した線形臨界速度の隣の (2)と (4)の2つの速度 ϵ2 = −0.1、
ϵ4 = 0.1の時の定常振幅 yst2 = 0.64 mm、yst4 = 0.71 mmを式 (4.95)に代入して、非
線形成分を代表した非線形項の係数は同定され以下のように求まる。

β3 = 3900, β5 = −7.4× 106. (4.97)

また、蛇行動ヒステリシス曲線は図 4.3のように求まった。安定な定常振幅が実
験結果とよく一致することが示された。
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図 4.3: Theoretical obtained bifurcation diagram.
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4.4 結言

この章は蛇行動ヒステリシス現象に対して、2つの理論的な解析手法を提案した。
これらの手法を用いて、蛇行動振幅の変化を表す標準形を導出できることが証明さ
れた。標準形に蛇行動ヒステリシス現象を特徴づける非線形項は 3つであることを
明らかにした。蛇行動定常振幅を明らかにするための鉄道車両の運動方程式には 20

項の非線形項が存在するが、提案手法により、3次非線形項 1つと 5次非線形項 1つ
ですべての 3次と 5次非線形成分を代表できることが明らかにされた。また、実験
データを用いて、標準形の非線形係数を同定する手法を提案し、理論的に求めたヒ
ステリシス曲線は実験で計測した曲線と一致することから、提案した理論手法の正
確性を確認した。また、非自己随伴特性を考慮に入れたモード展開アプローチを用
いて、標準形の非線形係数と台車線形パラメータ及び非線形成分を代表した非線形
項の係数の関係式が求まれ、これによって台車質量m、車輪半径 r0、車輪踏面勾配
γ0などの台車線形パラメータによるヒステリシス特性への影響を解析できることが
示された。
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第5章 台車の線形パラメータによる
ヒステリシス特徴への影響

5.1 緒言

第 4章により、台車線形パラメータは蛇行動線形臨界速度を変えられることのみ
ならず、非線形係数に影響を与えていることが分かった。よって、線形パラメータ
の変化により、蛇行動時の定常振幅が変化し、外乱に対するロバスト性が変化する。
したがって、線形パラメータを変えて車両蛇行動速度を上げた時に、蛇行動非線形
特性の変化も考慮するべきである。本章は第 4章で提案した非自己随伴特性を考慮
に入れたモード展開アプローチを用いて、台車線形パラメータによるヒステリシス
特徴への影響を解析する。

5.2 線形臨界速度の変化

非線形特性の変化を解析する前に、台車線形パラメータによる蛇行動線形臨界速
度の変化について本研究で用いた一輪軸台車モデルのパラメータを用いて解析例を
求める。表 2.1の台車の線形パラメータを基準にして長手方向の支持ばね定数 kx、
質量m（慣性力と荷重の変化を同時に考え、荷重によってクリープ係数の変化は付
録Bによって κ = κ0p

2/3のように求められる）、踏面勾配 γ0、車輪半径 r0、レール
幅 d0、長手方向の支持ばね支持距離 d1の 6つの線形パラメータをそれぞれ p倍を変
化させた時の蛇行動線形臨界速度の変化を求め、それぞれ図 5.1(a)から図 5.1(f)に
示す。横軸はそれぞれのパラメータの変化率 pを示し、縦軸は無次元蛇行動線形臨
界速度を示す。実線はその無次元線形臨界速度の変化を表す曲線であり、本研究で
用いた一輪軸台車モデルの基準としたパラメータによって得られる範囲までのデー
タを示している。v∗c−maxは本解析で用いたパラメータより求められる最大蛇行動線
形臨界速度を示す。それ以上パラメータを変えた時、走行速度をいくら上げても運
動方程式の固有値はすべて負の実部を持つようになるため、蛇行動が発生しなくな

68



る。図から分かるように、長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ば
ね支持距離の増大とともに、蛇行動線形臨界速度が大きくなることが分かった。台
車質量、車輪踏面勾配、レール幅の増大とともに、蛇行動線形臨界速度が小さくな
ることも分かった。また、台車質量の変化によって蛇行動線形臨界速度に与える影
響が他のパラメータに比べて小さいことが分かった。
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.1: Variation of linear critical speed due to linear parameters. (a) kx=200p N/m,

(b) m=2.175p kg, (c) γ0=p/25, (d) r0=0.036p m, (e) d0=0.0485p m, (f) d1=0.085p

m.
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5.3 ホップ分岐種類の変化

鉄道蛇行動のホップ分岐は鉄道システムの線形成分と 3次非線形成分によって決
められることが知られている [43]。第 4章は 3次非線形成分による蛇行動振動の変
化式 (4.77)を以下のように求めた。

D1a = −Q
P
∆v̂a− R

P
β̂3|a|2a. (5.1)

極座標変化した後の実数の振幅は式 (4.89)の 3次非線形成分だけを考慮した式は

Da(t1) = ϵD1a (5.2)

となる。第 4章と同じようにD1aを代入して、実部を分離すると、定常振幅 αが 3

次非線形成分による変化式は以下のように求まる。

α̇ = −L∆vα−Nβ3α
3, (5.3)

ただし、

L = Re

[
Q

P

]
, N =

1

4
Re

[
R

P

]
. (5.4)

よって、リミットサイクルは以下のようになる。

α =
√
σ∆v, (5.5)

ただし、

σ = − L

Nβ3
. (5.6)

ここで、LとNは台車線形パラメータによって決められる定数であり、β3は 3次非
線形成分を代表した非線形項の係数である。σは線形と 3次非線形係数を含めた無
次元量である。リミットサイクルが存在するためには、式 (5.5)のルートの中が正
である必要がある。図 5.2に示した通り、σが正の時に、∆vが正、すなわち蛇行動
臨界速度より高い時に、リミットサイクルが存在し、リミットサイクルの近傍の安
定性判別 [71]により安定なリミットサイクルであることが分かる。また、σが負の
時に、∆vが負、すなわち蛇行動臨界速度より低い時に、不安定なリミットサイク
ルが存在する。σの正負はホップ分岐の種類を決めることを明らかにした。σは線
形パラメータと 3次非線形成分の係数決められるため、蛇行動のホップ分岐の種類
は線形パラメータと 3次非線形によって決められることが分かる。
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図 5.2: Types of Hopf bifurcation due to σ.

台車の線形パラメータ長手方向の支持ばね定数 kx、質量m、踏面勾配 γ0、車輪半
径 r0、レール幅 d0、長手方向の支持ばね支持距離 d1による σの正負変化図はそれ
ぞれ図 5.3(a)から図 5.3(f)に示す。横軸は元の一輪軸台車パラメータを基準にした
ときに、1つのパラメータがその基準値から変化した倍数である pを示し、縦軸は
無次元量 σを示す。図 5.3(a)のばね定数による σの変化を用いて説明する。ばね定
数が基準値の 0.5倍から 0.7倍くらいに変化させたときに、σは正の値を持つため、
この時台車システムは超臨界ホップ分岐特性を表す。ばね定数が基準値の 0.7倍く
らいから 1.1倍くらいに変化させた時に、σは負の値を持つため、この時台車シス
テムは亜臨界ホップ分岐特性を表す。また、σの絶対値の大きさによって、蛇行動
線形臨界速度から∆vずれたところのリミットサイクルの振幅が決められる。例え
ば、ばね定数が基準値の 0.7倍くらいから 1.1倍くらいに変化させた時に、σの絶対
値は小さくなるため、蛇行動線形臨界速度から∆vずれた走行速度での不安定なリ
ミットサイクルが小さくなる。これによって、台車の外乱に対するロバスト性が弱
くなり、非線形特性がよくない方向になる。

図 5.3から長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ばね支持距離の
増大とともに、鉄道車両のホップ分岐タイプは超臨界ホップ分岐から亜臨界ホップ
分岐に変化していく。逆に、台車質量、車輪踏面勾配、レール幅の増大とともに、
鉄道車両のホップ分岐タイプは亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐に変化して
いく。一点鎖線はその 2つのホップ分岐の境界を示す。また、台車質量、車輪勾配
の変化による鉄道車両のホップ分岐タイプへの影響は他のパラメータと比べて、弱
いことが分かった。次は図 5.3に求まったそれぞれの線形パラメータによる亜臨界
ホップ分岐の領域について蛇行動非線形臨界速度、ヒステリシス範囲、線形臨界速
度より低い速度の時の不安定なリミットサイクルと安定なリミットサイクルの大き
さを解明する。
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.3: Variation of σ due to linear parameters. (a) kx=200p N/m, (b) m=2.175p

kg, (c) γ0=p/25, (d) r0=0.036p m, (e) d0=0.0485p m, (f) d1=0.085p m.
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5.4 ヒステリシス特性の変化

まず、ヒステリシス現象の特徴である非線形臨界速度と線形パラメータ、非線形
成分を代表した非線形項の係数の関係式を導く。

非自明な解によるリミットサイクルは第 4章の式 (4.93)により以下のように求
まった。

L1∆v + L2∆v
2 +N1α

2
st +N2∆vα

2
st +N3α

4
st = 0. (5.7)

第 1章に紹介したとおり、サドルノード分岐点は安定なリミットサイクルと不安
定なリミットサイクルがぶつかって消滅された点であり、この点の走行速度は非線
形臨界速度と定義されている。リミットサイクルの式から、rstは以下のように求め
られる。

rst =

√
−(N1 +N2∆v)

2N3

±
√

(N1 +N2∆v)2 − 4N3(L1∆v + L2∆v2)

2N3

(5.8)

前章の計算からN3は正であることが分かる。よって、式 (5.8)のルートの中の符
号±が+をとったとき、安定なリミットサイクルの振幅が求まり、−をとったと
き、不安定なリミットサイクルの振幅が求まる。不安定なリミットサイクルと安定
なリミットサイクルがぶつかる時は、式 (5.8)が 1つの値の時、すなわち、符号±
の後ろの項の値が 0の時である。非線形臨界速度が線形臨界速度からずれた量∆vn
は以下の式のように求められる。√

(N1 +N2∆vn)2 − 4N3(L1∆vn + L2∆v2n)

2N3

= 0, (5.9)

また、

∆vn =
−(N1N2 − 2L1N3) +

√
(N1N2 − 2L1N3)2 −N2

1 (N
2
2 − 4L2N3)

M2
2 − 4L2N3

. (5.10)

∆vnは非線形臨界速度が線形臨界速度からずれた量であるため、無次元非線形臨
界速度は以下のように求まる。

v∗n = (1+
−(N1N2 − 2L1N3) +

√
(N1N2 − 2L1N3)2 −N2

1 (N
2
2 − 4L2N3)

M2
2 − 4L2N3

)v∗c . (5.11)

台車の線形パラメータの変化による非線形臨界速度の変化は図 5.4に示している。
長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ばね支持距離の増大とともに、
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非線形臨界速度は大きくなることが分かった。台車質量、車輪勾配、レール幅の増
大とともに、非線形臨界速度は小さくなることが分かった。これは線形パラメータ
による線形臨界速度への影響と同じである。よって、蛇行動線形臨界速度が増大し
たときに、非線形臨界速度も大きくなることが考えられる。また、最大線形臨界速
度になる直前に、非線形臨界速度は小さくなっていくことが見られた。さらに、最
大線形臨界速度に接近したところの非線形臨界速度がなくなった。これは非線形臨
界速度が線形臨界速度から離れすぎ、理論解析で仮定した十分に小さな量である∆v

が大きくなり、理論解析で得られた結果が本来の非線形臨界速度にずれたと考えら
れる。

非線形臨界速度から線形臨界速度の速度範囲、すなわちヒステリシス範囲は以下
のように表せる。

v∗r = v∗c − v∗n =
−(N1N2 − 2L1N3) +

√
(N1N2 − 2L1N3)2 −N2

1 (N
2
2 − 4L2N3)

M2
2 − 4L2N3

v∗c .

(5.12)

台車の線形パラメータの変化によるヒステリシス範囲の変化は図 5.5に示してい
る。長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ばね支持距離の増大とと
もに、ヒステリシス範囲は大きくなることが分かった。台車質量、車輪勾配、レー
ル幅の増大とともに、ヒステリシス範囲は小さくなることが分かった。よって、線
形臨界速度と非線形臨界速度は線形パラメータによって同時に減少・増大するが、
非線形臨界速度の変化と比べて線形臨界速度の変化のほうが大きいことが分かる。
以上より、蛇行動線形臨界速度が大きくなるとともに、不安定なヒステリシス領域
の範囲が広くなることが考えられる。

リミットサイクルの式 (5.8)により、安定なリミットサイクルと不安定なリミッ
トサイクルはそれぞれ以下のようにもとまる。

rst−sta =

√
−(N1 +N2∆v)

2N3

+

√
(N1 +N2∆v)2 − 4N3(L1∆v + L2∆v2)

2N3

(5.13)

rst−un =

√
−(N1 +N2∆v)

2N3

−
√

(N1 +N2∆v)2 − 4N3(L1∆v + L2∆v2)

2N3

. (5.14)

これらの式により、線形パラメータによる安定なリミットサイクルと不安定なリ
ミットサイクルの定常振幅への影響は図 5.6と図 5.7のように求められた (ただし、
ここで求めた定常振幅は蛇行動線形臨界速度から∆vamp = −0.01ずれたところの速
度である)。線形パラメータによる安定なリミットサイクルへの影響は先の結果と
全く一貫性を持たず、長手方向の支持ばね定数、台車質量、車輪踏面勾配、レール
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幅、長手方向の支持ばね支持距離の増大とともに、安定なリミットサイクルは大き
くなることが見られた。よって、これらの線形パラメータの増大によって、蛇行動
が発生するときの定常振幅は大きくなる傾向が見られる。ただし、車輪半径の増大
によって、蛇行動の安定な定常振幅は小さくなる。これについて今後に考察の必要
がある。不安定なリミットサイクル、すなわち外乱に対するロバスト性は先の結果
と同じように、長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ばね支持距離
は同じような影響（外乱に対するロバスト性を下げる）であり、台車質量、車輪踏
面勾配、レール幅は同じような影響（外乱に対するロバスト性を上げる）である。

5.5 在来線と新幹線の線形特性の考察

在来線 201系通勤電車は 7880 kgの台車質量、1/20の車輪踏面勾配、430 mmの
車輪半径、1067 mmのレール幅、1640 mmの長手支持ばね距離を有することに対
して、0系新幹線は 10100 kgの台車質量、1/40の車輪踏面勾配、455 mmの車輪半
径、1435 mmのレール幅、2840 mmの長手支持ばね距離を有する。0系新幹線は
在来線 201系通勤電車よりmが 1.28倍、γ0が 0.5倍、r0が 1.06倍、d0が 1.34倍、
d1が 1.73倍になる。図 5.1から分かるように、新幹線は在来線より車輪踏面勾配
が減少、車輪半径が増大、ばね支持距離が増大し蛇行動線形臨界速度が向上する。
図 5.1(b)により、台車質量が小さくなると蛇行動臨界速度が上がることが分かる。
よって、新幹線の台車質量を軽量化すれば蛇行動線形臨界速度があがると考えられ
る。また、レール幅は長手方向の支持ばね支持距離の増大とともに増大する必要が
あるが、この 2つパラメータを適切に選べることにより、蛇行動線形臨界速度を最
大限に上げることが期待できる。

5.6 線形特性と非線形特性を同時に上げる手法

5.5節で解析した結果図から、1つの線形パラメータを変えて蛇行動線形臨界速度
を上げた時に、外乱に対するロバスト性が下がることが分かる。しかし、これらの
線形パラメータが線形特性（蛇行動線形臨界速度）、非線形特性（外乱に対するロ
バスト性）に与える影響の大きさが違うことが見られた。例えば、図 5.1(c)と (e)、
図 5.1(c)と (e)から分かるように車輪勾配とレール幅が基準値の 0.8倍の付近で、外
乱に対するロバスト性を下げる効果の変化率は他のパラメータにより弱いが、蛇行
動線形臨界速度を上げる効果の変化率は強い。これに対して、図 5.1(f)と図 5.1(f)

から分かるように、長手方向の支持ばね支持距離は 0.8倍の付近で、外乱に対する
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ロバスト性を上げる効果の変化率は他のパラメータと比べて強いが、蛇行動線形臨
界速度を下げる効果の変化率は弱い。このような視点で車輪勾配を p倍、レール幅
とばね支持距離を p倍で求めた σ、蛇行動臨界速度、蛇行動安定なリミットサイク
ル、蛇行動不安定なリミットサイクル (∆vamp = −0.01の状況)は図 5.8に示してい
る。図から分かるように、pが 1.1から 0.9に減少した時に、ホップ分岐の種類が
変化せず、蛇行動線形臨界速度が上がり、安定なリミットサイクルが下がり、不安
定なリミットサイクル（外乱に対するロバスト性）が上がることが分かった。この
ような視点から、それぞれの線形パラメータを組み合わせて解析すると、蛇行動線
形特性、非線形特性を同時に上げる線形パラメータの設計方針が分かる。また、図
5.8(a)と (b)から分かるように、亜臨界ホップ分岐から超臨界ホップ分岐に変化した
時に、蛇行動線形臨界速度が大きくなっていき、これは前節の単一のパラメータだ
け変化した時の結果と異なる。鉄道車両の特性を超臨界ホップ分岐にして、かつ蛇
行動線形臨界速度を向上させる手法として考えられるが、結果から分かるように、
踏面勾配、レール幅、ばね支持距離を同時に基準値から 0.8倍かける 0.7倍以上さけ
る必要があるため、レールの幅が半分くらいに小さくすることになる。これによっ
て、鉄道車両の曲線通過性能が大幅に低下されることが考えられる。よって、曲線
通過性能を同時に考慮して解析する必要がある。

この節の提案手法により、現実的に大きく変えられているパラメータの踏面勾配、
レール幅、ばね支持距離をそれぞれが非線形特性に影響しやすい値の付近から同時
に下げれば、蛇行動の線形と非線形特性を同時に上げることが可能であることを明
らかにした。

5.7 結言

本章は線形パラメータの変化が蛇行動線形臨界速度、蛇行動ヒステリシス特性に
与える影響について解析した。長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支
持ばね支持距離の増大と車両質量、車輪勾配、レール幅の減少は蛇行動線形臨界速
度を上げられることを明らかにした。線形パラメータの変化によって蛇行動線形臨
界速度を上げた時に、鉄道車両システムのホップ分岐種類は超臨界ホップ分岐から
亜臨界に変化していく傾向があることを明らかにした。1つの線形パラメータによっ
て蛇行動線形臨界速度を上げた時に、非線形特性（外乱に対するロバスト性）が悪
くなるが、何種類の線形パラメータの組み合わせによって、蛇行動線形特性と非線
形特性を同時に上げられることを証明した。
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.4: Variation of nonlinear critical speed due to linear parameters. (a) kx=200p

N/m, (b) m=2.175p kg, (c) γ0=p/25, (d) r0=0.036p m, (e) d0=0.0485p m, (f)

d1=0.085p m.
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.5: Variation of speed range of hysteresis due to linear parameters. (a) kx=200p

N/m, (b) m=2.175p kg, (c) γ0=p/25, (d) r0=0.036p m, (e) d0=0.0485p m, (f)

d1=0.085p m.
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.6: Variation of stable steady-state amplitude due to linear parameters. (a)

kx=200p N/m, (b) m=2.175p kg, (c) γ0=p/25, (d) r0=0.036p m, (e) d0=0.0485p m,

(f) d1=0.085p m.
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(a) Longitudinal spring stiffness (b) Mass of wheel set

(c) Wheel tread angle (d) Centered wheel rolling radius

(e) Half-track gauge (f) Half-gap of longitudinal stiffness
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図 5.7: Variation of unstable steady-state amplitude due to linear parameters. (a)
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第6章 台車ばね定数によるヒステリ
シス特徴変化の実験検証

6.1 緒言

前章は長手方向の支持ばね定数、車輪半径、長手方向の支持ばね支持距離などの
線形パラメータが蛇行動特性に与える影響について解析した。本章はその線形パラ
メータの長手方向の支持ばね定数に注目して、長手方向の支持ばね定数を変えたあ
との蛇行動ヒステリシス曲線を測定し、前章で解析した結果を検証する。

6.2 実験と数値例の比較

第 2章と同じように、蛇行動非線形特性の測定実験を行う。今回は長手方向の支
持ばね定数を基準値の 0.85倍 (170 N/m)に変化して実験を行う。その実験結果は
図 6.1(a)に示している。破線は不安定なリミットサイクルの計測値である。この時
の蛇行線形臨界速度が 7.6 m/sであり、非線形臨界速度が 6.4 m/sである。vrはヒ
ステリシス範囲を示す。図 6.1(b)は長手方向の支持ばね定数が基準値 200 N/sの時
で測定した実験結果である。ばね定数によるホップ分岐、線形臨界速度、非線形臨
界速度、ヒステリシス範囲、蛇行動臨界速度より低い速度 (∆v = −0.01の安定定常
振幅、不安定な定常振幅の変化は図 6.2に示す。図 6.1と比較すると、長手方向の
支持ばね定数の増大とともに、蛇行動線形臨界速度の増大、ヒステリシス範囲の増
大、安定な定常振幅の増大、そして不安定な定常振幅の減少が 2つの図から確認で
きた。ただし、非線形臨界速度の増大は実験から見られてない。これは図 6.2(c)よ
り、長手方向の支持ばね定数による非線形臨界速度の変化は少ないため、実験中に
走行速度を減速した時の加速度が異なることより生じた誤差と考えられる。
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図 6.1: Experimentally observed subcritical Hopf bifurcation. (a) kx = 170 N/m,

p=0.85, (b) kx = 200 N/m, p=1.

6.3 結言

以上の実験検証により、第 5章の線形パラメータによるヒステリシス特性への影
響の解析結果が証明された。長手方向の支持ばね定数の変化により、ヒステリシス
特性の変化は大きいことを明らかにした。
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below linear critical speed (∆v = −0.01), (f) Unstable steady-state amplitude below
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第7章 結論

本研究は軌条輪による蛇行動のヒステリシス特性の測定手法を提案した。軌条輪
装置と一輪軸台車を用いて、蛇行動ヒステリシス現象における亜臨界ホップ分岐と
サドルノード分岐を観測できることを明らかにした。これより、蛇行動時の安定な
定常振幅が測定でき、ヒステリシス範囲内で 2つの安定な定常振幅が存在すること
を確認した。また、電磁ブレーキ装置を用いて、ヒステリシス範囲内で初期条件を
与えて、台車振幅の変化によって、不安定な定常振幅存在を確認でき、安定な定常
振幅と不安定な定常振幅がつながることを観察できた。よって、蛇行動ヒステリシ
ス範囲内のすべての定常振幅を軌条輪で測定できることを明らかにした。

第３章は鉄道システムに存在する非線形成分を弾性力学の視点から物理的に計算
し、非線形クリープ力と台車変位との関係式をもとめ、蛇行動定常振幅に影響する
非線項を明らかにした。、その非線形項を用いて、一輪軸台車モデルの非線形運動
方程式を導出した。

第 4章は蛇行動ヒステリシス現象の定常振幅に対して詳細な理論解析手法を 2つ
提案した。2つの提案手法により、蛇行動定常振幅の変化を表す標準形を理論的に
導出した。蛇行動ヒステリシス現象の本質的な非線形項が 3つであることを明らか
にした。実験で標準形の非線形係数を同定する手法を提案した。また、1つの 3次
非線形項と 1つの 5次非線形項で 3次と 5次非線形性を代表できることを明らかに
した。代表非線形係数を実験的に同定することによって標準形の非線形係数と実験
装置の線形パラメータの関係式を明らかにした。同定した標準形により、蛇行動ヒ
ステリシス曲線が求まれ、実験で計測した結果と一致することから、提案した理論
手法の正確性を明らかにした。

第 5章は実験装置の線形パラメータによるヒステリシス現象への影響を解明し、
一輪軸台車モデルを用いて、それぞれの線形パラメータが非線形特性に与える影響
の解析例を求め、蛇行動線形特性と非線形特性を同時に上げる方法について考察し、
その可能性を明らかにした。第 6章は実験で長手方向の支持ばね定数によるヒステ
リシス現象への影響を検証した。
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本研究は高速鉄道に生じる蛇行動のヒステリシス現象を解析するために、軌条輪
と一輪軸台車を用いた実験手法及び中心多様体理論を用いたアプローチ・非自己随
伴特性を考慮に入れたアプローチの理論手法を提案し、実験と解析を行い、その正
確性を明らかにした。鉄道車両の線形及び非線形安定性を上げるためのパラメータ
設計に応用できることを示した。
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付 録A 外乱の大きさによる蛇行動ヒ
ステリシス速度範囲の変化

車輪とレール表面の不整による外乱の大きさは蛇行動線形臨界速度と非線形臨界
速度、すなわちヒステリシス範囲の幅を変化することができる。図A.1は外乱によ
るヒステリシス範囲の実験的な測定値の変化を示す図である。ヒステリシス範囲内
の不安定なリミットサイクルは振動が安定なリミットサイクルに成長するかゼロ振
幅に収束するかを決める境界である。実線と破線はそれぞれ理論的に求めた安定な
定常振幅と不安定な定常振幅を示す。δvcrはヒステリシス範囲の大きさを示す。太
い矢印は外乱を示し、その長さは外乱の大きさを表す。図 A.1(a)は外乱が小さい
時、この時は図に示した通り、線形臨界速度と非線形臨界速度の実験的な測定値は
理論値と近い値である。一方、図A.1(b)は外乱が大きい時を示し、この時に外乱に
よって、線形臨界速度と非線形臨界速度のある距離内の振動が不安定なリミットサ
イクルを超え、線形臨界速度と非線形臨界速度の測定値を理論値から大きく変化さ
せた。したがって、大きいな外乱はヒステリシス範囲を狭く変化させることができ
る（δvcr−bは δvcr−aより小さい）。この現象を用いて、ある既知な外乱の元でのヒ
ステリシス範囲の幅を基準にして、別の未知な外乱によるヒステリシス範囲の幅を
測って基準と比べることによって、未知な外乱の大きさを評価する手法が考えられ
る [72]。
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付 録B 車輪とレールの相対位置によ
る非線形クリープ係数

弾性接触論により、車輪とレールの接触した時の接触面は弾性変形し、接触面は
楕円形状に簡単化できることが知られている。ここは本研究で提案した実験手法の
車輪と軌条輪が接触する場合の横変位 yと回転角度ψによる接触楕円半径の変化関
係式について解析し、その関係式は線形と非線形関係を持つかを明らかにする（実
車の車輪とレール表面の勾配は円弧であるため、yと ψによる楕円半径変化式の非
線形項は増えるが、本付録の近似した円錐での計算より求められた非線形項が含ま
れていることになる。すなわち、本付録で得られた関係式の非線形項は実車システ
ムにも影響を与えている）。接触楕円の楕円半径比は 2つの接触物体の接触点（変
形する前の接触点を指す）における 2組の直交する曲率とその曲率を有する平面の
なす角度で決まる。

図B.1(a)は横方向に yとヨー方向にψを移動した右車輪の円錐部分と軌条輪の右
円盤が接触している時の構造図である。接触点における圧力はQである。図B.1(b)

と (c)はそれぞれ、右車輪と軌条輪の右円盤の正面から、横から見た図を示してい
る。軌条輪装置の右円盤の左側面の中心を原点Orとした時に、軌条輪軸の左方向
は y座標方向であり、上方向は z座標方向であり、車両の走行方向は x座標方向で
ある。車輪の左側面の中心を原点Owとし、車輪軸の左方向を y′座標方向、上方向
を z座標方向、台車が向く方向は x′座標方向である。台車がヨー方向ψの角度を回
転した時の軌条輪における x− y − z座標と車輪における x′ − y′ − z座標の位置関
係は図B.1(a)の右上に示した通り、x座標と x′座標、y座標と y′座標はψの角度を
持つ。

この時の接触点（接触して弾性変形する前の点）における接触面は図B.1(a)の右
下のようになり、楕円の形状であることが一般的に使われているモデルである [11]。
この際、楕円の接触半径は x方向に n、y方向にmとする。これらの楕円半径の比
は図 B.1(b)と (c)の 2つの接触物体の接触点における主平面、副平面の曲率半径、
そして２つの主平面がなす角度によって決められる。また、その楕円半径の大きさ
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は接触圧力、材料のヤング率、ポアソン比と先決められた楕円半径比の係数によっ
て求められる。詳細な計算手法は以下に記載される。接触楕円の方程式は以下のよ
うに表せる。 (x

n

)2
+
( y
m

)2
= 1, (B.1)

ただし、nとmはそれぞれ x軸と y軸方向の楕円半径であり、n < mと仮定する。

図B.1(b)と (c)は、車輪と軌条輪の主平面と副平面の位置を示す図である。車輪
という物体 I（下付き添え字の 1番目の数値を 1とする）と軌条輪という物体 II（下
付き添え字の 1番目の数値を 2とする）の接触点におけ、圧力を中心軸に通る無数
の面の中のそれぞれの物体の極大な曲率半径を有する平面を主平面（下付き添え字
の 2番目の数値を 1とする）、それと垂直する極小な曲率半径を有する平面を副平
面（下付き添え字の 2番目の数値を 2とする）をと定義する。この時に、車輪は円
錐であるため、無限大な曲率半径 r11を持つ平面は主平面であり、曲率半径 r12を持
つ平面は副平面である。右車輪接触半径と当面勾配により曲率半径 r12は rR/ cos γ0
である。軌条輪の主平面の曲率半径 r21は yによって変化するが、軌条輪主平面曲率
半径より yはずっと小さいため、r21を定数 (軌条輪円盤の中心から車輪との接触点
までの距離 150 mm)とみなす。また、軌条輪の表面半径は一定であるため、副平面
の曲率半径 r12は定数 (軌条輪円盤の踏面半径 37.5 mm)である。この時、車輪の主
平面と軌条輪の副平面がなす角度は ψである。主平面と副平面は垂直であるため、
車輪の主平面と軌条輪の主平面がなす角度は π/2 + ψで表せる。楕円半径を求める
ために、接触楕円の半径比を決める補助変数 τ が以下のように求められる [73,74]。

cos τ =

√
(1/r11 − 1/r12)2 − 2(1/r11 − 1/r12)(1/r21 − 1/r22) cos 2θ + (1/r21 − 1/r22)2

1/r11 + 1/r12 + 1/r21 + 1/r22
,

(B.2)

ただし、θは2つの主平面がなす角度である。r12 = rR/ cos γ0、r11 = ∞、θ = π/2 + ψ)

を代入すると、補助変数は以下のようになる。

cos τ =

√
(cos γ0/rR)2 + 2ρ1 cos γ0 cos 2ψ/rR + ρ21

cos γ0/rR + ρ2
, (B.3)

ただし、

ρ1 =
1

r22
− 1

r21
, ρ2 =

1

r22
+

1

r21
.

また、補助変数 τ と楕円半径比 g（= n/m）の関係式は弾性力学により変数 k

（=
√

1− g2）用いて以下のように表せる [11, 16,73]。

cos τ =
(2− k2)L− 2(1− k2)K

k2L
, (B.4)
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図 B.1: Curvature radius surface of the wheel and roller rig in the contact point.

(a) Configuration of contact model, (b) right wheel, (c) right part of roller rig.
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ただし、KとLは第一種完全楕円積分と第二種完全楕円積分であり、kとの関係
式は以下のように書ける。

K =

∫ π
2

0

(1− k2 sin2 ϕ)−
1
2dϕ ≈ π

2

(
1 +

1

4
k2 +

9

64
k4
)

(B.5)

L =

∫ π
2

0

(1− k2 sin2 ϕ)
1
2dϕ ≈ π

2

(
1− 1

4
k2 − 3

64
k4
)
, (B.6)

ただし、ここでは kが 1より小さいと考え、K と Lの式の中の積分対象を展開し
たあと積分結果をまとめた。Kの展開した式と展開する前の式で求めたKの値は
図B.2に示している。横軸は kの値、縦軸はKの値を示す。実線は第一完全楕円積
分の値を示し、破線はその 4次までの展開式で得られた値を示す。図から分かるよ
うに kが 1から 0.8までの範囲内で、Kの展開式で得られた値は元の式で得られた
値と非常に近いことが分かる。よって、kの 4次まで考えた展開式は kが 1から 0.8

までの範囲内、すなわち楕円半径比 gが 0.6から 1までの状況において非常に正確
な精度を持つ。ここでは鉄道車両の接触楕円半径比が 0.6から 1に近いことを仮定
して、kをこの展開式で求めてクリープ力の非線形項のべきに注目して解析を行う。
式 (B.3)と式 (B.4)を等しくおくと、kの値が求められ、楕円半径は以下のように求
められる [16]。

n =

(
3LQg

πE ′ρ+

) 1
3

(B.7)

m =

(
3LQ

πg2E ′ρ+

) 1
3

, (B.8)

ただし、Q、E ′、ρ+はそれぞれ接触点にかかる圧力、車輪・レールの等価縦弾性係
数、2つの接触物体の接触点における曲率の和である。等価縦弾性係数は車輪・レー
ルのヤング率Eとポアソン比 νによって、E/(2− 2ν)のように表せる。2つの接触
物体の曲率の和は ρ2 + 1/r0で表す。

一輪軸台車モデルに対して、cos τ を展開して、kと横変位 y、ヨー角度ψの関係
式を求める。まずは右車輪半径の式 3.1を式 (B.3)に代入して、yとψに対してテー
ラー展開し、それぞれのべきでまとめると、以下のようになる

cos τ ≈ ρ−
ρ+

(1 + α10y + α20y
2 + α02ψ

2 + α30y
3 + α12yψ

2 + α40y
4 + α22y

2ψ2

+ α04ψ
4 + α50y

5 + α32y
3ψ2 + α14yψ

4) (B.9)
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図 B.2: Curves of incomplete elliptic integral of the first kind K due to k.

ただし、ρ−と ρ+は曲率半径と踏面勾配によって以下のように表せる。

ρ− = cos γ0 + r0ρ1, ρ+ = cos γ0 + r0ρ2, (B.10)

また、α10から α14の非線形係数はそれぞれ以下のようになる。

α10 = −γ0ρ12 cos γ0
ρ2+

, α20 = −γ
2
0ρ12ρ2 cos γ0

ρ3+
,

α02 = −cos γ0 (γ0d0ρ12 cos γ0 + ρ1r0 (4 cos γ0 + γ0d0ρ12) + 4ρ1ρ2r
2
0)

2ρ−ρ2+
,

α30 = −γ
3
0ρ12ρ

2
2 cos γ0
ρ4+

,

α12 =
1

2ρ2−ρ
3
+

γ0 cos γ0

(
ρ1 cos γ0

(
3 cos2 γ0 + 2ρ22r0 (2γ0d0 + r0) + ρ2 cos γ0 (5r0 − 2γ0d0)

)
+ ρ2 cos

2 γ0 (cos (γ0) + ρ2 (2γ0d0 + r0)) + ρ31
(
−r20

)
(cos γ0 + ρ2 (2γ0d0 + r0))

− ρ21r0
(
cos 2γ0 + ρ22r0 (3r0 − 2γ0d0) + ρ2 cos γ0 (4γ0d0 + 5r0) + 1

) )
,

α40 = −γ
4
0ρ12ρ

3
2 cos γ0
ρ5+

,
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α22 =
1

2ρ3−ρ
4
+

γ20 cos γ0

(
ρ22 cos

3 γ0 (2 cos γ0 + ρ2 (3γ0d0 + 2r0))

− ρ2ρ
3
1r

2
0

(
6 cos2 γ0 + ρ22r0 (2r0 − 3γ0d0) + ρ2 cos γ0 (9γ0d0 + 8r0)

)
+ ρ2ρ1 cos

2 γ0
(
cos 2γ0 + 3ρ22r0 (3γ0d0 + 2r0) + ρ2 cos γ0 (8r0 − 3γ0d0) + 1

)
+ ρ21 cos γ0

(
4 cos3 γ0 + ρ2r0

(
10 cos2 γ0 + 3ρ2 (ρ2r0 (3γ0d0 + 2r0) + cos γ0 (4r0 − 3γ0d0))

))
+ ρ2ρ

4
1

(
−r30

)
(2 cos γ0 + ρ2 (3γ0d0 + 2r0))

)
,

α04 =
cos γ0
24ρ3−ρ

3
+

(
γ0d0 (cos γ0 + ρ2r0) (cos γ0 + ρ1r0)(

ρ1
(
19 cos2 γ0 − 5ρ1r0 (2 cos γ0 + ρ1r0)

)
+ ρ2

(
5 cos2 γ0 + ρ1r0 (10 cos γ0 − 19ρ1r0)

))
+ 6γ20d

2
0ρ2 (ρ2 − ρ1) (cos γ0 + ρ1r0)

3 + 16ρ1r0
(
cos2 γ0 + ρ1r0 (ρ1r0 − cos γ0)

)
(cos γ0 + ρ2r0)

2
)
,

α50 = −γ
5
0ρ12ρ

4
2 cos γ0
ρ6+

,

α32 =
1

2ρ4−ρ
5
+

γ30 cos γ0

(
ρ32 cos

4 γ0 (3 cos γ0 + ρ2 (4γ0d0 + 3r0))

− ρ22ρ
4
1r

3
0

(
12 cos2 γ0 + ρ22r0 (r0 − 4γ0d0) + ρ2 cos (γ0) (16γ0d0 + 13r0)

)
+ 2ρ2ρ

2
1 cos

2 γ0
(
2 cos3 γ0 + ρ2r0

(
4 cos2 γ0 + 3ρ22r0 (4γ0d0 + 3r0) + ρ2 cos γ0 (11r0 − 8γ0d0)

))
+ ρ22ρ1 cos

3 γ0
(
cos2 γ0 + 4ρ22r0 (4γ0d0 + 3r0) + ρ2 cos γ0 (13r0 − 4γ0d0)

)
+ 2ρ31 cos γ0(2 cos

4 γ0 + ρ2r0(10 cos
3 γ0 + ρ2r0(11 cos

2 γ0 + 2ρ22r0 (4γ0d0 + 3r0)

+ 3ρ2 cos γ0 (3r0 − 4γ0d0)))) + ρ22ρ
5
1

(
−r40

)
(3 cos γ0 + ρ2 (4γ0d0 + 3r0))

)
,

α14 =
1

24ρ4−ρ
4
+

γ0 cos γ0

(
ρ51
(
−r40

)
(5 cos2 γ0 + ρ22

(
18γ20d

2
0 + 22γ0d0r0 + 5r20

)
+ 2ρ2 cos γ0 (11γ0d0 + 5r0)) + ρ2 cos

4 γ0(5 cos
2 γ0 + ρ22

(
18γ20d

2
0 + 22γ0d0r0 + 5r20

)
+ 2ρ2 cos γ0 (11γ0d0 + 5r0))− ρ41r

3
0(20 cos

3 γ0 + ρ32r0
(
−18γ20d

2
0 + 26γ0d0r0 + 3r20

)
+ ρ2 cos

2 γ0 (88γ0d0 + 43r0) + 2ρ22 cos γ0
(
36γ20d

2
0 + 57γ0d0r0 + 13r20

)
)

+ 2ρ31r0 cos γ0(2ρ
3
2r

2
0

(
18γ20d

2
0 + 10γ0d0r0 − 23r20

)
+ 2ρ2r0 cos

2 γ0 (15γ0d0 − 58r0)

+ ρ22r0 cos γ0
(
−54γ20d

2
0 + 26γ0d0r0 − 127r20

)
+ cos3 γ0 (24γ0d0 − 35r0))

+ 2ρ21 cos
2 γ0(ρ

3
2r

2
0

(
54γ20d

2
0 + 66γ0d0r0 + 35r20

)
+ ρ2r0 cos

2 γ0 (76γ0d0 + 127r0)

+ 2ρ22r0 cos γ0
(
−18γ20d

2
0 + 59γ0d0r0 + 58r20

)
+ 2 cos3 γ0 (12γ0d0 + 23r0))

+ ρ1 cos
3 γ0(3 cos

3 γ0 + 4ρ32r0
(
18γ20d

2
0 + 22γ0d0r0 + 5r20

)
+ 26ρ2 cos

2 γ0 (γ0d0 + r0)

+ ρ22 cos γ0
(
−18γ20d

2
0 + 114γ0d0r0 + 43r20

)
)
)
, (B.11)
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ただし、
ρ12 = ρ1 − ρ2. (B.12)

また、式 (B.4)に式 (B.5)と式 (B.6)の kの展開式を代入すると、補助変数は以下
のように簡単化される (5次非線形まで考慮するため、k4以上のべきを無視する)。

cos τ ≈

3k2

8
+

21k4

64

1−
k2

4
−

3k2

64

≈ 3

8
k2 +

27

64
k4 =

27

64
(k2 +

4

9
)2 − 1

12
. (B.13)

式 (B.9)と式 (B.13)によって、k2は以下のような式で表せる

k2 ≈ ρ′ + α′
10y + α′

20y
2 + α′

02ψ
2 + α′

30y
3 + α′

12yψ
2 + α′

40y
4

+ α′
22y

2ψ2 + α′
04ψ

4 + α′
50y

5 + α′
32y

3ψ2 + α′
14yψ

4, (B.14)

ただし、ρ′は以下のような関係がある。

ρ′ =
4

9

√
ρ+ + 12ρ−

ρ+
− 4

9
, (B.15)

α′
10からα′

14の非線形係数はそれぞれの曲率半径と踏面勾配で決められる係数である。

α′
10 =

32γ0ρ21 cos γ0

27ρ+3/2ρ
1/2
3

, α′
20 =

32γ20ρ21 cos γ0 ((3ρ1 + 10ρ2) cos γ0 + ρ2 (12ρ1 + ρ2) r0)

27ρ+5/2ρ33/2
,

α′
02 = −4 cos γ0 (γ0d0ρ12 cos γ0 + ρ1r0 (4 cos γ0 + γ0d0ρ12) + 4ρ1ρ2r

2
0)

3ρ−ρ+3/2ρ
1/2
3

,

α′
30 =

8γ30ρ21 cos γ0
3ρ+7/2ρ35/2

(
18ρ21

(
cos2 γ0 + 4ρ2r0 (cos γ0 + 2ρ2r0)

)
+ 6ρ2ρ1

(
7 cos2 γ0 + ρ2r0 (41 cos γ0 + 4ρ2r0)

)
+ ρ22

(
109 cos2 γ0 + ρ2r0 (20 cos γ0 + ρ2r0)

) )
,

α′
12 =

4γ0 cos γ0
3ρ−2ρ+5/2ρ33/2

(
ρ31r0

(
ρ22r

2
0 (22γ0d0 − 37r0)− 2ρ2r0 cos γ0 (31γ0d0 + 49r0) + cos2 γ0

(− (12γ0d0 + 61r0))
)
+ρ2 cos

2 γ0
(
13 cos2 γ0 + ρ22r0 (2γ0d0 + r0) + 2ρ2 cos γ0 (10γ0d0 + 7r0)

)
+ ρ21

(
ρ32r

3
0 (2γ0d0 − 3r0)− ρ2r0 cos

2 γ0 (52γ0d0 + 7r0) + 4ρ22r
2
0 cos γ0 (16γ0d0 + r0)

)
+ ρ21

(
−2 cos3 γ0 (3γ0d0 + 7r0)

)
+ ρ1 cos γ0

(
39 cos3 γ0 + 2ρ32r

2
0 (2γ0d0 + r0)

)
+ ρ1 cos γ0

(
2ρ2 cos

2 γ0 (52r0 − 7γ0d0) + ρ22r0 cos γ0 (62γ0d0 + 67r0)
)

− 6ρ41r
2
0 (2ρ2r0 (2γ0d0 + r0) + cos γ0 (γ0d0 + 2r0))

)
,
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α′
40 =

8γ40 (ρ2 − ρ1) cos γ0
3ρ+9/2ρ37/2

(
27ρ31

(
5 cos3 γ0 + 4ρ2r0

(
6 cos2 γ0 + 4ρ2r0 (3 cos γ0 + 4ρ2r0)

))
+ 27ρ2ρ

2
1

(
11 cos3 γ0 + 2ρ2r0

(
29 cos2 γ0 + 4ρ2r0 (21 cos γ0 + 2ρ2r0)

))
+ 9ρ22ρ1

(
58 cos3 γ0 + ρ2r0

(
450 cos2 γ0 + ρ2r0 (81 cos γ0 + 4ρ2r0)

))
+ ρ32

(
1243 cos3 γ0 + ρ2r0

(
327 cos2 γ0 + ρ2r0 (30 cos γ0 + ρ2r0)

)) )
α′
22 =

4γ20 cos γ0
3ρ−3ρ+7/2ρ35/2

(
18r30

(
− (4r0 + 3d0γ0) cos

2 γ0 − 4r0 (5r0 + 3d0γ0) ρ2 cos γ0

− 8r20 (2r0 + 3d0γ0) ρ
2
2

)
ρ61 + 6r20

(
− (85r0 + 27d0γ0) cos

3 γ0 − 2r0 (203r0 + 60d0γ0) ρ2 cos
2 γ0

− r20 (377r0 + 303d0γ0) ρ
2
2 cos γ0 + 4r30 (15d0γ0 − 14r0) ρ

3
2

)
ρ51 + r0

(
−18 (r0 + 9d0γ0) cos

4 γ0

− 2r0 (925r0 + 432d0γ0) ρ2 cos
3 γ0 − 3r20 (440r0 + 1021d0γ0) ρ

2
2 cos

2 γ0

+ 6r30 (77r0 + 293d0γ0) ρ
3
2 cos γ0 + r40 (69d0γ0 − 50r0) ρ

4
2

)
ρ41 +

(
6 (221r0 − 9d0γ0) cos

5 γ0

+ 18r0 (157r0 − 24d0γ0) ρ2 cos
4 γ0 + 17r20 (284r0 − 153d0γ0) ρ

2
2 cos

3 γ0

+ 3r30 (1152r0 + 1147d0γ0) ρ
3
2 cos

2 γ0 + 3r40 (42r0 + 89d0γ0) ρ
4
2 cos γ0 + r50 (3d0γ0 − 2r0) ρ

5
2

)
ρ31

+ cos γ0
(
910 cos5 γ0 + 6 (467r0 − 12d0γ0) ρ2 cos

4 γ0 + 3r0 (1868r0 − 375d0γ0) ρ
2
2 cos

3 γ0

+ r20 (4072r0 + 3375d0γ0) ρ
3
2 cos

2 γ0 + 3r30 (122r0 + 129d0γ0) ρ
4
2 cos γ0 + 3r40 (2r0 + 3d0γ0) ρ

5
2

)
ρ21

+ cos2 γ0ρ2
(
182 cos4 γ0 + 3 (550r0 − 67d0γ0) ρ2 cos

3 γ0 + 21r0 (80r0 + 79d0γ0) ρ
2
2 cos

2 γ0

+ r20 (218r0 + 249d0γ0) ρ
3
2 cos γ0 + 3r30 (2r0 + 3d0γ0) ρ

4
2

)
ρ1 + cos3 γ0ρ

2
2

(
260 cos3 γ0

+ 3 (102r0 + 109d0γ0) ρ2 cos
2 γ0 + 12r0 (4r0 + 5d0γ0) ρ

2
2 cos γ0 + r20 (2r0 + 3d0γ0) ρ

3
2

))
α′
04 =

cos γ0
9ρ−3ρ+5/2ρ33/2

(
ρ3
(
γ0d0ρ+

(
ρ1(19 cos

2 γ0 − 5ρ1r0 (2 cos γ0 + ρ1r0))

+ ρ2
(
5 cos2 γ0 + ρ1r0 (10 cos γ0 − 19ρ1r0)

) )
ρ− + 6γ20d

2
0ρ2ρ21ρ−

3 + 16ρ1r0
(
cos2 γ0

+ ρ1r0 (ρ1r0 − cos γ0)
)
ρ+

2
)
−18 cos γ0ρ− (ρ1r0 (γ0d0ρ12 + 4ρ2r0) + cos (γ0) (γ0d0ρ12 + 4ρ1r0))

2
)

α′
50 =

8γ40ρ21 cos γ0
3ρ+9/2ρ37/2

(
27ρ31

(
5 cos3 γ0 + 4ρ2r0

(
6 cos2 γ0 + 4ρ2r0 (3 cos γ0 + 4ρ2r0)

))
+ 27ρ2ρ

2
1

(
11 cos3 γ0 + 2ρ2r0

(
29 cos2 γ0 + 4ρ2r0 (21 cos γ0 + 2ρ2r0)

))
+ 9ρ22ρ1

(
58 cos3 γ0 + ρ2r0

(
450 cos2 γ0 + ρ2r0 (81 cos γ0 + 4ρ2r0)

))
+ ρ32

(
1243 cos3 γ0 + ρ2r0

(
327 cos2 γ0 + ρ2r0 (30 cos γ0 + ρ2r0)

)) )
α′
32 =

4γ30 cos γ0
3ρ−4ρ+9/2ρ37/2

(
108r40

(
− (6r0 + 5d0γ0) cos

3 γ0 − 6r0 (5r0 + 4d0γ0) ρ2 cos
2 γ0

− 24r20 (3r0 + 2d0γ0) ρ
2
2 cos γ0 − 16r30 (3r0 + 4d0γ0) ρ

3
2

)
ρ81 + 54r30

(
− (101r0 + 40d0γ0) cos

4 γ0

− 2r0 (253r0 + 102d0γ0) ρ2 cos
3 γ0 − r20 (1205r0 + 452d0γ0) ρ

2
2 cos

2 γ0 − 8r30 (107r0 + 94d0γ0) ρ
3
2 cos γ0

+ 8r40 (12d0γ0 − 7r0) ρ
4
2

)
ρ71 + 18r20

(
−12 (r0 + 15d0γ0) cos

5 γ0 − 8r0 (89r0 + 126d0γ0) ρ2 cos
4 γ0

− r20 (4899r0 + 2594d0γ0) ρ
2
2 cos

3 γ0 − 12r30 (285r0 + 478d0γ0) ρ
3
2 cos

2 γ0 cos γ0

+ r40 (749r0 + 1998d0γ0) ρ
4
2 + 2r50 (44d0γ0 − 15r0) ρ

5
2

)
ρ61 + r0

(
36 (781r0 − 60d0γ0) cos

6 γ0
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+ 72r0 (1553r0 − 198d0γ0) ρ2 cos
5 γ0 + 3r20 (29237r0 − 15456d0γ0) ρ

2
2 cos

4 γ0

+ 4r30 (26619r0 − 37009d0γ0) ρ
3
2 cos

3 γ0 + 12r40 (8952r0 + 8909d0γ0) ρ
4
2 cos

2 γ0

+ 12r50 (410r0 + 761d0γ0) ρ
5
2 cos γ0 + r60 (140d0γ0 − 39r0) ρ

6
2

)
ρ51

+
(
12 (3206r0 − 45d0γ0) cos

7 γ0 + 24r0 (7345r0 − 216d0γ0) ρ2 cos
6 γ0

+ 24r20 (9883r0 − 1053d0γ0) ρ
2
2 cos

5 γ0 + r30 (303383r0 − 129904d0γ0) ρ
3
2 cos

4 γ0

+ 2r40 (112393r0 + 88322d0γ0) ρ
4
2 cos

3 γ0 + 18r50 (1179r0 + 1222d0γ0) ρ
5
2 cos

2 γ0

+ 2r60 (217r0 + 340d0γ0) ρ
6
2 cos γ0 − r70 (r0 − 4d0γ0) ρ

7
2

)
ρ41

+ 2 cos γ0
(
7475 cos7 γ0 + 2 (20513r0 − 162d0γ0) ρ2 cos

6 γ0

+ 2r0 (33919r0 − 1818d0γ0) ρ
2
2 cos

5 γ0 + 2r20 (65365r0 − 17502d0γ0) ρ
3
2 cos

4 γ0

+ 2r30 (55373r0 + 43834d0γ0) ρ
4
2 cos

3 γ0 + 4r40 (3725r0 + 3543d0γ0) ρ
5
2 cos

2 γ0

+ 3r50 (201r0 + 220d0γ0) ρ
6
2 cos γ0 + 2r60 (3r0 + 4d0γ0) ρ

7
2

)
ρ31

+ 2 cos2 γ0ρ2
(
3146 cos6 γ0 + 5 (1787r0 − 90d0γ0) ρ2 cos

5 γ0

+ r0 (56345r0 − 10736d0γ0) ρ
2
2 cos

4 γ0 + r20 (60143r0 + 52314d0γ0) ρ
3
2 cos

3 γ0

+ 2r30 (5075r0 + 5154d0γ0) ρ
4
2 cos

2 γ0 + 4r40 (143r0 + 160d0γ0) ρ
5
2 cos γ0

+ 3r50 (3r0 + 4d0γ0) ρ
6
2

)
ρ21 + cos3 γ0ρ

2
2

(
871 cos5 γ0 + 4 (8002r0 − 721d0γ0) ρ2 cos

4 γ0

+ 20r0 (1908r0 + 1739d0γ0) ρ
2
2 cos

3 γ0 + 4r20 (1888r0 + 2007d0γ0) ρ
3
2 cos

2 γ0

+ r30 (541r0 + 620d0γ0) ρ
4
2 cos γ0 + 4r40 (3r0 + 4d0γ0) ρ

5
2

)
ρ1

+ cos4 γ0ρ
3
2

(
4251 cos4 γ0 + 2 (2679r0 + 2486d0γ0) ρ2 cos

3 γ0 + 6r0 (201r0 + 218d0γ0) ρ
2
2 cos

2 γ0

+ 6r20 (17r0 + 20d0γ0) ρ
3
2 cos γ0 + r30 (3r0 + 4d0γ0) ρ

4
2

))
α′
14 =

γ0 cos γ0
9ρ−4ρ+7/2ρ35/2

(
36r40

(
−
(
20r20 + 22d0γ0r0 + 9d20γ

2
0

)
cos2 γ0

− 2r0
(
20r20 + 55d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ2 cos γ0 − 4r20

(
5r20 + 22d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ22
)
ρ71

+ 6r30
(
−
(
836r20 + 1103d0γ0r0 + 216d20γ

2
0

)
cos3 γ0 − 2r0

(
882r20 + 2629d0γ0r0 + 468d20γ

2
0

)
ρ2 cos

2 γ0

− r20
(
1020r20 + 4867d0γ0r0 + 2250d20γ

2
0

)
ρ22 cos γ0 − 4r30

(
23r20 + 178d0γ0r0 − 90d20γ

2
0

)
ρ32
)
ρ61

+ r20
(
−
(
28157r20 + 5592d0γ0r0 + 1944d20γ

2
0

)
cos4 γ0 − 2r0

(
38746r20 + 23417d0γ0r0 + 4752d20γ

2
0

)
ρ2 cos

3 γ0 − 6r20
(
11765r20 + 6767d0γ0r0 + 4881d20γ

2
0

)
ρ22 cos

2 γ0 − 2r30
(
10666r20 + 3d0γ0r0 − 6354d20γ

2
0

)
ρ32 cos γ0 + r40

(
−77r20 − 646d0γ0r0 + 414d20γ

2
0

)
ρ42
)
ρ51 + r0

(
−4
(
6557r20 − 4113d0γ0r0 + 324d20γ

2
0

)
cos5 γ0

+ r0
(
−77627r20 + 17264d0γ0r0 − 7776d20γ

2
0

)
ρ2 cos

4 γ0 − 4r20
(
19851r20 − 10786d0γ0r0 + 8496d20γ

2
0

)
ρ22 cos

3 γ0 + 2r30
(
−15421r20 + 21519d0γ0r0 + 15597d20γ

2
0

)
ρ32 cos

2 γ0

+ 8r40
(
−355r20 + 85d0γ0r0 + 252d20γ

2
0

)
ρ42 cos γ0 + r50

(
−3r20 − 26d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ52
)
ρ41

+ 2 cos γ0
((
10165r20 + 13608d0γ0r0 − 162d20γ

2
0

)
cos5 γ0 + 18r0

(
1779r20 + 1979d0γ0r0 − 84d20γ

2
0

)
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ρ2 cos
4 γ0 + 2r20

(
16543r20 + 30859d0γ0r0 − 5589d20γ

2
0

)
ρ22 cos

3 γ0 + 2r30
(
5360r20 + 21201d0γ0r0

+ 10224d20γ
2
0

)
ρ32 cos

2 γ0 + 3r40
(
−185r20 + 906d0γ0r0 + 654d20γ

2
0

)
ρ42 cos γ0

+ 2r50
(
−23r20 + 10d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ52
)
ρ31 + 2 cos2 γ0

(
13 (898r0 + 423d0γ0) cos

5 γ0γ0

+
(
39927r20 + 18550d0γ0r0 − 216d20γ

2
0

)
ρ2 cos

4 γ0 + r0
(
46244r20 + 42207d0γ0r0 − 3978d20γ

2
0

)
ρ22 cos

3 γ0

+ 2r20
(
9719r20 + 16179d0γ0r0 + 7551d20γ

2
0

)
ρ32 cos

2 γ0 + 2r30
(
741r20 + 1634d0γ0r0 + 954d20γ

2
0

)
ρ42 cos γ0

+ r40
(
35r20 + 66d0γ0r0 + 54d20γ

2
0

)
ρ52
)
ρ21 + cos3 γ0

(
507 cos5 γ0 + 26 (256r0 + 91d0γ0) ρ2 cos

4 γ0

+ 2
(
6241r20 + 10775d0γ0r0 − 603d20γ

2
0

)
ρ22 cos

3 γ0 + 6r0
(
1174r20 + 3675d0γ0r0 + 1986d20γ

2
0

)
ρ32 cos

2 γ0

+ r20
(
731r20 + 2954d0γ0r0 + 1854d20γ

2
0

)
ρ42 cos γ0 + 4r30

(
5r20 + 22d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ52
)
ρ1

+ cos4 γ0ρ2
(
845 cos4 γ0 + 260 (7r0 + 11d0γ0) ρ2 cos

3 γ0 + 6
(
185r20 + 561d0γ0r0 + 327d20γ

2
0

)
ρ22 cos

2 γ0

+ 4r0
(
35r20 + 132d0γ0r0 + 90d20γ

2
0

)
ρ32 cos γ0 + r20

(
5r20 + 22d0γ0r0 + 18d20γ

2
0

)
ρ42
))
(B.16)

ただし、
ρ21 = ρ2 − ρ1, ρ3 = 13 cos γ0 + (12ρ1 + ρ2) r0. (B.17)

また、変形楕円内滑り領域と粘着領域の分部と比率による摩擦力変化を考慮した
近似式であるKalkerのクリープ係数関数 [16]により、接触楕円半径を用いて、x方
向と y方向のクリープ係数はそれぞれ以下の式で表すことができる

κx =
Enmπ

B̂ − ν
(
D̂ − Ĉ

) (B.18)

κy =
Enmπ

B̂ − νg2Ĉ
, (B.19)

ただし、B̂、Ĉ、D̂はKと kを用いて以下のようになる

B̂ =
(2k2 − 1)K

3k2
, Ĉ =

(2− k2)K

3k2
, D̂ =

(1 + k2)K

3k2
. (B.20)

kの式 (B.14)と B̂、Ĉ、D̂の式 (B.20)を式 (B.18)、(B.19)に代入してテーラー展
開すると、右車輪の接触点における x方向と y方向のクリープ係数は yとψの各べ
きで以下の式で表せる。

κRx = κxx + κx10y + κx20y
2 + κx02ψ

2 + κx30y
3 + κx12yψ

2 + κx40y
4

+ κx22y
2ψ2 + κx04ψ

4 + κx50y
5 + κx32y

3ψ2 + κx14yψ
4 (B.21)

κRy = κyy + κy10y + κy20y
2 + κy02ψ

2 + κy30y
3 + κy12yψ

2 + κy40y
4

+ κy22y
2ψ2 + κy04ψ

4 + κy50y
5 + κy32y

3ψ2 + κy14yψ
4, (B.22)
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ただし、κxxと κyyは x方向と y方向の線形クリープ力の係数であり、以下のよう
に表せる。

κxx =
27ρ′Q2(1− ν)2

[(2− 5ν)ρ′ + 2ν − 1] ρ2+E
√
1− ρ′

(B.23)

κyy =
27ρ′Q2(1− ν)2

[−νρ′2 + (2 + 3ν)ρ′ − 2ν − 1] ρ2+E
√
1− ρ′

, (B.24)

κx10から κy14は x方向と y方向のクリープ力の各べきの非線形係数であり、接触曲
率半径、ポアソン比、ヤング率、踏面勾配、接触力より求められる係数である。左
車輪の接触点における x方向と y方向のクリープ係数も同様に以上の式と同じ形を
持つ考えられる。よって、台車の横変位 yと回転角度ψによる車輪とレール接触点
のクリープ係数の変化式は 1つの定数と y、y2、ψ2、y3、yψ2、y4、y2ψ2、ψ4、y5、
y3ψ2、yψ4の線形と非線形項で表すことができる。
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付 録C 非線形座標変換の非線形係数
選定

式 (4.34)に対して線形 (O(ϵ1/2))、3次非線形 (O(ϵ3/2))、5次非線形 (O(ϵ5/2))のそ
れぞれのオーダーで式を立てて解析する。線形 (O(ϵ1/2))の成分を取り出すと以下
のようにになる

η̇ = iωη

˙̄η = −iωη̄. (C.1)

線形結果を考慮して式 (4.34)に代入すると 3次非線形 (O(ϵ3/2))の成分は以下の
ようになる

η̇ = iωq + N̂1(O(η
3)) +

∂q

∂η
(−iωη) + ∂q

∂η̄
(iωη̄)

= D1ϵη + (D2 + 2iωΓ2)ϵη̄ + (D3 − 2iωΓ3)η
3

+D4η
2η̄ + (D5 + 2iωΓ5)ηη̄

2 + (D6 + 4iωΓ6)η̄
3. (C.2)

ここで、非線形項をなるべく消すために、非線形係数がゼロになるような式を考
える

(D2 + 2iωΓ2)ϵη̄ = 0, (D3 − 2iωΓ3)η
3 = 0,

(D5 + 2iωΓ5)ηη̄
2 = 0, (D6 + 4iωΓ6)η̄

3 = 0. (C.3)

これによって Γ2、Γ3、Γ5、Γ6の 4つの係数が以下のように求められる

Γ2 = −D2

2iω
, Γ3 =

D3

2iω
, Γ5 = −D5

2iω
, Γ6 = −D6

4iω
, (C.4)

また、Γ1と Γ4を以下のように選ぶ

Γ1 = 0, Γ4 = 0. (C.5)
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以上の 6つの非線形係数の選定によって、式 (C.2)の非線形項の数を最小化でき、

η̇ = D1ϵη +D4η
2η̄ (C.6)

とのようになる。また、その共役方程式は

˙̄η = D̄1ϵη̄ + D̄4ηη̄
2 (C.7)

である。次は式 (C.6)と式 (C.7)を考慮して式 (4.34)に代入すると5次非線形 (O(ϵ5/2))

に関する式

η̇ = iωq − (iωη +D1ϵη +D4η
2η̄)

∂q

∂η

+ (iωη̄ + D̄1ϵη̄ + D̄4ηη̄
2)
∂q

∂η̄
+ N̂1(O(η

5))

= (D7 +D2Γ̄2)ϵ
2η + (2iωΓ8 +D8 +D1Γ2 − D̄1Γ2)ϵ

2η̄

+ (−2iωΓ9 +D9 − 2D1Γ3 +D2Γ̄6 +D4Γ̄2)ϵη
3

+ (D10 +D2Γ̄5 + 3D3Γ2 + 2D5Γ̄2)ϵη
2η̄

+ (2iωΓ11 +D11 − 2D̄1Γ5 − D̄4Γ2 + 2D4Γ2 + 3D6Γ̄2)ϵηη̄
2

+ (4iωΓ12 +D12 − 3D̄1Γ6 +D1Γ6 +D2Γ̄3)ϵη̄
3

+ (−4iωΓ13 +D13 + 3D3Γ3 +D4Γ̄6)η
5

+ (−2iωΓ14 +D14 −D4Γ3 +D4Γ̄5 + 2D5Γ̄6)η
4η̄

+ (D15 + 3D3Γ5 −D5Γ̄6 + 2D5Γ̄5 + 3D6Γ̄6)η
3η̄2

+ (2iωΓ16 +D16 +D4Γ5 − 2D̄4Γ + 3D3Γ6 +D4Γ̄3

+D5Γ̄5 + 2D5Γ5 + 3D6Γ̄5)η
2η̄3

+ (4iωΓ17 +D17 − 3D̄4Γ6 + 2D4Γ6 + 2D5Γ̄3)ηη̄
4

+ (6iωΓ18 +D18 +D5Γ̄3 + 3D6Γ̄3)η̄
5. (C.8)
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が得られる。ここで、以下のように非線形変換の非線形係数をゼロに考える

(2iωΓ8 +D8 +D1Γ2 − D̄1Γ2)ϵ
2η̄ = 0,

(−2iωΓ9 +D9 − 2D1Γ3 +D2Γ̄6 +D4Γ̄2)ϵη
3 = 0,

(2iωΓ11 +D11 − 2D̄1Γ5 − D̄4Γ2 + 2D4Γ2 + 3D6Γ̄2)ϵηη̄
2 = 0,

(4iωΓ12 +D12 − 3D̄1Γ6 +D1Γ6 +D2Γ̄3)ϵη̄
3 = 0,

(−4iωΓ13 +D13 + 3D3Γ3 +D4Γ̄6)η
5 = 0,

(−2iωΓ14 +D14 −D4Γ3 +D4Γ̄5 + 2D5Γ̄6)η
4η̄ = 0,

(2iωΓ16 +D16 +D4Γ5 − 2D̄4Γ + 3D3Γ6 +D4Γ̄3

+D5Γ̄5 + 2D5Γ5 + 3D6Γ̄5)η
2η̄3 = 0,

(4iωΓ17 +D17 − 3D̄4Γ6 + 2D4Γ6 + 2D5Γ̄3)ηη̄
4 = 0,

(6iωΓ18 +D18 +D5Γ̄3 + 3D6Γ̄3)η̄
5 = 0. (C.9)

以上の等式によって、以下のように、非線形座標変化関数の非線形係数を選ぶ

Γ8 = −(D8 +D1Γ2 − D̄1Γ2)/(2iω),

Γ9 = (D9 − 2D1Γ3 +D2Γ̄6 +D4Γ̄2)/(2iω),

Γ11 = −(D11 − 2D̄1Γ5 − D̄4Γ2 + 2D4Γ2 + 3D6Γ̄2)/(2iω),

Γ12 = −(D12 − 3D̄1Γ6 +D1Γ6 +D2Γ̄3)/(4iω),

Γ13 = (D13 + 3D3Γ3 +D4Γ̄6)/(4iω),

Γ14 = (D14 −D4Γ3 +D4Γ̄5 + 2D5Γ̄6)/(2iω),

Γ16 = −(D16 +D4Γ5 − 2D̄4Γ + 3D3Γ6 +D4Γ̄3

+D5Γ̄5 + 2D5Γ5 + 3D6Γ̄5)/(2iω),

Γ17 = −(D17 − 3D̄4Γ6 + 2D4Γ6 + 2D5Γ̄3)/(4iω),

Γ18 = −(D18 +D5Γ̄3 + 3D6Γ̄3)/(6iω), (C.10)

また、Γ7、 Γ10、Γ15を以下のように選ぶ

Γ7 = 0, Γ10 = 0, Γ15 = 0. (C.11)

以上の係数選定により、5次非線形 (O(ϵ5/2))に関する式の非線形項の数を最小化
でき、

η̇ = D′
7ϵ

2η +D′
10ϵη

2η̄ +D′
15η

3η̄2 (C.12)
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とのように簡単化される、ただし、

D′
7 =D7 +D2Γ̄2,

D′
10 =D10 +D2Γ̄5 + 3D3Γ2 + 2D5Γ̄2,

D′
15 =D15 + 3D3Γ5 +D5Γ̄6 + 2D5Γ̄5 + 3D6Γ̄6. (C.13)

最後に線形、3次非線形、5次非線形を全部考慮して組み合わせると η̇の線形、3

次と 5次非線形まで考慮した式

η̇ = iωη +D1εη +D4η
2η̄

+D′
7ε

2η +D′
10εη

2η̄ +D′
15η

3η̄2. (C.14)

が得られる。よって、非線形座標変化を用いて、非線形項が 5つに減った。
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