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第 1 章  

序論 

1.1 本研究の背景 

構造生物学 (structure biology) とは、生体高分子の構造および動的特性 (dynamics) を研究

する分野であり、とりわけタンパク質の働きを解明するのに非常に貢献してきた。タンパ

ク質は生物にとって重要な役割を果たす生体高分子である。その機能と構造には、密接な

関係が存在する。例えば、生物の基本単位である細胞は、脂質二重層に覆われており、脂

質二重層には受容体、イオンチャネル、トランスポーターと呼ばれる膜タンパク質が結合

している。これらの膜タンパク質は、細胞内外の情報を伝達する重要な役割を担っている

ことが知られている。神経細胞の細胞膜にある受容体は、別の神経細胞から伸びた軸索の

末端から放出される神経伝達物質と結合することで情報を伝達している。また、イオンチ

ャネルは、膜電位やリガンドの結合がトリガーとなって、イオンを透過させるチャネルの

開閉を行い、個々のパーツが相対的に動くことによってその機能を果たしている。このよ

うに、生体高分子は構造によってその機能を発揮することから、その立体構造を知ること

は非常に重要である。 

創薬に目を向けてみると、創薬ターゲットのほとんどは、G タンパク質共役型受容体 

(GPCR)、イオンチャネル、キナーゼ、核内ホルモン受容体またはプロテアーゼである 

[1]。その中でも GPCR は、種類が多く生理学的プロセスの調整に寄与していること、細

胞表面に位置し薬がアクセスしやすいことから長年関心が持たれている。タンパク質や

DNA などで決定された３次元構造が登録されているデータベースに Protein Data Bank 

(PDB) [2] がある。そこには、米国食品医薬品局 (FDA) によって 2010 年から 2016 年に承

認された 210 の新薬のうちの 88%の構造情報が標的、または新薬、または標的と新薬とい
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う形で登録されており [3]、今や創薬にとって３次元構造は欠かせないものとなってい

る。 

現在、生体高分子の３次元構造を決定する手法には、X 線結晶解析、Nuclear Magnetic 

Resonance (NMR) 法、cryo transmission electron microscopy (略して cryo-TEM、あるいは

cryo electron microscopy、略して cryo-EM) がある。前述のデータベース PDB に登録されて

いる 145,000 の構造の決定に使用された手法の内訳は、X 線結晶解析が 89.5%と圧倒的に

多く、続いて NMR 法が 8.5%、cryo-TEM が 1.6%であるという報告がされている [3]。そ

の中でも特に、cryo-TEM は、近年、目覚ましい成長を遂げており、年間登録数も既に

NMR 法を超えたと言われている。 

現在主流である X 線結晶解析法は、観察対象の生体高分子を結晶化した試料に X 線を

照射して得られた回折像から立体構造を決定する [4]。一旦、生体高分子の単結晶が作製

できれば、比較的短時間で X 線結晶解析の結果が得られる。得られる３次元構造の分解能

は結晶化の状態に依存する。均質で大きな結晶を作製できるかが、高分解能な３次元構造

を決定できるかどうかの鍵となる [5]。ここで問題となるのは、関心のある生体高分子が

結晶化するかどうかということである。結晶化には、十分な量の純粋かつ均質な精製され

た生体高分子が必要であり [6]、凝集や沈殿することなく生体高分子を過飽和の状態にす

る必要がある [7]。結晶化にかかる時間は生体高分子によってまちまちである。また、対

象とする生体高分子がやわらかい場合は、結晶になりにくいと言われているように、そも

そも結晶化が困難な場合もある。例えば、膜タンパク質の場合、タンパク質を膜から除去

し、X 線結晶解析に必要なサイズ、純度の規則的な結晶にするのは基本的に困難であるこ

とが知られている [8]。加えて、生体高分子に構造多型があるような場合、X 線結晶解析

を行うには結晶の均質性が求められることから、決定される構造は構造多型のうちのいず

れか一つになる。 

NMR 法は、核磁気共鳴を利用して生体高分子の構造を観測する手法である。試料は、

溶液の状態で測定できるため、生理条件に近い状態で観察することが可能となる。また、

生体高分子に構造多型が存在する場合に同時に観察できることや、生体高分子の動的構造

を取り扱えるメリットがある。その一方、X 線結晶解析よりも多くの試料を必要とし、加
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えて試料は高濃度であることが求められる。さらに、解析対象となる生体高分子のサイズ

に制限があり、分子量が 40–50 kDa 以下の比較的低分子タンパク質に限定される [9]。 

cryo-TEM は、急速凍結された生体高分子を極低温ステージが備え付けられた透過型電

子顕微鏡 (TEM) で撮影し、得られた生体高分子の投影像から３次元構造を決定する手法

である。透過型電子顕微鏡の鏡筒内は高真空状態であり、生体高分子をそのままの状態で

鏡筒内に配置して観察することは困難である。そこで、生体高分子をバッファーごと急速

凍結することで高真空の鏡筒内に試料を配置し、極低温状態に保ちながら観察を行う。こ

れは、X 線結晶解析法とは異なり、結晶化なしで３次元構造の決定が行えるという利点を

もたらす。近年、撮像デバイスの発達 [10][11][12]、自動撮影技術に代表される顕微鏡装

置の改良 [13]、３次元再構成アルゴリズムの改善により [14]、原子モデルの決定が可能な

領域（近原子分解能）まで分解能が向上したことで注目を集めている [15][16][17]。 

生体高分子は、機能の一部として構造多型を採用していることが多い。そのため、多く

の試料は、構造的に完全に均質化することは困難である。異なる構造から得られた投影像

を、同一の構造から得られた投影像として３次元構造を推定すると、推定精度劣化の原因

となる。cryo-TEM では、３次元構造の観点から観測画像を分類し、３次元構造を推定す

る３次元構造分類1 (3D Classification) が用いられる。３次元構造分類は、構造多型に対し

て有効な手法であることが知られている [18]。 

一方、透過型電子顕微鏡により得られるデータは２次元の投影像であり、生体高分子の

３次元構造を決定するためには、投影像から３次元構造を推定しなければならない。２次

元画像から３次元構造の推定は３次元再構成と呼ばれる。cryo-TEM による３次元再構成

は、一般的な３次元再構成問題のなかでも非常に難しい問題の 1 つと考えられる。まず、

凍結前の生体高分子は溶液中でランダムな方向を向いており、そのままの状態で瞬間的に

薄層中に氷包埋されるため、生体高分子の投影像がどの方向から投影されたかは未知であ

                                                      
1 Classification（分類）とは、与えられたデータを似ているデータのグループ（クラス）に分類する処理を表

す。３次元構造分類では、３次元構造の観点から投影像をクラス毎に分類し、分類されたクラス内の投影像を

使用してクラス毎に３次元構造の推定を行う。 



4 

 

る。さらに、生体高分子の電子線による損傷を抑えるために、照射する総電子線量を制限

する必要があり [19][20]、投影像の信号対雑音比2（SNR または S/N 比）が非常に低くな

る。加えて、透過型電子顕微鏡によって撮影される投影像には、コントラスト伝達関数

（Contrast Transfer Function 略して CTF）と呼ばれる撮影条件に依存する変調が加えられ

る。CTF の特性3により、撮影画像内のいくつかの周波数情報は失われる。したがって、

異なるデフォーカス量 3 で撮影された多量の投影像を統合することによって、低 S/N 比や

CTF による情報劣化のために失われた情報を回復し、３次元構造を決定する必要がある。

それでも、試料の結晶化が必要ないこと、生理状態に近い環境で観察が行えること、構造

多型を取り扱えることは非常に大きなメリットであり、cryo-TEM は現在活発に研究が行

われている。 

３次元再構成では、３次元構造から投影像を生成する順投影 (Forward Projection) 計算

と、投影像から３次元構造へ戻す逆投影 (Back Projection) 計算が行われ、この２つの投影

処理が計算のほとんどを占める。多くの３次元再構成アルゴリズムは、この投影計算を周

波数空間上で行う。周波数空間上の投影計算は、Projection Slice Theorem3 のもとに成り立

っている。実空間から周波数空間へデータを変換し、Projection Slice Theorem に基づいて

投影計算を行うメリットの一つに、計算量の削減がある。これは、多量の投影像を使用し

て３次元構造の推定を行う cryo-TEM の３次元再構成にとって、大きなメリットである。 

1.2 本研究の目的 

前節では、３つの構造解析手法のメリット、デメリットについて触れ、特に本研究のタ

ーゲットである cryo-TEM に関してより詳細に言及した。本節では、本研究の目的につい

て述べる。前述の cryo-TEM における３次元構造決定について整理すると、次のようにな

る。(1) 透過型電子顕微鏡によって得られた多量の投影像から投影方向と３次元構造を推

定する。(2) ３次元再構成では、順投影計算と逆投影計算が処理の大半を占める。(3) ３次

                                                      
2 信号対雑音比 (signal-to-noise ratio) は、信号とノイズの比率を表し、SNR または S/N 比などと記される。S/N

比が高い画像はノイズの少ない画像、S/N 比が低い画像はノイズの多い画像を表す。 
3 第２章を参照のこと 
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元再構成アルゴリズムの多くは、周波数空間上で Projection Slice Theorem に基づく投影像

計算を行う。 

一方、Projection Slice Theorem を適用すると、３次元構造は剛体である、つまり変形が

無いと仮定することになる。しかしながら、タンパク質は柔軟であり、この変形が無いと

いう仮定が成り立たない場合がある。変形が無いという仮定のもとで、変形が加わったタ

ンパク質の観測画像を用いると、３次元再構成アルゴリズムで仮定した観測モデルと、実

際の観測プロセスとの間に不一致が発生する。 

この不一致に関して、前述の３次元構造分類によって対処しようとしても、推定する３

次元構造の数、いわゆるクラス数が無数に必要となる。クラス数の増加は、必然的にクラ

スに含まれるデータ数（投影像の数）を減少させる。結果として、推定される３次元構造

が毎回変わってしまうなど推定が不安定となり、問題の解決策としては不十分である。 

本論文では、柔軟なタンパク質としてらせん高分子 (Helix) をターゲットとし、Helix の

投影像に様々な変形が加わっているという条件下で３次元再構成を実施するアルゴリズム

を提案する。この際、パラメータによって変形を表現するモデルを定義し、ベイズ推定を

用いて変形前の Helix の３次元構造を推定する。 

本論文では、生体高分子のターゲットを Helix とした。Helix が持つらせん対称性は、ら

せんパラメータで規定することが可能である [21]。一般的に、Helix の３次元再構成で

は、３次元構造の推定に加えて、らせんパラメータの推定も実施される。Helix の３次元

構造推定で、従来広く用いられている手法に iterative helical real-space reconstruction 

(IHRSR) がある [22]。IHRSR の特徴の一つに、３次元再構成とらせんパラメータ推定を交

互に実施する点が挙げられる。 

しかしながら、IHRSR には、３次元再構成の目的関数とらせんパラメータ推定の目的関

数が異なり、全体として一つの目的関数を最適化していないことで、最適化の収束が保証

されないという問題がある。目的関数とは、最適化問題において最大化または最小化され

る関数を表す。 
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本論文では、Helix の３次元再構成において３次元再構成とらせんパラメータ推定を一

つの目的関数によって最適化する手法についても提案する。 

1.3 論文構成 

本論文は、５章により構成されている。第１章では、構造解析の重要性および、３つの

構造解析手法に関して述べた。特に、cryo-TEM に関してはより詳細に説明した後に、従

来の３次元再構成アルゴリズムの問題点に関して言及し、本研究の目的および論文構成に

ついて述べた。第２章では、cryo-TEM のデータ取得に使用される透過型電子顕微鏡の特

性、cryo-TEM による観察手法、３次元再構成アルゴリズムに関して説明した。さらに、

統計的最適化についても簡単に触れた。第３章では、変形を考慮したらせん再構成アルゴ

リズムを提案し、推定アルゴリズムの導出を行った。さらに、導出したアルゴリズムに関

して、人工データを用いて効果を示した。加えて、実データを用いた評価によって、実環

境に適応可能であることを示した。第４章では、ベイズ最適化を用いて、３次元再構成と

らせんパラメータ推定を一つの目的関数によって最適化する手法を提案した。実データを

用いた評価では、従来手法では推定が困難であった条件下で、提案手法ではらせんパラメ

ータおよび３次元構造の推定が適切に実施可能であることを示した。第５章では、本研究

の結論について述べた。 
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第 2 章  

cryo transmission electron microscopy 

2.1 はじめに 

第１章では、本研究の背景および目的に関して言及した。本章では、cryo-TEM におい

て生体高分子がどのような装置を使用し、どのようにデータが採取されているかに関して

説明する。加えて、得られたデータからどのような処理によって生体高分子の３次元構造

が決定されるかについて述べる。さらに、生体高分子の３次元構造を決定する多くのアル

ゴリズムが採用する Projection Slice Theorem についても説明する。最後に、近年の３次元

再構成アルゴリズムが使用する統計的最適化手法について簡単に触れる。 

2.2 透過型電子顕微鏡 

cryo-TEM では、生体高分子のデータを透過型電子顕微鏡によって収集する。透過型電

子顕微鏡は、電子によって試料の内部を観察することができる。その構造は光学顕微鏡と

同じであるが、可視光の代わりに電子を使用する。解像限界は光源の波長によって決ま

る。可視光の波長領域は 400–700 nm であるのに対して、電子の波長は加速電圧によって

決まり、例えば、加速電圧が 200 kV の場合、0.00251 nm となる。これは、可視光に比べ

て非常に短いためより高い解像度で観測が可能となる。電子の波長 𝜆 は、加速電圧 𝑉によ

って、 

𝜆 =
ℎ

√2𝑚0𝑒 (𝑉 +
𝑒𝑉2

2𝑚0𝑐
2)

=
1.226

√𝑉 + 0.9784 × 10−6𝑉2
 

(1) 
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のように表せる [23]。ここで、電子に関する物理量として、𝑚0 = 9.109 × 10
−31 kg、𝑒 =

−1.602 × 10−19 C、𝑐 = 2.998 × 108 m/sec、ℎ = 6.626 × 10−34 Jsec を用いた。式 (1) は、加

速電圧が高くなるほど波長が短くなることを示している。さらに、波長が短くなると物質

を透過する能力を表す透過能も高くなる。しかしながら、加速電圧の増加は、試料の放射

線損傷増加の要因となる。cryo-TEM では、加速電圧 200 kV または 300 kV の透過型電子

顕微鏡を使用することが多い。 

電子顕微鏡のレンズは、光学顕微鏡のガラスやプラスチックによるレンズとは異なり、

電界型または磁界型レンズが使用される。空気中では電子が自由に動けないことから、鏡

筒内は高真空に維持される。透過型電子顕微鏡で試料を観察する場合、試料は真空中に配

置されることとなる。撮影は、センサーデバイスにより行われる。初期は、写真フィルム

により記録されていたが、1990 年代から 2000 年代初頭にかけて、Charge Coupled Device 

(CCD) によって記録できるカメラが開発された [24]。CCD は直接電子を検出できないた

め、シンチレーターによって電子を光子に変換した後に、光ファイバーを通して CCD で

撮像する。この種の光電変換は、センサーに届いた電子の点をさらに大きいサイズの光子

の塊にボケさせ、高周波の情報を減少させる [25]。近年は、電子直接検出器 (Direct 

Detection Device) を備えた電子直接検出カメラ (Direct Detection Camera) の出現で 

[10][11][12]、電子から光子への変換無しに電子を直接検出することが可能となり、得られ

る画像の S/N 比が飛躍的に向上した。 

2.2.1 コントラスト 

cryo-TEM では、生体高分子を急速凍結することでアモルファス状の薄い氷の中に閉じ

込め、極低温ステージを持つ透過型電子顕微鏡により観察する。氷の厚さは数百 nm と非

常に薄い。一般的に、このような非常に薄い物体では、電子の波は、散乱や吸収をほとん

ど受けずに、位相のみが変化すると近似される。この近似は弱位相物体近似 (weak-phase 

object approximation) [26]と呼ばれる。薄い試料を通った電子の波は位相がズレ、一定距離

進んだところで、位相の変化が振幅の変化に変換され像を形成する。この像は位相コント

ラストと呼ばれ [27][23]、振幅の像が形成される距離はデフォーカス量と呼ばれる。弱位

相物体近似に基づくと、cryo-TEM では位相コントラストが支配的で、散乱吸収コントラ
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スト（cryo-TEM では、振幅コントラストと呼ばれることがある）は非常に小さい。散乱

吸収コントラストとは、試料を透過した電子の波の散乱強度の違いをコントラストとして

得たものを指す。 

2.2.2 コントラスト伝達関数 

前節で述べたように、cryo-TEM では生体高分子の位相コントラストを撮影する。位相

コントラストを撮影する場合、試料にフォーカスを合わせて撮影するとコントラストが非

常に低くなるため、フォーカスを意図的にずらした状態で撮影する。フォーカスがずれた

状態のことはデフォーカスと言い、フォーカスのずれ量のことをデフォーカス量という。 

位相コントラストによって得られる像には、収差とデフォーカスに起因する位相のズレ

が加わる。この位相のズレにより得られる像の変化を周波数応答として表したものは、コ

ントラスト伝達関数（Contrast Transfer Function 略して CTF）と呼ばれ、 

𝛾(𝑘) =
𝜋

2
𝐶𝑠𝜆

3𝑘4 + 𝜋𝜆𝑑𝑘2 (2) 

𝐶𝑇𝐹(𝑘) = √1 − 𝑄2sin 𝛾(𝑘) + 𝑄 cos 𝛾(𝑘) (3) 

のように表される [28]。ここで、𝑘 は波数、𝜆 は電子の波長、𝐶𝑠 は３次球面収差係数、𝑑 

はデフォーカス量を表す。さらに、𝑄 は振幅コントラスト係数を表し、位相コントラスト

と振幅コントラストの割合を示す。図 1 は、式 (3) を使用して各デフォーカス量における

CTF をグラフで表したものである。グラフは、高周波になるほど、CTF は+1 から−1 の間

の振動が激しくなることを示している。さらに、CTF は周波数応答、つまり変調前と変調

後の値の比を表すことから、CTF の値が小さくなるほど情報の損失が発生する。特に、

CTF が 0 となる周波数では、変調後の値が 0 となり情報の欠落が発生する。加えて、CTF

はデフォーカス量によっても変化し、デフォーカス量が大きくなると振動が激しくなる。 
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図 1 グラフは、デフォーカス (defocus) におけるコントラスト伝達関数の違いを示したものである。横軸は周

波数を表し、縦軸は周波数応答を表す。CTF 計算時の defocus は、グラフタイトルに記載した、(a) 0 Å、(b) 

−409 Å、(c) −1062 Å、(d) −3000 Å を使用した。さらに、加速電圧は 200 kV、球面収差係数 Cs は 0.5 mm を使

用した。(d) は、defocus が大きくなると周波数応答の振動が激しくなることを示している。さらに、defocus が

小さい場合 (c) は、最初に周波数応答が 0 となる周波数が、高周波側になるのに対し、defocus が大きい場合 

(d) は、最初に周波数応答が 0 となる周波数が、低周波側にあることがわかる。また、CTF が負となる周波数

では白と黒の反転が発生する。defocus が小さいほうが、白黒反転の無い情報が高周波領域まで観測画像に存

在することを示しており (b)、一般的に、高分解能な３次元構造を推定するためには、defocus は小さくするほ

うが望ましいとされる。しかしながら、defocus が小さい場合 (a) は、低周波領域の周波数応答が 0 に近くなっ

ており、観測画像内の低周波情報が失われることを示している。画像の低周波情報は物体の輪郭を表すと言わ

れており、defocus を小さくして撮影すると輪郭情報が失われ、さらに観測画像のコントラストも低くなり、

粒子の抽出が困難になるというトレードオフが存在する。 

 

 

 

 

 

(a) (b) 

(c) (d) 
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2.3 cryo-TEMの工程 

一般的な cryo-TEM による生体高分子の観察および構造解析工程は、図 2 に示すよう

に、生体高分子の精製、スクリーニング、試料作製、電顕撮影、構造解析の順で行われ

る。本節では、試料作製から電顕撮影まで述べ、次節で構造解析について述べる。 

 

図 2 cryo-TEM 作業工程: 精製工程は、観察対象となる生体高分子の精製（抽出、調製）処理を行う。スクリー

ニング工程は、ネガティブ染色法などを使用して観察し、調製されたサンプルの状態の確認作業を行う。試料

作製工程は、サンプルを氷包埋し、観察用試料を作製する工程である。電顕撮影工程では、急速凍結した試料

を透過型電子顕微鏡で撮影する。構造解析工程は、撮影された電子顕微鏡画像から３次元構造の決定を行う。 

構造解析を行う際には、できるだけ試料が均質であったほうが解析はスムーズに行え

る。そこで、精製工程では試料の抽出および調製を行い、スクリーニング工程では精製さ

れた生体高分子をネガティブ染色法などで観察し、濃度や均一性の観点から試料を評価す

る。試料作製工程では、透過型電子顕微鏡で撮影するための試料を作製する。まず、数百 

nm から数 μm の穴が空いたカーボン膜がはられたグリッド上に、生体高分子が含まれた

水溶液を滴下する。余分な水溶液をろ紙で吸い取ったのちに、液体窒素で冷却された液体

エタンに素早くグリッドを挿入し、急速凍結することでアモルファス状の薄い氷に生体高

分子を包埋する。生体高分子は、なるべく薄い氷に包埋したほうが良いとされる。しか

し、塩濃度やグリセロールの有無などの水溶液の状態、ろ紙によって吸い取る時間、滴下

する水溶液の量、液体エタンにグリッドを挿入するまでの時間などの様々な要因によって

できあがる試料の状態は大きく異なる。初期は、すべて手動により試料作製を行っていた

が、近年は、試料作製を半自動で行う装置が登場した。より定量的に作製条件を調整する

ことが可能となり、比較的効率よく試料作製が行えるようになった。作製した試料は、極

低温ステージを備えた透過型電子顕微鏡により観察される。３次元構造を決定するために

精製  試料作製 電顕撮影 構造解析 スクリーニング 
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は多量の生体高分子の投影像が必要である。最近では自動化撮影機能により、大量の電顕

画像4の取得が可能となってきている。以上の工程により得られた電顕画像を用いて構造

解析が行われる。 

2.4 構造解析 

cryo-TEM により得られた電顕画像から３次元構造を決定する典型的なワークフロー

は、図 3 に示すように、Motion Correction、CTF Estimation、粒子抽出 (Picking)、２次元画

像分類 (2D Classification)、３次元再構成 (3D Reconstruction)5、３次元構造分類 (3D 

Classification)、３次元精密化 (3D Refinement) となる [20]。 

 

図 3 図は構造解析作業工程を表す。Motion Correction は、透過型電子顕微鏡により撮影した動画のフレーム間

の位置合わせを行い、１枚の画像に変換する処理を行う。CTF Estimation は、各電顕画像のデフォーカス量を

推定する。粒子抽出 (Picking) は、電顕画像から粒子画像の抽出を行う。２次元画像分類 (2D Classification) 

は、複数の粒子画像から似ている画像をグループごとに分類する処理を行う。３次元構造分類 (3D 

Classification) は、３次元再構成を行い、同じ３次元構造から投影されたと推測される粒子画像毎に分類する処

理を行う。３次元精密化 (Refinement) は３次元構造の精密化処理を行う。図では、３次元構造分類 (3D 

Classification) で３次元再構成 (3D Reconstruction) を行うことから、２つを分割せずに３次元構造分類でまとめ

て表記した。 

                                                      
4 透過型電子顕微鏡により撮影された画像を指す。電顕画像内には、多数の生体高分子の投影像が含まれる。 

5 ３次元構造分類で３次元再構成を行うことから、２つを分けずに３次元構造分類でまとめて表記されること

がある 

3D Classification 

Motion Correction CTF Estimation Picking 

2D Classification Refinement 
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Motion Correction では、Movie モードで撮影された電顕画像に対して、位置補正の処理

を行う。透過型電子顕微鏡により照射された電子ビームは、試料の動きを誘発し、撮影画

像のボケにつながり、分解能低下の要因となる。そこで、試料を Movie モードで撮影し、

撮影した動画のフレーム画像を１フレーム毎に位置合わせを行い、重ね合わせることで撮

影画像の S/N 比改善が報告されている [29][30]。この位置合わせ処理は Motion Correction

と呼ばれ、様々なアルゴリズムが提案されている [11][31][32]。 

前述のとおり、透過型電子顕微鏡により撮影された画像は CTF により変調される。通

常、CTF は、加速電圧、3 次球面収差係数、デフォーカス量、振幅コントラスト係数によ

って表される。加速電圧や球面収差係数は、装置固有のパラメータとして与えられ、振幅

コントラスト係数は、Hyper Parameter6として、ユーザーにより固定値 (0.07–0.14 [33]) が

指定される。撮影の際には、透過型電子顕微鏡にデフォーカス量を設定する必要があり、

情報の欠落を補うためには、なるべく様々なデフォーカス量で撮影を行ったほうがよいと

されている。しかしながら、装置に表示されているデフォーカス量はあくまで目安である

こと、加えて生体高分子が包埋されている深さは個々に異なるため、実際のデフォーカス

量は、撮影された生体高分子ごとに異なる。そこで構造解析では、電顕画像毎にデフォー

カス量の推定を行う7。デフォーカス量の推定処理は CTF Estimation と呼ばれる。CTF 

Estimation を行うアルゴリズムは、CTFFIND [34] や Gctf [28] などがある。 

Picking の工程では、電顕画像から手動、半自動、または全自動によって粒子（ここで

は生体高分子を指す）の抽出を行う。２次元画像分類 (2D Classification) では、切り出した

粒子画像の教師なし Classification を行う。教師なしとは、ユーザーによってあらかじめ何

らかの正解を与えることなしに、与えられたデータの特徴のみを使用することを表してい

る。つまり、粒子画像のみから似ている画像をクラスに分類する処理を行う。２次元画像

分類を行う目的の一つは、不良粒子画像の除去にある。不良粒子画像除去では、クラス内

の粒子画像により生成される平均像が不明瞭なクラスや、含まれる粒子画像数が極端に少

ないクラスに属する粒子画像を取り除く。この取捨選択はユーザーにより手動で行われ

                                                      
6 ユーザーによってあらかじめ設定されるパラメータ 
7 本来、粒子毎にデフォーカスは異なるが、通常は粒子が多数含まれる一枚の電顕画像毎にデフォーカスの推

定が行われる。 
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る。３次元構造分類では、３次元再構成を行い、３次元構造の観点から粒子画像の分類を

実施する。３次元構造分類によって分類した粒子画像により推定された各３次元構造の中

から、明瞭な３次元構造が見られるクラスを選択し、クラスに含まれる粒子画像を使用し

て３次元精密化処理により最終的な３次元構造を推定する。 

2.5 ３次元再構成 

３次元再構成では、図 4 に示すように３次元構造から投影像を生成する順投影 (Forward 

Projection) を行い、得られた投影像と観測画像から投影方向を決定し、決定された投影方

向へ観測画像を３次元構造に戻す逆投影 (Back Projection) を行って３次元構造を推定す

る。２次元画像から３次元構造を推定する問題は３次元再構成と呼ばれ、これは逆問題 

(Inverse Problem) に属する。逆問題とは、既知の物理過程を経て生成された観測データ

（結果）から、観測データを生成した要因（原因）を推定する問題のことを指す。前述の

通り、cryo-TEM の３次元再構成は、投影方向が未知である、CTF による情報の欠落があ

る、得られる観測画像が非常に Noisy である、という条件下で３次元構造を推定する。一

般的に、このような問題設定は不良設定問題と呼ばれる。不良設定問題では、与えられた

データに過剰適合してしまう overfitting が問題となる。 

３次元再構成の Traditional な手法では、フィルターを用いて低 S/N 比の周波数では再構

成をあまり実施しないように制限をかけることで overfitting を防止していた。しかしなが

ら、フィルターのヒューリスティック8なパラメータ調整を必要とし、ユーザーによる恣

意性が含まれるという問題があった [35]。 

統計的な手法を用いたアルゴリズムとしては、尤度の期待値を最大化する、いわゆる最

尤法を使用するものがある [36][37]。しかし、最尤法は、観測データをもっともよく説明

できるように３次元構造の推定が行われるため、観測データが非常に Noisy である cryo-

TEM の不良設定問題が要因となる overfitting の直接的な解法としては不十分である。 

                                                      
8 何らかの経験則に基づいた 
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ヒューリスティックなパラメータ調整を排除するための試みとして、ベイズ推定を用い

たアルゴリズムが提案されている。不良設定問題は、得られた観測データから一意に解が

定められないことを意味するが、現実的にとりえる解は特定の特性を持っている。この性

質を事前知識として利用し、事後確率を最大化する Maximum a posteriori 推定9を使用する

ことで ad hoc10な調整を排除した RELION [35][14]は、３次元再構成ソフトウェアの中で近

年最も成功したソフトウェアの一つである。 

                                                      
9 2.7.2 参照 

10 ad-hoc は、特定の問題のためだけを意味する 
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図 4 ３次元再構成処理は、(1) ３次元構造 V1 から様々な位置、投影方向の投影像 (Projected Image) を生成し、

生成した投影像と観測画像 (Observed Image) を使用して観測画像の投影方向および位置を推定する。(2) 推定

した投影方向および位置を用いて３次元構造 V2 を推定する。(3) 推定した３次元構造 V2 を V1 として、(1) の

処理を行う。以上の処理を繰り返し最終的な３次元構造を推定する。 

 

3D structure 

V1 

3D structure 

V2 

Forward Projection 

Back Projection 

Observed Image 

M 

Projected Image 

Observed Image 

3 

1 

2 
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2.6 Projection Slice Theorem 

前節で、３次元再構成では、３次元構造から投影像を生成する順投影 (Forward 

Projection) 計算と、投影像から３次元構造へ戻す逆投影 (Back Projection) 計算が行われる

と述べた。本節では、３次元構造と投影像間の関係を表した Projection Slice Theorem に関

して説明する。 

 

図 5 Projection Slice Theorem は、実空間上の投影処理（左）と周波数空間上のスライス処理（右）の関係性を

表している。Projection Slice Theorem では、実空間上の３次元物体 f をある角度で投影した投影像 P のフーリ

エ変換像と、３次元物体 f を３次元フーリエ変換した F から同じ角度で中心を通る面でスライスした S が等し

いことを示している。 

図 5 は、Projection Slice Theorem を説明するためのイメージ図である。Projection Slice 

Theorem によると、実空間上のある方向からの投影像 (Projected Image) P の２次元フーリ

エ変換像は、３次元空間の物体 f を３次元フーリエ変換した変換像 F を投影と同じ角度で

中心を通る面でスライスした S と一致する。実空間上で投影像を計算するには、投影像の

あらゆる点に対して、光線方向の積分（または積算）を行う必要がある。一方、Projection 

Slice Theorem によれば、一度３次元空間から周波数空間に変換しておけば、投影像のフー

リエ変換は、投影方向に対応した面を抜き出すだけで取得することが可能となる。図 6

は、実空間と周波数空間の関係をまとめた図である。順投影と逆投影が周波数空間上のス

ライスの抽出と挿入によって可能であることを示している。３次元物体の投影像を大量に

Real Space Fourier Space 

Projected Image Slice 

2D FFT 

3D FFT 

S P 

f 
F 

Projection 

Extraction 
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生成する必要がある cryo-TEM の３次元再構成にとって、計算コストの面から非常に大き

なメリットがある。しかしながら、これは、ある３次元構造から生成される投影像に関す

る順投影と逆投影に対して成り立つものであり、３次元構造は剛体であると仮定している

ことになる。 

 

図 6 実空間上の３次元構造、投影像、周波数空間上の３次元構造のフーリエ像、スライス像と変換処理の関係

を示す。(a)–(d) は変換処理の入出力を表し、(e)–(l) は変換処理を表す。Forward Projection (f) と Back Projection 

(e) は、それぞれ３次元構造 (a) から投影像 (c) を生成する処理と、投影像 (c) から３次元構造 (a) を生成する処

理を表す。Extract Slice (h) と Insert Slice (g) は、それぞれ３次元構造のフーリエ変換像 (b) から投影方向と同じ

角度で中心を通る面 (d) の抽出および挿入処理を表す。2D と 3D の FFT および Inverse FFT (i)–(l)は、それぞれ

の次元のフーリエ変換処理と逆フーリエ変換処理を表す。 

  

Real Space Fourier Space 

(c) Projected Image (d) Slice  
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(i) 3D FFT 

(j) Inverse 3D FFT 
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(e) Back Projection 

(h) Extract Slice 
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(a) 3D Volume (b) 3D Fourier Transform of 3D Volume 
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2.7 統計的最適化 

不確定性が含まれる観測データからその観測データを生成した要因を推定する場合、統

計的に取り扱うのが有効である。中でもベイズ推定（推論）は、不確実性を確率分布で表

現し、推論の枠組みに不確実性を効果的に取り入れることが可能である。ベイズ推定で

は、統計モデルの定義と、観測データに基づいて推論を行う。本節では、ベイズ推定に必

要な事項に関して簡単に触れる。 

ある２つの確率変数11、𝑦 と 𝜃 があって、𝑦 と 𝜃 に関するある事象が同時に起こる確率

を同時確率と呼び 𝑝(𝑦, 𝜃) と記される。さらに、確率変数 𝜃 に関して以下のように積分

し、変数を除去する操作は周辺化と呼ばれ、周辺化によって得られる確率 𝑝(𝑦) は周辺確

率または周辺分布と呼ばれる。 

𝑝(𝑦) = ∫𝑝(𝜃, 𝑦) 𝑑𝜃 (4) 

確率変数 𝑦 の特定の事象 𝑦0 が与えられたときの確率変数 𝜃 の確率は、条件付き確率と

呼ばれ、 

𝑝(𝜃|𝑦 = 𝑦𝑜) =
𝑝(𝜃, 𝑦 = 𝑦𝑜)

𝑝(𝑦 = 𝑦𝑜)
 (5) 

のように書く。式 (5) から 𝑝(𝑦|𝜃) = 𝑝(𝜃, 𝑦)/𝑝(𝜃) とも書けるので、𝑝(𝜃|𝑦) は、 

𝑝(𝜃|𝑦) =
𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃)

𝑝(𝑦)
=
𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃)

∫ 𝑝(𝜃, 𝑦) 𝑑𝜃
 (6) 

のように書くことができる。式 (6) はベイズの定理と呼ばれ、原因 𝜃 から結果 𝑦 が得られ

る確率が与えられたとき、結果 𝑦 から原因 𝜃 の確率が得られることを示している。𝑦 を観

測データ、𝜃 を推定したいモデルパラメータとしたとき、𝑝(𝜃|𝑦) は観測データ 𝑦 が得られ

                                                      
11 値が確率的に決まる変数 
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た後の、モデルパラメータ 𝜃 の確率を表すため事後確率と呼ばれる。さらに、𝑝(𝜃) は観

測データ 𝑦 が得られる前のモデルパラメータ 𝜃 の確率を表すため事前確率と呼ばれる。事

前確率を導入することによって、事前知識を表現することが可能となる。𝑝(𝑦|𝜃) はモデル

パラメータ 𝜃 が与えられたときの、観測データ 𝑦 の尤もらしさを表し、尤度または 

𝑝(𝑦|𝜃) を 𝜃 の関数ととらえて尤度関数と呼ばれる。尤度関数は、パラメータ 𝜃 からどの

ように観測データ 𝑦 が発生されるかを記述した関数であり、その仮定のもとで特定のパラ

メータ 𝜃 が与えられたときに観測データ 𝑦 がどれだけ適合しているかを表している。次節

以降では、統計的最適化手法について述べる。 

2.7.1 最尤推定 

統計的最適化の目的は、得られたデータが何らかの確率分布に従って生成されたとし

て、その確率分布のパラメータを推定することにある。最尤推定は得られたデータのみか

らパラメータの推定を行う手法である。最尤推定の考えでは、パラメータ 𝜃 によって特徴

づけられた確率密度関数12 𝑝(𝑦𝑖|𝜃) からランダムに標本 𝑦 = {𝑦𝑖|𝑖 = 1,… ,𝑀} が得られたと

するとき、最適な 𝜃 は尤度 𝐿(𝜃) = ∑ log 𝑝(𝑦𝑖|𝜃)
𝑀
𝑖=1  が最大になるときとする。このとき、

最大となる𝜃の値は、最尤推定量 𝜃𝑀𝐿 と呼ばれ、 

𝜃𝑀𝐿 = argmax
𝜃
log 𝑝(𝑦|𝜃) (7) 

のように書かれる。最尤推定では、得られたデータ 𝑦 を最もよく表す 𝜃 は、観測されたデ

ータの確率を最大化する（観測データ 𝑦 がもっとも発生しやすい 𝜃）としている [38]。 

2.7.2 最大事後確率推定 

前述の最尤推定は、観測データに基づいて尤度を最大化する。最尤推定は、データ数が

少ないときに、過剰にデータに適合してしまう過適合 (overfitting) という現象を引き起こ

すことがある。最大事後確率 (Maximum a Posteriori 略して MAP) 推定では、パラメータ 𝜃 

                                                      
12  ある範囲内の値を取る確率が関数𝑓(𝑥)のある範囲の積分で表されるとき𝑓(𝑥)を確率密度関数と呼ぶ 
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の事前確率 𝑝(𝜃) を導入し、観測データ 𝑦 が与えられたもとで 𝜃 の事後確率 𝑝(𝜃|𝑦) を最大

化する。ベイズの定理を用いると事後確率は 𝑝(𝜃|𝑦) = 𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃)/𝑝(𝑦) とかける。𝑝(𝑦) 

は 𝜃 に依存しないため、事後確率の最大化は、以下のように書くことができる。 

𝜃𝑀𝐴𝑃 = argmax
𝜃

log 𝑝(𝜃|𝑦) = argmax
𝜃

[log 𝑝(𝑦|𝜃) + log 𝑝(𝜃)] (8) 

MAP 推定では、対数尤度 log 𝑝(𝑦|𝜃) に事前確率 log 𝑝(𝜃) を加えたものを最大化すること

になる。この最大化において、事前確率は対数尤度が過剰に大きくならないようにする罰

則の役目を果たす。このような追加の項を加えて最適化する手法は正則化と呼ばれ、追加

の項は正則化項と呼ばれる。MAP 推定は、事前確率を導入することで、観測データが少

数の場合でも、データに対する過適合を抑制することができる。 

2.7.3 ベイズ推定 

前述した最尤推定も MAP 推定も、もっともデータをうまく表現するパラメータ 𝜃 一点

のみを推定しているため点推定と呼ばれる。ベイズ推定では、𝜃 をある一点のみではなく

確率分布として推定する。式 (4)、(5) から周辺尤度は以下のように書くことができる。 

𝑝(𝑦) = ∫𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃) 𝑑𝜃 = ∫∏𝑝(𝑦𝑖|𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃

𝑀

𝑖=1

 (9) 

さらに、ベイズの定理と周辺尤度、式 (9) から事後確率 𝑝(𝜃|𝑦) は以下のように書ける。 

𝑝(𝜃|𝑦) =
∏ 𝑝(𝑦𝑖|𝜃)𝑝(𝜃)
𝑀
𝑖=1

∫∏ 𝑝(𝑦𝑖|𝜃
′)𝑝(𝜃′)𝑑𝜃′𝑀

𝑖=1

 (10) 

𝑝(𝑦|𝜃) をパラメータ 𝜃 の事後確率 𝑝(𝜃|𝑦) に関して積分消去すると、確率密度関数の推定

量 �̂�(𝑦) は、 
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�̂�(𝑦) = ∫𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃|𝑦) 𝑑𝜃 = ∫𝑝(𝑦|𝜃)
∏ 𝑝(𝑦𝑖|𝜃)𝑝(𝜃)
𝑀
𝑖=1

∫∏ 𝑝(𝑦𝑖|𝜃
′)𝑝(𝜃′)𝑑𝜃′𝑀

𝑖=1

𝑑𝜃 (11) 

のように得られる。ただし、式 (11) における積分は一般的に困難な場合が多く、実際に計

算する場合は、近似計算を用いることが多い。 

ベイズ推定と、最尤推定や MAP 推定との違いは、最尤推定や MAP 推定が点推定なの

に対して、ベイズ推定は確率分布を推定13する点にある。最尤推定や MAP 推定は、尤度

関数または事後確率を最大化して 𝜃 に関して一つの推定量を求める。これは、𝜃 の他の可

能性を排除していることになる。対して、ベイズ推定では推定量が式 (10) のようにパラメ

ータの確率分布として得られる。さらに、得られた確率分布 𝑝(𝜃|𝑦) で 𝑝(𝑦|𝜃) を積分（平

均化）することで、様々な可能性を考慮した予測分布 �̂�(𝑦) を得ることが可能となる。 

2.7.4 モンテカルロ積分 

ベイズ推定では、式 (11) のようにパラメータ 𝜃 に関して積分消去することで確率密度

関数の推定量を得ることができる。しかしながら仮に事後確率 𝑝(𝜃|𝑦) が得られたとして

も一般的に尤度 𝑝(𝑦|𝜃) は複雑な形状をしていることが多く解析的に積分を解くことが困

難である。このような場合にモンテカルロ法と呼ばれる数値計算法によって、積分を近似

的に求めることが行われる。 

𝑓(𝑥) の 𝑞(𝑥) に関する期待値は、 

𝐸𝑞(𝑥)[𝑓(𝑥)] = ∫𝑓(𝑥)𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 (12) 

のように書くことができる。モンテカルロ積分では、𝑞(𝑥) から独立に抽出されたサンプ

ルの集合 𝑥 = {𝑥𝑖|𝑖 = 1,… , 𝑛} から、 

                                                      
13 分布推定と呼ばれる 



23 

 

𝑓𝑛 =
1

𝑛
∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 (13) 

のように計算を行うことで近似解を求める。ここで、𝑛は、𝑞(𝑥) から独立に抽出されたサ

ンプルの数を表す。さらに、標本平均 𝑓𝑛 の期待値 𝐸[𝑓𝑛] と 𝑓(𝑥) の期待値 𝐸[𝑓(𝑥)] には以

下の関係が成り立つ。 

𝐸[𝑓𝑛] =
1

𝑛
∑𝐸[𝑓(𝑥𝑖)]

𝑛

𝑖=1

= 𝐸[𝑓(𝑥)] (14) 

また、標本平均 𝑓𝑛 の分散は、 

𝑉𝑎𝑟[𝑓𝑛] = 𝑉𝑎𝑟 [
1

𝑛
∑𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

] =
1

𝑛
𝑉𝑎𝑟[𝑓(𝑥)] (15) 

のように書ける。式 (15) はサンプル数 𝑛 を大きくすると、標本平均 𝑓𝑛 の分散が小さくな

ることを示している。すなわち近似解のばらつきを小さくするためには、サンプル数を多

くする必要がある。 
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第 3 章  

Soft-Bodyモデルを用いたベイズ推定に基づくら

せん再構成 

3.1 背景 

cryo-TEM におけるタンパク質の３次元構造推定は逆問題の一種である。逆問題とは、

Forward Process14によって生成された観測値から未知の原因変数を推定する問題を表す。

基本的に、逆問題では、Forward Process は既知の物理プロセスとされる。逆問題に分類さ

れる Computer Tomography と同様に、複数の観測画像を使用して３次元構造を推定する。

一般に、この種の再構成においては、観測画像は基本的にすべて既知の観察プロセスに従

って、同じ３次元構造から生成されると仮定する。しかしながら、cryo-TEM により得ら

れる観測画像の場合、氷の中の粒子の向きは実質的にランダムであるため、観測プロセス

が部分的に不明になる。さらに、観測画像は非常に Noisy なため、３次元構造を推定しな

がら、粒子を正確に位置合わせ (alignment) し、投影方向を決定することは困難である。も

う一つの問題は、タンパク質は柔らかく簡単に曲がる可能性があるということである。し

たがって、観測過程におけるパラメータが未知であるだけでなく、投影像の背後の３次元

構造も投影像間で必ずしも一致しない。 

本章では、柔軟な Helix（らせん分子）の３次元再構成に焦点を当て、近似ベイズ推定

を使用することによって、この非常に困難な逆問題に取り組む。以降では、柔軟でらせん

対称性をもつフィラメント (Filament) である Helix を対象とした３次元再構成アルゴリズ

ムを示す。 

                                                      
14 入力から出力方向への通常の処理手順（プロセス） 
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ベイズ推定は不確実性を確率分布で表現できることから、推定の不確実性を効果的に取

り入れられることが知られている。特に、ad hoc15なパラメータ調整なしで正確な推定が

行えるということで最も成功したアルゴリズムの 1 つとして知られている RELION [14]

は、cryo-TEM 画像からの３次元再構成のために、ベイズ推定を利用する先駆的なアルゴ

リズムである。しかし、観測モデルと実際の観測プロセスとの間には不一致が存在する可

能性があり、それらの推定は必ずしも成功するとは限らない。そのような不一致の要因の

1 つが Helix の変形である。この困難な逆問題の推定精度を向上させるために、変形を説

明するための潜在変数16（隠れ変数）を導入する。さらに、これらの潜在変数の事後確率

の推定に、いわゆる平均場近似法を利用する近似ベイズ推定アルゴリズムを用いて、

Registration パラメータ（投影方向や位置を表すパラメータ）とともに変形パラメータを推

定する。 

らせん対称性をもつフィラメントタンパク質およびウイルスは、サブユニットとして知

られる基本要素からなるらせん特性を有することがある。らせんの形状は、twist および

rise と呼ばれるらせんパラメータによって特徴付けられる（図 7）。らせんの中心軸は直

線的に伸びているが、実際には完全な直線ではなく、曲がっている可能性がある。 

近年、主流である３次元再構成アルゴリズム [14][39][40]は、周波数空間（フーリエ空

間）における３次元ボリュームとその２次元投影との間の関係を記述するために線形観測

モデルを使用している。このモデルの理論的背景は、Projection Slice Theorem を拠り所と

している。データを実空間から周波数空間に変換することによって、投影計算のコストを

削減できる。一方、Projection Slice Theorem を適用すると、３次元構造は少なくとも全体

的にまたは局所的に剛体であると暗黙のうちに仮定されるため、実空間での変形を盛り込

むことは困難である。変形を考慮した既存の研究は、そのような局所的な剛体を仮定し、

周波数空間で再構成計算を行う。Nakane ら [41]は部分信号減算を利用し、Rohou ら [40]は

らせん対称性の周期性の連続的な変化を表現することができる実空間モデルを使用して

                                                      
15 特定の問題のためだけを意味する 
16 潜在変数は、直接観測はできないが、変数間の関係を表すための変数を指す。 
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Maximum a Posteriori (MAP) 推定を行った。しかしながら、Rohou らの手法は、推定すべ

きパラメータが多量にあるため、パラメータの最適化が困難であった。 

本章では、パラメータによって連続的な変形を表現する Soft-Body Model を用いて３次

元再構成を実施する手法を提案する。 

 

図 7 Helical Model: 図は、らせんパラメータ twist 𝛥𝜙 および rise 𝛥𝜁 とサブユニット（網掛け領域）を表す。ら

せん対称性は、らせん軸 (z 軸) 回りに 𝛥𝜙 回転し、z 軸方向に 𝛥𝜁 に移動したときに同じ値になることを表す。

サブユニット内はらせん対称性を持たず、非対称ユニット (Asymmetric Unit) と呼ばれることがある。  
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3.2 アルゴリズム 

3.2.1 線形モデル 

本提案手法で定義した cryo-TEM による観測過程に関して説明する。観測過程は、どの

ように観測データが得られるかというプロセスを示したものである。前章で述べた通り、

cryo-TEM では、急速凍結された生体高分子を透過型電子顕微鏡で撮影する。このとき生

体高分子の姿勢はランダムである。加えて、透過型電子顕微鏡で撮影した投影像にはコン

トラスト伝達関数による変調が加わる。このコントラスト伝達関数は、デフォーカス量と

密接な関係があり、粒子画像17毎に異なる。さらに、本提案手法では、各粒子画像内の生

体高分子、すなわち Helix に変形が加わっていることを想定する。以上のことを考慮し、

cryo-TEM による観測過程を実空間上で 

𝑦𝑖 = 𝐻𝑖 ∗ 𝑃(𝜈𝑖)𝐷(𝑉; 𝑠𝑖) + 𝜖𝑖 (16) 

のように記述する。ここで、𝑦𝑖 は生体高分子を含むように電顕画像から切り出した 𝑖 番目 

(𝑖 = 1,… ,𝑀) の画像 Patch18を表し、𝑀 は画像 Patch の枚数を表し、𝑉 は Helix の３次元構

造を表し、𝜈𝑖 は投影方向と、Helix をセンタリングするための原点からのオフセットを表

し、𝑃(𝜈𝑖) は 𝜈𝑖 によって決まる３次元構造から投影像を生成する投影行列を表す。

𝐷(𝑉; 𝑠𝑖) は、変形パラメータ 𝑠𝑖 によって変形された 𝑉 を表す。𝐻𝑖 は Point Spread Function19

を表し、𝑖 番目の画像に適応されているコントラスト伝達関数 𝐶𝑇𝐹𝑖 の逆フーリエ変換によ

り得られる。∗ は畳み込み演算子を表し、𝜖𝑖 は観測画像 𝑦𝑖 に加えられている平均 0、分散 

𝜎𝑖
2 の Gaussian Noise を表す。添字 𝑖 は、𝑖 番目の画像に関する変数であることを示す。図 

8 は観測過程を図示したものである。３次元構造 𝑉 は変形パラメータ 𝑠𝑖 によって変形され 

𝐷(𝑉; 𝑠𝑖) となり、パラメータ 𝜈𝑖 によって決まる投影方向と位置から投影され、𝐶𝑇𝐹𝑖 によ

                                                      
17 実際、Helix は粒子では無いが、本論文では、電顕画像から抽出した画像を粒子画像と表記する 
18 画像 Patch は１枚の画像から切り取られた画像を表す 
19 Point Spread Function とは、点拡がり関数とも呼ばれ、システムのインパルス応答を表す。この場合のイ

ンパルス応答は、点光源がシステムを通ったときにどのような分布になるかを示している。 
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って決まる Point Spread Function 𝐻𝑖 で変調され、ノイズ 𝜖𝑖 が付加され最終的な観測画像 𝑦𝑖 

となることを示している。 

 

図 8 図は、提案手法で定義した観測過程である。観測画像 𝑦𝑖 は、３次元構造𝑉が変形され、投影され、CTF に

よる変調がかかり、ノイズが加わって得られる。𝐷(𝑉; 𝑠𝑖) は、３次元構造 𝑉 が変形パラメータ 𝑠𝑖 によって変形

された３次元構造を表す。𝑃(𝜈𝑖) は 𝜈𝑖 によって決まる３次元構造から投影像を生成する投影行列を表す。𝐻𝑖 は

Point Spread Function を表し、CTF の逆フーリエ変換により得られる。𝜖𝑖 は観測画像 𝑦𝑖 に加えられている平均 

0、分散 𝜎𝑖
2 の Gaussian Noise を表す。 

  

𝑉 

𝐷(𝑉; 𝑠𝑖) 

𝑃(𝜈𝑖) 

𝐻𝑖 

𝜖𝑖 

変形 

投影 

変調 

ノイズ 

𝑦𝑖 

３次元構造 
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3.2.2 Soft-Body Model 

Helix の３次元構造は、らせん軸の周りをらせん経路に沿って配置されたサブユニット

からなる。図 7 に示すように、らせん経路は 2 つのらせんパラメータ、twist 𝛥𝜙 と rise 𝛥𝜁 

によって決定される。らせんパラメータを使用することによって、らせん対称性は、円柱

座標系の任意の点 (𝑟, 𝜙, 𝜁) で、 

𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) = 𝑉(𝑟, 𝜙 + 𝑛𝛥𝜙, 𝜁 + 𝑛𝛥𝜁) (17) 

のように表される [21]。ここで、𝑛 は任意の整数を表す。さらに、𝑟 (< 𝑅)、𝜙、および 𝜁 

は、それぞれ最大距離を 𝑅 とする軸方向距離、方位角、および円柱座標の軸座標を表す。

提案手法では、上記のらせん対称性を利用し、サブユニットの３次元構造のみを推定す

る。これは推定されるパラメータの数を減らし、少ない観測画像で正確な推定を実現する

のに大きく貢献する。さらに、サブユニットの３次元構造は、基底関数を使用して、 

𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) = ∑ 𝑎𝑗𝜓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡𝑗)

𝑗∈𝑁(𝑟,𝜙,𝜁)

 (18) 

のように表す。ここで、𝜓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡𝑗) は 𝑡𝑗 に位置する基底関数を表し、𝑎𝑗 は重みを表す。

𝑁(𝑟, 𝜙, 𝜁) は、点 (𝑟, 𝜙, 𝜁) の近傍にある 8 つの基底関数のインデックス 𝑗 の集合を表す。基

底関数の中心 𝑡𝑗 は円柱座標系に均等に配置される。さらに、𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) は近傍にある 8 つ

の基底関数の中心 {𝑡𝑗|𝑗 ∈ 𝑁(𝑟, 𝜙, 𝜁)} を頂点とした立方体内の trilinear interpolation によって

表される20。基底関数 𝜓𝑗 は、trilinear interpolation によって決定された 𝑎𝑗 の重みである。

基底関数表現は、Voxel 表現と異なり、３次元構造内の任意の位置での値 𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) が計算

可能になる。基底関数表現は、比較的少ない数のパラメータを用いて正確な位置合わせお

よび、３次元構造の空間的な滑らかさを表現するのに有益である。 

まとめると、３次元構造 𝑉 を決定するために、重み 𝑎 を推定する。 らせんパラメータ

𝛥𝜙 と 𝛥𝜁 は既知または、他の方法で推定できるとする。これは、２次元画像分類のクラ

                                                      
20  詳細は付録 B 基底関数を参照のこと 
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ス平均画像の回折パターンをインデックス化することで実現できる [42]。𝑎 以外に、式 

(49) より各観測画像 𝑦𝑖 から３次元構造の情報を取得する為に、パラメータ 𝜈𝑖、𝑠𝑖、および 

𝜎𝑖 も推定する必要がある。ここで、𝜈𝑖、𝑠𝑖、および 𝜎𝑖 は、それぞれ、投影パラメータ、変

形パラメータ、および観測ノイズの強度を表す。 

3.2.3 変形 

つぎに、変形と投影の詳細に関して説明する。あらゆる変形を表現するためには、多量

のパラメータが必要となる。多量なパラメータは、３次元再構成を非常に困難にするた

め、現実的と思われる変形を少数のパラメータで表すこととし、以下の 2 つの仮定を課

す。ここでは、図 9 をもとに説明する。第一に、Helix が変形している場合でも、Helix の

長軸が投影方向（𝑦 軸）に垂直な薄い氷の面に存在すると仮定する。第二に、𝑥𝑧 平面内の

変形はらせん軸 𝜁 の変形によって決まるとする。このらせん軸 𝜁 の連続的な変形は、3 次

Spline [43]によって表現する。したがって、変形パラメータ 𝑠 は、３次 Spline のパラメー

タ、すなわち way-point の２次元座標を表す21。さらに、らせん軸の変形の方向に関して

は、手動により初期値として与えた way-point のらせん軸に沿った方向の変位は無いと考

えて固定し、らせん軸に垂直方向の変位のみを推定する。観測画像は、変形後の Helix の

投影像として得られているとする。 

任意の点 𝑞 の変形後の座標が (𝑥, 𝑧)、変形前の座標が (𝜉, 𝜁) であるとする。このとき、𝜉 

は 𝑞 と 𝑝 間の距離で表される。ここで、𝑝 は変形したらせん軸上の点でかつ、点 𝑞 までの

距離が最小となる点である22。さらに、𝜁 は始点 𝑠1 から点 𝑝 までの曲線に沿った距離とし

て与える。図 10 は変形前後の座標変換を示している。３次元空間かららせんモデルのサ

ブユニット空間への座標変換を以下にまとめる。(1) ３次元空間内の任意の点 (𝑥, 𝑦, 𝑧) を前

述の処理により (𝜉, 𝑦, 𝜁) に変換し、(2) (𝜉, 𝑦, 𝜁) を円柱座標系 (𝑟, 𝜙, 𝜁) に変換し、(3) (𝑟, 𝜙, 𝜁) 

をサブユニット空間への写像により (𝑟′, 𝜙′, 𝜁′) に変換する。サブユニット空間への最後の

写像は、らせん対称性により定義される23。 

                                                      
21 ３次 Spline に関しては付録 A３次 Spline 曲線を参照のこと 

22  最短点に関しては付録 C３次 Spline 曲線上の最短点の導出を参照のこと 

23  サブユニット空間への写像は付録 D サブユニット空間への変換を参照のこと 
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図 9 図は、実空間中の 𝑥𝑦𝑧 直交座標系と Helix の中心を１つの軸とした 𝜉𝑦𝜁 座標系を示したものである。𝜁 軸

は、変形したらせん軸を表す。らせん軸の変形は３次 Spline によって表現し、𝑠1、𝑠2、𝑠3 は３次 Spline のパラ

メータである way-point を表す。点 𝑞 は、３次元空間上の任意の点を表し、変形後の座標は (𝑥, 𝑦, 𝑧)、変形前の

座標は (𝜉, 𝑦, 𝜁) である。変形前の座標とは、３次元構造が変形される前の座標を表し、変形後の座標とは、３

次元構造が変形された後の座標を表す。投影像は、変形後の座標中の３次元構造から投影処理により得られた

とする。点 𝑝 は変形したらせん軸上の点でかつ、点 𝑞 までの距離が最小となる点である。𝜉 は 𝑞 と 𝑝 間の距離

で表される。𝜁 は始点 𝑠1 から点 𝑝 までの曲線に沿った距離として与えられる。 

 

図 10 変形後の空間（左）から変形前の空間（右）への 𝑥𝑧 平面の座標変換の例である。変形後の空間ではらせ

ん軸が変形しているのに対し、変形前の空間ではらせん軸が直線になり、代わりに座標が変形することを示し

ている。 
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3.2.4 潜在変数 

投影像 𝑦𝑖 に関しては、Helix のサブユニットは、Parameter 𝜈𝑖 = (𝜔𝑖, 𝑑𝑖, 𝑜𝑖) に従って、ら

せん軸に沿って配置される。𝜔𝑖 はらせん軸周りの回転を表し、𝑑𝑖 はらせん軸に平行な方

向に沿ったシフト量を表す。𝑜𝑖 は、Helix の向きを決定する binary indicator を表す。ここ

で、同じ Helix から切り出される連続する画像 Patch については、𝑜𝑖 はすべて同じ値をと

る。 

 

図 11 図は画像 Patch 毎に推定される潜在変数を示したものである。左図は、変形パラメータ 𝑠𝑖 に関して説明

した図であり、投影 (projection) は y 軸に並行とし、氷は y 軸に垂直な𝑥𝑦平面に並行に存在すると仮定する。𝑠𝑖 

に記載の矢印は、変形パラメータの変位が、らせん軸 (helical axis) に垂直な方向のみとすることを示してい

る。右図は、投影方向 𝜔𝑖、シフト量 𝑑𝑖、Helix の方向 𝑜𝑖 に関して説明した図である。𝜔𝑖 は、らせん軸 𝜁 周り

の回転を表し、𝑑𝑖 はらせん軸 𝜁 に平行な移動を表し、𝑜𝑖は、Helix の方向を表す binary 変数である。y 軸周り

の回転は、変形パラメータ 𝑠𝑖 によって表現される。Helix は 𝑥𝑧 平面に並行な薄い氷に存在し 𝑥 軸回りの回転

は無いものとする。𝛥𝜙と𝛥𝜁は、らせんパラメータを表す。 

3.2.5 尤度 

推定の不確実性を考慮するために、観測過程と Soft-Body Model を統計モデルとして扱

い、ベイズ推定を行う。図 11 は、各投影像を定義するのに必要なすべての潜在変数 𝑧𝑖 =

{𝜈𝑖, 𝑠𝑖} = {𝜔𝑖, 𝑑𝑖, 𝑜𝑖, 𝑠𝑖} を示したものである。式 (16) から尤度は、 

𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) = 𝒩(𝑦𝑖|𝐻𝑖 ∗ 𝑃(𝜈𝑖)𝐷(𝑉; 𝑠𝑖), 𝜎𝑖
2) (19) 
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のように表すことができる。ここで、𝜃 = (𝑎, 𝜎2, 𝜂) 、 𝜎2 = (𝜎1
2, … , 𝜎𝑀

2 ) であり、

𝒩(𝑥|𝜇, 𝜎2) は、平均 𝜇、分散 𝜎2 のガウス分布を表す24。 

3.2.6 事前確率 

正則化のために、事前確率 (prior) として潜在変数 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑀) に関して 𝑝(𝑧) と、パ

ラメータ 𝜃 に関して 𝑝(𝜃) を導入する。投影角度 𝜔𝑖、シフト 𝑑𝑖 および方向 𝑜𝑖 をまとめた

パラメータ 𝜈𝑖 については、事前の知識がないため一様分布を仮定する。変形に関して

は、Helix はまっすぐになる傾向があり、かつ３次元ボリュームは局所的には滑らかであ

るという事前の知識を反映させるため、変形パラメータ 𝑠𝑖 の prior を、平均ゼロのガウス

分布とし、基底関数の重み 𝑎 には、エッジ保存平滑化 prior [44][45][46]を適用する。エッ

ジ保存平滑化 prior は、 

log 𝑝(𝑎, 𝜂) = −∑𝑤𝑖𝑗 (𝜂𝑖𝑗(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
2
+ (1 − 𝜂𝑖𝑗)𝜆) + 𝐶

′

𝑖∼𝑗

 (20) 

のように表される。ここで、𝐶′ は正規化定数を表す。𝑖 ∼ 𝑗 は、𝑡𝑖 と 𝑡𝑗 が近傍であること

を表す。𝜂𝑖𝑗 は 𝑡𝑖 と 𝑡𝑗 の間にエッジが存在するかどうかを示す 0 か 1 のバイナリ変数であ

る。𝜆 は、正の定数パラメータで 𝜂𝑖𝑗 が 1 となるしきい値を制御する。𝜂𝑖𝑗 が 1 のとき、エ

ッジは平滑化 (smoothing) され、𝜂𝑖𝑗 が 0 のとき、エッジは保存される。𝑤𝑖𝑗 は、𝑡𝑖 と 𝑡𝑗 の

間の距離に応じた指数関数的減衰重み 

𝑤𝑖𝑗 = 𝛼𝑤 exp(−
‖𝑡𝑖 − 𝑡𝑗‖2
𝛽𝑤

) (21) 

を表す。ここで、𝛼𝑤 と 𝛽𝑤 は定数である。 

                                                      
24  𝜂は後述 
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3.2.7 事後確率最大化 

３次元構造とエッジ変数は、事後確率の最大化により推定する。事後確率 𝑝(𝜃|𝑦) はベ

イズの定理より、 

𝑝(𝜃|𝑦) =
𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃)

𝑝(𝑦)
=
∏ 𝑝(𝑦𝑖|𝜃)
𝑀
𝑖 𝑝(𝜃)

∫ 𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃
 (22) 

のように書ける。ここで、𝑦 は (𝑦1, … , 𝑦𝑀) を表し、𝜃 は (𝑎, 𝜎2, 𝜂) を表す。𝑝(𝑦𝑖|𝜃) は各投

影像の尤度を表し、𝑝(𝜃) は事前確率を表す。𝑝(𝑦) はモデルエビデンスまたは周辺尤度と

呼ばれる。𝑝(𝑦) は 𝜃 に依存しないので、事後確率は尤度と事前確率の積に比例し 

𝑝(𝜃|𝑦) ∝ 𝑝(𝑦|𝜃)𝑝(𝜃) のように書け、そこから対数事後確率は、 

log 𝑝(𝜃|𝑦) = log 𝑝(𝑦|𝜃) + log 𝑝(𝜃) + 𝐶 

=∑log𝑝(𝑦𝑖|𝜃) + log 𝑝(𝜃) + 𝐶

𝑀

𝑖

 
(23) 

となる。ここで、𝐶 は − log𝑝(𝑦) であり、正規化定数である。 

cryo-TEM により得られる観測画像は非常に Noisy であるため、観測画像 𝑦𝑖 の投影条件

を表す各パラメータ 𝑧 = {𝑧𝑖|𝑖 = 1,… ,𝑀} の推定には不確実性が伴う。観測画像の Noise が

非常に大きいことに起因した不十分な観測データに基づいて、潜在変数 𝑧 に関して点推定

を行うことは、overfitting の危険性がある。overfitting の危険性を回避するために、潜在変

数 𝑧 に関して分布推定を行う。具体的には、潜在変数 𝑧 に関して積分消去を行う。これに

より、最大化される式中に、不確実性を効果的に取り入れることが可能となる。潜在変数 

𝑧 を導入し 𝑧 に関して周辺化すると、周辺尤度は、 

𝑝(y𝑖|𝜃) = ∫𝑝(𝑦𝑖 , 𝑧𝑖|𝜃)𝑑𝑧𝑖 =∫𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖, 𝜃)𝑝(𝑧𝑖)𝑑𝑧𝑖 (24) 
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のように書ける。 

3.2.8 下界の導出 

𝜃 に関しては、周辺尤度 𝑝(𝑦𝑖|𝜃) と prior 𝑝(𝜃) に基づいて MAP 推定を実施する。しか

し、事後確率の 𝜃 に関する MAP 推定を考えた場合、式 (23) を直接最適化することは困難

である。そこで、事後確率を直接計算するのではなく事後確率の下界25を求め、その下界

を最大化する。潜在変数 𝑧 に関して任意の確率分布 𝑞(𝑧) を導入すると、尤度 log 𝑝(𝑦|𝜃) 

は以下のように書ける [47]。 

log 𝑝(𝑦|𝜃) = ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦|𝜃) 𝑑𝑧 

= ∫𝑞(𝑧) log
𝑝(𝑦, 𝑧|𝜃)

𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)
𝑑𝑧 

= ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦, 𝑧|𝜃) 𝑑𝑧 − ∫𝑞(𝑧) log(𝑧|𝑦, 𝜃) 𝑑𝑧 

(25) 

さらに、𝑝(𝑦, 𝑧|𝜃) = 𝑝(𝑦|𝑧, 𝜃)𝑝(𝑧) を式 (25) に代入すると、 

log 𝑝(𝑦|𝜃) = ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦|𝑧, 𝜃) 𝑑𝑧 + ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 − ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)𝑑𝑧 

= ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦|𝑧, 𝜃) 𝑑𝑧 + ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 − ∫𝑞(𝑧) log 𝑞(𝑧) 𝑑𝑧

+ 𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)] 

(26) 

を得る。ここで、𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)] は、任意の確率分布 𝑞(𝑧) と事後確率 𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃) の

Kullback-Leibler divergenece（KL divergence または KL 距離）を表す。KL divergence は分布

間の距離（近さ）を表し、分布が近いほど小さい値になり、常に 0 以上の値をとる。 

𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧)] = ∫𝑞(𝑧) log
𝑞(𝑧)

𝑝(𝑧)
𝑑𝑧 ≥ 0 (27) 

                                                      
25 これ以上小さい値は取らないという値 
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事後確率、式 (23) に式 (26) を代入すると、 

log 𝑝(𝜃|𝑦) = ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦|𝑧, 𝜃) 𝑑𝑧 + ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 − ∫𝑞(𝑧) log 𝑞(𝑧) 𝑑𝑧

+ 𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)] + log 𝑝(𝜃) + 𝐶 
(28) 

を得る。KL divergence は常に 0 以上となるため、事後確率の下界は、 

𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) = ∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑦|𝑧, 𝜃) 𝑑𝑧 +∫𝑞(𝑧) log 𝑝(𝑧) 𝑑𝑧 − ∫𝑞(𝑧) log 𝑞(𝑧) 𝑑𝑧

+ log 𝑝(𝜃) 

=∑∫𝑞(𝑧𝑖) log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) 𝑑𝑧𝑖 +∫𝑞(𝑧𝑖) log 𝑝(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖

𝑀

𝑖

−∫𝑞(𝑧𝑖) log 𝑞(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖 + log 𝑝(𝜃) 

(29) 

のようになる。事後確率は、下界と KL divergence の和によって、 

log 𝑝(𝜃|𝑦) = 𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) + 𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)] + 𝐶 (30) 

のように書くことができる。ここで、下界 𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) は、𝑞(𝑧) に関して汎関数であり、𝜃 

に関して関数となっている。𝜃 の MAP 推定は、𝜃 と 𝑞(𝑧) の両方に関して最大化すること

で得られる。しかしながら、一般的に下界の 𝑞(𝑧) と 𝜃 の同時最適化は困難である。 

ここからは、下界の最大化方法に関して説明する。事後確率は、任意の確率分布 𝑞(𝑧) 

に依存しないため、下界 𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) の 𝑞(𝑧) に関する最大化と KL divergence の 𝑞(𝑧) に関す

る最小化は等価である26。したがって、𝑞(𝑧) に関して下界が最大になるとき、KL 

divergence は 0 になり、任意の確率分布 𝑞(𝑧) は事後確率 𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃) と一致する。すなわ

ち、タイトなバウンド27をもつ下界を得るためには、下界を 𝑞(𝑧) に関して最大化すればよ

                                                      
26 q(z) を変えても左辺の事後確率は変化しないので、下界を大きくすれば、相対的にKL距離は小さくなる 
27 事後確率と下界の境界 
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い。さらに、その下界を 𝜃 に関して最大化すると下界は増加し、加えて、任意の確率分布 

𝑞(𝑧) は更新前の 𝜃 によって決められた値なので、𝐾𝐿[𝑞(𝑧)|𝑝(𝑧|𝑦, 𝜃)] は正の値を持ち事後

確率は増加する。したがって、下界を 𝑞(𝑧) と 𝜃 に関して、 

max
𝜃
max
𝑞(𝑧)

𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) (31) 

のように、交互に最大化することによって、事後確率 log 𝑝(𝜃|𝑦) を最大化することがで

き、𝜃 の MAP 推定が得られる。 

潜在変数を持つ確率モデルのパラメータを推定するためによく用いられる手法に、

Expectation Maximization (EM) アルゴリズムがある [48]。EM アルゴリズムでは、潜在変数

の事後確率を求める E ステップと、モデルパラメータを推定する M ステップを交互に繰

り返す。下界 𝐹(𝑞(𝑧), 𝜃) の 𝑞(𝑧) と 𝜃 に関する最大化を、𝑞(𝑧) と 𝜃 に関して交互に最大化

することは、EM アルゴリズムのフレームワークを用いていると言える。 

つぎに、任意の確率分布 𝑞(𝑧) をパラメータで特徴づけられる分布族から選ぶ。パラメ

ータ 𝜏 = (𝜏1, … , 𝜏𝑀) で特徴づけられた分布を 𝑞(𝑧; 𝜏) とすると、下界は以下のように書け

る。 

𝐹(𝑞(𝑧; 𝜏), 𝜃) =∑∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) 𝑑𝑧𝑖 +∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑝(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖

𝑀

𝑖

−∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) 𝑑𝑧𝑖 + log𝑝(𝜃) 

(32) 

最終的に、𝜃 の MAP 推定は、𝜃 と 𝜏 に関して下界を最大化することで得られる。 

3.2.9 ノイズ分散とエッジ変数の推定 

前節では、𝜃 の MAP 推定は、𝜃 と 𝜏 に関する下界の最大化によって得られることを示

した。𝜃 の構成要素は 𝜃 = (𝑎, 𝜎2, 𝜂) である。まず、最初にノイズ分散 𝜎2 を推定し、つぎ
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に、 𝜎2 が与えられた条件下で、𝜏 と 𝑎 と 𝜂 を決定する。観測画像 𝑦𝑖 のノイズ分散 𝜎𝑖
2 

は、Helix が存在しないと仮定した領域（マスク領域外）の画素値の分散として与えられ

る。これは式 (19) の尤度の最尤推定によって得られる。 

エッジ変数 𝜂 は、𝑎 が更新されるたびに MAP 推定により求める。エッジ変数 𝜂 は、バ

イナリ変数なので、式 (20) の (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
2
 と 𝜆 を比較し事後確率が大きくなる方を選択す

る。具体的には、(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
2
≥ 𝜆 のときは 𝜂𝑖𝑗 = 0 とし、それ以外は 𝜂𝑖𝑗 = 1 とする。 

3.2.10 二段階 EMアルゴリズム 

{𝜏, 𝑎} の最適化は、2 段階 (2 Phase) の EM アルゴリズムによって実施する。両方の Phase

ともに、𝜏 は E ステップで最適化され、𝑎 は M ステップで最適化される。さらに、両方の

Phase で、バイナリ変数 𝑜 の周辺分布は Bernoulli 分布とする。しかし、残りの潜在変数の

分布は、潜在変数 𝑧 が観測過程へ複雑に依存しているため、よく知られているパラメトリ

ックな分布で表現することが困難である。ただし、𝑧 の事後確率を正確に表現することは

できないが、𝑞(𝑧) はいくつかの望ましい特性を満たす必要がある。最適化の開始時には、

𝑧 がどのような値をとるのが妥当であるか未知のため、𝑞(𝑧) は多峰性 (multi-modal) 分布28

をとるべきである。しかし、最適化が進むにつれて不確実性は徐々に減少するため、𝑞(𝑧) 

は単峰性 (uni-modal) 分布29に近づくはずである。そこで、第 1 Phase では、𝑞(𝑧)は 𝑧 を荒

く離散化した Categorical 分布として、 

𝑞1 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)
) = ∑ 𝜏𝑖𝑗

(1)𝛿(𝑧𝑖 − Δ𝑧𝑗)

𝑁(1)

𝑗=1

 (33) 

のように表す。ここで、𝑁(1) はビンの数、Δ𝑧𝑗 は 𝑗 番目のビンの中心を表す。𝑧 を荒く推

定した後、第 2 Phase に切り替えて解を絞り込む。多次元空間の細かい離散化は、𝑁(1) を

指数関数的に増加させるので、第 2 Phase では 𝑞(𝑧) に関してパラメトリック分布 𝑞(𝑧; 𝜏) 

を仮定し、そのパラメータ 𝜏 を最適化する。さらに、下界の最適化を容易にするため、式 

                                                      
28  多峰性とは分布の山が複数あることを指す 
29  単峰性とは分布の山が１つであることを指す 
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(34) のように、平均場近似を使用する。つまり、𝑞(𝑧) は変数ごとに独立であると仮定す

る。 

𝑞(𝑧) = 𝑞(𝜔)𝑞(𝑑)𝑞(𝑜)𝑞(𝑠) (34) 

さらに、分布 𝑞(𝑧) の各成分 𝑞(𝜔) と 𝑞(𝑑) および 𝑞(𝑠) をガウス分布のような単純な単峰性

の分布で制限し、平均と分散の初期推定値には第 1 Phase で得られた推定値を設定する。 

3.2.11 Eステップ 

第 1 Phase において 𝑞(𝑧; 𝜏) が Categorical 分布 𝑞1(𝑧|𝜏
(1)) で表される場合、𝜏(1) に対する

周辺対数尤度の最大化の解析解は、 

𝑞1(𝑧𝑖 = Δ𝑧𝑘|𝑦𝑖 , 𝜃) =
𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 = Δ𝑧𝑘 , 𝜃)

∑ 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 = Δ𝑧𝑗, 𝜃)
𝑁(1)
𝑗=1

 (35) 

のように書ける。この解析解を 𝜏(1) に関する下界の最大化の近似解として使用する。 

第 2 Phase では、𝜏(2) に関する下界の最大化は勾配降下法によって実施する。下界の 

𝜏(2) に関する勾配 𝛻
𝜏𝑖
(2)𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)) , 𝜃) は、式 (32) を 𝜏(2) に関して偏微分すると、 

𝛻
𝜏𝑖
(2)𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)) , 𝜃) = ∫𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2))𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) 𝑑𝑧𝑖 (36) 

𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)
) =

𝜕 log 𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2))

𝜕𝜏𝑖
(2)

(log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖, 𝜃) + log 𝑝(𝑧𝑖) + log 𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2))) (37) 

のようになる30。 

                                                      
30  下界の勾配の導出は付録 E 下界の勾配の導出を参照のこと 
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式 (36) の勾配 𝛻
𝜏𝑖
(2)𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) , 𝜃) の積分を解析的に解くことは困難である。解析的

に解くことが困難な場合、モンテカルロ法によって積分を近似する方法が考えられる。し

かし、勾配 𝛻
𝜏𝑖
(2)𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)) , 𝜃) の近似精度を向上させるためには、確率分布から生成す

る変数の数が多く必要になる。さらに、勾配 𝛻
𝜏𝑖
(2)𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) , 𝜃) の計算は、観測画像数 

𝑀 と潜在変数 𝑧𝑖 のパラメータである 𝜏𝑖 の数の積だけ実施する必要がある。そのため、計

算量が非常に多くなる。そこで、式 (36) の積分は、解析的に計算可能な期待値、すなわち 

𝑧 の線形関数 𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)
) の 𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) に関する期待値によって近似する。具体的には、式 

(37) の𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)) を 

𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)) ≈ 𝐴

𝜏𝑖
(2)𝑧𝑖 + 𝑏𝜏𝑖

(2) (38) 

のように、超平面31で近似する。ここで、𝐴
𝜏𝑖
(2)  と 𝑏

𝜏𝑖
(2) は超平面の係数である。線形関数に

関しては、𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)
) 以外の被積分関数 𝐺 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) を、𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(2)
) の平均 𝜇 から 

𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)
) の標準偏差 𝜎 だけ離れたいくつかの標本点 𝑧𝑖 すなわち 𝜇 ± 𝜎 で評価し、超平

面の係数を推定する32。線形関数が推定された後、式 (36) は線形関数とガウス分布の積よ

り解析的に計算できる。このとき、𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)
) のガウス分布のパラメータのうち、平均パ

ラメータのみを勾配法によって推定し、標準偏差パラメータは最適化が進むにつれて初期

値から線形的に減少させる。 

3.2.12 Mステップ 

M ステップでは、𝑎 に対して最適化を行う。下界は 𝑎 に対して二次形式であるため、𝑎 

に関する最大化は解析的に解くことができる。しかしながら、𝑎 の次元が大きい場合、逆

行列の計算コストはそれに応じて高くなるため、実際には解析的に計算することが困難で

ある。 そこで、下界の 𝑎 に関する最大化には勾配降下法を用いる。 

                                                      
31 ２次元平面を n 次元へと一般化したもの 
32 超平面の係数は最小二乗法により推定する 
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第 1 Phase では、下界の 𝑎 に関する勾配は、計算コストを抑えながら、適切な近似解を

求めるために、Rao-Blackwellization [49][50][51]を使って、 

𝜕𝐹 (𝑞1 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)) , 𝜃)

𝜕𝑎
=∑𝐸

𝑞1(𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)
)
[𝐷𝑖(𝑧𝑖, 𝜃)] + 𝐽(𝑎, 𝜂)

𝑀

𝑖=1

 

≈∑(∑ 𝑞1 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)
)𝐷𝑖(𝑧𝑖, 𝜃) +

𝑇𝑖
𝑆(1)

∑𝐷(𝑧𝑖,𝑡, 𝜃)

𝑆(1)

𝑡=1𝑧𝑖∈Ω𝑖

)+ 𝐽(𝑎, 𝜂)

𝑀

𝑖=1

 

(39) 

𝑧𝑖,𝑡 ∼ 𝑞1\Ω𝑖 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)) (40) 

𝐷𝑖(𝑧𝑖, 𝜃) =
𝜕 log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖, 𝜃)

𝜕𝑎
=
1

𝜎𝑖
2 (𝐻𝑖 ∗ 𝑊(𝑧𝑖))

𝑇
(𝑦𝑖 −𝐻𝑖 ∗ 𝑊(𝑧𝑖)𝑎) (41) 

𝐽(𝑎, 𝜂) =
𝜕 log 𝑝(𝑎, 𝜂)

𝜕𝑎
 (42) 

𝑇𝑖 = ∑ 𝑞1(𝑧𝑖𝑗|𝜏𝑖
(1))

𝑧𝑖𝑗∈Ω𝑖
c

 (43) 

のように近似する。ここで、𝛺𝑖 は、Categorical 分布 𝑞1 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(1)) のうち最大値から大きい

順に K 番目までに対応する 𝑧𝑖 の集合を表し、𝛺𝑖
𝑐 は 𝛺𝑖 の補集合を表し、𝑞1\𝛺𝑖 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(1)) は

補集合 𝛺𝑖
𝑐 の Categorical 分布を表す。𝑆(1) は確率分布 𝑞1\𝛺𝑖 (𝑧𝑖|𝜏𝑖

(1)) に従って生成する潜

在変数 𝑧𝑖,𝑡 の数を表す33。 

第 2 Phase では、下界の 𝑎 に関する勾配は、モンテカルロ法 [47]を使って、 

𝜕𝐹 (𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)) , 𝜃)

𝜕𝑎
≈

1

𝑆(2)
∑𝐷(𝑧𝑖,𝑡 , 𝜃)

𝑆(2)

𝑡=1

+ 𝐽(𝑎, 𝜂) 
(44) 

 

𝑧𝑖,𝑡 ∼ 𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)) (45) 

のように近似する。ここで、𝑆(2) は確率分布 𝑞2 (𝑧𝑖|𝜏𝑖
(2)) に従って生成する潜在変数 𝑧𝑖,𝑡 の

数を表す。 

                                                      
33 確率の高い上位 K 番目までを計算し、残りはモンテカルロ法により近似する 
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最適化の擬似コードを以下に示す。 

Algorithm 1 𝜽 =HybridEM(𝜽𝟎) 

1: for t = 1 to N1 do 

2:         Obtain 𝝉𝒕
(𝟏)
≈ 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐚𝐱

𝝉(𝟏)
𝑭(𝒒𝟏(𝒛|𝝉

(𝟏)), 𝜽𝒕−𝟏) 

3:            Obtain 𝜽𝒕 ≈ 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐚𝐱
𝜽

𝑭(𝒒𝟏 (𝒛|𝝉𝒕
(𝟏)
) , 𝜽) by L-BFGS-B [52] with an approximate gradient 

Eq. (39) 

4: end for 

5: Set 𝝉𝟏
(𝟐) so as to 𝒒𝟐 (𝒛|𝝉𝟏

(𝟐), 𝜽𝑵𝟏) ≈ 𝒒𝟏 (𝒛|𝝉𝑵𝟏
(𝟏), 𝜽𝑵𝟏) 

6: for t = 1 to N2 do 

7:          Obtain 𝝉𝒕
(𝟐)
≈ 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐚𝐱

𝝉(𝟐)
𝑭(𝒒𝟐(𝒛|𝝉

(𝟐)), 𝜽𝑵𝟏+𝒕−𝟏) by gradient descent  

8:     Obtain 𝜽𝑵𝟏+𝒕 ≈ 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐚𝐱
𝜽

𝑭(𝒒𝟐 (𝒛|𝝉𝒕
(𝟐)
) , 𝜽)  by L-BFGS-B [52] with an approximate 

gradient Eq. (44) 

9: end for 

 

3.2.13 従来のアルゴリズムとの相違点 

本節では、提案手法の特徴をまとめる。RELION に代表される従来手法のほとんどにお

いて、３次元構造は剛体と想定されている。対して、提案手法では、式 (18) に示すよう

に、あらかじめ定義された基底関数の重み和で構成される３次元の Soft-Body Model を想

定した。そのため、Soft-Body Model では、実空間での観測過程をモデル化する必要があ

る。確率的観測モデル、式 (19) は、３次元構造の変形パラメータと投影パラメータ、すな

わち投影角とシフトが与えられた下で観測された投影像が、Soft-Body Model 自体からど

のように生成されるかを表している（図 12）。低 S/N 比における変形パラメータ、投影
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パラメータ推定の不確実性を考慮するために、それらを Prior として適用し、RELION な

どの最新の方法と同様に EM アルゴリズムを実施する。投影パラメータを正確に推定する

には、E ステップでの投影パラメータの事後確率の適切な表現と最適化が重要である。一

般的に事後確率は離散分布で表される。離散分布は多峰性 (multi-modal) 分布を表すことが

できるが、正確な推定のために細かい離散化を使用する場合には、非常に多くの計算を必

要とする。変形パラメータおよび投影パラメータの事後確率の正確な推定における計算負

荷を軽減するために、第 1 Phase で事後分布を離散分布と仮定し、第 2 Phase でさらに詳細

に推定するために連続的な単峰性 (uni-modal) 分布であるガウス分布を仮定する。提案手

法では、２つの異なる確率分布表現を用いた２段階の Hybrid EM アルゴリズムを採用す

る。両 Phase で、事後確率は周辺対数尤度と対数事前確率の和の下限式 (32) の最大化によ

って推定する。第 1 Phase の M ステップでは、効率的な計算のために Rao-Blackwellization

を使用する。 

 

図 12 Rigid-Body Model を使用した手法と Soft-Body Model を使用した提案手法の違いを示す。従来手法は３次

元構造が Rigid-Body であると仮定する。提案手法では、３次元構造は観測画像毎に変形していると仮定し、

その変形は Soft-Body Model により表現する。従来手法では一つの３次元構造から様々な投影方向、位置によ

る投影像を生成する。一方、提案手法では、様々な変形に対して様々な投影方向、位置による投影像を生成す

ることとなる。 

  

Conventional Method Proposed Method 

Projection 

Rigid-Body 

Model 
Soft-Body 

Model 
Soft-Body 

Model 
Soft-Body 

Model 

Projection Projection Projection 
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3.3 評価 

3.3.1 人工データによる評価 

3.3.1.1 ゼロ平均データセット 

提案した Soft-Body Model の有効性を評価するために、ランダムに変形した人工らせん

を用いて、提案手法とまっすぐならせん軸を仮定した Rigid-Body Model を用いた手法とを

比較した。性能を定量的に比較するために、人工らせん状フィラメントから生成された投

影画像をシミュレーションにより生成した [図 13 (a) と図 13 (b)]。 

 

 

図 13 実験に使用した人工 Helix とそのシミュレーション投影像 (a) 人工 Helix の３次元構造、(b) 人工 Helix の

断面図、(c)–(f) 異なる条件 A、B、C、D でのシミュレーション投影像、A: Weak ノイズ、Small デフォーカ

ス、B: Strong ノイズ、Small デフォーカス、C: Weak ノイズ、Large デフォーカス、D: Strong ノイズ、Large デ

フォーカス。Weak ノイズの平均 PSNR は 24.1 dB である。Strong ノイズの平均 PSNR は 9.6 dB である。 Small

デフォーカスは、700–2000 Å の間でランダムに設定した。Large デフォーカスは、3500–10000 Å の間でランダ

ムに設定した。(g)–(l) 6 つの異なる曲率の Helix の投影像の例。 オレンジ色の太い曲線は、モデルの変形した

らせん軸を表す。 下記の R は、太いオレンジの曲線上の複数の点で計算された平均曲率半径を表す。 

Soft-Body Model のより高い表現力は、提案手法の Rigid-Body Model に対する優位性を

保証するものではない。それは、Soft-Body Model では、画像内の Helix の変形を記述する

ために、各投影に対して追加の変数を計算する必要があるからである。 
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推定精度を評価するために、二つの画像間の再構成誤差を測定した。一つは観測によっ

て得られたもの（観測画像）であり、もう一つは推定された投影パラメータを用いて、推

定した変形３次元ボリュームから投影によって生成した画像である。評価は、2 つのレベ

ルのノイズと 2 つのレベルのデフォーカスを組み合わせた 4 つの異なる観察条件の下で実

施した [図 13 (c)–(l) を参照]。観測画像は、観測画像内に含まれる Helix の変形量にしたが

って 6 つのグループに分割した。すなわち 6 つの異なる最大曲率を用意し、Helix の変形

量を表す曲率は、0 からその最大曲率までの間でランダムに決定した。より正確に言う

と、変形パラメータ𝑠𝑖をゼロ平均一様分布 [−𝜎𝑠, 𝜎𝑠] に従って生成した。ここで、𝜎𝑠 ∈

{0, 0.5, 1, 3, 5, 7} である。各条件下で、200 枚の観測画像を推定に使用した。この推定を各

条件について 10 回実施した。この際、観測画像は推定施行毎に新たに生成した。再構成

誤差はピーク信号対雑音比 (peak signal-to-noise ratio 略して PSNR) を使って測定した。こ

こで、誤差は観察された投影像と、推定した変形パラメータを用いて変形した３次元構造

から投影した再投影像との間の差とした。さらに、３次元構造の断面の比較、すなわち観

測画像を生成するために用いた３次元モデルと再構成した３次元構造との間で断面の比較

を行った。 

図 14 に、Soft-Body Model（青）と Rigid-Body Model（緑）の PSNR を示した。図 15 に

は、推定した３次元構造のらせん軸に垂直な断面である。図 14 および図 15 の (A) および 

(C) に示すように、比較的ノイズが小さい場合、Soft-Body Model の PSNR はそれほど減少

していない。一方、Rigid-Body Model の PSNR はらせん軸の曲率が増加、すなわち変形が

大きくなるにつれて明らかに減少し、推定された３次元構造の断面はぼやけていた。最大

の変形が直線に対してそれほど明白な差が見られない小さな変形の場合でも、ぼけが明白

であることは注目に値する [図 13 (h)–(j) を参照]。RELION は、解析から非常に曲がったら

せんを除外することを勧めているが、彼らは 1/400 Å [42]を曲率の閾値として使ったと報

告している（この閾値は、柔軟な filament として知られている mitochondrial antiviral 

signaling and caspase activation and recruitment domain filament [53] に対する彼らの解析から

計算した）。この閾値は、今回の実験で使用した曲率、1/3043 Å、1/1525 Å、1/519 Å より

も大きい。細いフィラメントの曲率の識別は、図 5 に示すように、ノイズのため困難であ

り、観測画像に投影されたフィラメントのほとんどの曲率は、1/400 Å よりもさらに小さ

い（図 16 上段）。これは、正確な位置合わせが３次元構造の正確で高解像度の推定にと
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って重要であるという概念を支持する。しかし、図 14 および図 15 それぞれのパネル (B) 

および (D) に示すように、比較的大きなノイズの場合、Soft-Body Model と Rigid-Body 

Model の違いは減少する傾向にある。これはおそらく、ノイズの多い画像に対する変形お

よび投影パラメータの不正確な推定によるものであり、これは Soft-Body Model の柔軟性

に悪影響を及ぼす。そのような大きなデフォーカス条件下では、大きな変形がある場合、

両方のアルゴリズムで性能が低下した。ただし、PSNR は悪化したが、断面図を見ると、

Soft-Body Model によって得られた３次元構造は、Rigid-Body Model によって得られたもの

よりも鮮明であった。 

 

図 14 異なるレベルの変形、ノイズ、デフォーカスの条件で、観測された投影像と再構成された投影像間の

PSNR の箱ひげ図。横軸は曲率を表し、縦軸は PSNR を表す。青は Soft-Body Model の結果を表し、緑は Rigid-

Body Model の結果を表す。条件 A、B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。 
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R ∞ 3043Å 1525 Å 519 Å 325 Å 245Å 

(A) 

Soft 

      

(A) 

Rigid 

      

(B) 

Soft 

      

(B) 

Rigid 

      

(C) 

Soft 

      

(C) 

Rigid 

      

(D) 

Soft 

      

(D) 

Rigid 

      

図 15 推定３次元構造のらせん軸に垂直な面の断面図。10 回の推定で平均 PSNR に最も近い画像を示した。R

はデータセット中の最大曲率半径を表す。条件 A、B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。Rigid-Body 

Model の結果は、変形量が大きくなると断面図のボケも大きくなっている。一方、Soft-Body Model の結果は、

変形量が大きくなっても断面図がくっきりしている。ノイズが多い場合、2 つのアルゴリズムによる断面図の

視覚的差は減少している。これらの結果は、図 14 に示した PSNR の数値評価の傾向と断面図の視覚的傾向が

一致していることを示している。推定結果の全断面図は、付録 F 人工らせんデータセットによる評価結果を

参照のこと。 
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3.3.1.2 非ゼロ平均データセット 

つぎに、変形パラメータに課せられた仮定から外れた場合の推定の堅牢性を調査する。

確率モデルの事前確率では、らせん軸の way-point の位置、つまり変形パラメータは、ゼ

ロ平均ガウス分布に従うと想定した。先の実験ではゼロ平均一様分布を使用して変形パラ

メータを決定したが、変形パラメータの平均は prior の平均と同様に 0 であった。変形パ

ラメータのバイアスに対する堅牢性を確認するために、非ゼロ平均の一様分布に従って変

形パラメータを生成した。より正確に述べると、𝑠1 ∼ 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(−𝜎𝑠, 𝜎𝑠) + 2、𝑠2 ∼

𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(−𝜎𝑠, 𝜎𝑠) − 2、𝑠3 ∼ 𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(−𝜎𝑠, 𝜎𝑠) + 2 に従って変形パラメータ 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 をそ

れぞれ生成する。ここで、𝜎𝑠 は 𝜎𝑠 ∈ {0, 0.5, 1, 2, 3, 4} とした。変形パラメータのバイアス

としては、定数 +2,−2,+2 を加えた。図 16 は、バイアスなし（上）とバイアスあり

（下）のデータセットから計算された曲率のヒストグラムを示したものである。データセ

ット以外の実験条件は、前回と同様とした。図 17 は、バイアスされた変形パラメータで

生成された Helix の投影像の例を示したものである。 

 

 

図 16 ゼロ平均（上）と非ゼロ平均（下）の分布によって生成したデータセットから計算された曲率のヒスト

グラム: 横軸は曲率を表し、縦軸は正規化頻度を表す。タイトルに記載の数値は、データセット内の最大曲率

半径を表す。ゼロ平均は prior に課した仮定に即した分布になっているのに対し、非ゼロ平均は prior に課した

仮定したから逸脱した分布となっている。非ゼロ平均の分布によって生成したデータセットは、推定の堅牢性

を評価するために用いる。 
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図 17 実験に使用した人工 Helix のシミュレーション投影像: (a)–(f) 6 つの異なる曲率の非ゼロ平均分布のもと

で生成された変形を伴う Helix の投影像の例。オレンジ色の太い曲線はモデルの変形したらせん軸を表す。下

記の R は、太いオレンジの曲線上の複数の点で計算された平均曲率半径を表す。 

図 18 は Soft-Body Model（青）および Rigid-Body Model（緑）の PSNR、図 19 は推定３

次元構造のらせん軸に垂直な平面による断面図を表している。図 18 および図 19 パネル 

(A) および (C) に示されているように、比較的小さなノイズの場合、バイアス分布のすべ

てのレベルで Soft-Body Model の結果は Rigid-Body Model の結果よりも全体的に優れてい

る。図 18 および図 19 それぞれのパネル (B) および (D) に示すように、前回の実験の場合

と同様に、Soft-Body Model のアドバンテージは減少した。これらの結果は、事前の仮定

とは異なる非ゼロ平均一様分布の下で生成されたデータセットに対しても、提案手法が有

効であることを示している。 

 

図 18 異なるレベルの変形・ノイズ・デフォーカスの条件で、観測された投影像と再構成された投影像間の

PSNR の箱ひげ図。横軸は曲率を表し、縦軸は PSNR を表す。青は Soft-Body Model の結果を表し、緑は Rigid-

Body Model の結果を表す。データセットの変形は、図 16 に示した非ゼロ平均分布より決定した。条件 A、

B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。 
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R 719 Å 587Å 497 Å 384 Å 317 Å 272Å 
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図 19 推定３次元構造のらせん軸に垂直な面の断面図。10 回の推定で平均 PSNR に最も近い画像を示した。R

はデータセット中の最大曲率半径を表す。条件 A、B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。Rigid-Body 

Model の結果は、変形量によらず断面図のボケが大きい。一方、Soft-Body Model の結果は、変形量によらず断

面図がくっきりしている。ノイズが多い場合、2 つのアルゴリズムによる断面図の視覚的差は小さくなってい

る。これらの結果は、図 18 に示した PSNR の数値評価の傾向と断面図の視覚的傾向が一致していることを示

している。推定結果の全断面図は付録 F 人工らせんデータセットによる評価結果を参照のこと。 
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3.3.2 実データによる評価 

提案手法が実際の問題に対応できることを示すために、実際の cryo-TEM 画像を使用し

て３次元再構成を実施した。観測画像として、EMPIAR database [54]から入手できるデー

タセット、EMPIAR-10020 tobacco mosaic virus (TMV) [55]を使用した。３次元構造推定の

前に、以降に示す一般的な前処理を適用した。Motion Correction に Gatan 社 GATAN 

MICROSCOPY SUITE ソフトウェアの Image Alignment を使用し、得られた画像に対して

CTFFIND4 [34]を使ってデフォーカス量を推定した。その後、RELION [14]を使用して２次

元画像分類を実施した。その結果、粒子画像数は 1341 枚となり、これを使用して提案手

法の評価を実施した。３次元構造の初期モデルとして、単純な無情報円筒モデルを作製し

使用した。 

３次元再構成を行う前に、らせんパラメータである twist 𝛥𝜙と rise 𝛥𝜁 を決定する必要が

ある。そこで、らせんパラメータを決定するために、探索範囲 twist 22.00°–22.08°、rise 

1.39–1.48 Å で網羅的探索 (Grid Search) を実施した。探索範囲の中心には、He ら [42]の研

究を参考にして twist 22.04°および rise 1.45 Å を使用した。対数事後確率の下界、つまり式 

(32) が探索範囲内で最大となる twist と rise のペアを探索した。計算負荷を軽減するた

め、twist と rise の離散間隔が最初のステップでは、それぞれ 0.02°および 0.03 Å、2 番目の

ステップでは、それぞれ 0.01°および 0.01 Å とする２段階の網羅的探索を実施した。その

結果、推定らせんパラメータは、twist が 22.02°、rise が 1.43 Å であった。 

図 20 に、提案手法による３次元再構成の断面図を示した。図 20 の左側の画像は、提案

手法によって推定された３次元構造の断面図で、図 20 の右側の画像は、X 線結晶解析に

よる TMV (PDB ID: 2TMV [56]) の３次元構造の表面図である。図 21 は、TMV の観測画像

から推定した曲率のヒストグラムを示している。図 21 が示すように、TMV の曲率は非常

に小さくなっている。He らは TMV の最大曲率として 1/3378 Å を使用した34。曲率が

1/3378 Å 以下の観測画像は全体の 99.4％を占めていることから、推定結果は、He らの採

                                                      
34  このしきい値は、最大曲率 0.05 と画像サイズの 80%のマスクサイズから計算した 
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用した TMV があまり曲がらないという仮説は妥当なものであるということを示してい

る。 

Our method X-ray model 

  

図 20 TMV の再構成像と X-ray model。左: 提案手法による３次元再構成像の断面図、右: RCSB PDB [57] PDB 

ID: 2TMV の表面図 

 

図 21 提案手法によって推定された TMV の各観測画像の曲率のヒストグラム: 横軸は曲率を表し、縦軸は正規

化頻度を表す。He ら使用した TMV の最大曲率閾値の 1/3378 Å 以下の観測画像は全体の 99.4%であった。 
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3.4 まとめ 

本章では、変形によって起こる観測モデルと実際の現象の不一致に焦点を当てた。この

不一致を解消するためのアプローチとして、パラメトリックな Soft-Body Model を使用し

たベイズ推定に基づく３次元らせん再構成手法を提案し、その有効性を検証した。 

はじめに、人工３次元構造物から生成したデータセットを使用した評価を実施した。評

価用データセットに、変形量が６通り、ノイズ量とデフォーカス量の組み合わせで４通り

の合計２４通りのデータセットを使用することで、様々な角度から提案手法の効果を検証

した。評価は、PSNR を指標とした観測画像と投影像の再構成誤差による数値評価と、推

定した３次元構造の断面図による視覚的評価を実施した。 

数値評価によって、ノイズ量が小さいデータセットにおいて変形量が大きくなるほど、

変形に対応した Soft-Body Model を用いた手法と、変形に非対応の Rigid-Body Model を用

いた手法の性能差が増加することを示した。さらに、視覚的評価結果が、数値評価と同様

の傾向にあることを示した。一方、ノイズ量が大きいデータセットにおいては、ノイズ量

が小さい場合と比較して数値評価による性能差は減少するものの、視覚的評価結果には明

確に差があることを示した。加えて、RELION では極端に曲がった Helix を除外すること

を勧めており、その際の閾値である 1/400 Å 以下の変形が含まれるデータセットにおいて

も性能差があることを示した。これは、変形に対応することの重要性と有効性を支持する

ものである。さらに、変形に対して事前に課せられた仮定から外れた場合の推定の堅牢性

について、前述の数値評価と視覚的評価を実施し、Soft-Body Model を用いた手法の堅牢

性を示した。 

つぎに、EMPIAR database に登録されている TMV の cryo-TEM 画像を使用して、実環境

への適応性の評価を実施した。この際、らせんパラメータは網羅的探索により推定し、推

定されたらせんパラメータ及び３次元構造から、ノイズ量や CTF や観測画像数などの実

環境条件において適切に推定が行えることを示した。さらに、各観測画像に含まれる

Helix の変形量を推定し、ヒストグラムを求めたところ、従来 TMV の最大曲率として使用

されている閾値 1/3378 Å 以下の変形量と推定された観測画像数が全体の 99.4％であっ
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た。この結果は、TMV があまり曲がらないという仮説の妥当性を支持するものであっ

た。 

  



55 

 

第 4 章  

ベイズ最適化を用いたらせんパラメータ推定 

4.1 背景 

Helix の３次元再構成において、らせん対称性のメリットは、少数の観測画像によって

３次元構造の決定ができる点にある。このメリットは、Helix が持つ構造の特性によりも

たらされる。前章で述べたように、Helix はサブユニットと呼ばれる３次元構造と、らせ

んパラメータにより表現することが可能である。サブユニットは、らせん軸を中心とし

た、らせんパラメータによって規定されるらせん軌跡上に配置される。したがって、サブ

ユニットの３次元構造とらせんパラメータを推定することで、全体の構造が決定できる。

さらに、２次元画像から３次元構造を推定するには、あらゆる方向の投影像が必要となる

が、Helix の場合、１つの投影像中に様々な方向から投影されたサブユニットの投影像が

含まれるため、対称性を持たない生体高分子に比べて、少数の観測画像で３次元構造の決

定が可能となる。 

前述したように、Helix の３次元再構成の際に、らせんパラメータを推定することで、

らせん対称性の恩恵をより多く受けることが可能となる。らせんパラメータと３次元構造

の両方を推定するらせん再構成で、従来広く用いられている手法に Egelman らによって提

案された iterative helical real-space reconstruction (IHRSR) がある [22]。IHRSR は SPIDER 

[58]、RELION [42]、FREALIGN [39]、FREALIX [40]など多くのアルゴリズムで利用され

ている手法である。IHRSR では、３次元再構成とらせんパラメータ推定を交互に繰り返し

実施する。観測画像から３次元構造を推定し、推定した３次元構造かららせんパラメータ

を推定する。推定したらせんパラメータによって表現されるらせん対称性を、推定した３

次元構造に適用し、これを初期モデルとして、再度３次元構造を推定する。 
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IHRSR において、らせんパラメータは、３次元構造かららせん対称性に従って取得した

値の平均２乗誤差を用いて推定される。らせん対称性は、円筒座標系において 

𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) = 𝑉(𝑟, 𝜙 + 𝑛𝛥𝜙, 𝜁 + 𝑛𝛥𝜁) のように表される [21]。ここで、𝛥𝜙 と 𝛥𝜁 は、それぞ

れ、らせんパラメータの twist および rise を表し、𝑛は任意の整数を表す。らせん対称性の

式は、ある点 (𝑟, 𝜙, 𝜁) から、らせんパラメータに従って移動した点 (𝑟, 𝜙 + 𝛥𝜙, 𝜁 + 𝛥𝜁) の

３次元構造の値が同じになることを表している。例えば、推定したらせんパラメータの

twist を 𝛥𝜙∗、rise を 𝛥𝜁∗ としたとき、推定が正しければ、整数倍移動した点 (𝑟, 𝜙 +

𝑛𝛥𝜙∗, 𝜁 + 𝑛𝛥𝜁∗) の３次元構造 𝑉 の値はすべて同じ値になる。実際には、３次元構造 𝑉 に

はノイズが含まれるため、すべて同じ値にはならないが、平均２乗誤差は小さくなる。対

して、推定したらせんパラメータが正しくない場合、平均２乗誤差は大きくなる。IHRSR

では、この性質を利用し、らせんパラメータを徐々に変化させながら、その都度平均２乗

誤差を計算し、求めた平均２乗誤差を使って２次方程式でカーブフィッティング (Curve 

Fitting) を実施し、２次方程式が最小となるらせんパラメータを求める。 

IHRSR では、３次元再構成によって、与えられた観測画像を最もよく説明する３次元構

造を推定し、らせんパラメータ推定によって、与えられた３次元構造に最も適合するらせ

んパラメータを推定していることになる。このように、IHRSR は、３次元再構成の目的関

数と、らせんパラメータ推定の目的関数が異なる。統計的最適化手法を用いた３次元再構

成は、尤度や事後確率が目的関数になるのに対し、らせんパラメータ推定では平均２乗誤

差が目的関数となる。IHRSR では、３次元再構成の目的関数が向上するように推定３次元

構造を更新し、推定３次元構造を用いてらせんパラメータ推定の目的関数が向上するよう

にらせんパラメータを更新する。しかしながら、らせんパラメータ推定の目的関数を向上

するように更新したらせんパラメータ推定値が、３次元再構成の目的関数を向上させると

は限らない。このように、目的関数が異なる、つまり全体として一つの目的関数を最適化

していないことは、最適化の収束が保証されない可能性がある。本章では、この目的関数

の不統一に焦点を当てる。 

近年、機械学習の分野でベイズ最適化 [59]が注目されている。ベイズ最適化の目的は、

最適化したい関数 𝑓(𝑥) 自身は未知であるが、𝑓(𝑥) を評価して値を得ることができるとい

う条件下で、𝑓(𝑥) を最大化または最小化することにある。特に、𝑓(𝑥) の評価に時間がか
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かる場合や、𝑓(𝑥) の勾配が計算できない場合や、𝑓(𝑥) が非凸である場合に有効な手段と

言われている。例えば、一回一回の実験に時間がかかるような場合において、なるべく実

験回数を少なくしたいという場面でベイズ最適化は求められる。これは三次元構造とらせ

んパラメータを統一的枠組みによって最適化するために、３次元再構成によって得られた

目的関数の値に応じて、次に評価するらせんパラメータの値を決定したいという本章のニ

ーズとマッチする。さらに、従来手法の IHRSR が局所最適化である一方、ベイズ最適化

は大域最適化に分類され、本提案手法には局所解への収束が抑えられるというメリットも

ある (図 22)。そこで、本章ではベイズ最適化を用いて、３次元構造とらせんパラメータを

一つの目的関数によって最適化する手法を提案する。 

次節以降では、ベイズ最適化に関して簡単に述べた後に、提案手法に関して説明し、実

際の cryo-TEM 画像を使用した評価を示す。 

 

図 22 最適化では、目的関数 𝑓(𝑥) が最大（または最小）となる 𝑥 を求める。勾配法等の局所最適化は、𝑓(𝑥) 

が局所的に最大となる局所最大値 𝑥 を求める。一方、ベイズ最適化などの大域最適化は、探索空間中で 𝑓(𝑥) 

が最大となる大域最大値 𝑥 を求める。 

  

𝑓(𝑥) 

局所最大値 

(Local maxima) 

大域最大値 

(Global maxima) 

𝑥 
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4.2 ベイズ最適化 

本節では、ベイズ最適化に関して簡単に説明する。ベイズ最適化は、ガウス過程回帰 

[47][60]に基づき、未知の目的関数 𝑓(𝑥) を最大化する 𝑥 を求める手法である [式 (46)]。 

𝑥 = argmax
𝑥
𝑓(𝑥) (46) 

ガウス過程回帰は、ベイズ推定を用いて入力変数 𝑥 から出力変数 𝑦 への関数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

を推定するモデルの一つである [61]。ガウス過程回帰では、関数 𝑓(𝑥) の事前確率がガウ

ス過程に従うとし、𝑓(𝑥) の事後確率を求める。ガウス過程回帰によって事後確率は、期

待値と標準偏差の形で推定される。ガウス過程は以下のように定義される [62]。 

入力 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁 に対応する出力 𝑓 = (𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2),… , 𝑓(𝑥𝑁)) が平均 𝜇、𝑘(𝑥, 𝑥′) を要素

とする共分散行列 𝐾 のガウス分布に従うとき 𝑓 はガウス過程に従うという。 

𝑓 がガウス過程に従うとき、以下のように書く。 

𝑓(𝑥) ∼ 𝒢𝒫(𝜇(𝑥), 𝑘(𝑥, 𝑥′)) (47) 

多次元ガウス分布は平均と共分散行列によって、分布の形状が決まる。共分散行列の 𝑖 

行 𝑗 列目の要素は、𝑥𝑖 と 𝑥𝑗 の共分散を表している。ガウス過程において、共分散行列 𝐾 

の要素である 𝑘 はカーネル関数と呼ばれ 𝑥 の類似度を表す。カーネル関数は、様々なもの

が提案されている。例えば、Matérn52 カーネルは、 

𝑘(𝑥, 𝑥′) = (1 +
√5𝑟

𝜃
+
5𝑟2

3𝜃2
)exp (−

√5𝑟

𝜃
) (48) 

となる [60]。ここで、𝜃 はスケールパラメータを表し、𝑟 は |𝑥 − 𝑥′| を表す。 
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多次元ガウス分布において２つの変数間の共分散が大きいとき、２つの変数は似た値を

取りやすい。カーネル関数 𝑘(𝑥, 𝑥′) は 𝑥 の類似度を表し、変数 𝑥 と 𝑥′ が似た値のときに

大きな値になる。𝑓 がガウス過程に従うとき、共分散行列内の 𝑥 と 𝑥′ に関する共分散

𝑘(𝑥, 𝑥′) が大きくなると、出力 𝑓(𝑥) と 𝑓(𝑥′) も似た値をとることになる。つまり、ガウス

過程は 𝑥 が似ているときに、𝑦 も似ているというモデルを表現していると言える。さら

に、カーネル関数を変えることで、様々なガウス過程を定義することができる。 

観測データ 𝐷1:𝑛 = ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) = (𝑥1:𝑛, 𝑦1:𝑛) が与えられ、𝑓 が平均 0 の

ガウス過程から生成されているとしたとき、新しい入力 𝑥𝑛+1 に対する 𝑦𝑛+1 の事後確率 

𝑝(𝑦𝑛+1|𝐷1:𝑛, 𝑥𝑛+1) は式 (49) のように平均と共分散で表すことができる [62]。 

𝑝(𝑦𝑛+1|𝐷1:𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝒩(𝜇𝑛(𝑥𝑛+1), 𝜎𝑛
2(𝑥𝑛+1)) 

𝜇𝑛(𝑥𝑛+1) = 𝑘
𝑇𝐾−1𝑓𝑛 

𝜎𝑛
2(𝑥𝑛+1) = 𝑘(𝑥𝑛+1,𝑥𝑛+1) − 𝑘

𝑇𝐾−1𝑘 

𝑘 = [𝑘(𝑥𝑛+1, 𝑥1), 𝑘(𝑥𝑛+1, 𝑥2),… , 𝑘(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛)] 

(49) 

図 23 は事後確率と、平均および共分散の関係を説明するためのイメージ図である。事後

確率 𝑝(𝑦𝑛+1|𝐷1:𝑛, 𝑥𝑛+1) を計算することで、𝑥𝑛+1 における 𝑦𝑛+1 の期待値 𝜇𝑛(𝑥𝑛+1) と分散 

𝜎𝑛
2(𝑥𝑛+1) が得られる。 



60 

 

 

図 23 ガウス過程における事後確率の平均 𝜇(𝑥𝑖)、標準偏差 𝜎(𝑥𝑖) の関係を示す。青線は目的関数の事後確率の

平均を表し、標準偏差 𝜎(𝑥𝑖) は事後確率のばらつき、すなわち誤差を表す。目的関数の最大値付近で平均は大

きくなり、未評価の場所では標準偏差が大きくなる。 

ベイズ最適化は、目的関数の評価を行い、入力データと得られた出力データからガウス

過程回帰を用いて事後確率を推定する。推定した事後確率を用いて、次に評価すべき目的

関数の入力値を決定する。これを擬似コードにより記述すると以下のようになる。 

Algorithm 1 ベイズ最適化 [59] 

  1: for t = 1,2, … do 

  2:        Find 𝒙𝒕 by optimization the acquisition function over the GP 

  3:        Sample the objective function: 𝒚𝒕 = 𝒇(𝒙𝒕) + 𝝐𝒕 

  4:        Augment the data 𝑫𝟏:𝒕 = {𝑫𝟏:𝒕−𝟏, (𝒙𝒕, 𝒚𝒕)} and update the GP 

  5: end for 

𝑥1 𝑥2 𝑥3 

𝑥 

𝑦 

𝜇(𝑥1) 

𝜇(𝑥2) 

𝜇(𝑥3) 𝜎(𝑥1) 

𝜎(𝑥2) 

𝜎(𝑥3) 
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ベイズ最適化では、次に評価すべき目的関数の入力値は獲得関数を用いて決定する。ガ

ウス過程回帰による推定結果は、事後確率の平均 𝜇(𝑥) と標準偏差 𝜎(𝑥) で得られる。目的

関数の最大値付近では平均 𝜇(𝑥) が大きくなり、評価があまり行われていない箇所では標

準偏差 𝜎(𝑥) が大きくなる。この性質を利用して、獲得関数は事後確率の平均 𝜇(𝑥) と標準

偏差 𝜎(𝑥) の組み合わせで定義され、獲得関数が最大となる 𝑥 を次の評価の候補値 𝑥𝑛+1 と

する。獲得関数には様々なものが提案されており、例えば、Expected improvement [59]が

ある。Expected improvement は、 

𝐸𝐼(𝑥) = {
(𝜇(𝑥) − 𝑓(𝑥+))Φ(𝑍) + 𝜎(𝑥)𝜙(𝑍) 𝑖𝑓 𝜎(𝑥) > 0

0 𝑖𝑓 𝜎(𝑥) = 0
 

𝑍 =
𝜇(𝑥) − 𝑓(𝑥+)

𝜎(𝑥)
 

(50) 

のように定義される。ここで、𝑥+ はこれまで評価したなかで目的関数が最大となる 𝑥 を

表し、𝜙(𝑥) はガウス分布の確率密度関数、Φ(𝑥) はガウス分布の累積分布関数35を表す。 

4.3 アルゴリズム 

本提案手法は、前節で説明したベイズ最適化を用いて、３次元再構成によって得られる

目的関数の出力に従って、らせんパラメータである twist と rise を推定する。図 24 は、

IHRSR と提案手法の違いを示したものである。 

IHRSR では、３次元再構成により投影像から３次元構造の推定を行い、得られた３次元

構造 (Asymmetric 3D Volume) を使ってらせんパラメータの推定を行った後、推定したらせ

ん対称性を適用し、らせん対称性を有した３次元構造 (Helically Symmetric 3D Volume) を

出力する。一方、提案手法では３次元再構成により３次元構成の推定を行い、３次元構造

の目的関数の出力、尤度 (Likelihood)、を使用してベイズ最適化により、つぎに探索する

らせんパラメータを出力する。この処理を繰り返すことで、提案手法では、３次元再構成

とらせんパラメータ推定を尤度という一つの指標のもとに最適化する。 

                                                      
35 確率変数 𝑋 がある値𝑥以下になる確率を表す関数 𝐹(𝑥) を指す 
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図 24 IHRSR（上）と提案手法（下）の違いを示す。IHRSR では、3D Reconstruction により対称性を持たない

３次元構造 (Asymmetric 3D Volume) を推定する。つぎに、Estimate helical parameters & Impose helical symmetry

により Asymmetric 3D Volume から、らせんパラメータを推定し、推定したらせんパラメータに従うらせん対

称性を Asymmetric 3D Volume に課す。Estimate helical parameters & Impose helical symmetry より出力されたらせ

ん対称性をもった３次元構造 (Helically Symmetric 3D Volume) を初期モデルとして、再度 3D Reconstruction に

より３次元構造を推定する。一方、提案手法では、らせんパラメータ (Helical Parameters) に従い 3D 

Reconstruction によって３次元再構成を行う。つぎに、得られた尤度 (Likelihood)を使用して、つぎに評価する

らせんパラメータをベイズ最適化 (Bayesian Optimization) により決定する。 

4.3.1 ２段階探索 

ベイズ最適化を用いるメリットは、網羅的探索に比べて探索空間を効率よく調べること

ができる点にある。それでも、探索空間が広い場合は、探索に多くの時間を要する。そこ

で、探索を効率化するために、らせんパラメータの性質を利用した２段階の探索手法を用

いる。 

Helix の３次元構造は、らせんパラメータである twist と rise によって決定される。前述

のように、らせん対称性は、らせんパラメータによって、円柱座標系の任意の点 (𝑟, 𝜙, 𝜁) 

3D Reconstruction 
Estimate helical parameters  

& Impose helical symmetry 

3D Reconstruction Bayesian Optimization 

Likelihood 

Helical Parameters 

Asymmetric 3D Volume 

Helically Symmetric 3D Volume IHRSR 

Proposed method 
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で 𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) = 𝑉(𝑟, 𝜙 + 𝑛𝛥𝜙, 𝜁 + 𝑛𝛥𝜁) として表される。さらに、らせんが一周したときの

移動量は pitch と呼ばれ、pitch とらせんパラメータである twist と rise の間には、 

𝑝𝑖𝑡𝑐ℎ = 360 ×
𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡
 (51) 

の関係がある。図 25 は、pitch とらせんパラメータの関係を示した図である。 

式 (51) は、横軸を twist、縦軸を rise として探索空間を定義したとき、同じ pitch である

twist と rise は、式 (51) を満たす直線上に位置することを示している。そこで、２段階探

索では、まず第 1 Phase で pitch をベイズ最適化の下で推定する。第 2 Phase では、推定し

た pitch により決まる直線上のらせんパラメータ twist と rise をベイズ最適化の下で探索す

る。このように探索範囲を絞り込むことで、探索の効率化を行う。 

 

図 25 pitch とらせんパラメータ twist および rise の関係: らせんパラメータである twist と rise は、らせん対称性

を表現するための変数であり、らせん軸 (z 軸) 回りに twist だけ回転し、z 軸方向に rise だけ移動したときに同

じ値になることを表す。さらに、pitch はらせんが一周したときの移動量を表す。 
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図 26 ２段階探索: 図は探索空間を示したものである。横軸は twist、縦軸は rise を表す。はじめに、図中 1 の

直線上を探索し、つぎに、図中 2 の直線上を探索し、得られたそれぞれの推定値 𝑝1 と 𝑝2 の値 (𝛥𝜙1, 𝛥𝜁1) と 

(𝛥𝜙2, 𝛥𝜁2) から直線 𝑙 を求めて pitch を推定する。最後に、図中 3 の推定した pitch によって決まる直線 𝑙 上か

ら最適ならせんパラメータを探索する。 

図 26 は、２段階探索を説明するための図である。第 1 Phase の pitch の推定は、twist を

𝛥𝜙1 に固定したもとで rise を探索し、つぎに、twist を 𝛥𝜙2 に固定したもとで rise を探索

する。探索によって得られた推定値、点 𝑝1 (𝛥𝜙1, 𝛥𝜁1) と点 𝑝2 (𝛥𝜙2, 𝛥𝜁2) を結ぶ直線 𝑙 を

計算し、pitch を推定する。𝛥𝜙1 または 𝛥𝜙2 が正しい twist の値でないとき、rise が正しい

pitch と一致するように推定されることに関しては、のちの実験で示す。第 2 Phase では、

点 𝑝1 と点 𝑝2 を結ぶ直線上を探索する。推定した pitch 上の twist 𝛥𝜙 と rise 𝛥𝜁 は媒介変数 

𝑡 を用いて表現すると、 

𝛥𝜙 = 𝛥𝜙1 + 𝑡(𝛥𝜙2 − 𝛥𝜙1) 

𝛥𝜁 = 𝛥𝜁1 + 𝑡(𝛥𝜁2 − 𝛥𝜁1) 
(52) 

のように書ける。第 2 Phase では、媒介変数 𝑡 を目的関数の入力としてベイズ最適化を用

いてらせんパラメータを推定する。以下にアルゴリズムの疑似コードを示す。 

twist 𝛥𝜙 

rise 𝛥𝜁 

Search space 

1 

2 

3 

pitch=360
𝛥𝜁

𝛥𝜙
 

𝑝1 (Δ𝜙1, Δ𝜁1) 

𝑝2 (Δ𝜙2, Δ𝜁2) 
𝑙 
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Algorithm 2 𝜽 = 𝐇𝐞𝐥𝐢𝐜𝐚𝐥𝐑𝐞𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭𝐫𝐮𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧(𝜽𝟎, 𝚫𝝓𝟏, 𝚫𝝓𝟐) 

  1: for n = 1 to N do 

  2:        Get a next candidate of 𝛥𝑧𝑛 according to Bayesian Optimization based on 𝑆1:𝑛 

  3:        𝐿(𝑛) = 3D Reconstruction(𝛥𝜙1, 𝛥𝜁
(𝑛)), where 𝐿(𝑛) is likelihood. 

  4:        𝑆1:𝑛+1 = {𝑆1:𝑛, (𝛥𝜙1, 𝛥𝜁
(𝑛), 𝐿(𝑛))} 

  5: end for 

  6: Find the best rise 𝛥𝜁1 

  7: Clear 𝑆1:𝑛 

  8: for n = 1 to N do 

  9:        Get a next candidate of 𝛥𝜁𝑛 according to Bayesian Optimization based on 𝑆1:𝑛 

10:        𝐿(𝑛) = 3D Reconstruction(𝛥𝜙2, 𝛥𝜁
(𝑛)) 

11:        𝑆1:𝑛+1 = {𝑆1:𝑛, (𝛥𝜙2, 𝛥𝜁
(𝑛), 𝐿(𝑛))} 

12: end for 

13: Find the best rise 𝛥𝜁2 

14: Clear 𝑆1:𝑛 

15: for n = 1 to N do 

16:        Get a next candidate of 𝑡(𝑛) according to Bayesian Optimization based on 𝑆1:𝑛 

17:        𝛥𝜙(𝑛) = 𝛥𝜙1 + 𝑡
(𝑛)(𝛥𝜙2 − 𝛥𝜙1), 𝛥𝜁

(𝑛) = 𝛥𝜁1 + 𝑡
(𝑛)(𝛥𝜁2 − 𝛥𝜁1) 

18:        𝐿(𝑛) = 3D Reconstruction(𝛥𝜙(𝑛), 𝛥𝜁(𝑛)) 

19:        𝑆1:𝑛+1 = {𝑆1:𝑛, (𝑡
(𝑛), 𝐿(𝑛))} 

20: end for 

21: Find the best parameter 𝑡∗ 

22: 𝛥𝜙∗ = 𝛥𝜙1 + 𝑡
∗(𝛥𝜙2 − 𝛥𝜙1), 𝛥𝜁

∗ = 𝛥𝜁1 + 𝑡
∗(𝛥𝜁2 − 𝛥𝜁1) 

※灰色は第 1 phase を表し、黄色は第 2 phase を表す。 
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4.4 評価 

本節では、実際の cryo-TEM 画像を用いた提案手法の評価について述べる。本評価で

は、提案手法の３次元再構成に RELION を用いた。３次元再構成の目的関数には、

RELION から出力される対数尤度36を使用した。さらに、らせんパラメータを固定するた

め、RELION のらせんパラメータの探索範囲設定を 0 にした。ベイズ最適化に関しては、

様々なライブラリが提供されており、本評価では GpyOpt [63]を使用した。GpyOpt は、初

期値として、すでに得られている目的関数の入力と出力のペアを渡すことが可能である。

今回、探索の効率化を図るため、探索区間を粗くサンプリングして目的関数を評価し、得

た結果を初期値として使用した。カーネル関数は Matérn 52 を使用した。さらに、目的関

数の統一による効果を明確にするために、比較として同条件で RELION のみによる３次元

再構成も実施した。 

4.4.1 データセット 

実際の cryo-TEM 画像として、EMPIAR database [54]に登録されている、EMPIAR-10020 

tobacco mosaic virus (TMV) [55]と、EMPIAR-10019 VI 型分泌装置の VipA/VipB タンパク質 

[64]を用いた。表 1 はデータセットの特性を示したものである [42]。 

表 1 データセットの特性 

 TMV VipA/VipB 

EMDB entry 10020 10019 

Pixel Size 1.126 Å 1.0 Å 

Helical rise 1.41 Å 21.79 Å 

Helical twist 22.03° 29.41° 

Nr.asym.unit/box 30 2 

Point group symmetory C1 C6 

                                                      
36 対数尤度は、RELION より出力されるファイルである run_it#_model.star 内の_rlnLogLikelihood に記載されて

いる値を使用した。#は iteration 番号を表す。 
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4.4.2 前処理 

本節では、評価の前処理について述べる。TMV に関しては、EMPIAR database のエント

リーEMPIAR-10020 に登録されているデータが動画であるため、Gatan 社の GATAN 

MICROSCOPY SUITE ソフトウェアの Image Alignment 機能を使用して Motion Correction

を行った。つぎに、CTF Estimation では、Motion Correction 済みの画像に対して、

CTFFIND4 [34]を用いてデフォーカス量を推定した。粒子抽出は、電顕画像が少ないた

め、すべてマニュアルにより抽出した。抽出した粒子を２次元画像分類によりクラス分類

し、クラス平均像を評価することにより不要な粒子画像をグループごと除去した。粒子抽

出および２次元画像分類は RELION を用いた。最終的な粒子画像数は 1341 枚であった。 

VipA/VipB に関しては、EMPIAR database のエントリーEMPIAR-10019 に、Motion 

Correction 済みのデータが登録されているため Motion Correction は行わなかった。CTF 

Estimation は TMV 同様に CTFFIND4 によって実施した。粒子抽出は、撮影画像が多いた

め、まず数枚の画像を用いてマニュアルにより粒子を抽出した。つぎに、２次元画像分類

によって自動抽出用のテンプレートを作成し、作成したテンプレートを用いて自動抽出を

行った。自動抽出により抽出した粒子を２次元画像分類によりクラス分類し、クラス平均

像を評価することにより不要な粒子画像をグループごと除去した。粒子抽出および２次元

画像分類は、TMV と同様に RELION を使用した。最終的な粒子画像数は 7543 枚であっ

た。 

4.4.3 ３次元再構成 

本節では、３次元再構成に用いた RELION [35]のアルゴリズムに関して簡単に説明す

る。RELION では、周波数空間上で線形モデルを定義し、EM アルゴリズムを使用して正

規化尤度最適化 (Regularized likelihood optimization) を行う。E ステップにて、投影方向に

関する離散化された事後確率を計算し、M ステップでは、E ステップで計算した事後確率

を用いて３次元構造を推定する。E ステップと M ステップの更新式は、それぞれ 
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𝛤𝑖𝑘𝜙
(𝑛)
=

𝑃(𝑋𝑖|𝑘, 𝜙, Θ
(𝑛), 𝑦)𝑃(𝑘, 𝜙|Θ(𝑛), 𝑦)

∑ ∫ 𝑃(𝑋𝑖|𝑘
′, 𝜙′, Θ(𝑛), 𝑦)𝑃(𝑘′, 𝜙′|Θ(𝑛), 𝑦)𝑑𝜙′

𝜙′
𝐾
𝑘′=1

 (53) 

𝑉𝑘𝑙
(𝑛+1)

=

∑ ∫ Γ𝑖𝑘𝜙
(𝑛) ∑ 𝑃𝑙𝑗

𝜙𝑇 𝐶𝑇𝐹𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

𝜎𝑖𝑗
2 (𝑛)

𝑑𝜙
𝐽
𝑗=1𝜙

𝑁
𝑖=1

∑ ∫ Γ𝑖𝑘𝜙
(𝑛) ∑ 𝑃𝑙𝑗

𝜙𝑇 𝐶𝑇𝐹𝑖𝑗
2

𝜎𝑖𝑗
2 (𝑛)

𝑑𝜙𝐽
𝑗=1𝜙

𝑁
𝑖=1 +

1

𝑇𝜏𝑘𝑙
2 (𝑛)

 (54) 

のようになる。ここで、𝛤𝑖𝑘𝜙 は事後確率を表し、𝑉𝑘𝑙 は３次元構造のフーリエ変換を表

す。𝑋𝑖𝑗 は観測画像のフーリエ変換を表し、𝐶𝑇𝐹𝑖𝑗 はコントラスト伝達関数を表す。𝑖 は観

測画像の番号、𝑗 は２次元フーリエ変換の 𝑗 番目の要素を表し、𝑙 は３次元フーリエ変換の 

𝑙 番目の要素を表し、𝑘 は複数の３次元構造を識別するインデックスを表す。𝑃𝜙 は３次元

フーリエ変換から投影方向によって決まる平面を抽出する処理を表す。この処理は

Projection Slice Theorem により、投影像のフーリエ変換を得ることと等価である。𝜙 は投

影方向と画像の中心位置の変位を表す。𝜏 は信号の強度、𝜎 はノイズの強度を表す。𝑛 は

iteration の番号を表す。𝑃(𝑋𝑖|𝑘, 𝜙, Θ
(𝑛), 𝑦) は尤度を表す。式 (54) の分母の 

1

𝑇𝜏𝑘𝑙
2 (𝑛)

 は正則化

項を表し、T は正則化の強度を制御するためのパラメータを表す。 

4.4.4 尤度のばらつき 

ベイズ最適化では、目的関数の入力と得られた出力から、次に評価する目的関数の入力

値を決定する。本評価では、RELION により出力される対数尤度を目的関数の出力として

使用する。しかしながら、RELION により出力される対数尤度の値は、ばらつきが大き

く、効率よく探索することが困難であった。探索が困難な要因は、対数尤度のばらつきが

大きい場合、ベイズ最適化が利用している事前知識である目的関数はなめらかにつながっ

ている、つまり入力が近い値は出力も近い値になる、というものから極端に逸脱するため

と考えられる。 

そこで、RELION の正則化項のパラメータである式 (54) の T と対数尤度のばらつきに関

して調査を行った。パラメータ T によって、正則化の強度を制御することができる。T の

値が小さいほど、正則化の強度は強くなり、逆に T の値を大きくすると、正則化の強度は
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弱くなる。通常、３次元構造分類や精密化を行うときは、T の値を 4 に設定することが推

奨されている [35]。 

調査では、らせんパラメータを固定し、T の値が 0.1、0.5、1.0、2.0、4.0、10.0 毎に３

次元構造分類を 15 回実行し対数尤度を取得した。図 27 は T の値と対数尤度の標準偏差の

結果を示したものである。図 27 から T が大きくなるほど標準偏差が大きくなることがわ

かる。図 28 は、T の値ごとに３次元再構成により推定された３次元構造の断面図であ

る。T の値をある程度小さくしても３次元構造が推定されていることがわかる。 

 

図 27 パラメータ T を横軸に対数尤度の標準偏差を縦軸にプロットした。実線（オレンジ）は、TMV の実際の

らせんパラメータに近い値である twist が 22.00°かつ rise が 1.40 Å に固定したときの結果を表す。実線（青）

は、TMV の実際のらせんパラメータから外れた値である twist が 21.00°かつ rise が 1.75 Å に固定したときの結

果である。図は T の値が大きくなるほど、すなわち正則化の強度が弱くなるほど標準偏差が大きくなること

を示している。 

パラメータ T の値を大きくした場合、正則化の強度が弱くなり、観測データにより強く

従うように３次元構造の推定が行われる。しかし、正則化の強度が弱まるとノイズの影響

も受けやすくなり、対数尤度の標準偏差が大きくなったと考えられる。対して、T の値を

小さくした場合、正則化の強度が強くなり、正則化項の影響がより大きくなる。式 (54) の

正則化項は平滑化の役割を果たすため、得られる３次元構造はなめらかになる。このと

き、ノイズによる影響を受けづらくなり、毎回安定した３次元構造が推定され、結果とし
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て対数尤度の標準偏差が小さくなったと考えられる。今回、T の値には、３次元再構成で

構造が推定されかつ、標準偏差が小さくなる 0.5 を採用した。 

T=0.1 T=0.5 T=1.0 

   

T=2.0 T=4.0 T=10.0 

   

図 28 パラメータ T と推定された３次元構造の断面図を示す。パラメータ T は正則化の強度を表し、断面図は

正則化の強度を強くすると、構造がよりなめらかになることを示している。T が 0.1 のときは、図 27 に示した

ように標準偏差は小さくなるが、構造がなめらかになり過ぎていることがわかる。 

4.4.5 評価結果 

本節では、cryo-TEM 画像を使用した評価結果を示す。らせんパラメータの探索範囲

は、TMV では twist は 21.0°–24.0°かつ rise は 1–2 Å とし、VipA/VipB では twist は 20.0°–

35.0°かつ rise は 10–30 Å とした。また、初期モデルは無情報円筒モデルを使用した。さら

に、pitch の値は正、つまりらせんは右巻きとした。右巻きのらせんと左巻きのらせんの

投影像は同じであり、右巻きか左巻きかは別の手法により決定する必要がある。そこで本

実験では、らせんの回転方向は右巻きに固定した。表 2 は推定結果を示したものである。

TMV のらせんパラメータ twist と rise の推定値は、それぞれ 22.03°と 1.40 Å であった。前

述した表 1 より TMV の実際のらせんパラメータは、twist が 22.03°、rise が 1.41 Å である

ことから、推定結果は妥当であることがわかる。VipA/VipB のらせんパラメータ twist と
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rise の推定値は、それぞれ 29.35°と 21.66 Å であった。VipA/VipB の実際のらせんパラメー

タは、twist が 29.41°、rise が 21.79 Å であることから、こちらも適切に推定できているこ

とがわかる。 

表 2 らせんパラメータ推定結果 

 
TMV VipA/VipB 

Estimation Ground Truth Estimation Ground Truth 

twist 22.03° 22.03° 29.35° 29.41° 

rise 1.40 Å 1.41 Å 21.66 Å 21.79 Å 

※Estimation は推定結果を表し、Ground Truth は正解値を表す。 

図 29 は第 1 Phase の推定推移を表したものであり、図 30 は第 2 Phase の推定推移を表し

たものである。図 29 の rise の推定値である実線（オレンジ）は、正解値である鎖線

（緑）に近づいており、正しく推定できていることを示している。さらに、図 29 の結果

は、正解値ではない twist のときでも、正しい pitch と一致するように rise が推定されるこ

とを示している。この理由としては、twist や rise が異なっていても pitch が同じであれ

ば、投影像の形状は似てくるが [図 31 (a)]、pitch が異なると投影像の形状も異なるため 

[図 31 (b)]、pitch が一致するように rise が推定されたのではないかと考えられる。図 30 の

rise の推定値である実線（オレンジ）と twist の推定値である実線（青）が、それぞれ、正

解値である鎖線（緑）と破線（緑）に近づいているため、適切に推定できていることを示

している。 

ここからは、評価結果に関してもう少し詳細に述べる。図 32 は、各データセットの探

索の様子を示したものであり、横軸が twist、縦軸が rise を表し、対数尤度の値をグレイス

ケールで表している。破線（緑）/ 鎖線（緑）/ 点線（緑）は、それぞれ twist/rise/pitch の

正解値を表し、実線（青）/ 実線（オレンジ）/ 実線（赤）は、それぞれ推定した

twist/rise/pitch を表している。図 32 (a) は、実線（赤）と点線（緑）がほとんど重なってお

り、TMV の pitch がうまく推定されていることを示している。VipA/VipB の評価では、図 

33 (b) に示すように、twist を 20.0°と固定した第 1 Phase の探索で、rise が 29.37 Å のときに

最大となった。しかし、らせんを右巻き、つまり pitch は正とした仮定と異なり、この場
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合は pitch が負となる。そこで、もう一つのピークである 15.0 Å を中心として 10.0–20.0 Å

の範囲で再度探索を行った。このときの推定値は、14.62 Å であった。最初の第 1 Phase の

探索で、rise が 29.37 Å で最大となったのは、twist を 20.0°と固定したときに正しい pitch

となる rise の値の 14.82 Å に対して、29.37 Å がほぼ２倍であることから、らせんが２周し

たところを検出したためと考えられる。10.0–20.0 Å の範囲で再度探索した結果である図 

32 (b) は、実線（赤）と点線（緑）がほとんど重なっており、VipA/VipB の pitch がうまく

推定されていることを示している。 

図 34 は、同じ探索範囲で、同じ初期モデルから RELION のみで３次元再構成したとき

の結果である。図 34 から、rise の推定値の実線（オレンジ）と twist の推定値の実線

（青）が、それぞれ、正解値の鎖線（緑）と破線（緑）に近づいておらず、らせんパラメ

ータがうまく推定できていないことを示している。この点に関しては He らの論文でも言

及されており [42]、彼らは別の手法により推定したらせんパラメータを使用してこの問題

に対処した。 

図 35 は、本提案手法と RELION のみで推定した３次元構造の断面図の比較である。さ

らに、比較のために PDB に登録されている原子モデルの表面図を記載した。図 35 の

TMV の結果を見ると、RELION のみの場合は、推定されたらせんパラメータが正しくな

いため、断面図中にサブユニットの繰り返し構造が見られない [図 35 (a) と (b)]。一方、

提案手法の場合は、断面図中にサブユニットの繰り返し構造が確認できる [図 35 (e) と 

(f)]。TMV の twist は 22.03°であり、原子モデルの表面図からもわかるようにサブユニット

は 360 度中に 16 回出現する [図 35 (i)]。提案手法の断面図 [図 35 (e) と (f)]でも 16 回のサ

ブユニットの繰り返しが確認できる。また、VipA/VipB の場合、twist は 29.41°であり、サ

ブユニットは 360 度中に 12 回出現する [図 35 (j)]。VipA/VipB の結果を見ると、RELION

のみの場合は、原子モデルの表面図で特徴的な 12 回の繰り返し構造は見られない [図 35 

(c) と (d)]。一方、提案手法では、この 12 回のサブユニットの繰り返しが確認できる [図 

35 (g) と (h)]。図 35 の断面図の比較結果が示すように、RELION のみの結果と比較して本

提案手法の方がより３次元構造を推定できていることがわかる。  
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TMV 

 

 

VipA/VipB 

 

 

図 29 第 1 Phase のらせんパラメータ推定推移: (a) と (b) は、それぞれ TMV の第 1 Phase の１番目と２番目の探

索結果を表し、(c) と (d) は、それぞれ VipA/VipB の第 1 Phase の１番目と２番目の探索結果を表す。グラフの

横軸は最適化回数 (iteration)、縦軸（左）は twist、縦軸（右）は rise を表す。ラベルが est. twist である実線

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 
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（青）とラベルが est. rise である実線（オレンジ）は、それぞれ twist と rise の推定値を表す。ラベルが g.t. 

twist である破線（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）は、それぞれ twist と rise の正解値を表す。さら

に、グラフ中の rise の正解値を表す鎖線（緑）の値は、twist を固定したときに pitch が正解値となる rise の値

とした。例えば、(a) のグラフの場合、鎖線（緑）の値は、twist が正解値とは異なる 21.0°とした際に、pitch

が正解値の 23.04 Å となる rise の値である 1.34 Å を表している。pitch の推定では、twist を固定し rise を探索す

るため、グラフ中の twist の推定値は固定値となる。 

TMV 

 

VipA/VipB 

 

図 30 第 2 Phase のらせんパラメータ推定推移: 上段 (a) は TMV の結果、下段 (b) は VipA/VipB の結果を表す。

グラフの横軸は最適化回数 (iteration)、縦軸（左）は twist、縦軸（右）は rise を表す。ラベルが est. twist であ

る実線（青）とラベルが est. rise である実線（オレンジ）は、それぞれ twist と rise の推定値を表す。ラベルが

g.t. twist である破線（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）は、それぞれ twist と rise の正解値を表す。 

(a) 

(b) 



75 

 

 

図 31 上段 (a) は twist と rise は異なるが pitch が同じ場合、下段 (b) は twist と rise と pitch が異なる場合の３次

元構造のイメージ図である。𝑃1 と 𝑃2 は pitch を表している。上段 (a) の pitch が同じ場合は、twist と rise が異

なるため一周期中のサブユニットの数が異なる。そんな中、観測画像をうまく説明するために、投影像の輪郭

が似た形状になるように３次元構造が推定されると考えられる。一方、下段 (b) の twist と rise と pitch が異な

る場合は、pitch が異なるため投影像の輪郭を似せるように３次元構造を推定することができない。これによ

り、twist を正解値とは異なる値で固定した状態で、rise を探索した場合でも、pitch の推定が可能になったと考

えられる。 

  

𝑃1 P2 

P1 

𝑃2 

𝑃1 = 𝑃2 

𝑃1 ≠ 𝑃2 

subunit 

(a) 

(b) 
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TMV 

 

VipA/VipB 

 

図 32 図は２次元探索空間に、第 1 Phase と第 2 Phase の探索結果を散布図として示したものである。上段 (a) 

は TMV の結果、下段 (b) は VipA/VipB の結果を表す。グラフの横軸は twist を表し、縦軸は rise を表す。各点

は探索したらせんパラメータの値を座標位置で、推定結果として得られた対数尤度を濃度で表したものであ

る。ラベルが est. twist である実線（青）とラベルが est. rise である実線（オレンジ）とラベルが est. pitch であ

る実線（赤）は、それぞれ twist と rise と pitch の推定結果を表す。ラベルが g.t. twist である破線（緑）とラベ

ルが g.t. rise である鎖線（緑）とラベルが g.t. pitch である点線（緑）は、それぞれ twist と rise と pitch の正解

値を表す。最終的ならせんパラメータの推定値である実線（青）と実線（オレンジ）の交点は、TMV の場

合、twist が 22.03°および rise が 1.40 Å、VipA/VipB の場合、twist が 29.35°および rise が 21.66 Å であった。  

(a) 

(b) 
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VipA/VipB 

 

 

 

図 33 VipA/VipB において rise の探索範囲を 10.0–30.0 Å にしたときの第 1 Phase の推定結果: (a) は２次元探索

空間に、第 1 Phase の探索結果を散布図として示したものである。グラフの横軸は twist を表し、縦軸は rise を

表す。各点は探索したらせんパラメータの値を座標位置で、推定結果として得られた対数尤度を濃度で表した

ものである。ラベルが est. pitch である実線（赤）は推定値、ラベルが g.t. pitch である点線（緑）は正解値を表

す。(b) は、第 1 Phase の１番目の探索である twist を 20.0°に固定して rise を探索したときの結果で、(c) は、第

1 Phase の２番目の探索である twist を 35.0°に固定して rise を探索したときの結果である。グラフの横軸は最適

化回数 (iteration)、縦軸（左）は twist、縦軸（右）は rise を表す。ラベルが est. twist である実線（青）とラベ

(a) 

(b) 

(c) 
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ルが est. rise である実線（オレンジ）は、それぞれ twist と rise の推定値を表す。ラベルが g.t. twist である破線

（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）は、それぞれ twist と rise の正解値を表す。(b) の twist を 20.0°と固

定した第 1 Phase の探索で、rise の推定結果を表す実線（オレンジ）と rise の正解値を表す鎖線（緑）が離れて

おり、うまく推定できていないことがわかる。このときの rise の推定値は 29.37 Å であった。twist を 20.0°と

固定したとき、正しい pitch となる鎖線（緑）の rise の値は、14.82 Å であり、推定結果である実線（オレン

ジ）の 29.37 Å は、14.82 Å の２倍である 29.64 Å とほぼ等しいことから、らせんが２周したところを検出した

ためと考えられる。 

TMV 

 

VipA/VipB 

 

図 34 RELION のみを使用した３次元構造分類によるらせんパラメータ推定の結果: 上段 (a) は TMV の結果、

下段 (b) は VipA/VipB の結果を表す。グラフの横軸は最適化回数 (iteration)、縦軸（左）は twist、縦軸（右）

は rise を表す。ラベルが est. twist である実線（青）とラベルが est. rise である実線（オレンジ）は、それぞれ

twist と rise の推定値を表す。ラベルが g.t. twist である破線（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）は、そ

れぞれ twist と rise の正解値を表す。最終的ならせんパラメータの推定値は、TMV の場合、twist が 22.75°お

よび rise が 1.46 Å、 VipA/VipB の場合、twist が 20.38°および rise が 29.37 Å であった。 

  

(a) 

(b) 
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TMV 

RELION のみ 提案手法 ３D Model 

   

  

 

VipA/VipB 

RELION のみ 提案手法 ３D Model 

   

  

 

図 35 ３次元構造断面図: 上は TMV の結果を表し、下は VipA/VipB の結果を表す。左側 (a)–(d) が RELION の

みによって推定された３次元構造の異なる２箇所の断面図、中央 (e)–(h) は提案手法によって推定された３次

元構造の異なる２箇所の断面図、右側 (i)–(j) は PDB に登録されている原子モデル、TMV は PDB ID: 2TMV、

VipA/VipB は PDB ID: 3J9G の表面図である。360 度内のサブユニットの数は、TMV で約 16 個、VipA/VipB で

約 12 個となる。VipA/VipB の場合、pitch が 266.7 Å と TMV の 23.0 Å に比べて大きいため、(g) の偶数番目の

突起は小さいが、(h) の断面図では偶数番目の突起が確認できる。 
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4.4.6 計算量の削減 

本提案手法の問題の一つに、計算量の多さが挙げられる。本提案手法では、らせんパラ

メータを固定して３次元再構成を行い、そこから得られた対数尤度をもとに次の探索候補

を決定する。これは、３次元再構成を複数回実施することとなり計算量増加の要因とな

る。そこで、計算量削減のため、粒子画像数を減らした場合の堅牢性を評価した。TMV

の場合、先の実験で使用した粒子画像数は 1341 枚だった。そこから、粒子画像数が

200、400、600、800、1000 となるように、粒子画像をランダムに抽出した。粒子画像数

毎に評価を 3 回実行し、粒子画像は評価の度に毎回ランダムに抽出した。表 3 は、粒子画

像数毎の探索結果を示したものである。粒子画像数 800 および 1000 枚の場合は、らせん

パラメータが 3 回とも正しく推定された。一方、200、400、600 枚では、らせんパラメー

タが正しく推定されなかった。推定が正しく行えなかった原因は、第 1 Phase の pitch 推

定、すなわち第 2 Phase の探索領域となる直線の推定がうまく行えず、第 2 Phase の twist

と rise の探索領域の近傍に正解値がなかったためであった。これは、粒子画像数を減らし

たことで第 1 Phase の pitch 推定が不安定になったためと考えられる。図 36 は粒子数毎の

推定 pitch の結果を示した図である。図は、粒子画像数が 200、400、600 枚のとき、点線

の正解値に対して実線の推定値がずれていることを示している [図 36 (a)‒(c)]。しかし、

800 枚という粒子画像数でも、単粒子解析に用いられる標準的なシステムで容易に取り扱

える画像数であり、計算量の削減効果が得られる。 

表 3 画像枚数毎の探索結果 

画像数 
1 回目 2 回目 3 回目 

twist rise twist rise twist rise 

200 22.08° 1.37Å 23.00° 1.39 Å 23.00° 1.44 Å 

400 23.40° 1.61 Å 23.00° 1.55 Å 23.47° 1.59 Å 

600 23.00° 1.62 Å 23.44° 1.62 Å 24.00° 1.70 Å 

800 22.05° 1.39 Å 22.00° 1.43 Å 22.05° 1.41 Å 

1000 22.07° 1.38 Å 22.05° 1.39 Å 22.02° 1.38 Å 

※TMV の実際のらせんパラメータは、twist が 22.03°および rise が 1.41 Å である。 
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図 36 粒子数ごとの pitch の推定結果を示す。グラフは探索空間を表し、横軸は twist、縦軸は rise を表す。さら

に、探索空間中に推定した pitch が表す直線を示した。粒子画像数は (a) 200、(b) 400、(c) 600、(d) 800、(e) 

1000 とし、グラフタイトルに示した。評価は粒子画像数毎に 3 回実施した。ラベルが gt. pitch である点線

（青）は正解値を表す。ラベルが est.pitch1 / est.pitch2 / est.pitch3 の実線（オレンジ / 緑 / 赤）は、3 回の評価の

推定 pitch を表す。 

  

(a) (b) 

(c) (d) 

(e) 
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4.4.7 変形を考慮したHelixのための再構成アルゴリズムとの統合 

ここまでの評価では、提案手法の３次元再構成には RELION を用いた。本節では、前章

で提案した変形を考慮した Helix のための再構成アルゴリズムを３次元再構成のアルゴリ

ズムとして用いた評価を示す。前章の３次元再構成アルゴリズムでは、事後確率の下界を

最大化することで３次元構造の推定を行った。そこで、目的関数としては下界の値を使用

して、ベイズ最適化によってらせんパラメータの推定を行う。 

実データには、1341 枚の TMV 画像を用いた。図 37 は探索結果を示したものである。

図 37 (a) のグラフは、横軸が twist、縦軸が rise を表し、グレイスケールは下界の値を表し

ている。図 37 (b) のグラフは、第 2 Phase における推定の推移を表している。twist の推定

値は 22.02°、rise の推定値は 1.40 Å であった。前述した表 1 より TMV のらせんパラメー

タは、twist が 22.03°、rise が 1.41 Å であることから、らせんパラメータの推定がうまく行

えていることがわかる。この結果は、らせんパラメータを入力とし、何らかの目的関数に

従って最適化を実施するという条件を満たした３次元再構成手法であれば、本提案手法と

統合可能であることを示している。 
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図 37 上段 (a) は２次元探索空間に、第 1 Phase と第 2 Phase の探索結果を散布図として示したものである。グ

ラフの横軸は twist を表し、縦軸は rise を表す。各点は探索したらせんパラメータの値を座標位置で、推定結

果として得られた下界の値を濃度で表したものである。ラベルが est. twist である実線（青）とラベルが est. 

rise である実線（オレンジ）とラベルが est. pitch である実線（赤）は、それぞれ twist と rise と pitch の推定結

果を表し、ラベルが g.t. twist である破線（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）とラベルが g.t. pitch であ

る点線（緑）は、それぞれ twist と rise と pitch の正解値を表す。下段 (b) は、第 2 Phase のらせんパラメータ推

定推移を表す。グラフの横軸は最適化回数 (iteration) を表し、縦軸（左）は twist を表し、縦軸（右）は rise を

表す。ラベルが est. twist である実線（青）とラベルが est. rise である実線（オレンジ）は、それぞれ twist と

rise の推定値を表す。ラベルが g.t. twist である破線（緑）とラベルが g.t. rise である鎖線（緑）は、それぞれ

twist と rise の正解値を表す。 

 

 

 

(a) 

(b) 
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4.5 まとめ 

本章では、IHRSR が持つ目的関数の不統一という問題に焦点を当てた。この問題を解消

するためのアプローチとして、ベイズ最適化を用いたらせんパラメータの２段階探索によ

る３次元らせん再構成手法を提案し、その有効性を検証した。 

評価では、EMPIAR database に登録されている TMV と VipA/VipB の cryo-TEM 画像を用

いて、提案手法と RELION の比較を行った。評価に先立って、尤度のばらつきを抑制する

ために、正則化強度を制御するパラメータの値と尤度の標準偏差の関係を調査した。比較

評価では、TMV において提案手法のらせんパラメータの推定誤差は、twist が 0.00°で rise

が 0.01 Å であったのに対し、RELION では、twist が 0.72°で rise が 0.05 Å であった。同様

に、VipA/VipB において提案手法の推定誤差は、twist が 0.06°で rise が 0.13 Å であったの

に対し、RELION では、twist が 9.03°で rise が 7.58 Å であった。いずれにおいても、提案

手法では、らせんパラメータ推定が適切に行えることを示した。また、推定三次元構造の

断面の比較によって、提案手法が三次元構造を適切に推定していることを示した。 

さらに、計算コスト削減のため、粒子画像数を削減した場合の堅牢性について検証を行

った。評価結果によって、本評価に使用した TMV の場合、約 6 割の 800 枚に粒子画像数

を削減しても依然として推定が可能であることを示した。この結果は、仮に粒子画像数と

計算時間に比例の関係が存在する場合、すべての粒子画像 1341 枚を使用した場合と比較

して計算時間が約 6 割まで短縮されることを示している。 

加えて、前章で提案した変形を考慮した Helix のための３次元再構成アルゴリズムとの

統合可能性を検証した。TMV の cryo-TEM 画像を使用した評価において、らせんパラメー

タの推定誤差は twist が 0.01°で rise が 0.01 Å であり、統合した手法が適切に推定可能であ

ることを示した。 
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第 5 章  

結論 

5.1 変形を考慮したらせん再構成 

第３章では、RELION に代表される従来のアルゴリズムが、Projection Slice Theorem に

基づいた投影計算を使用することで、生体高分子を剛体と仮定して３次元構造を推定して

いることによる観測過程の不一致について説明した。この問題を解消するために、Helix

の変形を考慮したらせん再構成アルゴリズムの提案を行った。 

まず、変形を考慮するために、３次元構造の変形をパラメータにより表現する Soft-

Body Model を導入した。あらゆる変形を表現するためには多量のパラメータを必要とす

るが、観測画像の低 S/N 比や CTF によって推定が不安定となる要因になる。したがっ

て、単純な推定パラメータの増加は、必ずしも良い結果を保証するものではない。提案手

法の Soft-Body Model では、３次元構造の変形を座標の変形として捉えた。その際、Helix

の中心であるらせん軸の曲がりを３次 Spline で表現し、らせん軸の変形に応じて座標を変

化させることで、少数のパラメータで３次元構造の変形が表現可能であることを示した。 

変形を表現するパラメータは潜在変数として、投影方向や位置と共に観測画像毎にベイ

ズ推定される。一般的に、推定する潜在変数が増加すると、計算量は指数的に増加し、推

定を困難にする。そこで、推定の初期段階では離散的に粗く推定し、学習が進んだ段階で

詳細に推定する、Coarse-to-Fine な２段階の最適化手法を示した。 

通常、らせん再構成を行う際に、極端に曲がった Helix は除外することが推奨される。

評価によって、従来閾値として使用される最大曲率以下の変形が含まれる人工モデルによ

るデータセットにおいても、変形に対応した Soft-Body Model と変形に非対応である

Rigid-Body Model では性能差があることを、PSNR を用いた数値評価と推定３次元構造の



86 

 

断面による視覚的評価により明確にした。加えて、cryo-TEM 画像を使用した評価におい

て、提案手法が実環境に適用可能であることを示した。 

今後の課題としては、第３章では、らせん対称性が安定している場合について議論した

が、らせん対称性が不安定な、つまり局所的に変化している場合については改善の余地が

残されている。らせん対称性が不安定な生体高分子に対して、対称性を考慮せず粒子とし

て３次元構造を推定することは可能ではあるが、その場合、対称性の恩恵は受けられず、

より多くの観測画像が必要となる。らせん対称性の局所的な変化を定式化し、投影方向や

変形を表す潜在変数と同様に推定することで、提案手法の拡張が可能である。また、対称

性を持たない生体高分子の変形に関しても、変形をどのように効率よく表現するかという

課題を解決することによる、改善の可能性が残されている。 

5.2 cryo-TEMに対するベイズ最適化の適応 

第４章では、らせん再構成におけるらせん対称性のメリットを説明し、その恩恵を受け

るために、サブユニットの３次元構造に加えて、らせんパラメータを推定する必要がある

ことに触れた。さらに、らせんパラメータと３次元構造の両方を推定する従来広く使用さ

れている手法の IHRSR について言及した。しかし、従来手法である IHRSR は、らせんパ

ラメータの推定と３次元構造の推定が別々の目的関数により行われており、アルゴリズム

の収束性が保証されないという問題がある。第４章の研究の目的は、この目的関数の不統

一の解消にあり、らせんパラメータ推定と３次元再構成を統一的枠組みによって最適化す

るアルゴリズムを提案した。 

まず、統一した目的関数により最適化を行うために、ガウス過程回帰に基づいた未知の

目的関数を最適化する手法であるベイズ最適化を用いて、尤度を指標にしたらせんパラメ

ータと３次元構造を推定するアルゴリズムを示した。さらに、推定を効率化するために、

らせん対称性の性質を利用した２段階の探索手法を示した。 

評価では、実環境により得られた TMV と VipA/VipB の cryo-TEM 画像を用いて従来手

法と提案手法の比較を実施した。評価によって、２段階探索の有効性を示し、さらに、従
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来手法では推定が困難であった条件下においても、提案手法では適切に、３次元構造とら

せんパラメータの推定が可能であることを示した。 

今後の課題としては、計算量のさらなる抑制が挙げられる。提案手法はベイズ最適化を

用いており、探索に関しては逐次最適化を実施する。探索の並列化方法の課題を解決する

ことによって、さらなる計算効率向上が改善の余地として残されている。 

5.3 総括 

本研究の目的は、らせん構造の決定にあり、そのためのアルゴリズムに関して、観測モ

デルの不一致と、目的関数の不統一に焦点を当て研究を行った。らせん対称性をもつ生体

高分子には、細胞骨格フィラメント状アクチン、微小管、α-ヘリックス、および DNA ら

せんなどのタンパク質複合体がある。例えば、アルツハイマー病に関係するらせん構造を

持つタウフィラメント (tau filament) は、近年 cryo-TEM による構造解析結果が報告されて

いる [65]。また、パーキンソン病の患者の損傷した脳細胞には、α-シヌクレイン (alpha-

synuclein) と呼ばれるタンパク質の凝集体が含まれることが知られており、近年 cryo-TEM

を使用してα-シヌクレインがクラスターを形成しらせん構造となることが明らかにされ

た [66]。このように、神経科学分野において、らせん構造をもった生体高分子の cryo-

TEM による構造決定は重要な役割を担っている。しかしながら、フィラメントは、その

形状故に粒子に比べて、より変形しやすいと予想され、変形を考慮することは今後益々重

要になってくると考えている。 

本研究によって提案されたアルゴリズムの目的は、観測モデルの不一致や目的関数の不

統一の解消による性能向上であった。このとき、変形を効率よく表現する、計算を効率よ

く行う、探索を効率よく行う、というように効率化が鍵であった。cryo-TEM がより発展

していくためには、多くのユーザーによって使用されることが重要であるが、試料作製な

どの不確定要素が多く現時点ではトライアンドエラーを繰り返す必要がある。そのため、

効率的に３次元構造を決定するための自動化技術の研究は重要なトピックの一つである。

しかしながら、現状の cryo-TEM では、様々な場面でユーザーによる判断が求められ、そ

れにより結果が異なる可能性がある。本研究で提案したベイズ最適化を用いたパラメータ
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を推定する枠組みは、らせんパラメータの推定のみならず、他のパラメータに対しても有

効であり、本研究は今後の構造決定の自動化に寄与するものと考えている。 
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 付録 

A ３次 Spline曲線 

節点 (knot または way-point) の数が N+1 点、間隔が N 区間の３次 Spline 曲線は、 

𝑆𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) + 𝑐𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ 𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)

3
 (55) 

のように定義される。ここで、(𝑥𝑗, 𝑦𝑗) は節点を表し、(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗, 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗) は３次 Spline 曲線の係

数を表す。添字 𝑗 は節点の番号を表す。さらに、３次 Spline 曲線は、以下の 3 つの条件を

満たす。 

条件１: 曲線は節点を通る 

𝑆𝑗(𝑥𝑗) = 𝑦𝑗 (56) 

条件２: 区間と区間の間は滑らかにつながっている 

𝑆𝑗+1(𝑥𝑗+1) = 𝑆𝑗(𝑥𝑗+1) 

𝑆𝑗+1
′ (𝑥𝑗+1) = 𝑆𝑗

′(𝑥𝑗+1) 

𝑆𝑗+1
′′ (𝑥𝑗+1) = 𝑆𝑗

′′(𝑥𝑗+1) 

(57) 

条件３: 始点と終点の二次微分は 0 

𝑆0
′′(𝑥0) = 𝑠𝑁

′′(𝑥𝑁) = 0 (58) 

前述の 3 つの条件を満たすように、３次 Spline 曲線の係数を求める。 



98 

 

はじめに、３次 Spline 曲線の１次微分 𝑆𝑗
′(𝑥)と２次微分 𝑆𝑗

′′(𝑥) は以下のように書ける。 

𝑆𝑗
′(𝑥) = 𝑏𝑗 + 2𝑐𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) + 3𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)

2
 (59) 

𝑆𝑗
′′(𝑥) = 2𝑐𝑗 + 6𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) (60) 

条件１より以下の関係が成り立つ。 

𝑠𝑗(𝑥𝑗) = 𝑎𝑗 = 𝑦𝑗 

𝑠𝑗(𝑥𝑗+1) = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗) + 𝑐𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)
2
+ 𝑑𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)

3
= 𝑦𝑗+1 

(61) 

条件２より以下の関係が成り立つ。 

𝑠𝑗
′(𝑥𝑗) = 𝑏𝑗 

𝑠𝑗
′(𝑥𝑗+1) = 𝑏𝑗 + 2𝑐𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗) + 3𝑑𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)

2
= 𝑏𝑗+1 

𝑠𝑗
′′(𝑥𝑗) = 2𝑐𝑗 

𝑠𝑗
′′(𝑥𝑗+1) = 2𝑐𝑗 + 6𝑑𝑗(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗) = 2cj+1 

(62) 

条件３より以下の関係が成り立つ。 

𝑠0
′′(𝑥0) = 𝑐0 = 0 

𝑠𝑁
′′(𝑥𝑁) = 𝑐𝑁 = 0 

(63) 

式 (61)、式 (62)、式 (63) から 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗, 𝑑𝑗 は以下の式で求められる。 
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𝑎𝑗 = 𝑦𝑗 

𝑏𝑗 =
𝑎𝑗+1 − 𝑎𝑗

ℎ𝑗
−
𝑐𝑗+1 + 2𝑐𝑗

3
ℎ𝑗 

𝑑𝑗 =
𝑐𝑗+1 − 𝑐𝑗

3ℎ𝑗
 

ℎ𝑗 = 𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 

(64) 

さらに、𝑐𝑗 は、 

ℎ𝑗−1𝑐𝑗−1 + 2(ℎ𝑗−1 + ℎ𝑗)𝑐𝑗 + ℎ𝑗𝑐𝑗+1 =
3

ℎ𝑗
(𝑎𝑗+1 − 𝑎𝑗) −

3

ℎ𝑗−1
(𝑎𝑗 − 𝑎𝑗−1) (65) 

のように書けるので、求めた 𝑎𝑗 および ℎ𝑗 を用いて、以下の式より求めることができる。 

(

 
 
 

1 0 0 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0
ℎ0 2(ℎ0 + ℎ1) ℎ1 0 ⋯ ⋯ ⋯ 0

0 ℎ1 2(ℎ1 + ℎ2) ℎ2 ⋯ ⋯ ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ 0
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ℎ𝑛−2 2(ℎ𝑛−2 + ℎ𝑛−1) ℎ𝑛−1
0 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 1 )

 
 
 

(

  
 

𝑐0
𝑐1
𝑐2
⋮

𝑐𝑛−1
𝑐𝑛 )

  
 

=

(

 
 
 
 
 
 

0
3

ℎ1
(𝑎2 − 𝑎1) −

3

ℎ0
(𝑎1 − 𝑎0)

3

ℎ2
(𝑎3 − 𝑎2) −

3

ℎ1
(𝑎2 − 𝑎1)

⋮
3

ℎ𝑛−1
(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1) −

3

ℎ𝑛−2
(𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2)

0 )

 
 
 
 
 
 

 

(66) 
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B 基底関数 

本研究で提案した Soft-Body Model を使用した３次元再構成アルゴリズムでは、３次元

構造を基底関数によって、 

𝑉(𝑟, 𝜙, 𝜁) = ∑ 𝑎𝑗𝜓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡𝑗)

𝑗∈𝑁(𝑟,𝜙,𝜁)

 (67) 

のように表現する。ここで、𝜓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡𝑗) は 𝑡𝑗 に位置する基底関数を表し、𝑎𝑗 は重みを表

す。𝑁(𝑟, 𝜙, 𝜁) は、点 (𝑟, 𝜙, 𝜁) の近傍にある 8 つの基底関数のインデックス 𝑗 の集合を表

す。図 38 は、座標 (𝑟, 𝜙, 𝜁) の 8 近傍を図示したものである。図の例では、𝑡𝑗 は 𝑡0 =

(𝑟0, 𝜙00, 𝜁0), 𝑡1 = (𝑟0, 𝜙00, 𝜁1), 𝑡2 = (𝑟0, 𝜙01, 𝜁0), 𝑡3 = (𝑟0, 𝜙01, 𝜁1), 𝑡4 = (𝑟1, 𝜙10, 𝜁0), 𝑡5 =

(𝑟1, 𝜙10, 𝜁1), 𝑡6 = (𝑟1, 𝜙11, 𝜁0), 𝑡7 = (𝑟1, 𝜙11, 𝜁1) となる。 

 

図 38 ８近傍のイメージ図:丸（灰色）は、基底関数の位置をあらわし、丸（赤）は、座標 (𝑟, 𝜙, 𝜁) を表す。

(𝑟0, 𝜙00, 𝜁0), (𝑟0, 𝜙00, 𝜁1), (𝑟0, 𝜙01, 𝜁0), (𝑟0, 𝜙01, 𝜁1), (𝑟1, 𝜙10, 𝜁0), (𝑟1, 𝜙10, 𝜁1), (𝑟1, 𝜙11 , 𝜁0), (𝑟1, 𝜙11, 𝜁1)は 8 つの基底関

数の座標を表す。𝑎𝑖は基底関数の重みを表す。 
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(𝑟, 𝜙, 𝜁) の値は trilinear interpolation によって求める。trilinear interpolation は、１次元の

線形補間を、２次元に拡張した bilinear interpolation をさらに３次元に拡張した補間手法で

ある。図 39 は、１次元の線形補間のイメージ図である。 

 

図 39 線形補間のイメージ図: 丸（青）は、基底関数の位置 𝜙00 と 𝜙01 を表し、丸（オレンジ）は、補間点を

表す。𝑎0 と 𝑎2 は、基底関数の重みを表し、𝑣00 は補間によって得られた値を表す。 𝑣00 は線形補間により求

める。 

𝜙 に関して線形補間を行うと、𝑣00, 𝑣01, 𝑣10, 𝑣11 は以下のように書ける。 

𝑣00 = 𝑎0
(𝜙01 − 𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)
+ 𝑎2

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 − 𝜙00)
 

𝑣01 = 𝑎1
(𝜙01 − 𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)
+ 𝑎3

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 − 𝜙00)
 

𝑣10 = 𝑎4
(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 − 𝜙10)
+ 𝑎6

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 − 𝜙10)
 

𝑣11 = 𝑎5
(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 − 𝜙10)
+ 𝑎7

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 − 𝜙10)
 

(68) 

求めた 𝑣00, 𝑣01, 𝑣10, 𝑣11 を用いて、𝑟 に関して線形補間を行うと、𝑣0, 𝑣1 は以下のように

書ける。 

𝑣0 = 𝑣00
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)
+ 𝑣10

(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)
 

𝑣1 = 𝑣01
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)
+ 𝑣11

(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)
 

(69) 

求めた 𝑣0, 𝑣1 を用いて、𝜁 に関して線形補間を行うと 𝑣(𝑟, 𝜙, 𝜁) は以下のように書ける。 

𝜙00 𝜙01 

𝑎0 𝑎2 

𝜙 

𝑣00 
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𝑣(𝑟, 𝜙, 𝜁) = 𝑣0
(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
+ 𝑣1

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 (70) 

式 (70) に式 (68) と式 (69) を代入すると 𝑣(𝑟, 𝜙, 𝜁) は以下のように書ける。 

𝑣(𝑟, 𝜙, 𝜁) = 𝑎0
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙01 −𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
+ 𝑎2

(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 −𝜙00)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)

+ 𝑎4
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 − 𝜙10)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
+ 𝑎6

(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 −𝜙10)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)

+ 𝑎1
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙01 − 𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
+ 𝑎3

(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)

+ 𝑎5
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 − 𝜙10)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
+ 𝑎7

(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 −𝜙10)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

(71) 

式 (71) より基底関数 𝜓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡𝑗) は以下のようになる。 

𝜓0(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡0) =
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙01 − 𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓1(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡1) =
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙01 − 𝜙)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓2(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡2) =
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓3(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡3) =
(𝑟1 − 𝑟)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙00)

(𝜙01 − 𝜙00)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓4(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡4) =
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 −𝜙10)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓5(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡5) =
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙11 − 𝜙)

(𝜙11 − 𝜙10)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓6(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡6) =
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 − 𝜙10)

(𝜁1 − 𝜁)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

𝜓7(𝑟, 𝜙, 𝜁; 𝑡7) =
(𝑟 − 𝑟0)

(𝑟1 − 𝑟0)

(𝜙 − 𝜙10)

(𝜙11 − 𝜙10)

(𝜁 − 𝜁0)

(𝜁1 − 𝜁0)
 

(72) 
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C ３次 Spline曲線上の最短点の導出 

 

 

図 40 ３次 Spline 曲線上の最短点の導出: 𝑆(𝑥) は 3 次 Spline 曲線を表し、𝑠𝑖 は節点を表す。任意の点 𝑞 から３

次 Spline 曲線の接線に直交する点 𝑝 が最短点となる。𝑑 は点 𝑞 から曲線上の点 𝑝 までの距離を表す。 

３次 Spline 曲線の最短点はニュートン法により求める。ニュートン法は、方程式を漸化

式の反復処理により求める手法である。３次 Spline 曲線を 𝑦 = 𝑆(𝑥) とすると、点 𝑞 から

曲線上の点 𝑝 までの距離 𝑑 は下記のように書ける。 

𝑑 = √(𝑥 − 𝛼)2 + (𝑦 − 𝛽)2 = √(𝑥 − 𝛼)2 + (𝑆(𝑥) − 𝛽)2 (73) 

点 (𝛼, 𝛽) から曲線上の最も近い点（最短点）は、𝑑 の長さが最小になる点である。そこ

で、𝑑 を 𝑥 の関数とし、𝑑(𝑥) が最小となる 𝑥 を求めるための漸化式を導出する。𝑑(𝑥) が

最小となるとき 𝑑(𝑥)2 も最小となるので、𝐷(𝑥) = 𝑑(𝑥)2 とすると、 

𝑝 

𝑞 
(𝛼, 𝛽) 

(𝑥, 𝑦) 

s1 

s2 

s3 

𝑆(𝑥) 

𝑥 

𝑦 

𝑑 
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𝐷(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)2 + (𝑆(𝑥) − 𝛽)2 (74) 

のようになる。この 𝐷(𝑥) に関して最小化を行う。𝐷(𝑥) を 𝑥𝑛 のまわりで２次の項までテ

ーラー展開すると、 

𝐷(𝑥) ≈ 𝐷(𝑥n) + 𝐷
′(𝑥𝑛)(𝑥 − 𝑥𝑛) +

1

2
𝐷′′(𝑥𝑛)(𝑥 − 𝑥𝑛)

2 (75) 

のように書ける。𝐷(𝑥) の最小値は 𝐷′(𝑥) = 0 が成り立つので、式 (75) を 𝑥 に関して微分

すると、 

𝐷′(𝑥𝑛) + 𝐷
′′(𝑥𝑛)(𝑥 − 𝑥𝑛) = 0 (76) 

のようになる。式 (76) から 𝑥 の更新式は、 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝐷′(𝑥𝑛)

𝐷′′(𝑥𝑛)
 (77) 

のようになる。式 (74) から 𝐷(𝑥) の一次微分 𝐷′(𝑥) と二次微分 𝐷′′(𝑥) は、 

𝐷′(𝑥) = 2(𝑥 − 𝛼) + 2(𝑆(𝑥) − 𝛽𝑖)𝑆
′(𝑥)𝑆′(𝑥) (78) 

𝐷′′(𝑥) = 2 + 2𝑆′(𝑥)2 + 2(𝑆(𝑥) − 𝛽1)𝑆
′′(𝑥) (79) 

のように書ける。式 (77) に式 (78) と式 (79) を代入すると更新式は、 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝐷′(𝑥𝑛)

𝐷′′(𝑥𝑛)
= 𝑥𝑛 −

(𝑥𝑛 − 𝛼) + (𝑆(𝑥𝑛) − 𝛽𝑖)𝑆
′(𝑥𝑛)

1 + 𝑆′(𝑥𝑛)
2 + (𝑆(𝑥𝑛) − 𝛽𝑖)𝑆

′′(𝑥𝑛)
 (80) 
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のようになる。ここで、𝑆′(𝑥𝑛) と 𝑆′′(𝑥𝑛) に関しては、節点 𝑗 から 𝑗 + 1 までの区間の３次

Spline 曲線を 𝑆𝑗(𝑥) とすると、一次微分 𝑆𝑗
′(𝑥𝑛) と二次微分 𝑆𝑗

′′(𝑥𝑛) は、 

𝑆𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) + 𝑐𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ 𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)

3
 

𝑆𝑗
′(𝑥𝑛) = 𝑏𝑗 + 2𝑐𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) + 3𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗)

2
 

𝑆𝑗
′′(𝑥𝑛) = 2𝑐𝑗 + 6𝑑𝑗(𝑥 − 𝑥𝑗) 

(81) 

のように書ける。式 (81) を式 (80) に代入して、𝑥𝑛+1 を更新する。最終的に得られた最短

点 (𝑥∗, 𝑦∗) から、図 9 の ξ は √(𝑥∗ − 𝛼)2 + (𝑦∗ − 𝛽)2 と求められ、𝜁 は点 𝑠1 から点 𝑝 まで

距離として求める。点 𝑠1 から点 𝑝 まで距離は、区間をいくつかに分割し、分割した点ま

での直線距離の和で計算する。 
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D サブユニット空間への変換 

 

図 41 𝛽1 ≥ −
𝑃′

2
 のときのサブユニット空間への変換 

３次元空間上の点からサブユニット空間への変換について述べる。変換はサブユニット

を３次元空間上に敷き詰めたとき、求めたい点がどのサブユニットに含まれるかを計算

し、そこからサブユニット空間上の座標位置を求める。はじめに、円筒座標系の３次元空

𝜙𝑟 

ζ 

(ϕ1𝑟1, 𝜁1) 

α 

β 

P 

P′ 

C 

Q 

2πr1 

n = 0 

n = 1 

n = 2 

α1 β1 

β2 

β3 

𝛼3 β = −
P′

2
 

θ 
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間上の点を (𝑟1, 𝜙1, 𝜁1) とし、𝑟 = 𝑟1 の円周上の空間を 𝜙𝑟,𝜁 空間として図 41 のように定義

する。さらに、らせんパラメータ 𝛥𝜙 と 𝛥𝜁 によって決まる空間を 𝛼, 𝛽 と定義する。点 

(𝑟1, 𝜙1, 𝜁1) の 𝜙𝑟,𝜁 空間から 𝛼, 𝛽 空間への写像は、 

[
𝛼1
𝛽1
] = [

cos 𝜃 sin𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

] [
𝜙1𝑟1
𝜁1
] (82) 

のように書ける。ここで、𝜃 は 𝜃 = tan−1
𝛥𝜁

𝛥𝜙𝑟1
 とする。pitch 𝑃 はらせんパラメータの性質

より、 

𝑃 = 2𝜋
𝛥𝜁

𝛥𝜙
 (83) 

のように書ける。さらに、図中の 𝑃′、𝐶、Q は 𝑃′ = 𝑃 cos 𝜃、𝐶 =
2𝜋𝑟1

cos𝜃
、𝑄 =

√(𝛥𝜙𝑟1)
2 + 𝛥𝜁 と書ける。以降では、𝛽1 に関して場合分けをして、それぞれの変換式を求

める。 

(1) 𝛽1 ≥ −
𝑃′

2
 のとき 

サブユニット内の 𝛼, 𝛽 空間の 𝛽3 は以下のように計算される。 

𝛽3 = 𝛽2 − 𝑛𝑃
′ −
𝑃′

2
 (84) 

𝛽2 = 𝛽1 +
𝑃′

2
 (85) 

𝑛 = ⌊
𝛽2
𝑃′
⌋ (86) 

このとき ⌊𝑥⌋ は、𝑥 以下の最大の整数を表す。さらに、サブユニット内の 𝛼, 𝛽 空間の 𝛼3 

は以下のように計算される。 
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𝛼3 = 𝛼2 −𝑚𝑄 −
𝑄

2
+ 𝛽3 tan 𝜃 (87) 

𝛼2 = 𝑛𝐶 + 𝛼1 − 𝛽1 tan 𝜃 +
𝑄

2
 (88) 

𝑚 = ⌊
𝛼2
𝑄
⌋ (89) 

α3, 𝛽3 を、𝛼, 𝛽 空間から 𝜙𝑟,𝜁 空間へ変換すると以下のようになる。 

[
𝜙1
′ 𝑟1
𝜁1
′ ] = [

cos 𝜃 −sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

] [
𝛼3
𝛽3
] (90) 
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図 42 𝛽1 < −
𝑃′

2
 のときのサブユニット空間への変換 

(2) 𝛽1 < −
𝑃′

2
 のとき 

サブユニット内の 𝛼, 𝛽 空間の 𝛽3
′

 は以下のように計算される。 

𝛽3
′ = 𝛽2

′ − 𝑛′𝑃′ +
𝑃′

2
 (91) 

𝜙𝑟 

ζ 

β = −
P′

2
 

α′ 

β′ (ϕ1𝑟1, 𝜁1) 

α1
′  

β1
′  

β2
′  

n′ = 1 

n′ = 2 

β3
′  

α3
′  

P 
θ 

C 
Q 

𝛼4, 𝛽4 

P 

P cos 𝜃 

P′ 

n′ = 0 
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𝛽2
′ = 𝛽1

′ −
𝑃′

2
 (92) 

𝛽1
′ = −𝛽1 (93) 

𝑛′ = ⌊
𝛽2
′

𝑃′
⌋ (94) 

サブユニット内の 𝛼, 𝛽 空間の 𝛼3
′  は以下のように計算される。 

𝛼3
′ = 𝛼2

′ −𝑚′𝑄 −
𝑄

2
+ 𝛽3

′ tan 𝜃 (95) 

𝛼2
′ = 𝑛′𝐶 + 𝛼1

′ − 𝛽1
′ tan 𝜃 +

𝑄

2
 (96) 

𝛼1
′ = 𝐶 − 𝛼1 (97) 

𝑚′ = ⌊
𝛼2
′

𝑄
⌋ (98) 

𝛼3
′ , 𝛽3

′  から 𝛼4, 𝛽4 への変換は以下のように書ける。 

𝛼4 = −(𝛼3
′ − 𝑃 cos 𝜃) (99) 

𝛽4 = −(𝛽3
′ − 𝑃′) (100) 

𝛼4, 𝛽4 を、𝛼, 𝛽 空間から 𝜙𝑟,𝜁 空間へ変換すると以下のようになる。 

[
𝜙1
′ 𝑟1
𝜁1
′ ] = [

cos 𝜃 −sin𝜃
sin 𝜃 cos𝜃

] [
𝛼4
𝛽4
] (101) 

  



111 

 

E 下界の勾配の導出 

下界 𝐹(𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖), 𝜃) は、 

𝐹(𝑞(𝑧; 𝜏), 𝜃) =∑∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) 𝑑𝑧𝑖 +∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑝(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖

𝑀

𝑖=1

−∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) 𝑑𝑧𝑖 + log𝑝(𝜃) 

(102) 

のように書ける。下界を 𝑖 番目の観測画像の任意の確率分布のパラメータ 𝜏𝑖 で偏微分する

と、下界の勾配は、 

𝜕𝐹(𝑞(𝑧; 𝜏), 𝜃)

𝜕𝜏𝑖

= ∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)
𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) 𝑑𝑧𝑖 +∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑝(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖

−∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)
𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) 𝑑𝑧𝑖 −∫

𝜕

𝜕𝜏𝑖
𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)𝑑𝑧𝑖

= ∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)
𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑝(𝑦𝑖|𝑧𝑖 , 𝜃) 𝑑𝑧𝑖 +∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑝(𝑧𝑖) 𝑑𝑧𝑖

−∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)
𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖) 𝑑𝑧𝑖 

(103) 

のようになる。ここで、以下の関係を使用した。 

∫
𝜕

𝜕𝜏𝑖
𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)𝑑𝑧𝑖 =

𝜕

𝜕𝜏𝑖
∫𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)𝑑𝑧𝑖 = 0 (104) 

∂𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
= 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕 log 𝑞(𝑧𝑖; 𝜏𝑖)

𝜕𝜏𝑖
 (105) 
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F 人工らせんデータセットによる評価結果 

人工データを使った評価で得られた推定３次元構造の全断面図を示す。評価は条件毎に

10 回行った。さらに、ゼロ平均一様分布より生成したデータセットと、非ゼロ平均一様

分布より生成したデータセットの 2 つのデータセットで評価を行った。 
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ゼロ平均一様分布より生成したデータセットを用いた結果 
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R 
(B) Strong Noise and Small Defocus 

Soft-Body Model 

∞ 
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R 
(C) Weak Noise and Large Defocus 

Soft-Body Model 

∞ 

 

3043Å 
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R 
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∞ 
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図 43 ゼロ平均データセットを使った Soft-Body Model と Rigid-Body Model による全推定３次元構造の断面図: 

R は曲率半径を表す。条件 A、B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。評価は各条件で 10 回実施した。 
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図 44 非ゼロ平均データセットを使った Soft-Body Model と Rigid-Body Model による全推定３次元構造の断面

図: R は曲率半径を表す。条件 A、B、C、D は図 13 の Caption を参照のこと。評価は各条件で 10 回実施し

た。 


