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研究成果の概要（和文）：統計的推測において、様々な前提条件の下で推測方式を比較することが多く、またそ
の定量的評価も重要になる。本研究では、ある母集団分布から得られた大きさnの無作為標本に基づいて、特定
の推測方式A、Bについて、nが無限に大きいときに、AがBよりも漸近的に優れていることを示すとともに、Aに対
するBの漸近損失を求め、次数による階層構造を解明した。その際、或る次数では漸近的に同等でも、次の次数
ではその差異が漸近損失として現れる階層構造を有しており、また漸近損失を漸近欠損量として捉えられる。

研究成果の概要（英文）：In statistical inference, there are many problems that inferential 
procedures are compared under various  assumptions, and in such cases the quantitative evaluation is
 important. In the research, for specific inferential procedures A and B based on a sample of size 
n, if A is asymptotically better than B as n tends to infinity, we obtained the asymptotic loss of B
 relative to A, and clarify its structure. Indeed, there is such a hierarchical structure depending 
on n that A and B are a certain order asymptotically equivalent, but the difference between A and B 
in the next order exists. The asymptotic loss is also understood as asymptotic deficiency.

研究分野：数理統計学
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１．研究開始当初の背景 
 統計的推測において、様々な前提条件の下
で推測方式の比較をすることが多く、またそ
の定量的評価も重要になる。特に、従来、推
定において母集団分布に関する正則条件が
満たされるような正則な場合には（漸近）有
効推定量を標本の大きさnの次数による階層
化 に よ っ て 精 確 に 論 じ ら れ
(Akahira-Takeuchi(1981, 2003), Pfanzagl 
-Wefelmeyer(1985), Ghosh(1994))、また、
検定においては、同じ有意水準をもつ尤度比
検定、Wald 検定、Rao 検定、局所最強力検定
は２次の漸近局所最強力検定であるが、３次
の漸近局所最強力検定にはならないことが
知 ら れ て い る (Hayakawa(1977), 
Chandra-Joshi(1983), Amari(1983))。しか
し、必ずしも正則条件が満たされないような
場合には、階層化の見地からの推測が十分に
行われてこなかった。一方、非正則な場合の
典型として切断分布があるが、これは物理学、
水文学、地質学、天文学等の分野でよく用い
られ、応用分野において有用である。 
 正則と非正則をつなぐような分布族の場
合に階層化の観点から推測方式の比較の理
論的根拠を考察することは重要であり、推測
の理論的基礎を与えることになる。 
 従来，正則な場合には高次漸近理論の観点
から最尤推定量(MLE)，Bayes 推定量(BE)等
が偏り補正すれば母数の周りへの漸近集中
確率の意味で高次まで漸近的に同等である
ことが示された(Akahira-Takeuchi(1981)，
Pfanzagl-Wefelmeyer(1985), Ghosh(1994))．
しかし、非正則な場合には必ずしもそうはな
らない。そこで MLE と BE が、正則な場合か
ら非正則の方向にずれたときに、或る次数ま
では漸近的に同等であるが、それを超えた次
数では漸近的な差異が出現する可能性があ
る。そのような微妙な状況が出現する可能性
を突き止めることによって、推測の階層構造
が明確になるとともに、応用上でも MLE と BE
のいずれかを用いれば良いかについて指針
を与えることになる。 
 
２．研究の目的 
 統計的検定において主要な２標本問題で
は、通常、母集団分布に正規分布であるとい
う正規性の条件を仮定している。しかし、こ
の条件は厳しく、応用上は満たされないこと
も多いので、それを外す試みは行われてきた
(Bentkus et al.(2007), Akahira et al. 
(2013))。 本研究では、次数による階層的観
点から、検定統計量として重要な非心 t統計
量の分布のパーセント点の高次近似を行っ
て精確化を図る。 
 統計的推定において、正則と非正則をつな
ぐような分布族として重要である、自然母数
と切断母数をもつ切断指数型分布族におい
て MLE と BE の２次までの漸近同等性を踏ま
えて、さらに３次の次数での両者の差異につ
いて考察する。そのことによって、推定にお

ける次数による階層構造を明確にする。 
  
３．研究の方法 
 統計的検定の２標本問題において、非正規
性の下で非心 t 統計量 T を規準化してから
Cornish-Fisher 展開を用いて、Tの分布のパ
ーセント点の高次近似を求めた。そして、T
に基づく検定の検出力関数を漸近的に求め
て、その精確性について検討した。また、統
計的推定において、自然母数と切断母数をも
つ切断指数型分布族において MLE と BE の高
次の確率展開を求めて、それに基づいて高次
の漸近分散、漸近集中確率を得て、それらの
間の差異の漸近的評価を行った。 
 
４．研究成果 
 通常、統計的２標本問題において、正規性
の仮定の下で２つの平均の同等性の検定や、
それらの差の区間推定では、非心 t統計量が
用いられ非心t分布のパーセント点が必要と
なるが、解析的に求めることは困難である。
そのためにその数表が作成され、種々の近似
式も提案されてきた(Johnson et al.(1995), 
Bagui(1993), Akahira(1995), Akahira, et 
al.(1995))。しかし、正規性の仮定は強いの
で、それを外す試みも行われてきた(Bentkus 
et al.(2007), Akahira et al. (2013)). 本
研究において、非正規性の下で、有意水準か
ら非心 t統計量 Tの分布のパーセント点の高
次近似を用いて棄却限界値を求めた上で、
Edgeworth 展開を用いて T に基づく検定の検
出力関数の２次の近似を求めた。そして指数
分布等の場合に数値計算の観点からその精
確性を確認した。この結果によって、正規性
が成り立たないことが多い現実の問題への
適用が可能になった。 
 統計的推定において、自然母数θと切断母
数γをもつ切断指数型分布族において、θが
既知のときにγの MLE と BE は偏り補正後に
それらの漸近分散は２次まで同等になるが、
３次の次数では BE が MLE より良くなること
が示され、BEに対する MLE の３次の漸近損失
も求められた。そして水文学等の分野で有用
な下側切断指数分布、下側切断正規分布、パ
レート分布の例も与えられた。正則な場合に
は MLE と BE は偏り補正後はともに３次の漸
近的有効になり、３次の次数まで漸近的に同
等であることが知られているので、切断指数
型分布族の場合にはそうならないという結
果である。このことは AI 等の基盤となる
Bayes 方式の有利性を示す根拠を与えたこと
になる。また、従来、γが既知のときのθの
MLE(γ)とγが未知のときのθの MLE につい
は偏り補正後に２次の漸近分散によって
MLE(γ)に対する MLE の２次の漸近損失が求
められていたが、もっと精密に、２次の漸近
集中確率による２次の漸近損失も得られた。
この結果から切断指数型分布族における最
尤推定量に基づく高次の区間推定も可能に
なり、また最尤推定における次数による階層



構造もさらに明確になった。 
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