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研究成果の概要（和文）：テンソルネットワーク(TN)スキームは, 2000年代以降様々な分野で急速に注目を集め
ている多体問題解析のための理論・数値的手法である. 数値計算上の重要な特徴として, モンテカルロ法におけ
る符号問題が存在しないという大きな優位性を有している. 我々はTNスキームの素粒子物理学への応用を目指
し, 高次元向けアルゴリズムであるグラスマン高次テンソル繰り込み群(GHOTRG)の開発と2次元格子Schwingerモ
デルの詳細解析および 2次元格子N=1 Wess-Zuminoモデル(超対称性理論)のテンソル表現の構成に成功した.

研究成果の概要（英文）：Tensor Network (TN) scheme is a new kind of theoretical and numerical method
 to analyze many body systems, which has been getting much attention in various research fields 
after 2000s. This scheme has a great advantage in numerical aspect: It is free from the notorious 
sign problem in the Monte Carlo method. Our purpose is to apply the TN scheme to the research field 
of elementary particle physics. We have succeeded in developing an algorithm called the Grassmann 
higher order tensor renormalization group (GHOTRG), which is applicable to higher dimensional 
systems, and the detailed analyses of two-dimensional lattice Schwinger model and the construction 
of a TN representation for two-dimensional lattice N=1 Wess-Zumino model (a supersymmetric theory).

研究分野： 素粒子理論
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１．研究開始当初の背景 
格子QCD計算は, 過去 30年以上にわたって
継続的なアルゴリズムの開発・改良が行われ
た結果, スーパーコンピュータの著しい性能
向上と相俟って, 現在では自然界の u,d,s ク
ォーク質量(物理点)を用いたシミュレーショ
ンや質量数 4以下の軽原子核の束縛エネルギ
ー計算も可能となりつつある. このような成
功の一方で, 長年にわたり本質的問題として
認識されながらも, 効果的な解決策が見出さ
れることなく取り残されたままの課題が存
在する. その代表的かつ重要な例として、i) 
負符号問題, ii) 複素作用を持つ系のシミュ
レーション, iii) フェルミオン系の計算コス
ト, があげられる. これら 3 つの問題はモン
テカルロ法の本質的な欠点に起因している. 
すなわち, 現在の格子 QCD 計算が抱える重
要な問題は, そのベースとなるアルゴリズム
としてモンテカルロ法を採用している限り, 
根本的解決は難しい. 
 
２．研究の目的 
他分野に目を転じてみると, 物性物理(ある
いは統計基礎論)分野においても分配関数を
用いた数値計算が行われているが, 比較的シ
ンプルなモデルを扱っているということも
あり, 格子 QCD よりも多様なアルゴリズム
が開発・試行されている. そのような状況の
もと, 2007 年 Levin と Nave により, テンソ
ルネットワーク(TN)形式に基づいたテンソ
ル繰り込み群という古典格子スピンモデル
に対する新たな計算アルゴリズムが提案さ
れた[引用文献①]. この手法では, 先ず分配
関数を局所的(格子点)に定義されたテンソル
の積で書き表した後, 特異値分解に基づいた
重要度の高い自由度の選択とブロック変換
の一種による疎視化を組み合わせた手続き
を反復することにより, 分配関数の値そのも
のを高精度で計算する. このアルゴリズムの
最大の長所は符号問題や複素作用の問題が
ないことである. 欠点としては, モデルの高
次元化に伴ってテンソルの添字が増えるこ
とによる計算コストの増大が挙げられる
(注：ただし, 計算コストに関しては, 一辺の
長さLのd次元格子体積Ldに対してd×logL
でしか増大しないという大変魅力的な側面
もある.ちなみに, 4 次元格子 QCD 計算にお
いて現在広く用いられているモンテカルロ
法をベースとしたアルゴリズムでは, 計算コ
ストの体積依存性は L5である). 2014 年, 研
究代表者・藏増と連携研究者・清水はテンソ
ル繰り込み群をグラスマン数も扱えるよう
に拡張し(グラスマンテンソル繰り込み群), 2
次元格子Schwingerモデル(2次元格子QED)
の解析を行った[引用文献②,③]. これは世界
で初めての TN スキームのフェルミオン入り
のゲージ理論への応用であり, この研究によ
り, グラスマンテンソル繰り込み群が, 現在
の格子 QCD 計算が持つ 3 つの重要問題をす
べて解決していることを示すことに成功し

た. これを受けて, 本研究課題では, TN スキ
ームの高次元化と非可換ゲージ理論への応
用を目指す. 
 
３．研究の方法 
本研究の最終目標はグラスマンテンソル繰
り込み群の 4次元 QCDへの応用である. この
目標に向け, 主なサブ課題として, i)非可換
ゲージ理論への拡張, ii)高次元モデルへの応
用, iii)物理量計算のための手法開発, を設
定する. また, TNスキームにはモンテカルロ
法における符号問題が存在しないという魅
力的な特性を生かし, 素粒子物理学にとっ
て興味深い低次元超対称性モデルなどの解
析にも取り組む. 
 
４．研究成果 
(1)引用文献②で用いた方法を改良し, より
高度な解析手法を用いて1フレーバーWilson
フェルミオンを持つ 2 次元格子 Schwinger 
モデルの詳細な相構造解析を行った[雑誌論
文①]. 図 1 は、強結合極限(g→∞)における
<Podd>(パリティ奇の部分空間への射影演算
子の期待値)とセントラルチャージのフェル
ミオン質量依存性を表す. <Podd>の振る舞い
から, −1.8 m −0.7 の領域にパリティ対称
性が破れている相が存在することがわかる. 
また, セントラルチャージの振る舞いから, 
m ≈−0.7 で相転移が存在し, m −1.8 で BKT 
(Berezinskii-Kosterlitz- Thouless)転移が存
在することがわかる. なお, 引用文献②では
カイラル感受率を用いた相構造解析を行っ
ていたため, m −1.8でのBKT転移を検知す
ることはできなかった. 図 2 は, 強結合極限
(g→∞)と有限の結合定数 g における解析結
果と統合的に考察し得られた相図である. 
 

図 1：強結合極限における<Podd>とセントラ
ルチャージのフェルミオン質量依存性. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

図 2：解析結果に基づく相図 . BKT は
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless 転移を表
す. 
 
(2)高次テンソル繰り込み群は、高次元(3 次元
以上)モデルに応用可能なアルゴリズムとし
て考案された方法であるが(テンソル繰り込
み群は2次元モデル限定), これまでその対象
はボゾン系のみに限られていた. しかしなが
ら, 素粒子物理において興味深いモデルはフ
ェルミオンを含んでおり, グラスマン数を扱
えるようにすることは必須要件である. 我々
は, 高次テンソル繰り込み群をグラスマン数
も扱えるように拡張し, アルゴリズムの正し
さと数値精度を確かめるために, 3 次元自由
Wilson フェルミオン系の自由エネルギー計
算を行った[雑誌論文②,③]. 図 3 は, 1283格
子サイズにおける自由エネルギーの解析解
との相対誤差の絶対値δを Wilson フェルミ
オンの質量パラメータの関数 m に対してプ
ロットしたものである. Dcut はグラスマン高
次テンソル繰り込み群において計算精度を
コントロールするパラメータであり, 原理的
に Dcutが大きいほど数値精度が向上する. 図
3 では, Dcut=14〜22 の結果が示してあるが, 
いずれも現在の標準的なクラスター計算機
(演算加速機構なし)において 1 ノード・日程
度で計算可能なレベルの計算コストである. 
m≧0 の範囲において相対誤差 1%未満の精
度を達成できており、アルゴリズムの正しさ
と高精度計算の可能性を確認することがで
きた. また, 雑誌論文③では, グラスマン高
次テンソル繰り込み群を用いてフェルミオ
ンを含む物理システムでのグリーン関数の
計算手法開発に成功し,  実際に 3 次元自由
Wilson フェルミオン系での 1 点および 2 点
グリーン関数の計算に応用し, 解析解を再現
することを実証した. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

図 3：1283 格子サイズにおける 3 次元自由
Wilson フェルミオン系の自由エネルギー計
算. 縦軸は解析解との相対誤差の絶対値δ. 
横軸は Wilson フェルミオンの質量パラメー
タ m. 
 
(3)素粒子標準理論を超える有力な候補の一
つとして超対称性理論があるが、その最も簡
単 な モ デ ル と し て 2 次 元 格 子 N=1 
Wess-Zumino モデルがある. この非摂動的
な性質を調べることによって, 超対称性理論
について多くの知見が得られることが期待
されており, これまでモンテカルロ法をベー
スとしたアルゴリズムによるシミュレーシ
ョンが試みられてきた. しかしながら, この
モデルは符号問題を含んでおり, モンテカル
ロ法によるアプローチは困難を伴う. 我々は, 
TN スキームにはモンテカルロ法における符
号問題が存在しないという特性を生かし, 2
次元格子 N=1 Wess-Zumino モデルの TN 表
現を完成させ, 相互作用がない場合の数値計
算結果と解析解を比較することによって , 
TN 表現の正しさを実証した[雑誌論文④]。こ
れにより、TN スキームに基づく数値計算に
よる超対称性理論の非摂動的効果の研究へ
の道が拓かれた。 
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