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Abstract
 BTCs (Break Through Curves) obtained with 2-dimensional reactive transport experiments in 
heterogeneous infiltration field were reproduced by CTRW (Continues Time Random Walk). General 
form and tailing of Mono-peak BTCs were well reproduced by CTRW. Parameter for the degree of 
anonymous dispersion，β were in the range of 0.8<β<2.0. It means obtained BTCs were close to 
realistic anonymous dispersion occurred in porous media. Multi-peak BTCs are corresponding to 
multiple flow paths. In this case, each curve should be fitting with CTRW, individually. 
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要　　旨
　不均一浸透場における陽イオン交換反応を伴う 2次元断面の反応輸送実験で得られた破過曲線に
対して，連続時間ランダムウォーク（CTRW）による再現を試みた。単一ピークであれば，特殊な形
状でも通常の CTRWによって曲線の概形とテーリングなどを概ね再現可能であった。異常拡散の度
合いを表すパラメータβは，ほとんど0.8＜β＜2.0となり，実際の多孔媒体において異常拡散に近い挙
動を示していると考えられると判断された。多峰性の破過曲線は，代表的な流路が複数出現したこと
に対応しており，そのような場合は，流路ごとに分割してフィッティングする必要がある。
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1 ．はじめに

　一般に地層や帯水層における水文地質学的特性
が不均一性を持つことが知られている。このよう
な場における，水の流れや物質の移動を調べる場
合は，不均一性を考慮することが望ましい。また
不均一性は，透水係数などの物理的特性のみなら
ず，陽イオン交換容量などの化学的特性にも表れ
てくると考えられる。このような視点に立ち，著
者らは不均一浸透場における反応輸送実験を行
い，浸透層下端から得られる流出溶液の破過曲
線がその影響を受けることを明らかにした （中川
ほか，2008）。また反応輸送シミュレーションに
より，その実験を再現することを試みた （中川ほ
か，2009）。反応輸送シミュレーションでは，透
水係数の不均一分布に伴うランダムな水の移動と
空間的に異なる陽イオン交換を考慮するなど，化
学反応を陽イオン交換に絞ったとしても複雑なプ
ロセスを適切に組み入れなければならない。一方
で，複雑なモデルによる再現に寄らなくても，解
析解のような単純なモデルに基づく評価が有用で
ある場合も多い （清水ほか，2008）。ただし，こ
こで対象としているような陽イオン交換が生じる
ような場合は，単純な移流分散方程式では，陽イ
オンの挙動を再現できないことを確認している
（齋藤・中川，2010）。
　そこで本研究では，non-Fickianや Anomalous
といわれる分散現象をモデル化する方法として
盛んに解析が試みられている連続時間ランダム
ウォーク（Continuous Time Random Walk, 以下
CTRWと記す）（Cortis et al., 2004）を用いて，
不均一浸透場における反応輸送実験で得られた破
過曲線への適用を試みた。
　CTRWモデルが登場したのは1970年代であ
り，確率論を研究していた数学者によって考案
された （Montroll and Lebowitz, 1979）。そのモデ
ルは，両側に電位差を与えた光半導体中の電子
の移動を再現するために用いられた （Scher and 
Montroll, 1975）。その当時はちょうど「異常拡散」
ということが言われ始めており，そのモデル化に
苦心していた時代であった。拡散している物質の
粒子ひとつひとつを観測できたとして，ある時刻
tにおいて，個々の粒子が原点から移動してきた

距離を Lとし，全粒子の平均値 <L2>を求める。
通常の拡散では <L2>は時間 tに比例して増大す
るが，異常拡散は <L2>が t  aに比例するように増
加していく現象を意味する。
　半導体以外の媒体に適用できるか検討され，
亀裂のある岩盤中の物質移動に使えることが見
い出された （Berkowitz and Scher, 1995）。その
後，砂層のような多孔質媒体への適用が行われ
た （Hatano and Hatano, 1998）。 一方で，不均一
性のモデル化には，従来から様々なアプローチ
があり，分散係数 Dを時間や場所の関数にする
方法 （Crank, 1975），確率論的な方法などがある 
（Gelhar, 1986; Rubin, 2003）。確率論的な方法で
は，移流分散方程式：

∂C――∂t
＝∇・(D(x

→
,t)・∇C )－∇・(v

→
(x
→
,t)C ) （1）

に含まれるパラメータ D, vを確率変数と見て，
それらの密度関数 P（D），P（v）を仮定して濃
度分布 C（x,t）を求めているため，得られた解は
それらの平均値 <D>，<v>のまわりに広がった形
となる。広い意味では CTRWもこのような確率
論的な方法の一種と言える。CTRWでは場所は
離散化された位置を移動するが，各粒子は待ち時
間というものを持ち，待ち時間関数ψという確率
密度関数に従って現在の位置に滞在する時間を
決める。ψ(τ)dτという量は，（着目している粒子
が）その位置にτ＋dτという時間だけ滞在して次
の位置へジャンプする確率を意味する。このよう
に CTRWでは時間は連続的に変化することがで
きる。
　CTRWが多孔質媒体に適用されて以降，二つ
の異なる性質が接合した媒体への適用 （Bijeljic et 
al., 2011），広域な地域スケールへの適用 （Kuntz 
et al., 2011）など応用範囲の拡大が見られてい
る。一方で CTRW理論自体の進展として，非
整数階微分による数式化 （Sokolov and Klafter, 
2006）が挙げられる。CTRWは要するに，ラン
ダムウォーカーの移動の規則を定めただけなの
で，解を求める際には，必ず粒子位置の平均や分
散などの統計量も一緒に求めなければならなかっ
た。ところが，非整数階微分の手法を使うと，こ
れらの移動規則は単一の方程式で表される。この
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場合，求解も解析的に行われ，解は統計的手法で
求めたものと一致する。また近年は，Tempered 
anomalous diffusion （TAD）という概念が提案さ
れている （Meerschaert et al., 2008）。これは実際
の実験やフィールド試験では，CTRWの移動規
則では異常性が強すぎ，かえって実験結果と一致
しないことから考案されたモデルで，CTRWの
改良版である。TADは異常性を弱め，通常の移
流分散方程式の解に近い解を与える。

2 ．CTRW（連続時間ランダムウォーク）

　CTRWでは，溶質の輸送は，多孔媒体内の異
なる経路や異なる流速による溶質粒子の移動に
よってモデル化されている。“通常の”ランダム
ウォークは，格子状の （離散化された）ランダム
ウォークであるため，離散時間における離散距離
のジャンプを元にしている。一方，本研究で扱っ
ているのは，“連続の時間・空間”を対象にして
いる「連続時間ランダムウォーク（CTRW）」で
あり，“通常の”ランダムウォークも包括するも
のである。以下に 1次元の CTRWの概要を説明
する（Klafter and Sokolov, 2011）。t＝0に原点 x＝
0にあった粒子が，時刻 tに位置 xに存在する確
率を P(x,t)と書く。P(x,t)に全粒子数をかけたも
のが濃度とみなせるので，この P(x,t)の形を求め
ることが目標である。まず，粒子の移動に関わる
関数 2つを次のように定める。（ 1）1回のジャ
ンプで移動する距離が xから x＋dxの間である
確率を p(x)dxと書く。（ 2）ある位置に滞在する
時間がτからτ＋dτである確率をψ(τ)dτと書く。
p(x)，ψ(τ)は確率密度関数である。以下では煩雑
さを避けるため dx, dτなどを省略して書くことに
する。滞在時間τとジャンプ距離 xは独立な確率
変数と仮定する。そこでまず，P(x,t)を求める前
に，時間に関する関数ψ n(t)と場所に関する成分
P n(x)とに分けて考えることにする。ここで P n(x)
は，n回のジャンプが起こった後，粒子の位置が
xにある確率であり，ψ n(t)は n回目のジャンプ
がちょうど時刻 tに起こる確率である。まず， 1
回目のジャンプの後，粒子が位置 xにいる確率は

P1(x)＝p(x) （2）

と書ける。n回目のジャンプの後，位置 xにいる
確率 P n(x)は，その直前（n－1回目）の確率 P n－1

を使って次のように書ける。

Pn(x)＝∫∞

－∞
Pn－1(x－x′)p(x′)dx′ （3）

ψ n(t)についても同様にして次のように書ける。

ψn(t)＝∫ t0ψn－1(t－t′)ψ(t′)dt′ （4）

P(x,t)を求めたいので，時刻 tに位置 xに粒子が
存在する確率が分かればよいが，時間と場所とで
は多少事情が違ってくる。というのも，ジャン
プ n回後に位置 xに存在する状態は P nを使って
書けるが，問題は時間についてである。n回目の
ジャンプが起こったのち，しばらく時間が経った
としても，粒子が（次のジャンプをせずに）ずっ
とその場所にとどまっていなければならない。こ
の「とどまっている状態」を表す関数Ψ(t)を新
たに導入する。Ψ(t)は，あるサイトに到達した
時点から時間 tが経過しても，粒子がそこにとど
まっている確率を表し，次のように書ける。

Ψ(t)＝1－∫ t0ψ(t′)dt′ （5）

そうすると，「粒子が時刻 tまでに n回のジャン
プを経験し，なおかつそこにとどまっている確
率」χ n(t)は次のように書ける。

χn(t)＝∫ t0ψn(τ)Ψ(t－τ)dτ （6）

以上をまとめると，求める P(x,t)は次のように表
される。

P(x,t)＝Σ∞

n＝0
Pn(x)χn(t) （7）

Pやχが畳み込みの形をしていることを利用し，
フーリエ・ラプラス変換を用いて計算することに
より，P(x,t)が得られる。
　後述の解析においては，CTRW MATLAB 
toolbox v4.0（Cortis et al, 2017）を用いており，
偏微分方程式の形で書かれた 1次元のラプラス変
換された濃度の時空間分布を求める式は，次式
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のようになる（Berkowitz et al., 2006; Cortis et al, 
2017）。

uc
～(x,u)－c0(x)＝－M

～
(u)[vψ∂c～(x,u)―――∂x

－Dψ
∂2 c～(x,u)――――∂x2 ]

 （8）

ここでM
～

(u)＝t
―
u
ψ～(u)――――

1－ψ～(u)
：メモリーファンクショ

ンと言われ，未知の微少スケールの不均一性の効
果を再現するものである。uはラプラス変換の変
数であり，c0(x)は初期濃度，t

―は特性時間，「～」
はラプラス変換された変数であることを意味して
おり，vψは移動速度，Dψは分散係数を表す。メ
モリーファンクションにおける関数ψ～(u)の取り
方により，輸送挙動が変わってくるため重要な関
数であると言える。 この待ち時間に打ち切りを
導入した場合，TPL（Truncated Power Law）型
のψ(τ)と呼ばれている。待ち時間の最短のもの
を t  1，最長のものを t 2とし，t 1と t 2の間がべき乗
で減っていくψ(τ)を考えている。ラプラス変換
した形は以下のように与えられる。

ψ～(u)＝(1＋τ2ut1)
βexp(t1u)

Γ(－β,τ－1
2 ＋t1u)―――――――Γ(－β, τ－1

2   )
 ,

0＜β＜2 （9）

ガンマ関数は単に，確率密度関数の積分値を 1と
するためである。このモデルでは，τ2＝t2/t1とし
て，β，t1，t2の三つがパラメータである。βは不
均一性を表すパラメータで，t1，t2はそれぞれ，
べき乗則挙動の始まりと打ち切りの時間を表すパ
ラメータである。よって，TPLモデルを適用し
た CTRWによる解析では，同定すべきパラメー
タは（8）式の vψ，Dψと併せて五つとなる。
　CTRWが通常のランダムウォークを含め，一
般の移流分散モデルや可動・非可動モデル（二重
空隙モデル）などを包括的に取り扱うことが可能
であること，また対象とした実験は，不均一浸透
場における反応輸送を取り扱うものであり，本研
究では CTRWが，non-Fickianや Anomalous（異
常拡散）といわれる分散をよく表現できるのであ
れば，本研究で再現対象とする実験で得られた破

過曲線の再現も可能であると考えた。

3 ．解析に用いたデータ

　本研究において，CTRWを用いて破過曲線の
再現を試みるためのデータとして，著者らが実施
した室内実験（中川ほか，2008）で得られたもの
を用いた。以下に実験の概要を示す。図 1に実験
装置の概略を示す。採取してきた試料（農場廃土
および砂）を炉乾燥させ，5 種類の粒径範囲（a：
0.1～0.2，b：0.2～0.4，c：0.4～0.6，d：0.6～0.8，
e：0.8～1.2 mm）に篩い分けた。試料は浸透層の
所定の位置へ，5×5×10 cmのブロック毎に均一
に充填した。図中の k（m/s）は飽和透水係数を
表わす。プリント基板製の TDRプローブ（PCBP）
を浸透層内の 8点に挿入した。TDRのケーブル
テスタは，TDR100（Campbell Scientific, Inc.）を
用い，マルチプレクサを介し PCBPと接続した。
この TDRにより土壌水分量と電気伝導度を測定
した。ただし本実験においては，後述のように散
水強度を一定としており，流れ場はほぼ定常であ
る。このため土壌水分量はほとんど変化せず，
TDRは，主に電気伝導度計として用いた。
　実験は，まず鹿児島大学構内取水の井戸水を背
景水として降雨発生装置を通じて十分通水した
後，流出溶液の各イオン濃度が安定した時点で食
用色素（赤色102号，キリヤ化学）により赤色に
着色した0.1 Mの KCl溶液に切り替えた。15 Lあ
るいは3L投入した後（以降，それぞれ15L実験，
3L実験とする），再び背景水を通水した。なお実
験を通しての降雨強度は，3.33×10 －4 cm/sとし
た。下端で流出し，一か所に集水して回収した流
出溶液は，電気伝導度と pHを測定した後，陰イ
オン濃度をイオンクロマトグラフィー（Metrohm, 
Compact IC861）により測定し，陽イオン濃度は
原子吸光光度計（Hitachi Z-2300）により測定した。

4 ．CTRW による破過曲線の再現

　解析の対象とするのは，実験において上端より
投入した K＋および Cl －とする。また浸透層内の
8点（P1～ 8 ）で TDRにより測定を行った電気
伝導度のデータを解析の対象とした。したがっ
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て，KClを15L投入した実験と3L投入した実験
で，計20の破過曲線について検討した。浸透層を
上端から下端までの 1本のカラムと見立て， 1次
元の CTRWによるフィッティングを行った。こ
のときパラメータの初期値は，まず試行錯誤的
に実測値との概ねよい一致を示すものを見いだ
し，その後逆解析により最適なパラメータを決
定した。CTRWによる実験結果の再現にあたっ
ては，CTRW MATLAB toolbox v4.0（Cortis et al, 
2017）を用いた。
　図 2に15L実験における K＋および Cl －の破過
曲線の CTRWによる再現結果を示す。再現対象
とするデータは，測定濃度を投入濃度で除した相
対濃度とした。実測値は，測定濃度を投入濃度
で除しており，CTRWによるフィッティングで
は，投入側の境界条件において，破過曲線が一致
するように15hの投入時間を設定し，ディリクレ
条件とした。また末端の境界条件において，ノイ
マン条件とした。K＋の実測値は，18時間後あた
りに一旦小さなピークを示し，39時間後あたりで
ピークを示している。このような多峰性のピーク

を表現するのは困難であった。しかし破過曲線の
全体的な傾向はほぼ再現できたと考える。得ら
れたパラメータは，vψ＝4.68×10 －2 (m/h)，D ψ ＝
3.38×10  －3 (m 2/h)，β＝1.62，t  1＝10  －4.78 (h)，t  2＝
10 －2.99 (h)であり，誤差（実測値と解析値のノル
ム，以下同様）は2.46であった。一方 Cl －につい
ては，実測値がピーク付近で歪な分布をしている
ものの，概略の形状はよく再現できたと考える。
得られたパラメータは，vψ＝6.37×10 －2 (m/h)，
Dψ＝2.38×10  －3 (m 2/h)，β＝1.65，t  1＝10  －2.08 (h), 
t 2＝10 1.18 (h)であり，誤差は3.62であった。K＋は
陽イオン交換反応により，浸透層に充填されてい
た土（固相）に吸着し，Cl －に比べて流出が遅れ
ていること，またピーク濃度が低減していること
が分かる。一方，Cl －は KClの投入以前から浸透
層内に存在していたものも流出することにより，
ピーク濃度が投入濃度に比べて高くなったと考
えられる。よって同定された vψは，Cl －の方が大
きくなった。異常拡散の度合いを表すβについて
は，ほぼ同じ値が得られた。
　図 3に3L実験における K＋および Cl －の破過

 

図１ 
図 1		 不均一浸透層における反応輸送実験装置
Fig. 1		�Schematic illustration of setup for reactive transport experiment in heterogeneous seepage field. 
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曲線の CTRWによる再現結果を示す。トレー
サー投入時間は7 hとした。実測値の破過曲線
は，早い立ち上がりと長いテーリングを示して
おり，CTRWがよく適合するような分布をして
いる。実際に K＋の方はよく一致していることが
確認できる。得られたパラメータは，vψ＝3.26×
10  － 2(m/ h)，D ψ＝7.00×10  －3(m 2/h)，β＝1.61，
t 1＝10 －1.80(h)，t 2＝10 1.55(h)であり，誤差は0.680
であった。Cl －については，全体的に実測値よ
りもやや下側に計算値が得られているが，曲線
の形状は，ほぼ再現できたと考えられ，得られ
たパラメータは，vψ＝6.55×10 －2(m/h)，D ψ＝
4.30×10  － 3(m 2/ h)，β ＝1.45，t  1＝10  －1.38(h)，t  2＝

10 － 0.98(h)であり，誤差は2.07であった。なお両
方の実験において，Cl －の計算値の積分値が実測
値のそれを下回っている理由は，K＋の破過曲線
が実測値に一致するように投入時間も調整した
めであると考えられる。すなわち，実験では陽
イオン交換により初期に固相に吸着していた成
分が溶出し，K＋の流出量が増加したと考えられ
ることに対し，Cl －は，非反応性であるから，K ＋

の投入時間と同じとして解析したので Cl －の投入
時間（投入量）が見かけ上不足したためと考え
られる。15L実験と3L実験のいずれの破過曲線
も 0.8＜β ＜2.0であり，実際の多孔媒体において
異常拡散に近い挙動を示していると考えられる

(a) (b)  
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図 

 

 

 

図 2		� 15L 実験における破過曲線の CTRW による再現（実線：CTRW，点：実測値）(a) K＋, (b) Cl －

Fig. 2		�Reproduce of breakthrough curve for K＋of 15L-experiment (solid line: CTRW, point: observed value), (a) K＋and (b) 
Cl－.
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図 3		� 3L 実験における破過曲線の CTRW による再現（実線：CTRW，点：実測値）(a) K＋, (b) Cl －

Fig. 3		�Reproduce of breakthrough curve for Cl － of 15L-experiment (solid line: CTRW, point: observed value). (a) K＋and 
(b) Cl－.
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（Cortis et al., 2004）。なお，v ψと D ψはそれぞれの
実験で K＋と Cl －でほぼ同じオーダーとなり，3L
実験でも，Cl －の vψが大きくなり，本実験におい
て，浸透層上端から投入された K＋は，陽イオン
交換を行う反応性の物質として遅れて下端から流
出し，Cl －は非反応性の物質として流出する。K ＋

は化学的－物理的不均一性を，Cl －は物理的不均
一性のみを経た破過曲線を表しているが，CTRW
はどちらもほぼ再現できたと考えられる。ところ
で15L実験の K＋の破過曲線は，二つのピークを
示しているが，3L実験のそれは単一のピークで
あった。このことは両方の実験における主要な流
出経路が異なったことを表しており，このため同
じ媒体を用いたにも係わらず得られたパラメータ
が異なったと考えられよう。
　次に浸透層内の各点における電気伝導度の変化
を CTRWによる再現可能性について検討した。
まず電気伝導度の実測値を 0～ 1になるように基
準化し，浸透層上端からの距離に応じてスケー
リングした。例えば，上端から25.5 cmの地点
P1においては，相対ピーク濃度が，1.0-25.5/57
＝0.553となるように設定した。これに対し，前
述の手順で CTRWによるフィッティングを行っ
た。図 4に15L実験の結果を，図 5に3L実験の
結果を示す。適合の度合いは，一貫していないも
のの，概ね破過曲線の形状を再現していると考
えられる。ただし，15L実験における P4，P7，
P8，3L実験における P3など，多峰性の破過曲線
の再現は困難であった。図 6には，両方の実験に
おけるパラメータを深度ごとにまとめたものを示
す。いずれの実験についても深度や投入量には関
係なく，vψは0.1 m/h，D ψは0.001 m 2/hとなって
おり，巨視的には，これら程度のパラメータで再
現可能な挙動を示したと考えられる。

5 ．多峰性破過曲線の再現方法について

　今回の実験では15L実験の下端における破過曲
線（図2 （a）），電気伝導度の測定による P4，P7，
P8（図 4），3L実験における P3（図 5）など，
破過曲線のピークが複数の山になっている現象が
見られた。この原因は，媒体のうち透水性が高い
場所を通ってくるトレーサーは，平均的な経路を

通って出てくるトレーサー粒子よりも早く流出し
たためと考えられる。時間が早い方の山が，前者
のトレーサーに相当する。このように複数のピー
クが得られる場合を，CTRWによって再現する
には，ソースが複数回に分けて放出されて，それ
が測定位置に到達してきたという条件を与えるこ
とで再現される（小田桐，2012）。このように，
現場や実験でしばしば観測される多峰性の再現
は，現状の CTRWでも難しく，不均一性を再現
するモデルとしてはまだ課題が残っていると考え
られる。

6 ．おわりに

　本研究では，不均一浸透場における反応輸送
実験で得られた破過曲線に対して，CTRWによ
る再現を試みた。すなわち，投入した KClの量
が異なる二つの実験において，下端で得られた
K ＋と Cl －の破過曲線と，浸透層の測定点で得ら
れた電気伝導度の破過曲線の計20の曲線につい
て CTRWによるフィッティングを試みた。多峰
性であるような一部の特殊な曲線を除けば，ほぼ
再現可能であって CTRWの適用可能性があると
考えられる。異常拡散の度合いを表すβについて
は，いずれの破過曲線も 0.8＜β＜2.0の範囲であ
り，実際の多孔媒体において異常拡散に近い挙動
を示していると考えられた。多峰性の破過曲線の
再現については，このような曲線は，代表的な流
路が複数出現したことに対応しており，複数の
ソースを想定し，それぞれの流路ごとに分割して
フィッティングする必要があると考える。
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図 4		 浸透層内の電気伝導度の測定による破過曲線の再現
Fig. 4		Reproduce of the breakthrough curves for EC of 15L experiment.
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図 5		 浸透層内の電気伝導度の測定による破過曲線の再現
Fig. 5		�Reproduce of the breakthrough curves for EC of 3L experiment.
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Fig.6 Vertical profiles of CTRW parameters (a)15L experiment, (b)3L experiment 

 

図 6		 CTRW パラメータの深度分布（a）15L 実験，（b）3L 実験
Fig. 6		Vertical profiles of CTRW parameters (a) 15L experiment, (b) 3L experiment.
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