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本論文では，界面捕捉法に基づく自由表面流れ解析手法の構築を目的とし，VOF法における移流方程式の解
法として，Discontinuous Galerkin法の有効性について検討を行うものである．界面を間接的に表現する VOF関
数は分布の不連続性を維持する必要があり，時間進展において質量保存も満たす必要がある．数値解析例とし
て，移流方程式の解法の解析精度，質量保存性を検討するため，2次元回転移流問題を取り上げ，また，自由表
面流れ問題での有効性を検討するため，2次元ダムブレイク問題を取り上げる．従来の方法である安定化有限要
素法と体積補正手法を組み合わせた方法と比較を行うことで，DG法の解析精度と質量保存性における有効性を
確認した．
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1. はじめに

津波や洪水に代表される水害は被害範囲が広く，人

的や経済的に甚大な被害を引き起こす．これらの被害

を低減するためには対策工を設置したり，避難所を選

定したりする必要があり，あらかじめ発生しうる災害

規模を設定し，その災害の状況を予測し，それらの設

計，計画を行う必要がある．津波や洪水による被害を

予測する上では，その浸水域や建物に作用する力を把

握する必要があり，数値解析においては，時々刻々と

変化する自由表面を取り扱う方法が必要となる．自由

表面流れ問題に対する数値解析手法は，これまでに数

多く提案されているが，その中の代表的な手法として

VOF(Volume of Fluid)法1)がある. VOF法では流体の基
礎方程式は Euler記述された方程式を用い，空間的に固
定された解析座標により解析を行う方法である．その

際，移動境界である自由表面は，局所的な体積占有率

を表す VOF関数の分布により表現され，この VOF関
数を移流方程式などにより移動させることにより，自

由表面の移動を取り扱う．VOF法では，VOF関数によ
り自由表面は間接的に表現されるため，その関数の分

布の特性 (不連続性)が失われると，自由表面位置が不
明瞭となってしまうことが短所となる．このため VOF
関数の更新を行うための移流方程式の解法は，高精度

であることが要求され，さらに VOF関数の不連続性を
維持する必要がある．上記の要求に対する数値解析手

法として，SUPG法に基づく安定化有限要素法2)や CIP
法3) があるが，VOF関数の特徴である不連続性を維持
し続けることは困難であり，この性質を回復させる方

法として，質量保存を満たしながら鋭敏化する手法も

提案されている (例えば4)5))．これらの方法は非常に有
効な方法である6) が，解析メッシュの解像度が一定で，

現象に対して十分に分割されていることが前提となる

ため，計算コストを削減するために解析メッシュに粗

密付けを行った場合，この鋭敏化により質量保存則に

対する誤差が生じる場合がある．これは，解析メッシュ

の粗い部分で発生した誤差が解析メッシュの細かな部

分へも影響を及ぼす可能性があり，津波や洪水の解析

のように水域が分離し，複数存在するような問題へ適

用した場合，浸水域の評価へ誤差を発生させる可能性

がある．一方，解析領域を連続しない個別の小領域（要

素）群とその要素境界群に分割し，要素ごとに定義さ

れる不連続な近似関数を用いる Discontinuous Galerkin
(DG)法が提案され，衝撃波問題を含むNavier-Stokes方
程式や浅水長波方程式など様々な問題に適用されてい

る7)．DG法においても解析を進めるにつれて界面での
不連続性は失われるが，局所的な質量保存を満たすよ

うな補正を行うことが可能であり，VOF関数の不連続
性を維持しつつ，質量保存を満たすような解法となる

可能性がある．

そこで本論文は,界面捕捉法に基づく自由表面流れ解
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析手法の構築を研究背景とし，VOF法における移流方
程式の解法としての DG法の有効性について検討を行
うものである．数値解析例として，移流方程式の解法の

質量保存性を検討するために，2次元平面 2領域におけ
る矩形分布の回転移流問題を取り上げる．また，自由

表面流れ問題での検討を行うため， 2次元ダムブレイ
ク問題を取り上げる．従来の方法である安定化有限要

素法と体積補正手法を組み合わせた方法と比較を行い，

DG法による解析精度と質量保存性について確認する．

2. 数値解析手法

本論文で用いる数値解析手法として，移流方程式の

解法と自由表面流れ解析に対する離散化方法について

述べる．

移流方程式の解法としては，SUPG法に基づく安定
化有限要素法と DG法の比較を行う．これらによる離
散化手法について述べるとともに，各手法の界面鋭敏

化や安定化についても解説する．

また，VOF法に基づく自由表面流れに対する安定化
有限要素法による離散化について述べる．本論文では

安定化有限要素法による方法を Continuous Galerkin法
と呼び，以下 CG法と略記する．

(1) 移流方程式の解法

a) 基礎方程式

界面関数 ϕの挙動は以下の移流方程式に支配される．
∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ = 0 on Ω (1)

ここで uは流速である．境界条件として，以下のディ

レクレ境界条件が課せられる．

ϕ = g on Γg (2)

ここで，Γg は流入境界 (u · n < 0となる境界)を表す．
また初期条件として，領域内での分布は以下のように

与えられる．

ϕ = ϕ0 on Ω (3)

ここで，ϕ0 は時刻 0での ϕの分布である．

b) CG法による離散化
従来の離散化方法であるCG法として，安定化有限要

素法による方法を示す．基礎方程式 (1)に対して，SUPG
法に基づく安定化有限要素法を適用し，以下の重み付

き残差方程式が得られる．∫
Ω

w

(
∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ

)
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

(τSUPGu · ∇w)

(
∂ϕ

∂t
+ u · ∇ϕ

)
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

τSC∇w · ∇ϕdΩ = 0 (4)

図–1 CG 法 (左) および DG 法で用いられる三角形要素節点
配置 (黒点が節点を示す)

ここで，τSUPG, τSCは安定化パラメータである．式 (4)
中の一番目の要素ごとの総和項は移流項に対する安定

化項である SUPG項である．二番目の要素ごとの総和
項は界面近傍における数値不安定性を除去する項であ

るが，数値粘性により界面関数の不連続性が弱まる可

能性がある．これに対し，界面関数の不連続性を回復

させる鋭敏化を施す．鋭敏化については後で述べる．上

記の方程式を空間方向へ三角形 1次要素を用いる．要
素節点配置は図-1(左)に示す．また時間方向に陽的 3段
階 3次精度Runge-Kutta法を用いて離散化し，連立 1次
方程式を解くことにより，界面を時間進展させる．

時間進展とともに低下する界面の不連続性を回復さ

せるため，各時刻において，解析領域内での体積保存

を考慮した界面鋭敏化手法4) を適用する．

ϕ̂ = c1−αϕα, 0 ≤ ϕ ≤ c, (5)

ϕ̂ = 1− (1− c)1−α(1− ϕ)α, c ≤ ϕ ≤ 1. (6)

ここで，αは鋭敏化の強度を設定するパラメータであ

り，次式で定義される．

α =
log 0.2

log(0.2 + 0.3Cr)
(7)

ここで，Cr は界面移流に対するクーラン数であり，界

面近傍の流速とメッシュサイズを用いて計算され，領

域内での最大値を使用する．ただし，αの値が大きすぎ

る場合，鋭敏化の効果が強くなり，関数分布の不連続性

が顕著となり，数値不安定が引き起こされる．また，α

の値が小さい場合は鋭敏化の効果が小さくなる．その

ため安定性を考慮し，αは 1.0 ∼ 1.5の範囲とした．c

は鋭敏化を行う基準値であり，図-2の鋭敏化モデルに
示されるように，この値以上の ϕの領域は 1.0へ，以
下の領域は 0.0へ近づくように補正される．図-2の上
段は初期の分布を表し，中段は解析を進めた時刻 tsで

の得られた界面関数の分布を表す．下段は鋭敏化を施

した界面関数の分布を表す．鋭敏化を行う基準値 cは

解析領域全体での質量保存を考慮し，次の非線形方程

式を解くことにより決定される．

Mc1−α −N(1− c)1−α = R, (8)

I_274



図–2 質量保存を考慮した界面鋭敏化方法

ここで，M,N,Rは以下の式で表される

M = ρa

∫
Ω

cαdΩ, 0 ≤ ϕ ≤ c (9)

N = ρa

∫
Ω

(1− c)αdΩ, c < ϕ ≤ 1 (10)

R = ma − ρa

∫
Ω

dΩ, a < c ≤ 1 (11)

ここで ρaは二層流体における一方の流体の密度 (式 (17)
での ρ1)であり，移流方程式の検証では ρa = 1として

いる．また，maは解析領域内の質量を表しており，以

下の様に初期量と初期から時刻 tsまでの領域境界での

流出入量を考慮したものとなる．

ma = ρa

∫
Ω

ϕ0 dΩ+ ρa

∫ ts

0

∫
Γ

ϕu · n dΓdt (12)

この手法は，質量保存を満たしながら界面鋭敏化を

施すことのできるとても有効な方法である．しかしな

がら，前提条件として，界面近傍の解像度が一定である

ことがあり，計算効率などの理由により，解析メッシュ

の解像度が粗密化されていると，質量保存則に対する

誤差が界面に沿って平均化されてしまうという問題が

ある．この問題は，この手法が解析領域全体の質量を

解析領域全体で質量保存を考慮し，鋭敏化 (=界面位置
の移動)を行うため，誤差が大きな領域と小さな領域が
混在しても，界面全体に誤差を分散させてしまうこと

に起因する．

c) DG法による離散化

DG 法では要素内の補間関数を定義する節点変数が
隣接要素間で共有されない要素を用いて離散化を行う．

今，図-3に示されるように，各要素内部の集合を Ω̃，そ

の要素境界の集合を Γint とし，基礎方程式 (1)を離散

化すると， ∫
Ω̃

w
∂ϕ

∂t
dΩ−

∫
Ω̃

∇w · (uϕ) dΩ

−
∫
Γint

[[w]](uϕ−) · n dΓ = 0 (13)

ここで，[[w]] = w+ − w− であり，u · n > 0の境界が

+で表され，反対側が −で表される．空間方向へ三角
形 1次要素を用いる．要素節点配置は図-1(右)に示すよ
うに，要素節点が隣接要素間で共有されていないもの

を用いるが，これらの要素間での物理量のやりとりは，

式 (13)の境界 Γintの積分項を通して行われる．また時

間方向に陽的 3段階 3次精度 Runge-Kutta法を用いて
離散化する．DG法は要素補間関数を定義する節点変数
が隣接要素間で共有されないため，未知変数の自由度

が同一次数の CG法に比べて大きくなり，計算コスト
が増加する．しかし，時間方向の離散化を陽的に行う

と，解析領域全体の自由度に関する連立 1次方程式を
解く必要は無く，要素自由度に関する小さな連立 1次
方程式を要素数分解けば良くなるため大きな問題点で

は無いと考えられる．

DG 法でも界面の不連続性が保たれない場合やオー
バーシュート，アンダーシュートなどの不安定性が現

われる場合があるため，要素ごとの分布関数の傾きを

制御する Slope Limiter処理を施す．本報告では，1次
関数要素に対するシンプルな Slope Limiter11) を適用す

る．この方法では，図-4で示される要素 eに対して，要

素 eの図心位置の値 ϕeと隣接する要素 1 ∼ 3の図心位

置の値 (ϕ1, ϕ2, ϕ3) を用いて線形の関数 L△(x) を領域

i ∼ iiiにおいて構築する．例えば，Li
△(x)はそれぞれ

の点位置と ϕe, ϕ2, ϕ3を用いた平面分布となる．これら

の関数 Le
△(x), Li

△(x), Lii
△(x), Liii

△(x) の勾配 ∇Le
△(x),

∇Li
△(x), ∇Lii

△(x), ∇Liii
△(x)を求め，その関数勾配の大

きなものから順に候補の関数L∗
△(x)とし，要素 eのエッ

ジCA, BC, AB上の点 xCA, xBC, xABでオーバーシュー

ト，アンダーシュートが無いか確認する．

min(ϕ3, ϕe) ≤ L∗
△(xCA) ≤ max(ϕ3, ϕe) (14)

min(ϕ2, ϕe) ≤ L∗
△(xBC) ≤ max(ϕ2, ϕe) (15)

min(ϕ1, ϕe) ≤ L∗
△(xAB) ≤ max(ϕ1, ϕe) (16)

以上を全て満たした場合は，この候補の補間関数L∗
△(x)

を用いて要素 eの分布を再構築する．満たさない場合は，

次に勾配の小さな関数を L∗
△(x)とし，再度式 (14)-(16

を確認していく．全ての候補の関数が満たさない場合

は，最も勾配の小さな関数を用いて要素 eの分布を再

構築する．この方法では，要素内の質量は変化しない

ので，前述の CG法のような誤差の問題は発生しにく
い．なお，要素 eが解析領域境界に接している場合，上

記関数の候補が少なくなる．例えば，エッジ CAが領
域境界に接している場合，候補となる関数は，Le

△(x),
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図–3 DG法における離散化領域 (1次元モデル)

図–4 Slope Limiterのための補間空間

Liii
△(x)の２つとなる．またエッジ CA, ABが領域境界
に接している場合は，候補は Le

△(x)のみとなり，これ

は Slope Limiterは適用されないこととなる．

(2) 自由表面流れ

a) 流体の基礎方程式

自由表面流れのモデルとして密度と粘性係数が異な

る 2種類の流体を考える．下添字 1と 2を使って密度
と粘性係数を ρ1, ρ2 と µ1, µ2 とする．この 2種類の流
体が混ざった解析領域内において，密度と粘性係数を

場所の関数とする．すなわち，

ρ = ϕρ1 + (1− ϕ) ρ2, (17)

µ = ϕµ1 + (1− ϕ)µ2, (18)

ここで，ϕは場所の関数である界面関数であり，1の流
体内では ϕ = 1，2の流体内では ϕ = 0となる．流れ

に伴い界面関数は時間変化するが，この時間変化は式

(1)の移流方程式に支配される．本論文では，この移流
方程式の解法にDG法と安定化有限要素法に基づく CG
法を適用し，比較を行う．なお，次の非圧縮性粘性流

体の基礎方程式に対しては，安定化有限要素法 (CG法)
を適用する．

流速 uは次の非圧縮性粘性流体の基礎方程式の解と

なる．

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)
−∇ · σ(u, p) = 0 on Ω (19)

∇ · u = 0 on Ω (20)

ここで，pは圧力，f は外力，そして σは流体の応力で

ある．境界条件は以下のようになる．

u = g on Γg, (21)

σ · n = h on Γh, (22)

ここで，Γg , Γh はディレクレ境界，ノイマン境界であ

る．初期条件として，流速の初期分布 u0は，非圧縮条

件∇ · u0 = 0を満たす流速を与える．

b) 有限要素法による定式化

非圧縮性粘性流体の基礎方程式 (19),(20) に対して
SUPG/PSPG法に基づく安定化有限要素法8)−10) を適用

すると，以下の弱形式を得る：∫
Ω

w · ρ
(
∂u

∂t
+ ū · ∇u− f

)
dΩ

+

∫
Ω

ε(w) : σ(u, p) dΩ+

∫
Ω

q∇ · u dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

{
τSu · ∇w + τP

1

ρ
∇q

}
·
{
ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u− f

)
−∇ · σ(u, p)

}
dΩ

+

nel∑
e=1

∫
Ωe

τDC∇ ·wρ∇ · u dΩ

=

∫
(Γ)h

w · h dΓ, (23)

ここで τS , τP , τDC は安定化パラメータ10) である．流

速 uおよび圧力 pの時間積分には，Crank-Nicolson法
を用いる．

式 (19),(20)に対する空間方向と時間方向の離散化過
程で得られる方程式は，非線形の連立 1次方程式であ
り，流体挙動を正確に把握するためには，非線形解析

を高精度かつ安定に行う必要がある．本研究では，非

線形方程式に対してNewton-Rapshon法を用いて反復的
に解くものとする．得られた非線形方程式は，次のよ

うに表すことができる．

R(dn+1) = F, (24)

ここで，dn+1は時刻レベル n+ 1での未知節点量であ

る．式 (24)に対して Newton-Raphson法を適用すると，
次式のような線形方程式が得られる．

∂R

∂dk
(∆dk

n+1) = F−R(dk
n+1) (25)

ここに，kはNewton-Raphson法の繰り返し回数を表し，
∆dk

n+1は dk
n+1に対する増分を表す．式 (25)で表され

る線形方程式は，各時刻レベルにおいて収束するまで

繰り返すことにより解かれる．この連立 1次方程式の
解法には，Matrix-Free法12) に基づく GMRES法13) を

用いる．
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図–5 解析モデル

図–6 解析メッシュ

3. 数値解析例

数値解析例を通して，本手法の有効性を検討する. 移
流方程式の解法の精度，質量保存性を検証するため，矩

形分布の回転移流問題を取り上げる．また，自由表面

流れ問題への適用として，2次元ダムブレイク問題を取
り上げる．

(1) 矩形分布の回転移流問題

a) 解析モデルおよび解析条件

数値解析例として，式 (1)に支配される矩形分布の回
転移流問題を取り上げる．図-5に示すような，左右に
領域が分かれているモデルを使用する．解析メッシュ

は，図-6に示すように，Domain Rの第 1,3象限の解像
度が低くなっているものを用いる．解像度が高い部分

のメッシュサイズは，0.01,低い部分は 0.05となってい
る．流速 uは，左右の各領域の中心座標 (xc, yc)を用

い，(u, v) = (−yc, xc)とした．解析ケースとして，左

右の解析領域を個別の解析領域として計算する，つま

りDomain LとDomain Rを別々に計算するもの（以下，
個別解析と称する）と，左右の解析領域を一つの計算

領域として計算する，つまり Domain Lと Domain Rは
計算領域としてはひとつだが物理的には分かれている

もの（以下，同時解析）の，2ケースで検討する．同時

図–7 CG法による VOF関数の分布の平面分布 (個別解析,Do-
main L：初期 (左上)，0.5周後 (右上)，1周後 (左下)，2
周後 (右下))

図–8 CG法による VOF関数の分布の平面分布 (個別解析,Do-
main R：初期 (左上)，0.5周後 (右上)，1周後 (左下)，2
周後 (右下))

解析は解析領域内に密度塊が複数存在する場合を取り

扱っており，津波や洪水の解析において，浸水域が分

離している状態を模擬している．
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図–9 DG法による VOF関数の分布の平面分布 (個別解析,Do-
main L：初期 (左上)，0.5周後 (右上)，1周後 (左下)，2
周後 (右下))

図–10 DG法によるVOF関数の分布の平面分布 (個別解析,Do-
main R：初期 (左上)，0.5周後 (右上)，1周後 (左下)，
2周後 (右下))

b) 解析結果

解析結果として，個別解析の各時刻における VOF関
数の平面分布図を示す．図-7に CG法による Domain L
での結果を，図-8にCG法によるDomain Rでの結果を
示す．CG法による結果は，初期の角型の形状を保つこ

図–11 CG 法による VOF 関数の分布の平面分布 (同時解析：
上より初期，0.5周後，1周後，2周後)

とはできていないものの，解像度の低い部分を有する

Domain Rでも界面を不連続性を保つことができている
ことが分かる．一方，図-9にDG法によるDomain Lで
の結果を，図-10に DG法による Domain Rでの結果を
示す．DG法による結果は，解像度の高い Domain Lで
は初期の角型の形状を比較的保つことができるが，解

像度の低い部分を有する Domain Rでは界面の不連続
性が保てていないことが分かる．これは Slope Limiter
の影響も含まれており，不連続性を保つことができる

方法を検討する必要がある．

また，同時解析の結果として，図-11に CG法による
VOF関数の平面分布を示し，図-12に DG法による結
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図–12 DG法による VOF関数の分布の平面分布 (同時解析：
上より初期，0.5周後，1周後，2周後)

果を示す．CG法の結果は計算途中で Domain Rの分布
が消えて無くなり，Domain Lの分布が増えている．DG
法の同時解析の結果は個別解析の結果 (図-9,10)と同様
の結果となっていることが分かる．

CG法による解析領域毎の質量の時刻歴を図-13に示
すが，図-7,8,11の平面分布の結果からも推察されるよ
うに，個別解析においては，両領域できちんと質量保

存が満たされているが，同時解析においては，Domain
R と Domain L での質量の総和は保存されているもの
の，Domain Rで消えた質量が Domain Lへ移動してお
り，領域ごとでの質量保存が見たされていないことが

分かる．このことは，津波や洪水の浸水解析において，
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図–13 CG法による移流問題における各手法による領域ごと
の質量の時刻歴
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図–14 DG法による移流問題における各手法による領域ごと
の質量の時刻歴

分離している水域の水が流況にかかわらず移動するこ

とを意味し，浸水域の評価に影響を及ぼす可能性があ

る．一方，DG 法による解析領域毎の質量の時刻歴を
図-14に示すが，個別解析でも同時解析でも，各領域で
質量が保存されていることが分かる．以上の結果より，

局所的な質量保存を満たして解析を行うことができる

点で DG法は，密度塊が複数存在するような問題に対
する解法として優れていると言える．今後，さらに精

度向上を行うために，より効果的な Slope Limiterの適
用や高次補間要素の使用などを検討することが課題と

なる．

(2) ダムブレイク問題

a) 解析モデル

本手法の自由表面流れ問題での有効性を検討するた

め，ダムブレイク問題を数値解析例として取り上げる．

先の移流問題と同様に，図-15に示すような，左右に領
域が分かれているモデルを使用する．ここでは，左右

の領域を一つの領域として解析を行う同時解析とする．

つまり，物理モデルとしては個別の水槽が 2つ並んで
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図–15 解析モデル

図–16 CG法による自由表面形状 (上より T=0.3，0.4, 0.5, 0.6s)

いることになるが，数値モデルとしての計算領域はひ

とつの領域として取り扱う．解析メッシュは，Domain
Lで 80× 60(x× y)分割，Domain Rで 40× 30(x× y)

分割とした．液体は水とし，密度 1000kg/m3，粘性係

数 1.0×10−3Pa·sとした．また，気体は空気とし，密度
1.2kg/m3，粘性係数 1.8×10−5Pa·sとした．時間増分量
は，1.0×10−4[s]を用いた．

図–17 DG法による自由表面形状 (上よりT=0.3，0.4, 0.5, 0.6s)

b) 解析結果

解析結果として，各時刻の自由表面形状 (VOF関数の
平面分布)を示す．図-16に CG法による結果を，図-17
にDG法による結果を示す．CG法の結果はDG法と比
較して，界面の不連続性は保てているものの，水際線

先端の移動に遅れが見られる．また，図-18に，各手法
による左右の領域での分布の質量の時刻歴を示す．DG
法による結果は，初期質量と変動無く解析を進めるこ

とができているのに対し，CG法による結果は，総量は
同じではあるが，解析時刻が進むにつれて，領域ごとで

は増減をしていることが分かる．これは回転移流問題

の場合と同じ現象であり，自由表面流れ解析において

も，局所的な質量保存の観点から優れていると言える．

4. おわりに

本論文では，VOF法に基づく自由表面流れ解析の移
流方程式の解法として，DG法を適用し，その有効性に
ついて検討した．数値解析例として，2次元回転移流問
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図–18 ダムブレイク問題での各手法による領域ごとの質量の
時刻歴

題と 2次元ダムブレイク問題を取り上げ，以下の結果
を得た．

• 安定化有限要素法に基づく CG法と体積補正を組
み合わせた鋭敏化手法の結果は，個別解析では質

量は保持されるものの，同時解析では領域をまた

いで質量が移動する結果となった．

• DG法は，局所的な質量保存を考慮した解法である
ため，各領域で質量が保存される結果となった．

以上より，結論として DG法は VOF法に基づく自由表
面流れ解析の移流方程式の解法として局所的な質量保

存の観点から適していると言える．

今後の課題として，オーバーシュートやアンダーシ

ュートを防ぐ Slope Limiter手法の検討や，自由表面流
れ解析への適用，三次元解析への適用などを行う予定

である．
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