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講演の目標

 化学反応論における反応拡散方
程式の数学的研究を通して、非線
型解析学を概観すること。



研究の目的

化学反応論で良く知られている実験デー
タを数学的に解明すること。

フランク・カメネツキーのパラメータの臨界
値（例えば発火点、消火点）の数値解析を
実際に行うための理論的な裏付けを与え
ること。



結論

フランク・カメネツキーのパラメータの
臨界値（例えば発火点、消火点）と一
般ロバン境界条件との関連を解明し
た。



Fields Subjects Studied by

•Linear Algebra •Markov Chains

•Transition Matrices

Perron and 
Frobenius

•Probability •Markov Processes

•Green Operators

Feller and 
Dynkin

•Functional 
Analysis

•Minorant Principle

•Eigenvalues

Krein and
Rutman

Bird’s-Eye View



Degree Theory

on a Cone

Leray-Schauder 

Theory

Minorant
Principle

Krein-Rutman

Theory

Feller 
Semigroups

Elliptic 
Boundary Value 

Problems

My Approach to Chemical Reactions
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Taira, K. (2016): Bifurcation curves 
in a combustion problem with 
general Arrhenius reaction-rate 
laws, Annali dell'Universita di 
Ferrara, Vol. 62, No. 2, 337-371





化学反応と温度の関係

化学反応が進む

反応熱により，領域の温度が上昇

化学反応がさらに進む（アウレニウスの法
則）

一方で、熱拡散が起こる

領域の境界で，境界条件(等温条件、断熱
条件) を課す（ニュートンの冷却の法則)



アレニウスの法則

化学反応速度論におけるアレニウス
の法則は、指数関数型の非線型項に
対応している。



アレニウス

Svante August Arrhenius (1859-1927)
スウェーデンの化学者

1903年ノーベル化学賞（電解質溶液にお
ける電離説）



Svante August Arrhenius



ニュートンの冷却の法則

熱の交換は容器表面の内と外との温
度差に比例するというニュートンの冷
却の法則は、一般ロバン境界条件に
対応している。





有界領域(フラスコ）
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反応拡散問題
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Simple Arrhenius rate law
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活性化エネルギー

 化学反応が起こるために、
越えなければならないエネ
ルギーの山

1





 活性化エネルギーの山が高
ければ、化学反応はゆっくり
と進行する。

 活性化エネルギーの山が低
ければ、化学反応は速やか
に進行する。

活性化エネルギー（敷居エネルギー）



フランク・カメネツキーのパラメータ

 化学反応物の（無次元
化された）発熱量







ニュートンの冷却の法則
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反応拡散問題
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反応拡散問題
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微分積分学 非線形関数解析学

非線形問題の線形化近似
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非線形問題の解法（１）

自明解のみ

線形化問題が一意可解的

線形化 逆関数定理

非線形問題



非線形問題の解法（２）

非自明解の存在

線形化問題の固有値が代数的に単純

線形化 固有関数からの摂動

非線形問題



固有値の重複度

幾何的重複度＝固有空間の次元

代数的重複度＝一般化固有空間の次元



幾何的単純性（ジョルダン標準形）
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代数的単純性（ジョルダン標準形）
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非線形問題の解法（３）

非線形問題の非自明解は、線形化問
題の固有値から分岐する。

代数的に単純な固有値は、強い安定性
を持ち、非自明な分岐解を固有関数か
らの摂動によって構成できる。



解の局所分岐ダイアグラム

非自明解

0
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Transition Matrix of a Markov Chain
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Eigenvalues Eigenvectors

Eigenvalues and Eigenvectors
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Frobenius Root (1)
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Frobenius Root (2)

1

1

1

1

1 ,t A

 
 
 
   
 
 

 
 

f f f

F r o b e n i u s

a l g e b r a i c a l l y  s i m p l e  e i g e n v

r o o t

a l u e

 



Frobenius Root (3)
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The Perron-Frobenius Theorem
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固有値問題
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正値解の候補 (2)
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正値解の形
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正値解の形
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Bird’s-Eye View

Existence 
Theorems

Finite-
dimensional case

Nonlinear 
Analysis

Positive 
Solutions

Perron-Frobenius

(Linear Algebra)

Krein-
Rutmann

(Minorant
Principle)

Non-trivial 
Solutions

Brouwer Degree

(Topology)

Leray-
Schauder 

Degree

(Degree 
Theory)





Brouwer’s Fixed-Point Theorem
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Schauder’s Fixed-Point Theorem
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写像度の有用性（１）

• The Leray-Schauder degree is an 
important topological tool introduced by 
Leray and Schauder in the study of 
nonlinear partial differential equations.



写像度の有用性（２）

• The nontriviality of the degree 
guarantees the existence of a fixed point 
of the compact mapping in the domain.

(Kronecker’s existence theorem)



写像度の有用性（３）

• It should be emphasized that the more 
precisely we know the degree the sharper 
we can estimate the number of fixed 
points. 

• This opens a door to the study of 
multiple solutions in nonlinear analysis.
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写像度の計算例（１）
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写像度による存在証明
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劣調和関数の最大値の原理

劣調和（下に凸）関数は、その最大値を境
界の点でとる。（最大値の原理）

劣調和関数が、内部の点で最大値をとれ
ば、定数である。（強最大値の原理）
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Fixed point index theory

Existence 
Theorems

Methods Studied by

Non-
trivial 

Solutions

Degree Theory Leray-
Schauder

(1934)

Positive 
Solutions

Fixed Points in 
a Positive Cone

Leggett-
Williams

(1982)





 

:

 A

 

def

A

X

A X

X

r X A

r

r




 



metric space

conti

Let be a 

A non - empty subset

is a  of  

 sunuous map

identi

ch that

the  on

is a

ty m

retract

retra

ap

ction

Retracts and Retractions



A

:

 A
A

r X A

r

 

 id

continu

entity 

 map

the  map

o

on

us

X
r

レトラクトとレトラクション

A



Theorem (Dugundji)

  

  .

E

E E

closed convex

Let be a Banach space.

Every non - empty  subset 

o retraf  is a  ofct



Ordered Banach Space

 

 

 

(i)  

(ii) ( , ) 

( :iii) ,

(a) , , , 0.

(b) ( ) .

:

0

0 .P x E

E

E

x

E

x y P x y P

P P

   



     

  

  

is an 

is a Banach space.

is an ordered vector space.

ipositive cone, 

ordered Banach 

s cl

sp :

d

ac

o

e

se



P

 

: ( )

 

( ) : 0

P

r C P

r P

P u C u

  



   

 m a p

t h e  id e n t i

c o n t in u o u s

t y  m a  o np

( )E C 

r

レトラクトとレトラクション

P



P

U

( )C 

正値錐上の写像度（１）

F

: , ( )

( ),

F U

u

P F

F u U

P

u

U

U



   

open subset

com pact

P



1( )r U

P

U

( )C 

( )C 
Ur

正値錐上の写像度（２）

F

F r



1( )r U

正値錐上の写像度（３）

( )C  ( )C 
UF r

1

1

0    ( ).

( , ) : deg( , ( ),0)i F U I F r r U

I F r r U





 



Leray - Schauder degre  with respect

to of defined on

e







1( )r U

正値錐上の写像度（４）

( )C  ( )C 
UF r

1

1

( , ) : d eg ( , ( ), 0 )

( ),

0     ( ).

i F

u F u u U

I F r r

U I F

U

r r U





   




 
L eray - S ch a u d er d eg ree w ith  resp ect

to o f d efin ed o n









多重不動点の存在定理（１）

 
: [0, ) 

: :  

( ) ,

( , , ) 

  

Q

G Q w Q w Q

G w w

Q

w

X

Q

Q









 

 

   

 



 

contia  functional

an ordered Banach space

T

nuous and concave

coa  mapping 

s

h

u

e positive cone has non - empt

mpa

ch 

y interior

,  

a

ct

th t

 



多重不動点の存在定理（２）
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低い活性化エネルギー
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低い活性化エネルギー

化学反応は連続的に進行する。
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高い活性化エネルギー

S字形

化学反応は不連続的に進行する。
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発火点（熱爆発）
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消火点（温度失活）

*( )a



発火点 境界条件

発火点の比較定理 (1)
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発火点の比較定理 (2)

* * *(1) ( ) (0)a   

発火温度は、保温条件の場合が一番
低く（火がつきやすく）、冷却条件の場
合が一番高い（火がつきにくい）。
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消火点 境界条件

消火点の比較定理 (1)
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消火点の比較定理 (2)

* * *(1) ( ) (0)a   

消火温度は、保温条件の場合が一番
低く（火が消えにくく）、冷却条件の場合
が一番高い（火が消えやすい）。
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消火点（温度失活）
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パラメータの数値解析

*( )a （発火点）

*( )a （消火点）



0.01 3.359

0.02 3.399

0.20 4.51

発火点の数値解析
（2000: 皆本, 中尾, 山本）

 (0)




