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研究成果の概要（和文）：置換規則力学系はより一般の力学系に生ずる自己誘導構造をモデル化した力学系であり文字
を文字列に置き換える操作で生成される。置換規則力学系は強混合的にならない硬い力学系で、非自明なスペクトルを
持つか否かは拡大係数が Pisot 数であることを同値である。本研究では既約 Pisot 置換規則力学系が純離散スペクト
ルを持つという予想に挑戦した。結果としてJ.Y.Lee の共同研究で純離散性と同値な Overlap 一致条件と強一致条件
との関係を明確にし、さらにJ.Y.Lee, F.Gahler との共同で既約 Pisot で trace が３未満で予想が成立していること
を確認した。

研究成果の概要（英文）： Substitutive dynamical system models self-inducing structure appears in general 
dynamical systems. It is generated by a substitution rule on finite letters. Such system realized as 
self-similar tiling can not be strongly mixing and whether it is weakly mixing or not is described by 
whether the dilation is a Pisot number.
 We studied the well-known conjecture in this area which asserts that every irreducible Pisot substituion 
is pure discrete. As a result with J.Y.Lee we elucidated relationship between several coincidence 
conditions. Further with J.Y.Lee and F.Gahler, we did a systematic valification of the conjecture up to 
trace 2. All of them are pure discrete, we did not find a counter example.

研究分野： 数論
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１．研究開始当初の背景 
自己アフィンタイル張りの平行移動作用に
関する力学系は、数論的アルゴリズムの自
己誘導構造の記述にしばしば現れる。特に
タイル張り力学系が純離散スペクトルを示
す場合には、自然拡大の具体的な構成、周
期点集合の記述、Diophantus 近似への応
用など様々な数論的成果が期待できる。そ
こで、準離散スペクトルであることを様々
なクラスで示すことは重要である。 
 
２．研究の目的 
このような問題設定において最も著名な未
解決問題は、既約 Pisot 置換規則が純離散
であろうというものである。これは Pisot 
Substitution 予想と呼ばれ、この分野の中
心問題の一つである。この予想に様々な角
度から取り組むことを本研究の中心課題と
した。関連して様々な数論的アルゴリズム
の自己誘導構造に注目し詳しく調べる事を
第二の目標とした。この問題は数論、位相、
解析、情報理論の様々な問題と関連する分
野横断的なものである。特に自己誘導構造
の拡大定数になぜ Pisot 数という特別な
代数的整数が生ずるかという、ある種の剛
性の問題を重要な研究テーマとした。 
 
３．研究の方法 
Pisot Substitution 予想を調べるには、タ
イル張り力学系の純離散性の同値条件を詳
しく調べることが重要である。また自己誘
導構造をもつ数論的アルゴリズムの研究で
は、エルゴード理論と数論の両方のアイデ
アを合わせて新しい切り口を見つけること
が大事である。 
Pisot 型置換規則の固定点のシフト軌道
閉包で生ずる substitutive 力学系は、自己
誘導型力学系の原始型である。この離散力
学系の自然な懸垂による一次元自己相似タ
イル張りの Pisot 予想に取り組む。Pisot 
予想は M.Barge らの研究により Proximal 
な二つのタイル張り力学系の流れが
coincidence を持つことと同値であり、ま
た一般の Dumont-Thomas 数系の有限性
の特徴づけの問題とも捉えられる。特に
proximarity と dense coincidence のより
よい理解が重要である。 
第二は一般の高次元自己相似タイル張り
の純離散でない力学系を skew product の
形で幾何学的に表現できないか、またその
ような表示ができる場合に連続スペクトル
部分のより具体的な記述は可能かを研究す
る。純離散でない場合を考察することで純
離散なタイル張り力学系をよりよく理解す
ることができるものと思われる。第三は、
自己相似タイル張りの構成問題である。拡
大的な行列が与えられたとしても如何なる
平行移動の集合を与えると自己相似タイル
張りを生ずるのかは非常に難しい。この問
題を大課題として取り上げた。 

 
４．研究成果 
Pisot 予想は、タイル張り力学系の純離散
性に関するものであるが、純離散性にはこ
れまでも、いくつかの異なる条件下での同
値条件が知られていた。これらは一致条件
と呼ばれている。J.Y.Lee との共同研究で、
Overlap coincidence が  strong 
coincidence を導くことが証明できた。さ
らに、その逆に多くの制御点に関する 
strong coincidence か ら  Overlap 
coincidence を導くこともできた。 
J.Y.Lee と F.Gahler との共同で Pisot 
予想がトレース３未満では成り立つことを
しめし、さらに自己アフィンタイル張りの
大きなクラスでも同様の純離散性が成立し
ていることを確かめた。 
 多項式の生成するイデアルの高さの最小
を求める問題は、タイル張りの位相的性質
と関連して調べられている課題である。
P.Drungiras と共に低次元の場合を研究し、
Automata との関係を導いた。さらに
T.Zaimi, J.Thuswaldner らとともに、高さ
が有界となる多項式の完全な特徴づけに成
功した。共役の絶対値が 1 でないような代
数的数の満た整数係数多項式で高さが最小
となるものを決定するアルゴリズムが副産
物として記述できた。 
 離散回転の自己誘導構造を E.Harriss 
との共同で調べ、この力学系がオドメータ
ーと同型であることを示した。離散回転に
ついては多くの基本的問題が未解決である。
すべての軌道が周期的という予想はそのな
かでも大きな課題である。A.Petho との共
同で、どのようなパラメータに関する離散
回転でも周期軌道が無限個あることが証明
できた。これは、今までの離散回転の研究
では全く手につかなかった難題であり、か
なり一般のクラスでの無限性の証明の成功
は大きな進歩と考えている。 
 V.Komornik との共同で{0,1}係数多項式
に関する Erdos の問題について底が 2 未
満で Pisot 数でないときに、点集合に集積
点があることを示した。この問題の設定で
は最良の結果である。この研究は D.J.Feng 
により進められ、点集合が同じ条件下では
稠密になることまでが証明されている。こ
の結果は Pisot 数の興味深い特徴づけを
与えている。 
 強非周期タイル集合とは、タイル張り可能
であるが周期的には決してできないような
タイルの有限集合のことである。Ammann の 
タイルは強非周期タイル集合の著名な例で
あるが、その辺のマッチング条件を大幅に
簡易化したものを発見した。強非周期性の
証明も大変明解となった。Ammann のタイル
の生成するタイル張りの力学系は純離散ス
ペクトルを示す。簡単な隣接関係で局所的
に記述されることは、準結晶の数理モデル
として非常によいものとなることを意味す



 
 

る。 
 H.Brunotte とともに多項式を要素とする
行 列 の 冪 に 関 す る  almost linear 
periodicity という概念を研究した。この
研究は Perron Frobenius の定理のある種
の一般化を与える。 
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