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くはしがき>

本研究においては、大型浮遊液滴の界面大変形と内部流動挙動を調べるため

に、浮遊静電浮遊を用いた浮遊実験〈宇宙航空研究開発機構・松本聡)ならび

に超音波浮遊技術を用いた液滴浮遊実験(筑波大学・阿部豊)を行うとともに、

液滴界面の非線形を含む大変形挙動に関する理論解析(東京大学・西成活裕)

を行うとともに浮遊液滴の界面大変形挙動を内部流動挙動に関する 3次元非定

常の数値解析(日本原子力研究所・渡辺正)を、互いに強く連携しつつ実施し

た。その結果、 [lJ静電浮遊炉を用いた実験によって、浮遊液滴の界面振動挙

動に及ぼす液滴回転や内部流動の影響を明らかになった。また、 [2]超音波浮

遊実験によって、大型浮遊液滴の内部に複雑な渦を有する内部流れの発生する

場合のあることを通常重力環境と微小重力環境の両方において確認することが

できた。浮遊液滴の界面変形に対しては、保持力との関係で扇平形状になるな

ど重力の影響が大きく関与しており、重力の有無が内部流動挙動に影響を及ぼ

す可能性が示された。 [3J理論解析においては、浮遊液滴の大変形運動を近似

無しで扱える基礎理論式が完成し、その線形解析が完了した。その結果‘従来

から知られているラムの振動数に一致することが確認された。この基礎式は、

近年発達してきたソリトン理論と微分幾何学とを用いたものであり、どのよう

な変形状態でも原理的に記述できる新しい枠組みである。 [4J浮遊液滴の界面

変形と内部流動を多次元的に評価・検討するための三次元数値計算コードを作

成し、実験結果と良く一致する結果を得ることができた。
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第 1章序論

1-1 研究の

純度の高い、溶融液体を、非常にゆっくり冷却させた場合(徐冷)、図 1-1

ように核の発生が抑制されて、溶融物は凝圏点温度以下で、も凝固しない過冷却現象

が発生する。過冷却以下に冷却された溶融液体は、…且核生成が始まると極めて速

い速度で均質に凝践し、均質で高品位の結晶が合成できることが期持されている。

一方、溶融液体を空中に保持する無容器状態で冷却する場合、やはち図 1-1

ように、核の発生が抑制され、急速冷却であっても過冷却状態が達成される可能性

ある。このような過冷却凝間の場合の核生成には、いまだ未知の部分があり、無

容器での過冷却状態からの核形成によって、新たな機能を有する新材料の創生が期

待されている。また、非接触無容器状態においては、異物の混入など容器から

響を排除できることかち、高溢環境下での高精度物性測定などこれまでにできなか

っに計調IJが可能となり、既存材料の高度利用などに対する寄与についても大きく期

されている。

温
度

¥¥母一一一通常冷却

\~\\ ^ 一、 徐冷
寸¥¥ I ¥ ，..". -'-... I 、. . ，.ノ F
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図ト1 溶融物の冷却曲線
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1-2 従来の研究

材料プ口セス研究のうち、核形成の問題は、国内外の関連する研究におい

研究の進んで、いない分野であるとされている。特に洋遊液滴における核形成は新材

料創生のための揮めて有望な手段とされているものの、核形成に及ぼす自由界面の

形状挙動の影響やそれに伴う内部流れの影響の評価、さらにはそれらを制御する手

法はいまだ確立されていない

すなむち、無容器で浮遊状態にある過冷却液滴の均質核生成に関しては、過冷却

からの核生成における溶融液体内部での流動挙動が何らかの影響を与えてい

る可能性があり、またそのような溶融液体内部での流動に液請状の液相と気相関の

界面変形が関連している可能性も指摘されているものの、現時点においては、その

ような浮遊液滴の過冷却凝自に及ぼす気液界面変形の影響については、実験的にも

解析的にも明らかにされていないのが現状である。

、通常重力環境下において溶融液体を無容器状態、で保持するためには、静電

などの伺らかの非接触保持力を使用することが必要不可欠である。また、

非接触で浮遊状態となった溶融液体は表面張力の影響により球形液滴となり、その

は自由界掃として振舞うことになる。このような浮遊液滴の自由界面としての

変形挙動やそれに伴って誘認される内部流動や外部の流れ場の影響などは、過冷却

状態の達成や高精度物性測定などに大きな影響を与える可能性がある。さらに、特

に大粒径の洋遊液漉の場合には、隷形な変形挙動だけでなく非線形な大変形を伴う

可語性がある。現在のところ、このような非捺形な界面変形を含む大粒径浮遊液滴

自由界面の変形挙動ならびにそれに連動する液滴内部ならびに外部の流動挙動

を関連させた実験ならびに解析的な研究は行われてきていない。

ト3 研究の目的

本研究の目的は、まず、申請者らが独自に開発してきている静電浮遊場を用いた

高温溶融金属液滴浮遊システムを用いて浮遊液滴に対する外部変形挙動や物性値

測定を通して浮遊液請の変形挙動に関する実験情報を~又集するととともに、やはり

独自に開発してきている強力超音波を用いた液滴浮遊システムを用いて空中iこ浮

遊させた透明な大粒経液滴の変形挙動や内部ならびに外部流動挙動を可視的に観

察測定し、大粒径の洋遊液諦の界面変形挙動と内部および外部流動に関する

報を収集する。同時に、界面変形に関する理論的な検討を行うことによって

浮遊液濡の非線形な界面変形挙動を記述するための理論体系の構築を目指すとと

もに、大粒径浮遊液滴の界面変形と液滴内外の流動に関する数盤解析を行うための

多次元で非定常な界間変形ならびに液滴内部流動挙動の詳結解析を行うための数
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{蔽解析コードを開発整備することとする。これらの実験結果ならびに解析手段

備構築することによって得られた結果を総合的に評錨検討することによって最終

的には、空間に無容器状態で浮遊させた大粒径液滴の界面変形と流動との関係を明

らか;こするための知見を蓄積することとしている。

本研究から得られる知見は、将来的に、過冷却凝匝を用いた新材料の創生や既存

材料の高温物性の高精度測定など工業的に新たなブレークスルーをもたらす可能

性のある新技術の開発に資するだけでなく、過冷却状態からの核形成の挙動に及ぼ

す自由界面変形や液滴内部流れの影響、更には大粒径浮遊液滴の非線形な界面変形

の取り扱いなどについての めて を提供するものである。
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第 2章静電浮遊実験

2-1 はじめに

静電浮遊による、材料フ。ロセッシングや高温物性の測定が行われており、新機能

を有する材料の創成やこれまでに実測値の無い超高温融体の熱物性値の測定に関

する研究が行われ、非常に多くの注目を浴びている。物性計測においては、浮遊液

滴の安定化のために行っている回転数がある値を超えると、液滴振動における従来

の線形理論が適用できず、回転の影響を補正することが不可能であることが分かつ

ている。その原因として、浮遊液滴の回転に伴う界面変形あるいは内部流動が何ら

かの形で液滴の挙動に非線形的影響を与えている可能性があるが、現段階ではこれ

を明らかにすることができていなし、。そこで、液滴の回転・振動挙動の解明及び物

性測定への影響について流体力学の観点から解明することを目的に研究を行った。

現在、地上重力環境下において、静電力を用いた無容器浮遊によって、従来の方

法では測定が困難であった融点が 3000
0

Cを超えるような超高温溶融金属の熱物性

測定などが行われている(1)・(3)。この熱物性測定においては、液滴振動法によって液

滴形状の変形から固有振動数を求め、 Rayleigh(4)や Lamb(5)~こよって導出された線形

理論の関係式が用いられる。しかし、浮遊液滴の固有振動数を求めるために印加す

る軸対称振動や、安定した浮遊を促すために印加する回転により液滴形状が大きく

変化するようになると、液滴の非線形効果が顕著になるため、熱物性測定において

線形関係式が適用できなくなり、測定に大きな誤差を与えることが懸念される。し

かしながら、現段階では、非線形効果が液滴にどの様に現れるのかについては明ら

かになってはいなし 10 この液滴に対する非線形効果の解明は、熱物性測定への寄与

だけでなく、過去 l世紀に渡り続けられてきた液滴挙動に関する流体力学的研究の

発展につながるものと考えられる。

本研究では、線形理論での熱物性測定の限界や、大振幅・大変形時の浮遊液滴に

おける非線形効果を解明することを目的としている。

まず、液滴の無容器浮遊技術として、音波や電磁力を利用する方法に比べて比較

的安定に真球の状態の液滴を保持できる静電浮遊法を用いて、常温・大気圧下での

液滴浮遊を行った。また、液滴振動法による表面張力測定を行い、測定誤差となり

うる要因について検討した。次に大振幅振動、または回転印加時の液滴挙動観測を

行い、液滴形状の変形が固有振動数に与える影響を調べ、理論との比較を行った。
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2-2 理論

2-2-1 浮遊による物性測

2-2-1-1 物性値算出式
ここでは、線形変形理論から表面張力算出式の導出を行うの，(令。)。まず、密度 ρ

の液滴が、密度ρ'の無限に広がった他の流体によって閤まれているとし、平衡状態

から半筏方向のみに微小変形させた場合を仮定する。この時、任意の瞬間におけ

共通球面の形状は、次のように与えられる。

r a十 (;=α 十 Sn.sin(mt + &) 、もS
/

噌

2
2
A〆，‘、、

、伊騰 、〉幽

、-

α:平均半径

え :n次の球面調和関数

(1)式に対応する速度ポテンシャルの値は、内部の点、、

ド竺fksn-cosW+ε)
n an 

(2) 

外部の点で、

. COs(ぽ+ε) (3) 

となる。これらは、 r=aで、

己中 (4) 
dt dr dr 

となる。また、ニのときの表面における内圧、および外圧の変動部分は、

p= 十足並Sn. sin(ωIt+ε) (5) 
n 

p'= …立与Sn削げ+c) (6) 
n十 i

によって与えられ…

曲率の和を見出すためには、次の立体幾何の定理を用いる。すなわち、出面の族

F(xラ yラ z)コ const

(x，y，z)を通る曲面の干の

(7) 

の法線の方向余弦を λ、μ、v、すなわち、

入、μグ (8) 

とすれば、

1 1 dλ ，θμ dv 
-ー一一一ー一ー~

R] R2 dx dy 訟

であるという定理であれ

(9) 
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調和球状体の方程式(1 )は、また、

r=α+ζ" 

と書ける。ここで、

(nヱムSn. cos(ω'nt +ε) 
an 

すなわち、 Cnはn次の体調和関数である。

こうして

、、.. ，ノハU1
i
 

〆
'
E
E
‘、、

、、.. ，ノ
噌

B
B
A

唱
E
E
A

〆
'
E
E
‘、、

λ x θ';}1 + 11_;_C 一一一_~-.-I

r Bx r2コ月

μ -E_~与一 y一 ・日-
r 奇y r2 -:>r 

(12) 

v zθιL+n~( 
-rBz'Mr2・:>}1

が得られる。したがって、

n
 

/」
M

川

7+
 

2
一
r

l
一九“

+
 

l
一高

2 . (11-1)(11 + 2) 
=一+V' .，~. -， S}1' sin(ω'}1t +ε) 

a a・H

、‘.
Fノ司、d

唱
S
E
A

〆
'
E
E
‘、、

となる。この時、液滴の自由界面において、表面張力が一様に分布しているとする

と、 (4)，(9)を表面条件であるラプラスの式

ードσ(す引 (14) 

ここで

p、p':流体球の界面近くでの両側の圧力

丸、ん:表面の主曲率半径

σ:表面張力

に代入すると

ω/)2 =n(n+lXn-lXn+2) σ 吋

{(n+l)ρ+n〆)〆
、、.. ，ノ戸、J

唱
S
E
A

〆
'
E
E
‘、、

が得られる o

r'コ O、aを球形時の半径roとおけば、これは

ωn2=FI(n-l)(n+2)-E7 
ρro 

(16) 

を与える。これによって、液滴の固有振動数から表面張力を算出することができる。

今、球面調和関数とは、以下に示す微分方程式
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1 o ( . _ oY!' ~ 1 o2y_m 剛

一一一1sin θー」ー 1+ 一一一ιニ~ + n(n + l)y~ß = 0 sinOθθ(θθ) . sin2θθo2 . ..，.. • -rn 
(17) 

の解ynm((}，O)となっている。元の方程式に含まれる l、m の二つを指定すると関数型

が決まり、極座標 θ、伊の関数となる。ここで球面調和関数は、ルジャンドル関数pf

を用いて、以下のように表せる。

rJ[l =PJ[l(cosθ)e加o(m=O，H，::t:2…・in) (18) 

このルジャンドル関数を用いると、 (1)式は、次のようになる。

r((}かいL~COS(ω1n1)Pnm (∞S(}) (19) 
n=l 

ここで、

町:球形と仮定した時の液滴の半径

Pn
m 

: n次のルジャンドル関数

。:z軸からの角度

A，， :n次モードの振動振幅

ω'n : n次モードの固有振動数

今、(19)式として、液滴の n次のモードの界面変形を表す式が得られた。この式に

より記述される浮遊液滴の界面変形の様子を、図 2・1と、図 2・2に示す。図 2・1で

は、 nは液滴の振動モードを、 mは振動の軸を表している。また、ここで示す浮遊

液滴の界面変形は周期的な変形のある瞬間の変形の様子を示している。図2・2は、

n=2、m=Oの軸対称振動モードにおける一周期分の界面変形挙動を表している。

4 

図2・1 液滴の界面変形
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。(s] 0.25(s] 0.5(s] 0.75(s] 1.0 (s] 

1.25(s] 1.5(s] 1.75(s] 2.0 (s] 

図2・2 n=2，m=Oの振動モードでの一周期での振動挙動

次に、液滴の粘度が及ぼす液滴振動への影響を考慮、に入れると、液滴の振幅は減

衰するものとして考えられる。したがって、 (19)式において、振動振幅4は、次の

ように表される。

An叫 exp(ミ)
ここで

Tn:減衰定数

Ao :初期振幅

これと(1)式より減衰定数 Tnは、次のように表される。

よ=(n+lX2n+l)~
τn pro~ 

(20) 

(21 ) 

本実験においては、 n=2、m=Oの軸対称振動を液滴に印加するため、表面張力と

粘度は(2)式、 (3)式からそれぞれ、次のようになる。

σ= .!. f)(JJ-.， 2rn3 
-~ J-'U'l '0 

~ 

5rぅ

'7=一-T
pro 

2ふ 1・2 静電浮遊による表面電荷影響補正

(22) 

(23) 

静電浮遊法により浮遊した液滴の表面は、正の電荷に帯電している。液滴表面に

一様に電荷を帯びている場合、液滴の固有振動数は、電荷の影響を受け変化する。

これは、表面電荷によって、液滴界面に働く表面張力が弱められることに起因する。

ゆえに、液滴の表面張力を算出する際には、その減少分を補正する必要がある O

Rayleigh(6)は、エネルギ一安定論による解析から、外力を受けない状態において、

電荷を帯びた液滴の微小振動に対する固有振動数を最初に計算し、液滴界面の乱れ
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を引き起こす原因が電荷量であることを証明したo Rayleigh(6)によると、液滴表面

の電荷量を Qsとすると、 2次の振動モードの固有振動数は、次のように表される。

的 C22会(I-Ja。) (24) 

これより、表面電荷の補正を加味した表面張力は、以下の式で求められる。

σ pぷI(ù， ~2 +__Qs:_--) 
8 ~勺c 8π2町6pε。)

(25) 

本研究では、液滴の表面電荷 Qsについては、平行な電極のちょうど中央に l点

の電荷として存在するものと仮定するし、クーロンカと重力の釣り合いより、次式

によって計算を行った。

ここで

Q~V 
mg=L 

m:サンプルの質量

g:重力加速度

V:上下電極聞のポテンシャル

L:電極聞の距離

2-2-1・3 重力影響補正

(26) 

静電浮遊液滴における軸対称振動の性質は、 Feng&Beard(7)により、摂動法を使っ

て、解析された。電場、重力場がある中で、電荷を帯びた液滴の微小振動は、完全

な球形ではないため、 Rayleighの線形モデ、ルとは異なることを示唆した。 Fengと

Beardの2次の軸対称振動モードでの固有振動数は、下のように与えられるD

ω22=ω2λl-F(σ，q，e) ] (27) 

F(σdフe)三

ここで

4， 2 (243.31σ2 _ 63.14q2σ+ 1.54q "')e 

176σ3 -120q2σ2 +27σq4 -2q 

ω2c : 2次の振動モードの固有振動数

σ :表面張力

ω2c : (6)式で定義

また、 q~ eは、以下のように定義される。

2 ~イr
q 三 三M 勺

167rムroムεo

e 三 E2rOEO

ここで

e 浮遊において適用された電場
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(29) 

(30) 



2-2-2 液滴の振動振幅と共振周波数シフトの関係

非粘性、非圧縮性の液滴や気抱において、あ C々
キ
C を有する軸対

についての理論解析は、 Ts註mopoulos& Brown(8)によって行才つれたの振幅の 2

次モード結合に起因する液語形状や速度ポテンシヤルの補正は、 2、3、または 4

分化された連動として考えられる。その計算は、速度ポテンシャルが移動境界によ

って与えられた領域での形状に依存するため複雑なものになるが、彼らは、ポアン

カレ四リンドステッド法と、領域摂動法を組み合わせて境界形状の変化奇抜うこと

、この問題を解決した。彼らは、このような解析によ。て、 2次の軸対称振動モ

ードに対する液請の共振周波数が、その振動振幅の 2乗に比剖して減少する結果を

得た。振動振幅と共振周波数の減少量の関保は次の式で表される(10)。

df / 九三-ICJ 、
、
も
曇
/

噌

E
E
E
A

司

3
i
也、、

dJ :無印加時の共振周波数からの減少

ん:無印加時の共振周波数

c :定数 1.17037 (Tsamopoulos(9)) 

。:無次元振幅 a/R 

なお、本実験における振幅の大きさは、この(31)式に従って、振舗が液滴の大きさ

に依存しない燕次元振幅 Eを用いて評価することとした。

2-3 浮遊実験

2-3-1 実験概要

は、

液滴に振動、また

データの解析、または、

によって常温・大気圧下で液体を浮遊させ、その浮遊

を誘起し、そのときの挙動を液諮垂直軸方向長さの時系列

カメラによって撮影した画像による観察を行つ~。

2-3-2 実験方法

2-3ふ 1 静電浮遊の原理

図 3-1に静電浮遊方式の概要を示す浮遊開始前、下電磁に正の電圧を印加

おき、試料は下電極に接触させておしこれにより、試料表面は正曜荷に帯電する。

次に、上電極に負の電圧を印加すると試料と上電極関にクーロン力が働寺、液滴は

きに引力を受け、浮遊する。しかしながら、これだけでは試料が安定に保

持されないため、レーザ…光を試料に照射し、その影を光検出器に投影することに
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よって位置情報を検出し、検出された位置データをもとに PID制御を行い、位置の

ずれに応じて上電極の電圧を調節することによって、液滴を安定に浮遊させる。

高温溶融金属などを浮遊させる静電浮遊炉においては、試料を加熱すると電荷が

減る傾向があり、このため、試料の電荷供給が必要不可欠になる。しかしながら、

本実験では、常温・大気圧下において、液滴を浮遊させるため、電荷の減少はほと

んどないものとして扱うことが可能である。

laser photo detector 

図3-1 静電浮遊方式の概要

2・3・2・2 液滴振動の励起
液滴振動を励起する方法として、 JPLの則11m ら(1)、 JAXAの石川助教授ら(2)-{3)

が採用している下電極に正弦波周期の電圧を印加する方法を用いた。ここでは、下

電極と接地の聞に高速高圧アンプを介してファンクションジェネレータからの正

弦波周期の電圧信号を印加し、浮遊液滴に 2次の垂直軸対称な振動を励起した。ま

た、印加電圧を変化させることで、液滴の振動振幅を変化させた。本実験装置では、

液滴に対して、 3次の振動モードまで印加できることが確認された。

2・3・2・3 液滴回転の励起

液滴の安定浮遊、軸対称振動を促すためには回転の印加は不可欠である。しかし

ながら、液滴の垂直軸周りに回転を印加した場合、回転数増加に伴い、液滴の固有

振動数、減衰時聞が変化することが理論的に示されている(1l)-{13)。そこで、熱物性

測定における誤差を観察するために、音波による回転トルク印加法を用いて回転を

印加することとした。

回転トルク印加法では、液滴に定在波を直交に与えられるように 2個のスピーカ

ーを 900の角度で配置する。ここで与えられる回転トルク Tの大きさは、 Busse&

Wang(l 4)~こより、次のように与えられる。
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「

3
「

3/
，
.
1
 

ここで

v:空気の動粘性係数

Px、Py:定常波の音圧振幅

c:音速

A:液滴の表面積

物: 2つの定在波の位相角

(32)式より、定在波の位相角を 900に固定した場合、音圧を変化させることによ

って回転トルクの大きさを変えることが出来る。実験では、チャンバー側面にスピ

ーカーを 2つ配置することで、液滴に回転を印加した。

2ふ 3 実験装置

図3-2、図 3-3(a)フ(b)に、本実験で用いた実験装置のテスト部の写真と概略図を示

す(15)。実験装置の中央には、浮遊液滴の可視化のためにアクリル製の透明チャンバ

ー (180[mm]x180[mm]x 110[mm])を配置した。その中央には、上下対の平行電極、

またそのチャンパ一周囲に、液滴の鉛直方向長さの変化を測定するためのラインセ

ンサ一、液滴の位置制御のための He-Neレーザー、それの反対側にレーザー光量

調整のための偏光板とノイズ除去のためのバンドパスフィルタ一、液滴の影を検出

する光検出器、液滴の挙動観察と液滴の回転を測定するための CCDカメラ 2台と

高速度カメラ、液滴に回転を印加させるためのスピーカーを配置した。実験におけ

る液滴径の時系列デー夕、および、液滴の下電極からの位置、上下電極に印加され

た電圧値の取り込みには、計測制御用プログラミングソフトウェア Labviewにより、

データ取り込みプログラムを作成した。サンプリング周波数は、 2400[Hz]で、行っ

た。

12 



図3-2 装置テスト部写真

d' 
(i) Bottom electrode 

/ωSyrlnge 

(a) Top View (b) Side View 

図3・3 実験装置概略図

2・4 実験結果および考察

2-4・1 試験流体の選定

本実験においては、液滴の形状、界面変形などの可視が容易な流体を選定するこ

ととした。具体的な選定基準は以下に示す 4点、である。

無色・透明である

表面張力が大きく 低粘性である

蒸発しにくい

化学的に安定で安全な物質である

表4・1に、候補となった試験流体を示すo 第一候補に挙げられる流体としては純

13 



水で、ある。しかし、純水は不純物の影響を受けやすく、特に表面張力の測定におい

ては大きな誤差が見られた。また、長時間の測定では、蒸発により液滴径が変化し

てしまうため、液滴の表面電荷量、取得する周波数データなどに大きな影響が出た。

他の候補流体においても浮遊実験を行った結果、表面張力が 20[mN/m]程度の

流体では、本実験装置による浮遊が不可能であった。また、浮遊出来たとしても、

粘度が大きい流体については、液滴に振動は励起されなかった。

選定の結果、最終的に静電力による浮遊が可能であり、かつ、上記の実験条件を

満たす流体として、本実験では、プロピレンカーボネート(旭硝子株式会社 アサ

ヒネート 化学式:C4H603 )を使用することとした。プロピレンカーボネートの

物性値も表 4-1に示した。本実験で測定対象となる表面張力については、実験室の

気温 25
0

Cの条件下で、プレート法による測定を行った結果、表面張力。=42.6土0.16

[mN/m]であった。

--------融点 (K)

水 273.15 

エタノール 159.05 

工チレングリコール 260.6 

グリセリン 291 

プロピレン力一ポネート 223.8 

シリコンオイル (1cs) 

2-4-2 表面張力の測定

2-4-2-1 実験概要

沸点 (K) ρ(kg/m3
) 

373.15 997.1 

351.7 785 

471 1110 

563 1263 

514.7 1205.7 

818 

表 4-1 流体データ

σ(mN/m) ν(mm2/s) ε(F/m) 

72 0.891 78.5 

22.3 1.37 24.3 

48.4 20.5 37.7 

63.4 748 42.5 

42.6 2.3 69 

16.9 1.0 2.281 

実験では、プロピレンカーボネートの液滴を浮遊させた。液滴は下電極に設置し

たシリンジから注入されるのだが、液滴が下電極から離れた直後は、液滴は不安定

になっていた。時間経過とともに安定して液滴が保持されるので、安定になったこ

とを確認した後、アンプから 10[kV]のランダムノイズを下電極に印加し、液滴に

微小な振動を与えた。その時の垂直軸方向の液滴長さをラインセンサーによって測

定し、得られた時系列データを FFT解析することで液滴の共振周波数を求め、 (22)

式により表面張力を算出した。また、電荷による影響補正、重力による影響補正を

それぞれ、 (25)式、 (27)式を用いて行った。
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2・4・2・2 実験結果

図4・2(a)，(b)にプロピレンカーボネートの表面張力測定結果を示す。図 4・2(a)は横

軸に液滴直径、縦軸に表面張力の測定値をとったもので、グラフ中には、 (22)式に

よる算出結果、 (25)式による電荷補正、 (27)、(28)式による重力補正の結果をそれぞ

れ、黒、青、緑の点で示す。この結果、補正前の結果は σe=34.1::i:3.3 [mN/m]、電荷

による補正結果が σc=38.4::i:2.1 [mN/m]、重力による補正の結果が σg=39.S:i:2.6 

[mN/m]となり、重力補正による表面張力の値が、赤線で示す常温での測定値 σ=

42.6土0.16[mN/m]に最も近い値を示していることが確認された。しかしながら、表

面張力の値に対して、液滴直径による依存性は見られず、また、データ誤差は、

補正によって小さくはなるものの、大きな変化はなかった。後においても大き

い値を示した。そこで、横軸のパラメータを変え、横軸に液滴の表面電荷密度、

縦軸に表面張力の測定値をとった結果を図 4・2(b)に示す。この結果より、表面張力

の値は、液滴の表面電荷密度に比例して減少していることから、表面電荷が、表

面張力の測定、または補正に影響を与えているものと考えられる。電荷、重力

の両方の補正式でにおける表面電荷は、液滴表面において一様に分布している

ものと仮定されている。このため、表面電荷密度の増加とともに、液滴表面の

電荷が不均一な分布となったことで電荷算出に影響が出たため、表面張力測定

に誤差が生じたと考えられる。現段階では、表面電荷密度が、 2.0x10・s[C/m2]以

下の領域においては、実測値に近い値で算出されていた。

今後は、より正確に液滴の表面電荷を算出すること、また、また、電荷の増

加により表面張力が低下することによる液滴形状の不安定性などについて検討

する必要性が示唆された。
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2-4・3 振幅増加による液滴振動への影響

2-4・み1 実験概要

表面張力測定時と同様にプロピレンカーボネートを浮遊させ、共振周波数を求め

る。振動の印加については、第三章に述べた方法を用いる。ファンクションジェネ

レータから、共振周波数より低い周波数の正弦波周期の電圧を下電極に送り、液滴

に振動を印加する。周波数を 0.2凹z]刻みで増加させ、それぞれについて液滴の鉛

直軸方向長さの測定を行い、時系列データから振幅を計算した。共振周波数を超え

る領域まで測定を行なった後、今度は印加電圧の大きさを 0.5~7[kV]間で変化させ

ることで印加外力を増大させ、同じように測定を行った。

ここで、液滴に印加される平均的外力は、下電極に面する液滴の下半分に均一に

与えられると仮定し、液滴の表面電荷量と下電極への印加電圧から、次式で算出す

ることとした。

F~"~ = 立 E~"~…ν2  ~~ν 

ここで

Fosc 液滴に印加される外力

Eosc 印加電圧

Q:液滴の表面電荷量

2・4-3岨 2 印加外力の増加に伴う振動振幅の変化

(34) 

図4-3に、直径1.89[mm]の液滴について、印加外力を変化させた時の振動周波

数と振動振幅の関係を示す。横軸は液滴の振動周波数、縦軸は振動振幅である。微

小振幅振動時の液滴の共振周波数は、 83.4[Hz]で、あった。図 4-3の結果より、印加

外力が増加するにつれて振動振幅が増大し、また、それに伴って振幅が最大となる

共振周波数の値が減少することが確認された。振動振幅が 0.65[mm]の時には、 78.4

但z]にまで減少する結果が得られた。

また、図 4-3の結果より、振幅が最大となる共振周波数の値を超えた領域におい

て、急激な振幅の減少が見られた。この減少については、振幅が増大するにしたが

って顕著にみられた。この現象についてより詳細に考察するために次に示すよう

な実験を行った。
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図4・3 印加外力増加による振動振幅の変化

図 4-4、4・5に、直径1.92[mm]の液滴について、同様の条件下で実験を行い、

今度は印加周波数を増加させた後、そこから印加周波数を逆に減少させていった場

合の両方で、液滴の振動振幅の測定を行った結果を示す。横軸は液滴の振動周波数、

縦軸は振動振幅である。黒で示した線が印加周波数を増加させた場合、赤で示した

線が印加周波数を減少させた場合である。図 4-4は印加外力が 5.4[μ.N]、図 4・5は印

加外力 32[μ.N]の場合で、ある。この結果、周波数による振幅の変化は、振動周波数

が増加した場合と、減少した場合の曲線が同じ経路たどらないヒステリシス特性を

有していることが示された。また、この時、行きと帰りの経路において、振幅が最

大となる共振周波数の値にずれが生じることも示された。

o 12 0.65 

0.60 

戸..， 0.55 
E 
8 0.50 
ω 
] 0.45 
・』

。‘ 0.40

~ 0.35 
Oω30~ I|いI切n叩E中P仰川u

70.0 70.4 70.8 71.2 71.6 

Frequency [Hz] 

図4-4 振動周波数による振幅の変化 図4・5 振動周波数による振幅の変化

(Input Power : 32 [μN]) (Input Power : 5.4 [μNJ) 
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共振周波数を超えた領域における液滴の振動挙動を高速度カメラで撮影した結

果を図 4-6に示す 図 4-6の結果より、液滴の振動は、振幅が最大となる点を越

えると、軸対称振動ではなく、軸が傾いた振動をしていることが確認された。これ

は、この領域での振動が、 n=2.m=0の軸対称振動から、 n=2.m=1の非軸対称振動に

転移したと考えられ、この結果、振幅が急激に減少したと考えられる。

以上のような共振周波数の低下、ヒステリシス特性、振動周波数変化に伴う振幅

の減少については、急激な振幅の減少については、非線形振動の特徴として挙げら

れることである(1670 この現象が振幅の増加とともに顕著に見られたことから、浮遊

液滴の振幅増加によって何らかの非線形効果が強く現れているものと考えられる。

このような現象が現れるようになる振幅の大きさ、また、非軸対称振動への転移の

原因などについては、今後、更なる検討が必要である。

• • • • • 払 L L 

(a) (b) (c) (d) (e) 

• • • • • L (。 (g) (h) (i) 。)

• • • • み し

(k) (1) (m) (n) 

図4-6 共振周波数を超えた領域での振動挙動

2-4ふ 3 小振幅液滴振動

図 4.，7 (a)，(b)に、直径1.65[mm]の液滴に小振幅振動を印加した時の鉛直方向長

さの時系列デー夕、ならびにそのデータを FFT解析した結果を示す。振動振幅

は、 0.07[mm] (ε=0.08)である。図 4-7より、振動振幅が小さい時、 j夜滴の振動は

正弦波周期の振動であった。図 4-7(b)から、この振動は、 102[Hz]に単一のピー

クを持つ単振動であることがわかる。また、この液滴の無印加時に測定した共

振周波数は、 102.5[Hz]で、あり、共振周波数の大きな減少は見られなかった。
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2-4・3-4 大振幅液滴振動

図 4・8(a)，(b)に、同じ液滴に大振幅振動を印加した場合の結果を示す。振動振

幅は、 0.38[mm] (E =0.46)である。図 4-8(a)に示す振動振幅が大きい時の振動波形

は、正弦波周期的な波形から歪みが生じていることがわかる。図 4・8(b)に示す

FFT解析の結果からは、 86.1[Hz]に基本モードのピークを持ち、無印加時の共振

周波数 102.5[Hz]から大きく減少しているのがわかる。また、その整数倍の周波

数にもいくつかのピークが見られることから、 j夜滴振動に高調波が存在するこ

とが示唆された。この結果、液滴の振動が、正弦波周期からずれているものと

考えられる。また この高調波のピークは、小振幅振動においては確認されな

かったことから 振幅増加に起因したものと考えられる。
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、間 4-9に、高速度カメラを使って、液滴直径]ヲ [mm]、振動振幅 0.4[mm] 

( 8 =0.45)の時の液滴をパックライト法で撮影した大振幅振動液滴の一周期分の

界面形状の変化を示す。このときの撮影速度は、 1125[fps]である。図 4-9より、

大振幅振動の場合、液油鳴の形状が、上下対称にはなっておらず、きれいな軸対

称振動が起こっていないことがわかる。このことは、液溺界面での流れや内部

流動、また、重力による影響などが考えられるが、現段階では、その同定には

っておらず、今後は53IJの方法を用いて、液滴界面、または内部の可視化を行

う必要性が示唆された。

また、被摘が球状から縦方向の葉巻状になるまでの振動援婦が、球状から横

方向に痛平になるまでの振動振幅に比べて大きいことがわかる。この理由につ

いては、 j夜滴界面での圧力の関係を表す(14)式を用いて考察を行つん O

下こで、 j夜滴が縦に葉巻状になった場合、液満頂点における曲率半径は小さくな

る。したがって、液滴頂点では、液濡を引き悼ばそうとする外力と同方向に内

力が増大するため、液滴が大きく引き伸ばされる。一方、液滴が横に扇平になった

曲率半筏は大きくなることから、液諦頂点での内部圧力は減少するものの、

液滴を縮めようとする外力と反対方向に圧力が撒くため、液滴の縮みは抑制される。

の結果、液滴が球状から葉巻状になるまでの振幅と、球状から扇平になるまでの

振幅に違いが生じたと考えられるのまた、この他に考えられる要因としては、

に起因するものである。重力は、鉛直下向きであり、 11支滴を縮めようとする外力と

反対の方向であることから、 i夜調の縮みは抑制されると

(0) 

(q) (r) (s) 

関4-9 大振幅振動液滴の一周期分の界面形状
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2-4・3・5 液滴振動の変化速度の推移

小振幅、大振幅の液滴振動における正弦波振動からの差異を見るため、図 4・10

(a)，(b)に、液滴振動波形から液滴径の変化速度を算出した結果を示す。横軸に

液滴径の振動振幅、縦軸に液滴径の変化速度をとった。この結果より、小振幅

振動では、微小な誤差はあるものの、赤線で示した正弦波周期で振動した場合

での変化速度とほぼ一致するが、大振幅振動では、大きく歪むことが示された。

これは、図 4-9に示す液滴画像からもわかる通り、大振幅振動においては、液滴

形状が上下対称ではないこと、また、液滴が伸びた場合と縮んだ場合での振幅

が異なっていることなどに起因するものと考えられる。
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図 4-10 浮遊液滴の径変化速度

2・4・4 振動振幅と共振周波数との関係

図 4・3の結果をふまえて、振動振幅と共振周波数の関係を表した(31)式と、実験

結果を比較したものを図 4・11に示す。ここでは、直径1.65[mm]の液滴に対して、

4.3節と同様に実験を行い、各印加外力に対して振幅が最大となる共振周波数の点

のみをプロットした結果である。横軸に液滴直径で、割って無次元化した振幅、縦軸

に無印加時の共振周波数からの減少量をとったo 図 4-11の結果より、本実験の結

果と理論式の結果が、ほぼ一致しすることから、本実験における理論式の妥当

性が示唆された。
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図 4-11 振動振幅と周波数シフトの関係

ここで、液滴の振動振幅が表面張力にどの程度の影響を及ぼすかを(31)式を用

いて評価することとした。まず、クーロン力、重力などの外力が働かない場に

おいて、液滴半径1.0[mm]のプロピレンカーボネートの液滴を浮遊させた場合

を仮定する。この時、 2次の軸対称振動における液滴の固有振動数は、 (22)式よ

り求まるので、試験流体の物性値、表面張力 42.6[mN/m]、密度 1205.7[kg/m3
]を

代入すると

ω = I~ × ν2.6 X 10-
3 

。-

~(1.0x10ヴ×別5.7

= -J2.8 X 105
三 5.3x 102 [rad / s ] 

と求まる。したがって、外力を受けていない状態での液滴の共振周波数は、

ん=ω。/2;rr = 84.6[Hz] である。

ここで、液滴の振動振幅が a=0.1 [mm] (f: =0.1)であったと仮定すると、この時

の液滴共振周波数の減少量グは、 (31)式より求められる。

グエ-jcE2ん

=-j U17M7)似y. (84.6) = -0.5[政]

この減少量を(22)式より表面張力に換算すると、表面張力の減少量 δuは、次の

ようになる o

c prfd F'0
3 
(ω。-δωy

0σ=一一一一一一

8 8 
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8σ=42・6_ 1205.・7x (1.0 X 10-
3 Y (2.π(84.・6 O.・5)y= 0・47rmN/ml 

これより、 E= 0.1の小振幅振動領域で、は、表面張力の値は、約1.1%減少してお

り、熱物性値測定における振幅の影響は、ほとんどないと言ってよい。しかし

ながら、 E=0.5の大振幅振動において同じように計算すると、表面張力の値は

31.1 [mN/m]であり、実際の値より約 27%減少した値になっていた。このことから、振

幅に依存せずに、より高精度な表面張力の測定を行うには、 (31)式で、表された振幅増

大に対する周波数シフトを考慮に入れて算出する必要があることが示唆された。

2・4-5 回転による液滴振動への影響

2-4ふ 1 実験概要

液滴に軸対称振動を印加させ、正確な熱物性測定を行うためには、液滴に回

転を印加し、安定して浮遊させることが必要不可欠である。しかしながら、液

滴は表面張力により球形をしているものの、液滴の回転数の増加による遠心力

により、液滴が扇平な形状に変化する。この液滴の回転については、 Busse(17)が、

2次モードの軸対称振動に対し、回転の影響を考慮、に入れ、理論解析を行ってい

る。その結果、回転数と液滴の共振周波数の変化量について、次式が提案され

ている。

守=i(3) (35) 

ここで

w 液滴の回転数

Wo = 2pん:無印加時の固有振動数

(35)式より、液滴の回転数の増加によって、共振周波数は増加することになる。

本実験では、液滴の形状の安定性について検討するため、液滴が軸対称形状を

保持できる限界の回転数を計測するとともに、回転による液滴形状の変化、な

らびに回転液滴の固有振動数の変化を測定した。

2・4-5-2 回転の計測方法

液滴の回転数を計測する方法として 液滴にトレーサー粒子を混入し、液滴

から反射する光の強度変化を計測・解析する方法を用いた(18)。反射光を CCDカ

メラでとらえ、画像解析から得られた光の強度変化を FFT解析することで、液

滴の回転に応じた周波数のピークを観察した。本実験では、 トレーサー粒子と

して、比重 1.02のナイロン粒子をプロピレンカーボネートに混入した。
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2-4-5-3 液滴の回転による液滴振動への影響

記 4-12に、液請に回転を印加した時の液滴形状の変化を示す。これは、高速

度カメラで液滴を横から撮影したものである。回転数の増加にしたがって、試

料が属平になり、最経的に軸対称形状が保持されなくなる様子が雑認できた。

図 4-12(d)"'-' (e)は非軸対称形状の磁像で、あり、棒形状からアレイ形状に変化し

いくのが観察された。関ふ12(f)は、分裂誼後の画像である。

図 4-13に、液請に向転を印加したときの回転数と振動数シフトの関係

横軸辻、回転数を液滴の回転無印加時の固有振動数で割って無次元化したもの、

縦軸は固有振動数のシフト最在同じく自転無印加時の固有振動数で割って無次

元化したものである。赤線で示した出諌は、 Busseによる現論式(35)式であ…

から、自転量増加とともに間有振動数が増加し、また、無次元化問転

の植が 0.577の点を境に、増加額向であった績が、減少に転じていることが確

された。これは、液滴が軸対幹形状から非轄対称形状に転移したことに起関

すると考えられ、軸対称形状である領域の悶有振動数の増加については、 (35)

式にほぼ一致していることがわかる。また、 R.A.Brown& L.E.Scriven(ll)は、 i品

液滴の回転により軸対称形状が破綻することについて有限要素法によって計

を行い、このときの結果では、軸対称形状を保持できる回転数の臨界値は、

約 0.559であった。これより、過去の計算結果と実験による結果が、ほぼ

ることが確認された。

関 4-14に、液滴の痛平量と振動数シアトの関係を示す。横軸は、液滴の水平

向半径を真球時の半径Aで割って無次元化したもので、縦軸は共援周波数の

シフト量を自転無印加時の共振周波数で誤って無次元化したものである。

ι14より、共振男波数は、届平量が大きくなるにつれて増加するが、

タが連続しておらず、 2つの領域に分かれていた。これは、液満形状が軸対粉、で

る領域と、非軸対称形状である領域が存在するためであると考えちれる。ま

た、液滴の水平方向半径は、軸対称から非軸対称へは非線形的な増加をしてい

るが、共振周波数の増加については、ほぽ隷形的に増加していた。この

り、液滴の非軸対称形状への転移が緩やかに変化していくものではなく、ある

を超えると、急激に起こるものであると示唆される。

回転印加の実験結果から、 j夜滴の共振周波数の増加が確認された。今回の

験では、回転のみによる共援周波数の変化を考察したが、今後は、 4.4節

した液摘の振動振幅増加による共振周波数減少への影響とともに、回転と振動

によって液滴挙動、ならびに共振周波数がどう変化するかを明らかにしていく

必要があると考えられる。
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2-5 パネ“マス・ダンパー系による数値計算

2ふ 1 数値計算概要
静篭浮遊による液祷振動は、外力による強制振動である。一般的に強制振動はパ

ネ・マス・ダンパ一系の振動方程式で、与えられるが、それぞれの項に液滴振動にお

ける物理的意味を当てはめると、パネの項は表面張力、ダンパ…の項は粘度

と考えられる。また、これまでの考察から、液滴の大振幅振動では、非線形効果が

ア現れることが示唆されたことから、最も一般的な非議形振動方程式である

Duffing方程式を用いて、液滴振動がパネ・マス・ダンパー系の振動方程式に振幅

に依存した非線形効果を持っと仮定した上でモデル化し、数値計算を行った。こ w

で、 Duffing方程式は、次のように与えられる(15)。

mx + cx + (kl + k2x
2
)X = F cosrt 

(37)式の両辺を m って変形すると、次の式が得られる。

、，...‘、ョ-

、-

云小2λ土+aJgx+βX32:ficosyf 
m 

上減衰率

的:!富有振動数

y :外力の周波数

(38)式は、パ不・マス e ダンパ一系 1ア ける強制振動

(3ブ)

(38) 

の三乗に依存する非線

を考慮、に入れたものである。 3項と第4項を合わせて、非繰形復元力と

呼ぶ。 (38)式における pについては、

. s= 0 非線形性が存夜しない強制振動

. s 0 復元力の大きいハードスプリング

. sく 0 復元力の小さいソフトスプリング

としづ条件によって、振動が分類される o sが0以外の場合、タトカと振幅の間に比

例関係が成り立たず、これにより、振動は単一調波ではなく、高次の振動数成分

含んだものとなる。今凹は、戸>0として、非線形効果によって、振動子を

より強く戻そうとする場合について考え、(38)式を 4次の Runge-kutta法によ

り解くことで、非線形項を含んだ振動の時系列データとその変化速度、また、 FFT

解析を試みたり計算には、数備計算ソフトウニにア matlめを用い

2-5-2 計算結果

5ぺ、図に計算結果を示す。図の上から、振動波形、振動の変化速度、

FFT解析結果な表す。図 5-1は、 (34)式においてム戸、 Fは全て 9とし、任意の周

波数における単振動を仮定したものである。図 5-2は、同じ周波数において、他の

パニラメータに任意の値を代入したものである。このとき 大阪!福振動を仮定するた
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め、外力項係数Fを大きくとり、非線形項係数戸は、 Fに対して、非常に小さい値

とした。この結果から、非線形項を含んだ条件では、振動の変化速度が大きく歪む

結果となった。これは戸の増加とともに顕著に見られた。また、 FFT解析結果から

は、基本モードの周波数のピークと、その整数倍の周波数を持つ高調波のピークが

みられた。これらの数値計算から得られた振動の特徴は、凶 4-8 凶4・10に示す結

果に定性的に同じであることから、本研究の対象である大振幅液滴振動において、

振幅に依存した非線形効果の影響があることが示唆された。
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2-6 まとめ

静電浮遊装置によって、常温・大気圧下において液滴を浮遊させ、液滴振動

法を使った表面張力測定を行った。

本実験装置で行ったプロピレンカーボネートの表面張力測定、また、測定値

に表面電荷による補正 重力による補正を行った結果、重力による補正が最

も精度よく表面張力を算出できることが示唆された。

液滴直径をパラメータとして、測定を行った結果、表面張力値に対する液滴

直径の依存性は、確認されなかった。しかしながら、液滴の表面電荷密度に

比例して減少した。これは、表面電荷の非均一分布に起因するものと考えら

れ、補正式においての適用限界があると考えられる。また、表面電荷算出方

法を見直し、再検討を行う必要性が示唆された。

液滴にE=0.5程度の大振幅を印加させ、その時の時系列デー夕、 FFT解析、液

滴径の変化速度から浮遊液滴の振動挙動の考察を行った。以上の結果より、本

実験では以下のことが示された。

振動振幅が大きくなるにつれて、非線形効果、重力の影響が顕著に現れるこ

とが示唆された。また、周波数を変化させて振動振幅を測定した結果、非線

形振動に見られる特徴が確認された。今後は、液滴表面・内部における流れ

などについて詳細に調べ、大変形に伴う非線形効果の原因を追究する必要が

あると考えられる。

浮遊液滴に 2次の軸対称振動を印加し、共振周波数の振幅依存性について実

験した結果、理論式にほぼ一致した共振周波数の減少が確認され、本実験に

おける理論式の妥当性が示唆された。

浮遊液滴に回転を印加し、共振周波数の変化、液滴形状の変化について実験

を行い、理論との比較を行った。液滴形状が軸対称から非軸対称形状に転移

する回転数の臨界値、共振周波数の増加がほぼ理論と一致することが確認さ

れた。また、非軸対称形状での共振周波数の増加についても確認された。

バネ・マス・ダンパー系の非線形振動方程式による液滴振動を模擬した数値

計算を行い、実験結果との比較を行った。その結果、非線形項を含んだ場合、

実験結果と定性的に類似した傾向が見られた。このことから、大振幅振動液

滴に対して、振幅の大きさに依存する非線形効果が存在することが示唆され

た。今後については、パラメータを液滴のもつ物性値に合わせて計算を行う

こと、また、振動振幅、印加周波数のパラメータを増やし、実際の液滴を模

擬した計算を行うこと、また、振幅に依存した非線形効果の物理的意味の特

定を行う必要性が示唆された。
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第 3章超音波浮遊実験

3-1 はじめに

宇宙の微小重力環境で、は、非接触無容器状態、で高温物質を浮遊保持できるため、

均質核生成を伴う過冷却凝固を用いた高品質材料の製造や超高温材料の高精度物

性測定など、新しい様々な研究開発が実現するものと期待されている。これまで、

非接触で浮遊させた液滴の界面変形に関する多くの研究がなされてきている (1ト(10)c

しかしながら、液滴が大型になった場合、図 3ー1に例示するように、浮遊液滴の界

面には非線形な大変形を伴う非定常でダイナミックな変動や振動挙動が発生する

可能性がある。また、浮遊液滴が回転した場合、回転に伴って液滴界面に非線形で

ダイナミックな変形が発生する可能性もある。更には、浮遊液滴界面の非線形でダ

イナミックな大変形が液滴内部の流動に影響を与える可能性も考えられる。浮遊状

態を利用した無容器過冷却凝固の実現や高精度物性測定のためにはこれらの非線

形でダイナミックな挙動を科学的に把握し、技術的に制御可能とすることが必要不

可欠である。

O.伽ns 2.5ms 5.伽ns 7.5ms 10.0ms 12.5ms 

15.0ms 17.5ms 20.0ms 22.5ms 25.伽ns 27.5ms 

図3・1 浮遊液滴の界面変形挙動の計測結果例

無容器過冷却凝固を用いた材料創生や高温溶融物質の高精度物性測定を行う場

合、溶融材料を空中に液滴状態で浮遊させる必要がある。地上の通常重力環境にお

いて、液滴を浮遊保持するためには、静電浮遊や超音波浮遊などの浮遊装置を使用

する必要がある。液滴を何らかの力によって浮遊保持する場合、重力が、浮遊液滴

の界面変形や変形や振動や回転の挙動に影響を及ぼす可能性があるものの、重力の

影響がどのように働くかについて調べられてきていなかった。すなわち、地上での
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重力に釣り合った浮遊力を試料に印加する場合、重力の影響により大きく偏平した

形状となってしまう、という問題が顕在化する。一方、微小重力環境においては、

重力に打ち勝っための浮遊力を必要とせず、位置のコントロールのために極わずか

な力だけを作用させればよい。そのため、大型で、真球に近い液滴を浮遊させること

が可能となる。これによって、地上では不可能な大型で、真球に近い液滴の大変形に

よる非線形挙動を容易に創出することが可能となる。

これによって 地上では実験不可能な浮遊液滴の非線形でダイナミックな変形挙

動を実現するとともに、その可視化観察を行うことができる。この宇宙実験結果と

地上研究結果を比較検討するとともに、理論解析ならびに数値解析との対比を行う

ことによって、無容器化冷却凝固を用いた新材料の創製や高温溶融物質の高精度物

性測定に資するための、浮遊液滴の非線形ダイナミクスに関する科学的な知見を構

築することができる。

本研究で用いた超音波浮遊システムは、特に、 lcmオーダーの大型の液滴を浮

遊させることが可能な浮遊システムとなっている。本章においては、地上重力環境

における実験とともに、航空機を用いた微小重力環境-下で、の液滴浮遊実験を行い、

液滴の界面変形と内部流動を計測し、特に重力の及ぼす影響について明らかにする

こととした。航空機を用いた微小重力実験は、ダイヤモンドエアサービス株式会社

が所有する実験用航空機 G-Ilを使用して、 2004年度ならびに 2005年度の計 2回行

った。微小重力実験は、 2004年度は 5フライトで計 72回の実験を行い、 2005年度

は4フライトで計 49回の実験を行った。実験では、保持できる液滴の大きさや音

場強度をパラメータとして、界面変形などの浮遊特性ならびに内部流動について調

べ、地上重力環境下での結果との比較検討を行うこととした。

3-2 実験装置

図 3-2に超音波浮遊実験装置の概要図を示す(11)・(15)。関数発信器から発振した正弦

信号をアンプを介して増幅した後、超音波振動子へ入力する。発生した超音波は、

超音波振動子に接続されたホーンにより振幅を増幅し空間中に伝送される。下側ホ

ーンから発生させた超音波は、上側ホーンからの反射波と重畳によって、上下ホー

ン聞に音響定在波を形成する。この定在波中に注入された液滴は、音響放射圧によ

り定在波中の特定の位置に保持される。実験では、図 3-3に示す直径約 1mmのプ

ロープ、マイクロフォン(Bruel&Kjar4182)とトラパース装置を用いて、あらかじめ音

圧分布を計測し、定在波が形成されているのを確認する。音圧分布の測定は、トラ

パース装置を用いて、ホーン中心軸上から水平方向に 2mmずつ、鉛直方向に 1mm

ずつのメッシュに区切って計測した。

液滴径ならびに液滴の内部流動は、高速ビデオカメラを用いた画像処理より行う
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こととした。図3-4に内部流動観測実験の概要図を示す。浮遊させた液滴には、直

径4μ m、比重1.02のナイロン粒子をトレーサーとして混入し、浮遊液滴の赤道付

近にシートレーザーを当て、その水平断面を上方からハイスピードカメラ(Photoron

社製 FASTCAM-MAX)を用いて観測した。

観測実験では、地上での通常重力実験とともに、ダイヤモンドエアサービス社の

所有する実験用航空機 Gulfstream-IIを使用した微小重力実験を行った。微小重力環

境を利用した液滴保持実験結果を地上実験の結果と比較することとした。実験では

音響定在波を形成した後、微小重力の間水液滴をシリンジで注入し、保持された液

滴の挙動を CCDカメラで撮影し、その液滴径は CCDカメラの画像のより算出する

こととした。また浮遊液滴の内部流動は通常重力実験と同様に液滴の赤道付近にシ

ートレーザーをあて、その水平断面を上方より観測することとした。

Probe di町 田ter:φ1mm

Sheet Laser 

High speed 
video camera 

戸閉層、 ! 。11 llD 
E 

CCD Camera 

図3-2 超音波浮遊実験装置概要図

~ Ilx =2mm 
..............Ily =1mm 

yt 
Probe microphone I 

(BrOel&Kjaer Type4182) L一ー+
x 

18mm 

図3-3 音圧分布計測システム
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a-…ed video camera 

Sheet laser 

‘一一 Horn 

(a)水平断面を上からの観測

(b)垂直断面を横からの観測

図 3-4 浮遊液滴内部流動観測方法の概要

3・3 地上実験結果

図 3-5に音圧計測の結果と水液滴の保持の結果を示す。このときのホーン間の距

離は 46mm、ホーン直径は 36mm、下側ホーンへの入力周波数は 19.3妊也、入力電

力は 15W である。代表液滴径として、画像より下から 2番目の水液滴径は幅 3.6

mm、高さ 2.6mmで、あった。音響定在波、ならびに圧力振幅の空間分布が形成さ

れていることを確認した。また、液滴浮遊の画像から、水液滴は圧力振幅の小さい

定在波の節で保持されていることが分かつた。

また、図 3-6に最大径の液滴浮遊画像を示す。このときのホーン間の距離は46mm、

下側ホーンへの入力周波数は 19.3kHz、入力電力は30Wである。液滴径は幅9.5mm、

高さ 3.5mmであった。図 3-5の浮遊液滴と比較すると 図 3-6の浮遊液滴の方が

液滴径は大きいが扇平で、あったo これより入力電力を大きくすると、浮遊液滴は大

きくなるが偏平になることが確認できた。これは、超音波による音圧と液滴の自重

の効果によるものと考えられる。
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図 3-5 テスト部音圧分布と浮遊液滴の位置の比較

「 寸
図 3-6 最大径の浮遊液滴画像

図 3-7に水の液滴浮遊実験で浮遊した液滴径とテスト部の音圧の関係を、図 3-8

には浮遊液滴の偏平率とテスト部の音圧の関係を示す。ここでテスト部の音圧は図

3-9に示すように、水j夜滴が浮遊した音響定在波の節の上下に位置する腹の音圧の

平均値とした。また、液滴径は図 3-10に示すように、液滴を上下に偏平な回転楕

円体と仮定してそれと等価な体積を持つ球の直径とし、また偏平率は液滴の幅を高

さで、割った値である。図 3-7に示すように最大液滴径 7mm程度が浮遊するのは音圧

値が 4.5-..，6kPa程度の範囲であり、これより音圧が大きくなっても小さくなっても

浮遊する液滴径は小さくなる傾向が確認された。また図 3-8について偏平率が l

に近いほど浮遊液滴が球形に近くなることを意味しているが、全体的には音圧が大

きくなるにつれて偏平率が大きくなる傾向が確認された。ここで 4.5-..，6kPaの範囲
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の液滴はその径が大きいため音圧の影響を受けて変形しやすく偏平な形状となっ

たと考えられる。一方、音圧の大きい範囲では液滴が小さいため、音圧の影響が小

さくあまり変形しないものと考えられる。以上より、偏平率に対しては、音圧と液

滴径が影響する可能性が示唆された。
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図 3-10 液滴径と偏平率の定義

超音波浮遊システムを用いて、地上の実験室で浮遊液滴の水平断面内部流動を上

から観測した結果を図 3-11に示す。図 3-11(a)は、液滴は幅 10.Omm高さ 3.6mm

と扇平な円盤形状に近い浮遊液滴の内部流動であり、図 3-11(b)は幅 4.0mm高さ

2.9mmと球形に近い浮遊液滴の水平断面内の流動観測結果である。図 3-11には、

内部流動を PIV解析して得られた 2次元速度ベクトルも記載している。この結果か

ら、図 3-11(b)のような扇平形状の場合には平板回転に近く、図 3-11(b)のように

球形に近い液滴内部においては渦を持った複雑な流れがあることが分り、条件によ

っては、浮遊液滴内部に渦を持つ複雑な内部流動が生じる可能性が示唆された。

(a) D=10mm， W=3.6mm (b) D=4.0mm， W=2.9mm 
図 3-11 浮遊液滴内部の速度分布の観測結果
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3-4 微小重力実験結果

3-4-1 実験の概要

微小重力環境下において液滴浮遊実験を行うことには、地上実験と比較して大

きく三つの利点がある。一つ目は、重力がなくなることで通常重力での実験では得

られない大型液滴の浮遊が可能となることである。二つ目は、微小重力下で、は液滴

浮遊浮遊に必要な音圧が小さくために超音波による外乱などの影響が少ない状態

での液滴浮遊が可能となることである。三つ目は、地上での液滴浮遊では超音波の

音圧と自重の効果により浮遊液滴が偏平になってしまうが、微小重力下では地上で、

得られないより球形に近い液滴の浮遊が可能となることである。すなわち、液滴浮

遊に対しては、将来的に利用が想定される宇宙ステーションなどの微小重力環境な

どにおいて実験を行うことによって、地上の通常重力環境下では得られない浮遊液

滴のデータが得られることが期待される。

航空機の放物線飛行による微小重力実験の重力レベルは 10-2G程度と他の方法と

比べて低いものの、微小重力継続時間が 20秒程度と比較的長く、実験回数も多い。

また、実験機器搭載スペースが大きく、実験者が搭乗してオペレーションを行える

といった利点がある。これらの特徴は、本研究の対象とする液滴浮遊実験には最適

な環境であることから、本研究においては、航空機による微小重力環境を利用して

実験を行うこととした。微小重力実験は、ダイヤモンドエアサービス株式会社が所

有する実験用航空機G-llを使用したパラボリックフライトにより得られる約 20秒

間の微小重力状態を利用して行った。

微小重力実験における浮遊液滴内部流動観測実験では、まず微小重力状態の開始

とともに、シリンジを用いて比重l.02のナイロン粒子をトレーサーとして混入し

た水液滴をテスト部内に注入し、その特性を CCDカメラによって観測した。また

デジタル寸法計を用いて液滴径を計測することとした。そして液滴注入後、ある程

度液滴の浮遊が安定した段階で浮遊液滴にシートレーザーを当て、ハイスピードカ

メラによって内部流動を観測することとした。内部流動観測方法の概要を、図 3-4

に示している。シートレーザーを浮遊液滴に水平に当て、その水平断面を上から観

測する方法と、シートレーザーを浮遊液滴に垂直に当て、その垂直断面を横から観

測する方法の 2種類で行った。実験環境としては、実験システムを航空機内に設置

した状態で、の通条重力と微小重力の両環境での観測結果の比較検討を行うことと

した。

図 3-12と図 3-13に微小重力中の航空機内の重力加速度を計測した結果を示す。

図 3-12に示すように、1.8G程度の重力超過の後に約 20秒間の微小重力状態が継

続していることが分かる。また図 3-13に示すように、微小重力状態で、あっても

10・2G程度の残留重力が振動的に存在していた。
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表 3・1に各実験においてパラメータとした入力電力などの実験条件を示す。図

3・14に航空機内に実験装置を設置し、通常重力と微小重力での両環境で行った実験

での浮遊液滴径と入力電力の関係を示す。図 3-15に浮遊液滴の偏平率と入力電力

の関係を示す。図 3・14より航空機内通常重力実験では 4mmを越えるような液滴を

浮遊させることが出来なかったが、微小重力実験で、は 9.5mmと大型液滴の浮遊が

可能であった。図 3・7で示した地上での液滴浮遊実験においても浮遊した水液滴の

最大液滴径は 7.1mmであったので、これと比較しでも微小重力では大型の液滴の

浮遊が可能であるという事が確認された。また、図 3・15より浮遊液滴の偏平率が

入力電力に比例して大きくなっており、微小重力では航空機内通常重力に比べてよ
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り小さな入力電力でより球形に近い水液滴を浮遊させられる事が確認された。

図3-16に微小重力実験で、浮遊した最も大きい幅 12.1mm、高さ 5.8mmの液滴の画

像を示す。このときホーン聞の距離は46mm、下側ホーンへの入力周波数は 19.3mm、

入力電力は 15W であった。図 3・6の通常重力環境下での最大浮遊液滴との比較か

らも、微小重力環境下では通常重力環境下よりも大型で、球形に近い液滴を浮遊させ

ることが出来ることが確認できる。

以上より、微小重力環境下においても地上で用いた実験システムを用いての水液

滴の浮遊が可能で、あることが確認され、また微小重力環境下ではより小さな入力電

力でより大型で、球形の液滴の浮遊が可能であることが示された。
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図 3-16 微小重力における最大径の浮遊液滴画像

次に、航空機内で、行った通常重力での浮遊液滴の水平断面内部流動観測結果の代

表例を図 3-17と図 3-18に示す。図 3-17は入力電力 50Wで、行った実験で、浮遊液

滴の径は幅 3.9mmであり、図 3-18は入力電力 30Wで、行った実験で、浮遊液滴の

径は幅 3.8mmである。図 3-17では、液滴内部のトレーサーは回転運動している

ような観測結果となった。図 3-18では、液滴内部には回転ではない複雑な流れが

観測された結果が得られた。

次に、航空機内で行った微小重力での浮遊液滴の水平断面内部流動観測結果の代

表例を図 3-19と図 3-20に示す。図 3-19は入力電力 17Wで行った実験で、浮遊液

滴の径は幅 7.1mm、高さ 5.5mmであり、図 3-20は入力電力 33Wで、行った実験で、

浮遊液滴の径は幅4.2mm、高さ 2.4mmである。図 3-19で、は微小重力のために 17W

と通常重力で、の実験に比べて小さい入力電力で行い、図 3-20で、は微小重力で、ある

が 33Wと通常重力での実験と同程度の大きい入力電力で、実験を行った。航空機内

微小重力においても、図 3-19のような液滴が回転運動し、内部のトレーサーもそ

の回転運動に伴って回転しているような観測結果が得られた。また、図 3-20では

液滴の並進運動が大きいためにトレーサーも横方向に動いているように見えるが、

その内部は複雑な流動が観測された。

これら航空機内の通常重力と微小重力で、浮遊液滴の水平断面内部流動を観測し

た結果より、入力電力の小さい超音波の場においては渦を持つ内部流動は生じず、

入力電力の大きい超音波の場においてのみ渦を持つ内部流動が生じる可能性が示

唆されたが、 j夜滴を音場中に注入する際の注入方式が手動で、あったことによる初期

条件が内部流動に及ぼす影響についての不確定性が残った。
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図 3-17 航空機内通常重力での水平断面内部流動観測

(入力電力 50W、液滴幅 3.9mm)

図 3-18 航空機内通常重力での水平断面内部流動観測

(入力電力 30W、液滴I福3.8mm)
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図 3-19 航空機内微小重力で、の水平断面内部流動観測

(入力電力 17W、液滴幅 7.1mm、高さ 5.5mm)

図 3-20 航空機内微小重力で、の水平断面内部流動観測

(入力電力 33W、液滴幅 4.2mm、高さ 2.4mm)

3・4-3 固定注入実験結果

以上の実験結果より、液滴を音場中に注入する際の注入方式による初期条件が内

部流動に及ぼす影響についての不確定性が残った。そこで、実験装置は、図 3-2に

示すものと同様のものであったが液滴を注入する際の不確定性を小さくするため

に、 j夜滴注入用のシリンジを図 3-23に示すようなトラパース装置に固定して、テ
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スト部ホーン聞の音響定在波の所定の節に注入するとともに、図 3-22に示すよう

に液滴の内部流動を、上方ならびに横方向から 2台のハイスピードカメラによって

同期撮影することによって、液滴の界面変形と内部流動の関係をより関連させて計

測することとした。

PC 

oscilloscope 

High speed 
video camera 

CCD Camera 

Pc~副

図3-22 水平 ・垂直方向同期観測システム

図3-23 液滴注入装置
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図 3-24に航空機内微小重力環境における浮遊液滴の画像を示す。液滴径は幅

9.8mm、高さ 7.0mmであり、地上重力環境下における浮遊液滴より大型で真球に近

い液滴の保持を確認した。図 3・25に浮遊液滴径と音圧の関係、図 3・26に浮遊液滴

の偏平率と音圧の関係を示す。図 3・25より、保持される液滴の大きさは音圧の大

きさに反比例する傾向が見られた。また図 3・26より、保持される液滴の扇平率は

音圧の大きさに比例する傾向が見られた。

図3-24 微小重力環境下における最大径の浮遊液滴画像
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図3-25 液滴径と音圧の関係
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図3-26 扇平率と音圧の関係

図 3・27に通常重力環境下浮遊液滴の内部流動観測結果に PIV解析をして得られ

た二次元速度ベクトノレを示すo この時音圧は 3.8kPa、液滴径は幅 4.3mm、高さ 2.8mm

であった。この内部流動をより詳細に調べるために算出した液滴内部の渦度分布を

図3・28に示す。図 3・27と図 3-28より、浮遊液滴内部に渦を有する内部流動が生じ

る可能性が示唆された。また図 3・29に航空機内微小重力環境下で、行った内部流動

観測結果に PIV解析をして二次元速度ベクトルを示す。この時音圧は 2.6kPa、液滴

径は幅 8.4mm、高さ 5.2mmで、あった。図 3-29より 浮遊液滴は剛体的に回転して

いる様子が観測された。微小重力環境下で、行った浮遊液滴の内部流動観測では地上

重力環境下で行った内部流動観測のように渦を有する内部流動の発生は確認され

なかった。

次に液滴界面の変形と内部流動の関係について調べるために、液滴界面が振動する

時の内部流動観測結果について示す。図 3-30に音圧 3.4kPa、体積等価直径 4.9mm

の振動液滴の一周期分の界面変形を示す。図 3-30より浮遊液滴は二次の振動モー

ドで振動している様子が観測された。この振動液滴について、液滴が鉛直方向に伸

びようとしているときの液滴内部の流動観測結果に PIV解析をして得られた二次

元速度ベクトルを図 3・31に示す。また図 3-32に液滴が鉛直方向に縮もうとしてい

るときの液滴内部の流動観測結果に PIV解析をして得られた二次元速度ベクトル

を示す。図3・31と図 3・32より液滴内部のトレーサー粒子は界面の変形に伴って動

く様子が観測された。またそれと同時に、非対称で複雑な流れも観測された。
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図 3-28 浮遊液滴の速度ベクトルと渦度分布
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図 3-29 界面振動のない液滴内部流動の PIV解析による 2次元速度ベクトル
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図 3-30 浮遊液滴の 1周期分の界面変形
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図 3-31 界面振動する液滴内部流動の PIV解析による 2次元速度ベクトル

図 3-32 界面振動する液滴内部流動の PIV解析による 2次元速度ベクトル
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3-5 まとめ

強力超音波を用いた超音波浮遊システムを用いて空中に浮遊させた透明大粒径

液滴の変形挙動や内部ならびに外部流動挙動を可視化観察することによって大

粒径の浮遊液摘の界面変形挙動と内部および外部流動との関連を明らかにする

ための液滴浮遊実験を実施した。

-超音波浮遊実験によって、大型浮遊液滴の内部に複雑な渦を有する内部流れ

の発生する場合のあることを通常重力環境と微小重力環境の両方において確

認することができた。

-浮遊液滴の界面変形に対しては、保持力との関係で扇平形状になるなど重力

の影響が大きく関与している。本研究により、界面変更と内部流動の関係を

調べるためには、重力の影響を排除することができる微小重力実験が極めて

有効であることが示された。
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第4章理論解析

4.1 はじめに

4.1.1 概要

現在多くの生き物が住んで、いる地球は北極と南極を結ぶ軸の周りにたえず自転を行って

いる.そしてその自転によって地球は完全な球体ではなく少し扇平した形状をとっている.こ

れと同じことは空中に浮遊する液滴にも言える.液滴を空中で回転させるとその形状は地球

と同様次第に扇平楕円体となっていき液滴のように構造上もろいものであれば回転数を上

げすぎるといつか分裂してしまうであろう.

ではいつ液滴は分裂してしまうのか.その答えに少しでも近づくことが本研究の目的であ

る.物質の挙動をあらわす支配方程式として流体力学の基礎方程式であるオイラ一方程式を，

また液滴の表面を一般的な曲面として取り扱うために微分幾何をそれぞれ用いることで，平

衡状態にある回転液滴の形状について考察した.

図4.2:水滴

図4.1:宇宙から見た地球
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4.1.2 研究の背景

純度の高い溶融液誌を非常にゆっくち冷却させた場合(徐冷) 図4.3に示すように核の発

生が抑制されて溶融物は凝固点温度以下でも凝毘しない過冷却現象がおこる.過冷却された

溶融液滴はいったん核生成が始まると極めて速い速度で均質に凝回し，均質で高品位の結品

が合成されることが期待されている.

一方溶融液j詣そ担中;こ保持する無容器状態で冷却する場合，急速冷却であっても核の発生

が抑制され，過冷却状態が実現される可能性がある.また無容器冷却の場合，興物の混合など

らの影響を排除できることから高温環境下での高精度物性関定などこれまでにでき

なかった計測が可能となる.

ここで問題となるのが空中に浮遊させたときの液鴻の挙動である，浮遊しているとき液滴

の表面は白出界面として振舞うことになりそのような自臨界言語の変形挙動やそれによっ

れる内部流動や外部環境の影響など誌，過冷却状態の達成や高精度物性測定などに大

える可能性がある.そのため出自界面の挙動や内部流動について理論的考察を

加えることは工学的に見て非常に重要な意味を持っているといえる.

iまかにも取などのエンジンにおける燃料噴霧を制錦することで燃費の向上につながる

示唆されているし，インクジ、エツトプリンタのインク噴きつけ技術の向上にもつながって

くると思われる.よって浮遊液滴の変形挙動について議論することは今後さまざまな分野で

の技術向上にむけて大きな意義を持っているといえる.本研究の目的はそれらの問題を解決

する第一歩として，浮遊液詣を回転させたときに自由界面である表部がどのように変形を行

うのかを理論的に取り扱うことにある.

4.2 曲面の微分幾何

4.2.1 序

本論で曲面の平均曲率などを取り扱うのでここで盛岡の微分幾何の基礎について述べて

おに

4.2.2 空間内の曲面の概念

平面曲線が

yニ f(x)， 

F(x， y)ニ 0，

X ニ x(t)， y二 y(t)

と ように，空間内の曲面も下のような 3通りに表現できる:

z = f(x， y)， 
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図4.3:過冷却

F(x， y， z)二 0， (4.2.5) 

X ニ x(u，v)， yニ y(u，v)， z二 z(u，v)ー (4.2.6)

ここでよニ f(x，y)のグラフは/が微分可能なら滑らかな岳線になるが，(4.2.5)や(4.2.6)の場合

にこれらの式がちゃんと詰面になっているためにはこれから述べる条件を満たす必要があるー

まず曲面が(4.2.5)の形で表されているときを考える.この由室長の点 (XO，yo， zo)における接

平面は

Fx(xo， Yo， zo)(x xo) + Fv(xo， Yo， zo)(y…Yo) + Fz(xo， Yo， zo)(z -zo)ニ o (4.2.7) 

えられる(図 4.4).しかし Fx(xo.Yo， zo)， Fv(xo， yo， zo)， Fz(xo， yo， zo)がすべて 0のと

き，(4.2.7)は平面を表してはいなし可.つまり点(x，y， z)で(4.2.5)が曲面を表しているための条

件はその点に接平面が存在する条件と阿倍であり，その条件はベクトル(Fx'Fy， Fz)が0

いことである.

(4.2.6)の場合な考える，微積分学によると点(x(uo，vo)， y(uo， vo)， z(uo， t勺))における接
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(F x(xo， Yo， zo)， Fパxo，yo， zo)， Fz(xo， yo， zo)) 

Fx(x -xo)十 Fの-yo)十 Fぷ -zo) = 0 

図4.4:接平面と接ベクトル

平面は次の形に書ける:

X -Xo Y -yo z -Zo 

x山"0，vo) Yu(uo， vo) zu(uo， vo) Iこ O.

xv(uo， vo) Yv(uo， vo) zv(uo， vo) 

(4.2.8) 

ただし

Xo = x(uo， vo)， Yoニy(uo，vo)， Zoニ z(uo，vo). (4.2.9) 

(4.2.8)を展開してみると，この式が平面を表現しているための条件は (4ユ7)のときと同様，

ly(UO 内) ZIl(UO 州 lh(uo vo) 川町内)ilh(UO内) 川町 )I 1， I -">V' V/ '" v' . V: 1， I -'" .V' V/ ，/ ..，--v， V: I (4.2.10) 
Y~い0 ， vo) ZV(UO，ν0) l' I ZV(UO， vo) Xv(UO， vo) l' I XV(UO， vo) YV(UO， vo) I 

の3つの行列式が同時に 0にならないことである.言い換えればJacobi行列

-gassiz--』

u

v

 

z

z

 

u

v

 

vノ
引

y〆

x

x

 

r-sits--BEE-L 

(4.2.11) 

がパラメータ平面(u，ν)のある領域D上の至るところで階級2のとき，(4.2.6)は空間内に曲面

片を定義するという.ここで曲面片とは無限に続く曲面のうちの一部分のことである.さら

にこのとき線形代数によると， 2つのベクトル (χ11'yu' zu)，(χv， Yv， ZV)は線形独立であるが，こ

のことについては後で詳しく述べる.

4.2.3 曲面のパラメータ表示例

ここではいくつかの空間曲面のパラメータ表示について述べる.
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例1.1 球面 : X2十1十 =a2 

このパラメータ表示として主に次の 2つが考えられる:

X ニ u， yニ V， Z (4.2.12) 

または
H

V

V

川

ω
-
m
 

p
-
c
d
 

U
ゆ

U

N
体

内

M
m
閣

C

C

剖

α

G

G

 

……一一一一

x

y

z

 

(4.2.13) 

( 4.2.13)によるパラメータ表示では，(u，けが領域 {(u，ν);lul <万/2}を動くとき，(x，y， z)は球面

から高北両極を除いた部分を動く.ただしこのとき νについては訴の任意性があるので対

応は一対ーではない.

例1.2 楕円部

このと

十?yu 
十

ヲ

r
一ポ

v

，
 

v
 

m
直

C

S

 

N

M

U

1

 

0

3

R

3

1
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o

a

n

 

c
c
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α
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U

C

一…一一一一

x
y
e
Z
 

(4.2.14) 

とすれば，構円面の南北再楊以外のすべての顕在覆うことができる.

7r/2}である.

しここでも {(u，ν);lul < 

明1.3 -麓双曲盟

この場合には

x
2 1 

-ーー
a2 b2 

今
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Z
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師
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(4.2.15) 

とすれば(u，のがパラメータ平言語上を制限なく動くときか，y，z)は一葉双曲面を完全に覆う場

しかし νには 27rの在意性があるので対応は一対ーではない.

伊~ 1. 4二葉双曲面

この場合には
一一

三
一
ぷ

2y
一が÷

 
一ポ
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M
m
'
m
 

c

s

 

u

u
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h

h
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X

V
〆

Z

(4.2.16) 

Dニ {(u，v); u > O}とすると二葉双曲面の上半分の曲面から原点をのぞいた部分と対応

対ーではない〉がつく.下半分な表すなら zニーccosh uとすればよい.
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伊~ 1. 5 構円故物酪

このとき辻

フ

y
一が+

 
一d一一

ブ削

X 二 u，

d
一が

上十
l

h
d
一d

一一一一
y

z

 

( 4.2.17) 

も箆単なパラメータ表示であ…

夢~ 1. 6 双曲放物笛 : z 

も

2y一が

xニu，

内
〆
制

"v l
T
 

2
U
T
 

U

町

一
一一一一

y

z

 

(4.2.18) 

とす ι

伊~ 1. 7 田転面

(x， z)平田上に z軸と交わらない曲線

X ニ f(u)， z = g(u) 

えそれをz軸の周りに回転すると

X ニ f(u)cos v， y = f(u) sin ν， zニ g(u) (4.2.19) 

れる曲面が得られ

4.2.4 基本形式

これからはパラメータ

って

れた曲面(4.2.6) る.このとき曲面上の点、をベクトルの

r(u， v)ニ (x(u，v)， y(u， v)， z(u， v)) (4.2.20) 

と書く.まずν二 bと固定して uだけ変化させると曲面上に岳線r(u，b)が描かれる.このと

点(a，b)におけるこの曲線の速度ベクトルは

I 、‘ 8r¥ 
ru('ム b)， (ただし r1

エー ) (4.2.21) ¥ ，-， - ~ '11 8u J 

4.5).向様Lこu u αに冨定して νだけを変化させてできる曲線 r(a，けの

る速度ベクトルは点 r(a，b) 

rv(a， b)， (ただし r，二 2) (4明2.22)
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となる.これら 2 クトルの成分は

ru(a， b) (xu(a， b)， yu(α， b)， zu(a， b))， 

r¥伊，b)ニ (xv(a，b)， yv(α， b)， zv(a， b)) 

となるから，曲面の存在条件において Jacobi行列 (4.2.11)の階級が2であるということは，ベ

クトル ru(a，b)とrv(a，b)が線形独立ということに抱ならない.したがって曲面が定義される

は，その接平面詰 ru(a，b)とrv(α，b)で張られることになる.

(4.之23)

ru(a， b) X rv(α， b) 

rν(α， b) 

4.5:接ベクトルと法ベクトル

ここでんとんの間の内積を考え

E = ru、γ1れ Fニ ru・れこれー rll， G = rv' rv (4.2.24) 

とおく.さらに対称行列
-
i
i
i
i
i
j
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v
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r
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1222222egisJ 
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8
2
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(4.2.25) 

を便宜上考えておく.

いま，(u，v)平面上の領域内に曲隷

uニ u(t)， Vニ ν(t) (4.2.26) 

をとりうそれに対応して曲面上に曲線

r(t) r(u(t)，ν(t)) (4.2.27) 
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を考える.このときこの曲線 rの各点における接ベクトルは

dr drdu drdv du dv 
一一一+一一，一一-
dt -du dt θν dt -・ u dt I • V dt 

であるからその長さの 2乗は

22ニE(2)+2F22+G(2)
となる.(4.2.29)から

1 = Edudu + 2Pdudν+ Gdvdv 

(4.2.28) 

(4.2.29) 

(4.2.30) 

というものを考えて，曲面 r(u，ν)の第一基本形式と呼ぶ¥このとき r(u，ν)の微小変化drは

drニ rudu+ rvdν (4.2.31) 

と書けるので¥第一基本形式Iは

Iニ dr'd r (4.2.32) 

と書いてもよい.つまり第一形式は微小ベクトル drの長さの 2乗であるから常に正である

ことがわかる.よって(4.2.30)を2次形式と考えると，第一基本形式 Iが正値2次形式である

ということがわかる.

接平面の法線ベクトルNを
r" X r" 

N 二一二一ーム

Irl/ X rvl 
と定義する.この法線ベクトルを用いて曲面の第二基本形式立を

II = -dr. dN 

と定義する.

Nはruおよび rvと直交しているから

r1/ .Nニ 0， r，，' N = O. 

この式を u，vで偏微分して

ここで関数 L，M， Nを

r川 .N+ru.Nl/ ニ 0， ruv' N + ru . N vニ 0，

rVlI . N + rv . Nuニ 0， rvv' N + rν. N"ニ O.

Lニ r山 .Nニ -ru'Nu' 

M 二 r川 .Nこ -r
ll

'Nv， 

M = rVll ' N ニ -rv・Nu'

N 二 rvv'N 二一rv'Nv 
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(4.2.34) 

( 4.2.35) 

(4.2.36) 

(4.2.37) 



と定義する.(4.2.37)を用いると，IIは

II=…dr‘dN 

二一(rudu十九dν)‘(Nudu十 Nvdv)

よdudu+ 2Mdudv +λTdvdv. 

(4.2.38) 

曲面の各点で、 rz" rv， N辻一次独立であるから，空間内のいかなるベクトルもこの 3つのベ

クトんの一次結合で表される.このことを用いて次の 6式を証明する.

ruu fulluru+fuVurvトLN，

ruv口 fJνru+ fuvvrv + MN， 

rvu ::: f/luru十に〉rv十MN，

r九vvν::: fvll人t1らVr，んu向十ト F巳弘v人F

lN V 
Fλf一 GL

十
FL一 Eλ4

- -u -
E G 

_ F2 • u I 

F2 

N 
FN-GM FM…EN 
一日一一V一 EG…

'U I 

EG 

(4.2.39) 

ただし上の 4つの式は係数子を定義するための式で証明すべき式は下の2つである.上に定

義された九九，'" ，fvvvはChristo仔elの記号と時ばれる.(4.2.39)の最初の4式は Gaussの式，

最後の 2式は Weingartenの式と呼ばれる.

Gaussの式でNの保数がそれぞれム M，M，Nになることは(4.2.37)からわかる Weing制 en

ついて，まずN.Nニ lをuで{偏微分して，Nu.Nニ O.つまり NuはNに蕗交するので

Nu ::: Aru + Brv 

の形に書けるはずであり，この式とんおよびrvと とり，(4.2.37)と(4.2.24)を用いると

-L = ru‘Nu=EAキ FB，

-M = rv‘Nu二 FAキ GB

を得る.この式そA，B について解いて

F話 GL
A::: . 

EG F2' 

となる. Nv についても できる.

ここで第二基本形式日の幾向学的意味を考える.そのためにまず 1

して，曲面上の関数/そ

f(u， v)ニ α.r(u， v) 

と定義する.このとき/はベクトん rの。 を表す関数である.
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いまう曲面上の点、 ro= r( uo， vo) 

α. ru(uo， vo) = a . rv(uO， vO)二 O

こでの法ベクトルαニ N(uo，vo)と

dfニ d(a.r)ニ a'rudu十 a.rvdv (4.2.41) 

LまJ点町ロ r(uo，vo)でOになるこのことは曲面の α万向の高さ/が roで臨界値に達している

ことからもわかる.点 roでdfが0であるから，あとは/の豆esseの行列者?調べることでfの

ro 近傍で、の様子がわかる.ここで Hesse の行列とは/の 2~普偏微分係数により作られる対称

行列

のζ とである.(4.2.37)と(4.2.40) 

r = [んん!んん
びαニ N(uo，vo) 

( 4.2.42) 
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( 4.2.43) 

となる.したがって，第二基本形式

II二 Lduduト2Mdudν十 Ndvdv (4.2.44) 

がr(uO，ν。)において正値2次形式になるとすると(4.2.43)より Hesseの行列H_rがr(uo，vo)で

正値行列(つまりその行列の悶有値がすべて正)，したがって微積分学より関数/は r(uo，vo) 

において上に凹になる.つまり，曲揺は r(uo，vo)で法ベクトル αの方自に器んでいる.間様に

( 4.2.44)のnがr(uo，vo)で負値2次形式 (Hesseの行列の間有{誌がすべて負)になっていれば

r(uo， vo)において αの方向に出である.

Ilが不定値，すなわちょN M2くむのときに，曲面は鞍状になっている LN M2
ニ 9

のときには…般に何も言えない e 以上をまとめて

定理 4.2.1第二基本形式IIニ Ldudu十 2Mdudv+ Ndvdvが定値(正鵠あるいは負値〉になる

りLN-M2 > 0となる点では曲面は凸になり不定値すなわち LN-M2くちとなる点、

では鞍状になる

図 4.6:11 7J'定値

図 4.7:11が不定値
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4.2.5 曲面における曲率

曲面の曲率を考える前に，まず曲面上にのった曲線の曲率を計算する • (u(s)，ν(s))で与えら

れる曲線を空間曲線 r(s)ニ r(u(s)，v(s))と考えて，その曲率 Kを求める.このとき速度が 1，つ

まり Idr/dslニ lとなるパラメータ sが入っているとする.r'(s)は曲線 r(s)の接ベクトルであ

るから曲面r(u，ν)に接しているが，r"(s)は一般に曲面r(u，ν)に接してはいないから

r"(s)二 kg+ kn ( 4.2.45) 

のように曲面の接ベクトル kgと法ベクトル knに分解する.このときんは曲面上の曲線 r(s)
の測地的曲率ベクトルム1 は法曲率ベクトルと呼ばれる • knは法ベクトルであるから曲面の

単位法ベクトルNを用いて

kn二 KnN (4.2.46) 

と書ける • Knを曲面上の曲線の法曲率と呼ぶ.このとき法曲率Knは正負どちらの値も取り得

ることを注意する.(4.2.46) ，(4.2.45)，(4.2.36) (あるいは (4.2.38))から，

Kn二 KnN.N= kn. Nニ (r"-kg) . N = r" . Nニ -r'.N' 
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( 4.2.47) 

を得る.

図4.8:接平面上の単位ベクトルw

ここで曲面の代表的な曲率を決めるためにまず新しい記号を導入する.曲面上の 1点

ro = r(uo，ν0)での単位接ベクトル

W ニ ~ru(uo ， vo) +ηrv(uo， vo) ( 4.2.48) 

に対して

II(w， w) ニ L~2 + 2M，釘 +Nη2 ( 4.2.49) 

63 



を定義する.この記号を使うと，(4.2.47)は

Kn(S) = II(r'(s)， r'(s)) (4.2.50) 

と書ける.この式から，法曲率Kf1は速度ベクトル r'(s)だけから決まることがわかる.II(w， w) 

において wをroでの接平面内の単位円上を動かしたときの最大，最小値を求める.これは

Iwl2二 Eg2+ 2Fgη+Gη2二 I (4.2.51) 

という条件の下で(4.2.49)の最大，最小値を求めることであるが，この問題は(乙 η)f-(0， 0)と

いう条件の下で関数
λ_ Lg2十 2Mgη+Nη2
-

Eg2 + 2Fcη十 Gη2

の最大最小を求める問題に書き換えることができる.

Lc2 + 2Mgη+Nη2 _λ(Eg2 + 2Fc1] + Gη2)ニ O

(4.2.52) 

( 4.2.53) 

としてlおよび ηで偏微分し，さらに λの最大・最小を求める問題なのでθλ/何ニ似/δ77ニニ O

とおくと

(L -λE)ご+(M-λF)ηニ 0，

(M-λF)ご+(N-λG)η=0 
(4.2.54) 

となる.ここで(乙 η)f-(0， 0)となる解λを求める代わりにう(乙 η)手 (0，0)となる解が存在す

るような λを求めることLこすると特性方程式

を解く問題になる.この方程式を整理して

(EG -F2)A2 -(EN + GL -2F M)λ+LN -M2
二 O

とし，その解を λ二 Kj，K2とすると，解と係数の関係から

LN-M2 1 EN + GL-2FM 
ニ， 一(Kj+ K2)二

EG -F2' 2 '"" ' '-L./ 2(EG -F2) 

( 4.2.55) 

( 4.2.56) 

( 4.2.57) 

Kニ KjK2， Hニ:トj+ K2) 山 8)

と書き，KをGaussの曲率，Hを平均曲率と呼ぶ.K三 Oのとき曲面は平坦であるといい，H 三 O

となる曲面を極小曲面と呼ぶ¥また KJとK2を主曲率と呼び，II(Wj，Wl)二 Kj，II(w2， W2) = K2と

なる単位ベクトル Wj，W2の方向を，点 roにおける主方向と呼ぶ.

主方向の性質を調べてみる.(4.2.54)で主曲率を λ=Kiとし，対応する主方向の単位ベクト

ルWjの成分を (ιηi)とすると

Lごi十 Mイη恥i二 K桁i(Eごi+ Fηi 

Mgi+]入N1]j二 Kj(Fgj十 G1]J
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これを行列を使って
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これはよi学的ならばユつの主方向は互いに直角であることを示している.

次に Klエ K2のときんの最大値と最小値が等しくなっていることになるので，言い換えると

II(w， w)はwが点 roでの接平面内の単位円上を動くときに，定数料以 K2= Kになる.すなわ

ち(4.2.53)がroですべての(乙1])*-(0，のに対して Kになる.分母栓払って

L~2 + 2M~1] 十 Nポニ K(E~2 + 2F何十 G1]2) (4.2.63) 

がroですべてのな，坊について成り立つといえる.Kl = K2になるような点刊を曲面の勝点と

呼ぶ¥そこではすべての方向が主万向となり特別な 2方向をもたない

>0となる点を構内点，K< 0となる点を双出点，そして K= 0となる点在放物点と

呼ぶ¥

ここで， るから (4.2.30)より EG-F2 > 0でう(4.2.57)により

したがって定理 (4.2.1)を次のように詩い換えることがでKtまLN-M2と

きる.

定理4.2.2Gaussの曲率Kが正になる

わち双曲点では鞍状になる.

曲面上の曲綾 r(s)ニ r(u(s)，ν(s))に対し，(4.2.45)により kgをr"(s)の按成分として定義し

が，kg 0となるとき r(s)な測地線と呼ぶ.すなわち r(s)の加速度ベクトル r"(s)が曲面に常

なるときに曲線 r(s)を潟地線と呼ぶ¥

わち楕同点では曲面は凸になり， なる点，す

平面曲線のときと同様空間曲閣の単位法ベクトルNを使って Gaussの曲面表示を考

(4.2.33)で定義された単住法ベクトル Nを，空間内の原点そ中心とする単位琢上の点だと

えることにより，曲面の各点 r(α，b)に単位球部の点 N(a，めを対応させる.この対応を Gauss
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N(α， b) 

J 』

図4.9:Gaussの曲面表示

の球面表示と呼ぶ(図4.9).このとき，Gaussの曲率Kと，r(α，b)での曲面の面積要素と N(α，b) 

での球面表示の面積要素との比の関係を調べる.

まず点 r(α，b)における接平面上にベクトルr1/(α，b)， r¥)(α， b)で張られる平行四辺形を考え

る.その面積は

Ir1/(a， b) x rv(a， b)1 (4.2.64) 

で与えられる.同様に Gaussの単位球面上の対応する点N(α，b)で対応する接ベクトルNu(α，b)，Nv(a，t 
で張られる平行四辺形を考えると，その面積は

INu(α， b) x Nv(α， b)1 

で与えられる.(4.2.39)の最後の 2つの式(Weingartenの式)を使うと

IPM-GL PL-EA;[ ¥ IFN-GM FM-EN ¥ 
N1I xNvニ ( ~ _，.... ~..， r1/ + ~ _，.... .........， r v ， X I ~ ~ ~..， r1l + ，....， r-< .，..，..， rv I ¥ E G -p2 . 1/' E G -F2 . v J " ¥ E G -p2 . 11' E G _ F2 . V) 

(FM  -GL)(FM -EN)一(FN-GM)(FL -EM) 一

LN-M2 

=くれ・

したがって (4.2.57)から

となる.これから

r1/ x rv 
(EG -F2)2 

Nl/ X rvニ K(r1/x rv) 

(4.2.65) 

(4.2.66) 

(4.2.67) 

INllxN¥)1二 IKI. Irll x r vl (4.2.68) 

となり，2つの平行四辺形の面積の比は IKIとなることがわかる.これだと Kの符号をまった

く考慮、していないので，符合も考慮、に入れたときの解釈を考える.Kが正のとき，N1I，Nvが張

る平行四辺形の面積とん，rvが張る平行四辺形の面積の比はKとなり ，NllxNvとん Xrvの向

きが等しくなる.一方Kが負の場合，平行四辺形の面積比は IKIとなり ，NlIxNvとん Xrvの向

きが逆になる.
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(u， v)平面上に図4.10のような小さな長方形をとり，出面上の対応する部分を考えると，そ

r(a， b)における接平面上に 2つの按ベクトルん(仏 b)i1u，rv(a， b)i1vで、張った平行田

辺形の面積Irux rvli1ui1vにほとんど等しいので

I ru X rvldudv (4.2.69) 

を由閣の面積要素という‘ (u，b)が領域R くとき対応する曲面上の領域の面積は

fL Iru x rvldudv 山 0)

となり，Gaussの表示によりそれに対応する単位球部上の額域の面積は次のようにな

fLK"川 d肋 仰71)

なお， (4.2.69) Iを使って次のように

!ru x rvldudv二、IEG F2dudv. 

これは空間ベクト}vw， x， y， Z ~こ対する Lagrange の公式

(w X x). (y x z)ニ (w.y)(x.。…(w.z)(x' y) 

において w口 yニrlj'x二 Zニんとすると得られ

ν+i1v 1 

4.3 球面調和関数

4ふ1 球調和関数

3次元の偏微分方程式

- -- -

4.10:面積要素 !rux rvli1ui1ν 

d.宇 o
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の解を調和関数という.この Laplace方程式を極座標に変換したもの

。θ/2θ川 δ/ ハθψ1+_1θ》。
一一 1r--_-1十一一 Ismσ一一 1+一一一一一一一 二 υ
δr ¥. ar J . ae ¥ -----ae J . sin e a(t2 

の解は体球関数と呼ばれ，れを n次の体球関数であるとして

ψn二 rnYn(8， q;) (4.3.3) 

とおく.このとき Ynを球面調和関数と呼ぶ.これを (4.3.2)に代入することで九(8，q;)に関す

る方程式

(4.3.2) 

lθ/θYn ¥ 1θ2y目

一一一Isin e ，，~. J +ーァ一千 +n(n + 1)九二 O
sin 8 ae ¥ θe J sinム8a伊ム

を得る.さらにここで

( 4.3.4) 

μニ cos8 (4.3.5) 

とおくと (4.3.4)は次のように変わる.

(今 θYni 1 a2 y" 
一 i(ト〆f，，-"~十一--_ __:; +仰+1)九ニ 0
0μl'- i / aμJ . 1-μ2θct2 

まず軸対称のときを考えると， θ/θゅの項は消え (4.3.6)は

( 4.3.6) 

三((l-d)+n加 1)九二 0

となる.この方程式を級数の形で積分すると

(4.3.7) 

f 1 n(刀十 1)..2 ， (n -2)n(n + 1 )(n + 3) ..4 ¥ 
nい)ニパ 1- μ+一一 一}

1 ・2 ' 1・2・3・4 ' J 

((n-l)(n+2)3(n-W-l)(n+仰+~
キ

1.2.3 I 1.2‘3.4・5 r- J 

を得る.このとき各項は (4.3.7)のそれぞれ独立な解であり，これらの無限級数は nが偶数の

とき第一項が，nが奇数のときには第二項が切れる.よって nが偶数のとき第一項を，nが奇数

のとき第二項を採用することによって (4.3.7)の解 Ynを有限級数の場合に制限することにす

ると nが偶数奇数の両方について級数の順番を変えることにより

(4.3.8) 

人(μ):=P，lμ) 

1・3・5・・・ (2n-1) {. 11 刀(n-1) nーフ 附2- 1 )(n -2)(n -3) . .n-4 i (4.3.9) 
1μ-μ日~ +，-，. . /，-，. . ， /，-，. "，'， 11'" -. .. (' 

1 ・2・3・・・刀 l' 2(2n -1)' 2・4・(2n-l)(2n-3)' ) 

と表される.つまり Pn(μ)ニ Pn(cos8)は(4.3.6)および (4.3.7)の解である.このとき Pnをル

ジ、ヤンドルの多項式という.

つぎに軸対称性を除いたときの(4.3.6) の解 Yn (8 ， ゆ)を求める • yn(e， ct)がゆの l価関数のと

き複素Fourier展開より

五l8，ゆ)ニ co(8)+ I c，n(e)e川ニ Coω)+I仰 )e川 (4.3.10) 

l
 

z
 

n
 

m=l 

68 



とできる.ここでいう Co(のがPn(COSのである.次に，cm(J1)e
IJ吋も (4.3.めを満たさなければい

けないので，これを代入して次の式そ得る.

る{(l…〆制+{n(n+ 1)一古}cm= 0 

ここでCm (1-μ2yn!2Vとおけば

これを解くと

2V dν 
(1…μ2)ナ守 -2(m+1)j1一十 (n-m)(n + m + 1)ニ O. (m::; n) 

μム dμ

L (n -m)(n + m十 i) ? 
ν(μ) = A ~ 1… 戸L

I 1・2

十(n-m -2)(n… m)(n + m + 1)(n十 m+3) ..4 ¥ 

1・2.3・4 I I 

+B)μ一(n… m-1)(n + m 十 2)μ3
l' 1・2・3 ' 

Jn…m -3)(n…m 1 )(n + m + 2)(n + m十ヰ2，，5_ .. . l 
1・2・3・4・5 I J 

を得る.ただし各項は (4.3.12)の独立な解で，n-mがイ員数のとき第一環が，奇数のと

(4.3.11) 

(4.3.12) 

(4.3.13) 

がそれぞれ切れる.よってn mが偶数のとき第一頃を奇数のとき第二項そ採用することで

ν(μ)が有限殺数となるように限定すると，級数のJI国番を逆にして

Cm口 (l…μ2yn!2:ェ Pn
m(μ)

(2n)! /1 ..2).~ f ..n-m (n m)(n -m… 1) . .n-m-2 (1 μ2)I ~μ 一
2n(n m)!n! ¥.1. J-' J tJ-' 2・(2n-1)μ(4.3.14) 

Jn…m)(n m -1)(n…m 2)(n -m ~2叶湖一4 ... ~ 
2・4・(2n-1)(2n -3) r- J 

このとき Pn
m(μ)ニ P，t(COSのをルジャンドルの賠関数とよび，Pnm(COS8)em什ま (4.3五)および

(4.3.11)の解である.

以上より，方程式(4.3.6)の一般解は任意定数を用いて次のように書き表される.

九(8，ct) =αn(0町吋)+~anりnm(cos 8)eh (4.3.15) 

4.3.2 球箇調和関数の商交性

球部上の 2つの関数1(8，ct)， g(8，併について内稽を

(f(8切 め g縛(伴0ゆ州))二ιι川 g縛び 手め)μ凶同S幻m叩m

二 JL/g
(4.3.16) 
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と定義すると次数の異なる球面調和関数は互いに直交することが計算することによって分

かる.ここで dSニ sin8d8dctは半径 lの球面の面素である.つまり前節で求めた 2つの球面調

和関数

P，lcos 8)， Pnm(cos 8)e1mゆ (4.3.17) 

は異なる次数 n，mについて互いに直交する.よって球面上の任意関数以8，ct)はPn(cos8)， 

Pn m( cos 8)ei川を用いて級数に展開され，

ψ(8， ct)二 L川

ニ品川S8) +主αn加)Pn"( cos ())ei"o} 

(4.3.18) 

つまり

ψ(8， ct) ニ L Yn(8，ct)， (4.3.19) 
n=O 

九(8，ct) :::: a
l1
(0)P

I1
(cos8) + Lan(m)Pnm(COs8)eimo (4.3.20) 

m=l 

と級数展開される.このとき各係数は次のようにして決められる.

、IF
A
U
 

〆'目、

n
 

α
 

二 2竿う号干?子刊1ヨ官よι:f広心:〉ψ(8帆州川(い(cosB) 

2n + 1 (n一m)川! r21f π r21f 

4π (n + m)!人。よ。附めPnm(c州 e-
i吋

(4.3.21) 

0 10n) ( 4.3.22) 

4ふ3 楕円体調和関数

序

前節では体球調和関数を求めたがここでは楕円体座標で表した調和関数である楕円体調

和関数について述べる.

扇長回転楕円体の場合

初めに楕円体が扇長である場合からはじめ

Z 二 kcosh u cos 8 ニ ~μ ， xニωcosct， yニωsinct，

ωニ ksinh u sin 8ニ k(l- μ2)~ (g2 _ l)L 
(4.3.23) 
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Z 

kcosh u 

;¥ksinh u 

x，y 

図4.11:肩長回転楕円体

とおく.このとき Laplace方程式 (4.3.1)は新しい座標を用いて次のように書き表される.

(フ δψ1. 1θ2ψ8  (フ δψ1 1 82ψ 
~~(1-〆)一 1+ 一一τ一τ ニー~(トt'L)一 1+一一つ一つ。μl，，- ，-- / ~μJ . 1-μ28伊2 8t' l ，，- J / 8t' J 1 -t'2 8lt2 

(4.3.24) 

ここで球面調和関数Pn(μ)，Pn
m(μ)eimttの直交性を用いると，(4.3.24)のn次の解ψn二九(乙 μ，ゆ)

は(4.3.20)同様これら 2つの球面調和関数の級数で表され，

九(乙 μ，lt)ニ仇(0)(ご)P，lJ1)+ .E an (m)(t')Pn m(J1)e
i ( 4.3.25) 

となる.ここで級数の係数がごの関数になっていることに注意する.このうちまず第一項

Gn(O)(ご)PnCμ)について，これが (4.3.24)を満たすからこれに代入して次の式を得る.

(/1 ..2，dPn(メ川 d (i1 ;-2，dan(的(ご))向{O\ご)一~(1 -μ)一一一ト Pnい)一{(l -t'2) '-HAn 1;-¥':1 J ~ 
dμl ' I / ~μJ "v  / dt' l ' J / dt' J (4.3.26) 

ここでルジャンドルの多項式Pn(μ)は方程式(4.3.7)の解であることから

三{(l-〆剖 +n(n+l)Pnニ 0 (4.3.27) 

が成り立つ.この式を使って (4.3.26)のPnを消去してやると次の式を得る.

〆/ ( rlパ (0))
ニ~(l -t'2)竺 L}+n(J1+lMn(O)ニ O. (4.3.28) 
dt' l ' :J / dt' J 

よく見るとこの方程式(4.3.28)は(4.3.27)と一致するので， (4.3.28)の解は用意に求まる.

αn(0)ニ Pn(ご). ( 4.3.29) 

71 



つぎぎ、;にこ(付4.3.25の)の第二項αnf(伊m句)(gの)Pnm(ωメμl)e
ないのでで、代入して整理すると

r d ( 今dPn
m

) m2 ~，J ~ m r d ( 今ふ (m)i m2 /._J 
(m) I ;-~ (1ーの一一}一一一Pf|ニ PnmI ~ý ~ (1 _ g2) ~L< ~ý ~一一· y') G，yn) 1. (4.3.30) 

I~μl\~ i / ~μJ 1 -μ2" /l I -.. n I dg l V ~ J dg J 1 _ g2 L</l I 

ここでルジ、ヤンドルの陪関数RIFF1は方程式 (4.3.11)の解であることから

~~(1 -μ2)坐斗+~仰 +1)-1iJPnFF1 二。 (4.3.31) 
αμ 〔 αμJ ~ 1 -μιj 

が成り立つ.この式を使って(4.3.30)のPnmを消去すると次の式を得る.

三{(l-g2)年}+ { n( n + 1) -1 :2.f2 } a n ('n) (4.3.32) 

これは (4.3.31)と一致するのでこの万程式の解仏l(m)(のはすぐに求めることができる.

αn (m)(ご)二 Pn
m
(ご) (4.3.33) 

以上と (4.3.19)，(4.3.25)より肩長回転楕円体での Laplace万程式(4.3.1)の解ψ，つまり調和関

数は次のようになる.

ψニIYn(g， e，ゆ)
nニO

( 4.3.34) 

ニミト11山 ose)十 SPF1m(ご)Pnm(叫 mo}
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扇平回転楕円体の場合

Z 

ksinh u 

kcosh u 

X， Y 

図4.12:扇平回転楕円体

次に肩平回転楕円体の場合を考える.このとき

Z ニ ksinhu cos e 二 k~μ ， x二 ωcosct， y =ωsm仇

ωニ kcoshu sin e二k(l-μ2)t(~2 + l)~ 

とおく.このとき Laplace方程式(4.3.1)は新しい座標系で次のように書き直される.

(4.3.35) 

( /1  ?θψi 1 a2ψ a (フ 0ψi 1 a2ψ 
一 ~ (ト〆)~~ +一一一二一一~ (~L + 1)一~+一一一 (4.3.36)。μl，- r- / a，μJ . 1-μ2θcþ2 θ~ l ':J • -/ a~ J . ~2 + 1 act2 

これは (4.3.24)と比べると， (4.3.24)でごをだに変えただけであることが見て取れる.よって

その解も同じ変換をすることによって求まり

ψニ主{PnUDPn(cルぷPn
m
(川 ( 4.3.37) 

となる.よって肩平回転楕円体における Laplace方程式企ψニ Oの解の一つはAを定数として

ψ= AP，/n (i~)Pnm(cos e)eimゆ (4.3.38) 

と言うことができる.

4.4 表面波

4.4.1 序

この論文の主なテーマである液滴の表面にはたらく張力(表面張力)と表面を伝わる波

(表面波)の固有振動数について述べる.
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4.4.2 ラプラスの式

この節では 2つの連続媒質の境界近傍で起こる現象について述べる.2つの媒質を区切っ

ている境界面が曲面であるばあいその2つの媒質の境界面近傍の圧力は異なっている.その

圧力差(表面圧)を曲面の曲率(特に平均曲率)を使って表す.ただしこのとき 2媒質は熱

力学的に平衡状態にあるとする.

境界面がある無限小の変位dCを行ったものとする(図 4.13).このときの変位の方向は境界

面の各点での法線方向とし，dCはたとえば表面の変位が媒質2に向かった場合を正にとるこ

とにする.変化前と後の 2つの表面の聞の体積要素は dCdfと書ける.ここでdfは面積片で

ある.この場合に上に述べたような体積変化を行うのに必要な仕事は

f叶 P2)d(

である.

表面を変位させるのに要する全仕事dRはこの仕事に表面積を変化させるのに必要な仕事

を加えて得られる.後者の仕事は表面積の変化dftこ比例し，表面張力係数αを使ってω/と

表される.よって全仕事は

統ニ一介1- P2)d(df +αザ 川

である.この変形が熱力学的に平衡であるための条件は，dRが0となることである.

つぎに，KlおよびK2を表面上のある点の主曲率とする.このとき境界面が媒質2の方向に

凸であるとき曲率を正と定義する.主曲率断面の表面の線素dll>dl2は，表面が微小な変位を

行う場合にそれぞれKJ何dl1およびK2d(dんだけ増加する.よって表面の面積片df二 dl1dl2は

変形後

dl1 (1十Kld() dl2 (1 + K2d() ~ dl1 dh (1十K1dC十K2d()

となる.すなわち表面積は d(df(Kl十 K2)だけ増加する.よって境界面の面積の全増加量は

dfニfdC(KJ十川 ( 4.4.2) 

である.ここで H 二 (Kl十 K2)/2はある点での平均曲率である.この式を (4.4.l)に代入して全

仕事を 0とおけば平衡状態の条件は次のように書ける.

f dC((Pl -P2)一明dfニ O

この条件が任意のd(についても成り立たなくてはいけないので，表面では次の式が成り立た

なければいけない.

Pl -P2こ 2αH. (4.4.3) 

この式がラプラスの式であり，これによって表面圧Pl-P2が求まる(図 4.14).
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媒質 1

2 

4.13:曲面の微小変桂oc 図 4.14: スの式

とえば2媒質が接しており，境界面にも媒質にも外力がいっさいはらたかないとすると，

の圧力はどこも一定Pl二 const，P2ニ constでまろるので， (4.4.3)より

丘二 const. ( 4.4.4) 

よって平均曲率は任意の自由境界面上で一定でなければいけなし¥さらに，全表面が自由表面

である場合， (4.4.4)は表面が球状でなければいけないことを表している.

次に重力場中にある媒質の表面における平衡条件を考える.簡単のため煤質 2法大気であ

りその圧力が表面上で一定とみなすことができるとする.さらに媒質 1は非圧縮流体であ

とする.この場合P2ニ constであり，流体の圧力PlはPl= const-ρpと書くことができ一

標zは鉛底上方に向けてとるものとする.よってこのとき平寵条件(4.4.3)は次のようになる.

!!DZ 
2H 十三~ = const. 

α 

だが実際に流体の表面の平衡条件の形を求めるときには (4.4.5)の形ではなく直接全自

( 4.4.5) 

ルギ…を最小にするという平衡条件を浸って，変分法を捷って解くのが捷利である流誌が非

圧縮性であれば内部市出エネルギーは流体の体積のみに佼存しその表面の形には依存しな

い.内部自由エネルギ、…のiまかには表面自由エネルギー f住dfと重力のポテンシャルエネル

gρI zdVが存在し，この 2つのエネルギーが流体の表面の畝こ影響する以上より平衡

条件は次のように書ける.

f adf十 gρfZdV二 mm ( 4.4.6) 

し非圧結性流体であるので次の条件を満たさなければいけない.

J dV二 C ( 4.4.7) 

(4.4.3)から表面の形を求めるには，ある与えられた表面の形からその(平均)曲率を求める

式が必要である.それは 4.2輩で述べた曲面の微分幾何を用いて得られる，

表面の方程式なZ C(x， y)とする‘鶴単のためCはどこでも微小量で、あると仮定する.すな

わち表面は平出zコ Oからほんのわずかしかずれていない.この曲面の平均出率を f子とする

と， (4.2.57)， (4.2.58)より

fJ 
EG-F2 

( 4.4.8) 
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から得られる.ここで、曲面Z上の点 rは

( 4.4.9) r(x， y)ェ (x，y， ((x， y)) 

=l+P2， 

(4.4.10) 二 pq，
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で表されるからう (4.2.24)より

Fニ rx. rv = 

ニ 1+ q2 

(4.4.11) fニ d
2
(。y2

と表される.ただし簡単のためp，q， r， S， tをそれぞれ

。2(
Sニ一一一-

dxθy 

θ2( 
rニ一一-

dx2 

y
ムム

V
/

円。コ
u.

一一q
 

y
ち一

x

n
u
τ
U
 

一一p
 

(4.4.12) 

とする.この曲面の法ベクトル Nは(4.2.33)を使うと

ゾ1+川 1+ 川

と計算できる.よって， (4.2.37)を使って

r 
L =-rγ • Nvニ・・・ニー一一一一 ‘ 

~ ~ゾ1 + p2 + q2 
s 

M ニーrx'Nyニ -r_v'Nxニ・・・ニ一一一ー

ゾ1+ p2 + q2 
(4.4.13) 

Nニ -r，，'Nllニ・ t 一一」
- -ゾ1+ p2 + q2 

以上(4.4.8)，(4.4.10)， (4.4.13)より曲面Z ニ ((x，y)の平均曲率Hが求まる.

;-r r(l + q2) -2pqs + t(l + p2) 
2H二・・・=

(1 + p2 + q2)3 /2 ~ r + l 

(4.4.14) 。2(. d2( 
一一-
dx2 dy2 

媒質 iを非圧縮性流体，媒質 2を大気としたとき，この節の最初で、行った曲率的，K2の定義に

よると平均曲率Hの符号は正となり， (4.4.14)では βの符号は負であるからう求めたい平均曲

率Hは(4.4.14)より

(4.4.15) 2H = -2H =一{竺+竺}
¥ax2 dy2 J 

となり，これが求めたい式であるこの式はわずかに曲がった表面の平均曲率を与える.
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4.4.3 表面張力波

流体の表面は，重力と表面張力の作用のもとで平衡状態の形をとるように向かう.波動の振

幅は波長にくらべて小さいとする.流体の速度ポテンシャル併についてはラプラスの方程式

ムゆ =0が成り立つ.ただし境界条件は前節で述べたラフラスの式から求める.この節では平

面に近い表面を伝わる波について調べてみる.

表面上の点のZ座標をCとするとCは微小量であるから (4.4.15)を用いることができる.よっ

てラプラスの式は次のように書ける.

182C . 82C¥ 
p-poニ吋8x2十 8y2)

ここでpは流体の表面近くの圧力であり ，poは一定の外力である.pは流体力学より

" 8ct 
p=-ρg~ -P8i 

と表されるのでこれをラフラスの式に代入して

vθゆ /θ2c θ2c¥ ^ 

ρg十 ρ万;一α{万二2"+ 8y2)ニリ

を得る.このときゅを定義しなおすことにより定数poを除くことができる.ただし

ゅ→ゆ +Z2t
ρ 

と定義しなおした.上の関係式を tに関して微分し速度に関する境界条件(表面付近では，

表面の z方向の速度と流体の z方向の速度が一致する)より 8C/8tと8ct/8zが等しいことを

使うと，ポテンシャル併に関する境界条件を得る.

8ct θ2ct θ/θ2ct θ2ct ¥ 
gー +ρ一一一 α一|一一十て汁ニ O. (z = 0) 
θzθt2 -8z ¥θx2 . 8yムl

( 4.4.16) 

ここで、平面波がx軸方向に伝播しているものとする.速度ポテンシャルをゆニ Aekzcos(kx-ωt) 

と置いて解を求める.境界条件 (4.4.16)から波数kと周波数ωとの関係式(分散関係式)が

得られる.

ω2二川;
波長が短い場合(k>>1)に(4.4.17)は次のように近似される.

今 Ji3
ur ここ α一一.

ρ 

(4.4.17) 

(4.4.18) 

このような波は表面張力波あるいはざされなみ波と呼ばれる.一方波長が長い場合併<<1)に

(4.4.17)は次のように近似される.

ω2ニ gk.

このような波は重力波と呼ばれる.さらにこれらの中間の場合は表面張力重力波と呼ばれる.
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4.4.4 表部張力波の固有振動数

前節は平面に近い表面を伝わる表面張力波を考えたがうこの節では球滴の表面そ伝わる

面張力波の性質な求める e 振動によち鴇の表面は琢形からずれる.振動の振幅は波長に比べ

て小ざいとする.

まず球から少しはずれた表面での平均曲率を求めてみる.ここでは微分幾何者使bずに平

均出率を求める.由産標r，8， oにより関数r二r(8，O)で与えられる表面の面積は

r2ズ rJf I _ Iδパ2 1 I 8r ¥2 ・""' "1..-. "1.  

fニ， f ，/戸十， ~Il J十一i-;;， ~Á. J r sm l:Jaf:Jacp 
Jo Jo V' '¥ 88 J . sin28 ¥ 8O J -----

(4.4.19) 

と表される.球出からの禄/トなずれをCとすると，

(4.4.19)にこれを代入し

に近し yェ R+ごと表される，
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.(が変化した場合の面積変化ofは上の式から

(2πfπ( ̂ / .-. "， c-" 8( 8o(. 1δ( 8o(1 
ofニ ，I ~ 2(Rべ)何十一一十一一一;:r sin 8d8dO 

Jo Jo t θ 8  88 . sin2 8 8O 8qy ) 

と求まる.第2項を 0について部分積分し，第3項をゆについて部分積分すると

(2πfπ( " / "._， 1 8 { .δ(¥ 1 82(¥ 
ofニ I ， {2(R + ()…一一一Isin 8~~ 1- …一一~o( sin 8d8dft (4.4.20) 

Jo Jo t-，A'  • 'j/ sin888¥θ8 J sin2 8 8ft2 ) 

を得る.これと (4.4.2)とを比較することで平均出率を求めることができる.今回の場合，

hdfは

再/二 (R十()sin 8d.手x(R + ()d8 ~ R(R + 2() sin 8d8d.手

となるので， (4.4.20)の{}の中身をR(R+ 2()で害5って得られる式が (4.4.2)より主出率の和

2FIになる.(についての 1次近似を求めると次の式のようになる.

2 2( 1 ( 1 82(. 1 8 1. ，，8(¥ i 
Hニ…一一……{一一一一一+………Isin8…1(. (4.4.21) 

R2 R2 l sin2 88手2. si n 8 88 r'.. ~ 88 / J 

流体内の速度ポテンシャんを殺とすると，乎はラプラスの方程式ムゆ二 Oを、講たす.境界条件

は平面の表面の場合(前節〉と同じように rニ RゃCで

ρみ +aJ 2 2~ _ 1 f 1δ/JCL l 州)。一一 《一一一一一… I ……一一一一書 ~Irl H 一一彊十…一一一一一……盤、-L-r)..，. … 
8t . ~ l R R2 R2 I sin 8 88 r'" ~δe J . sin2 e 8ct21 J . YV  

である.今回の場合も定数po+ 2ajRはポチンシヤJJ.;改の取り方を変えることで消すことが

る.時間に関して撤分して速度に関する境界条件8(j8t二件二 8t/1j8rを代入すれば，

ゅに関する境界条件として次の式を得る.

。2ψ
ρ芯? α(23引お会い82)+jjE3糾)ェ 0 (rェR+() (4.4.22) 
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この方程式の定常波解を速度ポテンシャル砂ニ e-ilVtf(r， 8，手)の形で求めてみる.ただしここ

で関数fはラフラスの方程式ム/ニ Oを満たすものとする.ラプラスの方程式の任意の解は体

球調和関数〆九n(8，ゆ)の一次結合によって表される.ここで Y'm(8，めはうプラスの球調和関

数であり 1 }うm(8，めニ PT( cos 8)eimゆである.ここでPt(cos8)二 sinln8dmp，(cos 8)jd(cos 8)mはル

ジ、ヤンドル陪関数と呼ばれ， P，(cos 8)はl次のlレジ、ヤンドル関数である.このとき f辻 0以上

とり ，mは0，土1，土2，・・‘，をとる.

よって (4.4.22)の特解を次の形に置くことができる.

中出 Ae-iω
t.，JP'F ( cos 8)eim争. (4.4.23) 

ωは境界条件である(4.4.22)を満た症なければならないから， (4.4.23)そ代入して，さ

らに球調和関数 Y'mについて成り立つ次の関係式

1 8 f. " 8 Y'm ¥ 1 8
2 ii 

一一一 Isin8ー… J+ --:-ア寸子十 l(l+ 1)Y1m二 O
sin 8 88 ¥ δ8 J . sinんが

いて#そ消去すると最終的に次の式を得る.

ptJ+la[2 -l(l十 1)]ニ O
R3 

あるいは
2 al(l 1)(1 + 2) 

( 4.4.24) 
pR3 

上の式から球滴の表面張力振動の臨有振動数が求められる.このとき，1ニ2に対応する滴の

可能な最小振動数は

区
い

( 4.4.25) 

である.最後に (4.4.23)と δ(j8tこ 8!/1j8rかちごを求め，それを r二 R+(に代入することで液

滴の固有振動モ…ドの形状を求めたものを付録に載せる.モードとしては lを最抵次である 2

次から 4次まで取り，それに対応する m(三0について各振動モード (1， m)を求めた.

4.5 浮遊液滴の形状

4.5.1 序

内に浮遊している液討議をある軸周り したときにどのように
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Z 

x， y 

4.15:回転する液滴

4.5.2 支配方程式

流体力学の基礎方程式で、あるオイラ一方程式の1貫性系での形は

av 
百γ十(げV'g炉伊阿r悶吋a吋d恥一j炉炉g伊ad伊P (4.5.1) 

である.ここでPは流体の圧力，ρはその流体の語度，そして Vは慣性系から見たときの粒子

の速度である.1夜滴がz軸周りに一定の角速度。で呂転しているとする.そこで積性系に対

しzQ!(l!J誇りに Qで回転している液j時間定産標系からオイラー方組式を記述することを考える布

団転座標系 (x，y， z)の基底を i，j， kとする‘まず(4.5.1)を流体微分d/dtを使って書き直すと

d2X 1 
てす二一-gradP.
al"' p 

(4.5.2) 

ここでX クトルで

ル嗣
HZ

 
十.刀÷

 

.，£ γや……
 X

 
(4.5.3) 

である.(4.5.3) fで一階微分すると

dX {dx:. dy咽 dzr_¥ . (di. dj dk¥ 1-;-;十一i+ --_-kl十 Ix一十 Vー+z::':: 1 
d t ¥ d t _ . d t J . d t ."' . ¥，V d t ノ dt I ._ dt ) 

{dx. dv ¥ 
二{ヨJt十五j十五k}+ (xn x i + yn x j十znx k) (4.5.4) 

d*.，ミf
でー +nxx.
at 
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ただし d*Xjdtは回転産標系から クトlレXの時間教分を表しているとし

d家X dx.. dy. . dz • 
77コマ;t十五f÷dtk 

であるとする.(4.5.4)をもう一括微分して次の式者得る

(4.5.5) 

d2X d*V 
7戸二 77十 2!!x V + !! x (!! x X). (4.5.6) 

しここでQは時間によらず一定とし，dキVjdtは呂転産標系から見たベクトル Vの時間微

している.以上より， (4.5.6)を(4.5.2)に代入して

d*Y γ 沿 xV+ Qx(Qxめ二十aげ

を得る.ここでベクトル Vの時間微分d傘 1ノjdtについて成分で考えると

d* V dVx • dVy. dょう ， 

dt dt dt J . dt" 

となる.Vx， Vp にの時間変化について次の関係式が成り立つ.

dVv βYδVv .... dVv dV" 
-ーニ二一ニ十に一二十 V"一二十' ん

dt dt ん dx ..Y dy 

。V" dTぺ δv" dV" 

(4.5.7) 

(4.5.8) 

一」十 Vy~ 十 Y 一一二十 Y 一一二 (4.5.9) 
dt δfλθx 〆dy ， ， zθz' 

dV7 dV7 θχ dV7 θV7 
一一二ニ一一二十に一二十 V.一一二十に一一二
dt dt A dx . .Y dy ふ dz

よって (4.5.9)を(4.5.8)に代入して

d象 V IβVv δVv θV，.¥ 1.. d ._ d δ¥1__. ___ ___， 
…ーニ 1一二i+一二j十…ニk)十 IVxー十 Vy~ + VZ~ J(にi+ Vl'j + Vzk) dt -¥ dt δt J'  dt n) I ¥'  x dx ' ， Y dy ， ， z dz J ¥' X~ ， ， yJ ' ， Z" J 

I ðVx • dVy. δl合 L斗-.-i十一j+u:.zk)十 (y.grad)V (4.5.10) 
¥ dt _. dt δt ." 

δ本 y
:二 37+(V-graのV

を得る.ただしここでd*Vjdtは回転座擦系から見たベクトル Vの時間偏微分であり

d* V dVy.  dVv β予三
一一二一一二i+-;f-j十一一二K
dt dt δt J dt 

でまうるとする.また (4.5.10)の iつ自の等号は

di di dj h 

dx dy dz 

た.よって(4.5.11)を(4.5.7)に代入することにより，回転座標系から

られる.

γ (V. gr紛糾 2!!xV十台ゆか -jgradR
d*V 
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(4.5.11) 

(4.5.12) 

イラ一方程

(4.5.13) 



4.5.3 表面での境界条件

液滴が剛体回転しているとすると角速度。で回転する座標系から見るとどこでも速度は

ゼロである.つまり回転座標系から見れば液滴内の流れはポテンシャル流であると考えるこ

とができる.つまり砂をポテンシャルとして

V二九i+ Vvj十九k。ψ. dψ. dψ 
:二 gradψ=-~-[十一十一一

dx ~ dyJ dz 

(4.5.14) 

打。ψ 打。ψ 打。ψ
とニキ Vv=-~-. V、 ---.  V.，.-

u _ _  u __  " 

r X - dx' リ - dy' ヮ - dz 

とすることができる.このときベルヌーイの式を導くことを考える.

まず(4.5.13)の第 1項について (4.5.15)を使うと

d* V dV_l;・ θVv. ðVz • 

I 二万7t+371十万7K
。2ψ . d2ψ. d2ψ， 

=お二1+ dtdyJ十 θfOzk

。 {a川 • a {a引 • a {dψ¥ . 
dx ~ at} [十 ay~ at}J十 az~ at} /{， 

1 f a川
二 graot at J 

次に第2項はベクトル解析の公式を使って次のように書き換えることができる.

(V. grad)Vニ jgra札 Vx rotV 山 7)

最後に第4項について，角速度ベクトルQ はz方向を向いているとするつまり Q ニ D.kとす

ると

(4.5.15) 

( 4.5.16) 

。x(Q x x)ニ -n2(xi+ yj) 

となる.以上より (4.5.13)は次のように書き換えることができた.

(4.5.18) 

-l 
{δ叫 1

J TT2 

gM(37)+2g凶 VL
- Vx則 V+ 2Q x V -n2

(xi + y j)ニ -FgradR (4.5.19) 

つぎに (4.5.19)と速度ベクトルに沿った単位ベクトル lとの内積を考える.(4.5.19)の左辺第
1，2項と右辺についてはベクトル解析の定理

似
一
引

U
M
 

円

dob 
( 4.5.20) 

を使って次のようになる.

、I
s
a
-
-
/

仰
一
白

J
I
g
a
-
-
‘、、

。
一
訓一一，，s

 

、1
2
2
1
2
1
'，

仰一

a

J
J
8
1
8
2
5

‘‘、、

J
U
 

円

dT
1
 

0
b
 

、K
I
B
E

，F/

ペノ
M

y
 

--一角
1
4

Jtsel-
‘¥ 

。
一
白一一

，，s
 

ペノ』

V
 

J
U
 

円

dr且o
b
 

--一ヴム -jg耐 Iニ:，(引 (4.5.21) 
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(4.5.1ヲ)の左辺第 3，4項についてはベクトル fと内積なとるとゼロになる.なぜならこれら 2

つのベクトルはともに速度ベクトル Vに垂直だからである.最後に左辺第 5項についてベ

クトル iを

と表すと i

1
2
2
1
1
2
1
 

、、，ノ

1
1
1
1
1
f
2
 

bJ
一d

り

y

ψ

 
今
J
b

十

X/'量、、

p

k

x

…l
2
e
 

の…
d

d

川

d

G

、A
1

1

凶、ノ-

十

/
i
i
t
I
f
-
-ト
l
L

V
一戸
t

d

d

一
刀

ω

苦
汁

u

，つ
α

一

一

十

一

一

一

一

E

妻

、

、

1122ss，F

ν名
曲
，
，
，
・
e

，&“同

吉
弘
一

d

z

へl

a

7

月
比
一
，

d

…一

J

l

j

 

什

の

の

一
d

J

1

?

 

'''a'
・

a-Uz-

-

什

む

一

d

X

J

I

-

-

1

1

E

、

，，s
&
 一一

D

S
E
第

十

&

ν

J

積

什
内

か

の

ぼ

項

一
声、ザ

( 4.5.22) 

( 4.5.23) 

ハ
リ……

 
、EEE
a
s
z
s
a
g
a
a
J

ペノ伽

V
〆

十V
A
 

〆
S
量、、

今
ノ
』

立
1
1
一
勺
ム

p
…
ρ
 

十

る

d

せ

副

校

g

き

l
一2

部

一

日

+

ア

」

治

山

γ

一μリ
ル

;

δ

一PO

F

つ

f
i
l
-
-

ょ
。
一
川
…

の次み」山、‘曇，ノ
A
V
J
 

C
J
 

A
サ

Je--¥ 

h
刊
ノよ上J

八
i
E・・9

(4.5.24) 

この式は一回積分して

。ψ11___...1.1-12 ， P 1，，2/ 2. 2 
-十一Igradψ| 十一一 ~nL(X 十〆ド constdt 2 liy--r I . P 2 (4.5.25) 

とできる.ここでいう constとは流線に治って一定であるということである.特に平衡状態で

液請が部j体回転を行っているとすると (4.5.25)は

ペ叫ん2)+ A (4.5.26) 

と書ける.このとき dは液滴内部のあらゆる点で同じ備となる定数である.さらにいえば、 A

は液詰舟部の回転軸上での庄力である.

ここでラプラスの式(4.4.3)を考える.今回はPlとして液滴表面付近の庄力 P，P2と

定の大気圧んを考えると (4.5.26)泣次のように書き換えられる.

2ル jρいかC. (4.5.27) 

ここでHは液滴表面の手均曲率を，x，yは表面上の各点のム y摩擦を表しており， Cこ A Po 

は新しい定数である.つまりこの(4.5.27)は液滴表面での力学的境界条件となっている.

4.5.4 義路のパラメ…タ表示方法

これから液滴表面をパラメータ表示することを考える‘一殺に曲面を表示するために

ミラメ←タの数は 2つでそれらを U，Vとする.また lつの曲面をパラメータ社用いて表示

する万法は何通りか考えられる.ここでは具体的にどのようなパラメータ表示方法があるか

検討する.曲面をパラメータ表示したのちに，先に述べた微分幾伺(第4.2章)の知識を捷って

平均曲率Hをそれらのパラメータで表すことがこの節の最終的な目標である.
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。(u): 

......_一一-JfI"・・.

V 

図4.16:方法 l

x 

方法 1 xニ α(u)sinucosv，y =α(u)sinusin ν，2ニ α(u)cos u. 

このようにパラメータをとった場合，平均曲率H(の2倍)をパラメータ u，vの関数として

表すと次のようになる.

(4.5.28) 
-

U
二
リ

y

I
:
F
 

。二
α

円
iu

一一
d
t
、

，α
一a
一一+

問
問
今

L

一一一

α

噌

E
I
-

、、
一

aa" -2(a')2 -a2 
2H二内

[α2 + (ゲ)2]2

ダッシュはパラメータ uでの微分を表しており，ここにいたるまでの微分幾何を用いた計算

過程は本質ではないので付録にまわした.(4.5.28)を見て分かるように，このパラメータのと

り方では今後の計算が思いやられる.他のパラメータのとり方を試してみる.

84 



方法2 Xニ R(u)cos v， yニ R(u)sin v， zニ弘

z 

u 

。

図 4.17:万法2

このパラメータのとり方だと H(の2倍)は次の式で表される.

2H二と
R [1 + (Rア}

(4.5.29) 

(4.5.29)は(4.5.2叫に比べてかなり形がまともで，これなら期待が持てる.しかしこのパラメ

タのとり方だとおそらく近i誤解を得るのがやっとであろう.

方法3 Xニ f(u)cos v， yニ f(u)sin v， zヱポu).

。 x，y 

図 4圃 18: 3 
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このとき平均曲率は次の式で表される.

2万二 (4.5.30) 
f[U')2十

これは一般的な回転宿を表すパラメータのとち方で， (4.5.30)の特別立場合が (4.5.29)と/よっ

ていることも分かる.つまり， (4.5.30)でゾ(u)ニR(u)，g(u)ニ uとすれば完全に (4.5.29)と一致

する.だがこのままだと式は簡単とは言えない.実はここに規格化条弁を付け加えるとこの

式がかなり簡単な形になる.

方法4 xニf(u)cos v， yニf(u)sin v， zニポu) か つ げ)2十 (g')2ニ1.

つまり方法3に規格化条件

(fア+(g')2ニ] (4.5.31) 

を加えるとち平均曲率Hは

三五工竺ーーと
f ピ

となり，極めて簡単になる.(4.5.31)の意味は，曲掠に沿ったノ

のそれと一致させるということである.

(4.5.32) 

メータ uの刻みを X，y， z軸

4.5.5 回転する液滴形状の厳密解

4.5.4節でパラメータによる平均曲率Hの表示方誌を 4還り示した.この節では実擦に曲

率の式を(4.5.27)に代入して液鴻の表面での力学的境界条件の式そ完成させる.4通りのノ

メータのとり方のうち最も簡単と忠之つれる方法4を採用する‘ (4.5.32)を(4.5.27)に代入して

次の式を得る.
I f/ (" ¥ 1 久内α一一…iニず0/}匂十 C. (4.5.33) ¥f g' J 

以上より， (4.5.31)と(4.5.33)を同時に満たすf(u)，g(吟が求まればそれが求めたい回転液鴻

の形状である.つまりこれは非線形連立常微分方程式の問題で、ある.

まず(4.5.31)をパラメータ uで微分して

f'f"十gγ コ O

これそ (4.5.33)の左辺に代入して

とここ争
.f" g" 

ピ f'

(正÷ι)ごい，2+ c f . f' J 21"-- J 

ここで (4.5.35)の左辺の括弧の中について

g" f'g'十fg"
-一一

f . f' ff' 
ct:どy
~(f)' 
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(4‘5.34) 

( 4.5.35) 

(4.5.36) 



となるのでこれそ (4.5.35)に代入して分母を払うと

山 γ:jρQ刊 2)'+刑'

この式を uで積分して

20:1.ピう!{;).2.rキ小D

だしDは積分定数である.ここで境界条件として

f=O のときど二 O~ f'ニ土l

を用いると D 0が得られる.よって (4.5.38)誌再辺/で割ることがで

(4.5.37) 

( 4.5.38) 

(4.5.39) 

2ゃ ~pn2f3 + Cf. (4.5.40) 

よって (4.5.31)と (4.5.40)から/だけの方程式にすると

ZJlーか(1+やr
ここで持号は便宜的に正のときのみを考える.さらに変数変換

f2二 C

な施すと (4.5.4りは次のような讃分になる‘

du - 叶-Sc(l予~n
これは橋円積分であり，解析的に解くことも可能である.

4ふ6 数髄シミュレーシzン

(4.5.41) 

(4.5.42) 

(4.5ι3) 

(4.5.43)は楕円関数を用いれば解くこともできるが，ここでは前節で得た微分方程式を/レン

ゲ・クッタ法により数舘的に解析する.液滴としては次の 3種類のものを考え，それぞれ自転

数Qが変化するときの形状を調べてみた.以下ι3穆類の液体の密度p[kg/m3)と

係数 α[mNlm]を示した
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ρ[kgjm3] α[mNjm] 

71< 997.1 72.74 

エチレングリコール 1110 48.4 

プロピレンカーボネート 1205.7 44 

表 4.1:物性値

各物性値を使って (4.5.41)から数値的に回転液滴の形状を求める.このとき回転体を z軸

を含む平面で、切ったときの断面は楕円かそれが発展した形状であり，その長半径を10とする.

そこでは

gニ 0，f'ニ 0，g'ニ l

であるから，この境界条件を(4.5.40)に代入することで定数Cの値が求まる.

( 4.5.44) 

2α1  _.， ~.， 
C二一一一ρ0/10/...fo 4 

(4.5.45) 

以上よりシミュレーションに用いる方程式は(4.5.45)を(4.5.40)に代入してできた式と (4.5.31)

の2つである.

2=j一千小一三)
(d~r + (~:r 二 1

(4.5.46) 

( 4.5.47) 

次の節には，具体的に行った 3種類の液滴によるシミュレーション結果を載せる.3種類とは

水，エチレングリコールそしてプロピレンカーボネートである.ただし計算は数値が発散し

たところで止めて液滴としての形状を維持できていないものは載せなかった.グラフの横軸

は回転角速度 Qを，縦軸は液滴の扇平率 αをそれぞれあらわしている.ここで肩平率とは液

滴断面形状で長半径と短半径の比である.
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図4.19:扇平率 αの定義
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4.5.7 水溶の形状変化

71<7高の形状変化をシミュレート .シミュレーシ 3ンの条件は以下のとおり.
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4.5.8 エチレングリコール液滴の形状変化
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4.5.9 プ口ピレンカーボネートの形状変化

回転前の半経
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4.5.10 考察
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2 

今回のシミュレーションで、分かったことが 2つある.一つ目に角速度。をゼロから少し

ずつ大きくすると，初めは球体である液滴も次第に扇平し回転楕円体の形状になり，それより

もさらに回転数を上げると液滴中央部がくぼみ始めて最終的には形状を維持できなくなる

ということである.この形状を赤血球型と呼ぶこと;こする.維持できないであろうというこ

とは，前節で述べたシミュレーションである臨界回転数.Qcrを超えると数値的にも発散して

しまうことから予想したものである.

二つ自に角速度 Q を同じ割合で大きくしていった際液滴が回転楕円体の形をしている

聞は形状の変化は緩やかだが一度くぼみが入ってしまうと急激にそのくぼみが発達してし

まい，あっという聞に数値も発散してしまう.つまり，赤血球型の液滴は形状はかろうじて維

持しているものの構造的にはもろく，すぐに発散してしまうということが分かった.

4.6 まとめ

4ふ1 考察

実験的に次のようなことがわかっている.すなわち楕円体の形状からはずれた液滴はとて

も不安定で，図 4.66のようなダンベル型の two-lobedshape になることもあれば，図 4.67や図
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図4.66:two-lobed shape 

4.68のようにそれ以上に分裂したまま回転する状態も存在する.不思議なことにこれらの液

滴は，複数の塊に分裂はするもののそれ以上は互いに離れることなくそのままの形で回り続

ける.

図4.68:five-lobed shape 

図4.67:three-lobed shape 

このような分岐はどのようにして起こるのかはまだわかっていないが，今回の研究でいつ液

滴が回転楕円体から two-Iobedshapeなどに形状が遷移するのかを推測することができる.前

章の数値シミュレーションで液滴は回転楕円体から赤血球型ヘ形状が移るとすぐさま発散し

てしまうことがわかったこのことから，この発散現象が起きているときに液滴は two-Iobed

shapeになっていると推測される.また今回のシミュレーションで数値が発散したのは，液滴

がある回転速度を超えたとき軸対称でしかも内部がポテンシャル流となる形状の解が存在

しないためであると思われる.

ここで物理的な考察を加える.液滴が回転楕円体の形状をしている聞は，液滴の中心にはそ

の全体の構造を維持するのに必要なだけの圧力がまだ存在しているため形状もそのまま楕

円体の形で安定となることができる.しかし回転速度を大きくするにしたがって液滴の中心

圧はどんどん小さくなり，赤血球型になるころには中心圧が全構造を支えきれなくなる限界

まで来ている.このことは (4.5.45)でQを大きくしていくと Cがゼロヘむけてどんどん小さ

くなっていくことからもわかる.Cは液滴の回転軸上での圧力と外圧との差を表しているか

ら，.nを大きくしていくといつかかならずゼロになる.その瞬間液滴は two-lobedshapeとな

るのである.

表4.2は水滴，エチレングリコール液滴，プロピレンカーボネート液滴が楕円体もしくは赤

血球型から two-lobedshapeヘ遷移すると思われる回事元墓度ilcrとその物性値を載せたもので、

114 



ある.このことから物質の表面張力が大きいほど回転による変形は小さい乙とがわかる.

Dcr[radjs] α[mNjm] ρ[kgjm3] 

7J< 18.28 72.74 997.1 

エチレングリコール 14.13 48.4 1110 

プロピレンカーボネート 12.92 44 1205.7 

表 4.2:物性イ直と臨界角速度Dcr

4.6.2 今後の課題

第4章では球からの微小変形d(を考えたが，この場合は回転楕円体からの微小変形を考え

る必要がある.

また今回の研究では液滴の内部流を回転系から見たときポテンシャル流であるとして議

論を進めたので今後は粘性や渦も考慮、に入れた場合の液滴の変形を求める.

最後に，今回平衡状態しか扱っていないので，液滴が大きく変形振動するときも考える必要

がある.今回の研究で液滴は回転には強いことが分かった.よって液滴が大きく変形してい

るときは，その変形のうち回転によるものの占める割合はとても小さく，その大部分は平衡状

態となっている回転楕円体のまわりの振動によるものであることが分かる.おそらく液滴が

大きく変形している税関と球に近い形をしている瞬間とでは回転速度も異なっているであ

ろうからそれらについても考慮、しなければならないし粘性があればその振動は少しずつ減

衰していくであろう.いずれにせよそれらの振動について議論することは今後の液滴技術の

発展に必要不可欠である.
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第 5章数値解析

前章までに示してきたように、浮遊液滴は容器壁の影響を受けないため、高温の
溶融金属の物性測定に利用されている。液滴の浮遊は、重力場では、第 2章で用い
た静電力等により制御され、表面張力は、液滴形状の変形の振動数から、また、粘
性係数は振動の減衰から求められる。この際、線形理論に基づいた関係式(刊が用

いられることが多い。測定のためには、液滴径及び変形のいずれをも大きくするこ
とが望ましいが、線形理論の仮定からは、変形は十分小さくなければならない。本
章では、浮遊液滴の振動の数値シミュレーションを行い、振動モード毎の振幅及び
周期の変化と減衰を検討し、さらに、振動に及ぼす振幅と回転の影響について検討
する。

5・1解析手法
液滴の運動はレベルセット法(日)により計算する。液滴の運動を表す基礎方程式

は、以下の連続の式及び非圧縮ナビ、エストークス方程式である。

V.u = 0 

ρU)u / Dt = -Vp + V . (2μD)+尺

(5-1) 

(5-2) 

ここで、 u、p、p、μは、それぞれ、速度、密度、圧力、粘性係数であり、 Dは、粘
性応力テンソル、 Fsは表面張力による体積力である。表面張力項は、

FE=σKδ守中 (5-3) 

であり、 σ、K、8、ゅは、それぞれ表面張力、曲率、 Diracのデ、ルタ関数、レベルセ

ット関数である。レベルセット関数は、表面でゆ=0、液相内でゆくO、気相内でゆ>0と
定義する。曲率は、

K = V . (V o / I V o 1) 

と表される。密度及び粘性は、気相 (g)及び液相(1)の値により

ρ二 ρz+ (pg 
- ρz)H 

μ=μz +(μg一μz)H

と与えられ、 Hは、以下に定義される Heaviside関数である。

o (砂 <-ε)

H 二
o ， 1 π砂

て[1+ー+__:_ sin(一)] (一行o<.:;， E:) 
L E: Jr E: 

(E:くのう

(5-4) 

(5-5) 
(5-6) 

(5-7) 

ここで、 Eは、 I<T IくEで、マかlとなる微小定数で、ある。レベルセット関数の変化は、
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θ件/ol + u. ¥1件=0 (5-8) 

により得られる。
変数は無次元化し、差分法により数値計算を行う。スタガードメッシュを用い、

対流項は 2次の風上差分、他の項は中心差分により評価する。時間方向は、 2次の

Adams-Bashforth法を用いる 圧力と流速は、 SMAC法により求める。レイノルズ
数とウェーバー数は、それぞれ 200及び 20とする。なお、レベノレセット関数を距
離関数として保つため、付加的に以下の式を解く。

δ件/δτ=(1-1¥1砂1)件/(砂2十α2y12 (5-9) 

τは、仮想時間であり、 αは、微小定数で、ある。上式は定常状態において、レベルセ
ット関数が距離関数であることを保証する。また、液滴の全質量の保存のために、

δ件/δτ =(Ao-A)(1-K)I¥I砂l (5-10) 

を用いる。 Aは、液滴質量であり、添え宇 0は初期値を表す0

5-2解析結果
5-2-1振幅の減衰と周波数
Legendre多項式の 2次の変形を、初期振幅を O.02として液滴に与えた場合の半

径の振動の様子を、線形理論(5-1)による減衰曲線とともに Fig.5.1に示す。シミュレ

ーション領域は 100x100x100である。図には、 100x2x100の領域における 2次元計
算の結果も示す。いずれの結果も、液滴半径l.0を中心として減衰振動を起こして
おり、振幅の減衰1ま線形理論と良く一致している。周期は、 3次元シミュレーショ
ンでは 10.1、2次元では 1l.7であり、線形理論では 10.0である。 3次元シミュレ
ーションは現象を良く再現しており、 2次元シミュレーションは、実質、円筒の振
動を計算していることになるため球の線形理論と完全には一致しないものと考え
られる。

3次の変形について示したものが Fig.5.2である。 3次元シミュレーションの結果
は、 2次の変形の場合と同様、線形理論の減衰とよく一致している。 2次元の結果
は、定性的な振動の様相は 3次元と同様であるが、減衰は線形理論と一致しておら
ず、高次の変形モードで、は球の振動との差が大きくなることを示している。周期は、
線形理論が 5.15、3次元シミュレーションが 5.23である。

4次の変形については、 Fig.5.3に示す。 3次元シミュレーションの結果は、 2次
及び 3次の変形の場合と同様、線形理論と良く一致している。 2次元の結果は、 3

次の変形の場合と異なり、定性的な様相も球の振動と異なっていることを示してい
る。 3次元シミュレーションと線形理論のそれぞれの周期は、 3.40及び 3.32であ
る。

し1ずれの変形モードにおいても 3次元シミュレーションの結果は線形理論と良
く一致し、高次の複雑な変形に対しても、本シミュレーションにより、良好に現象

が再現されていることがわかる。また、線形理論との一致から、初期振幅 O.02は、
十分に小さい変形であったことが確認される。検証等にしばしば行われる 2次元シ
ミュレーション(5-3)は、特に高次の変形モードに対しては、注意が必要であること

がわかる。
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5ふ 2振動周波数への振幅及び回転の影響
2次の変形モードにおいて初期振幅を増加させ、液滴の振動周波数に及ぼす振幅

の影響を調べたものを Fig.5.4に示す。周波数シフトは、振幅 O.02の場合の周波数
を基準として、周波数の変化分を規格化して示したものである。図に示した理論曲
線(5-4)は、線形理論から 2次の微小量の変位までを考慮、したもので、振幅 O.3程度

まではシミュレーション結果と良く一致している。線形理論に基づく関係式により、

振動周波数から表面張力を求める際には、ごく小さい振幅の場合を除き、振幅によ
る周波数シフト、すなわち非線形性の影響を考慮する必要があることが分かる。
振動周波数に及ぼす回転の影響を Fig.5.5に理論値とともに示す。図に示した理

論値は、振動に対して、回転の影響を l次の摂動として考慮して得られたものであ
る(5・5)。回転周期は、振幅 0.02の場合の振動周期により無次元化しである。振幅の

影響とは逆に、回転周波数が増加するにつれ、振動周波数が増加しており、振動周

波数から表面張力を求めるのであれば、やはりごく小さい回転数の場合を除き、回
転による周波数シフトを考慮する必要があることが分かる。シミュレーション結果
は、回転周波数 O.5程度まで、理論値(日)と良く一致している。

5・2-3実験結果との比較
2章で、行った液滴振動法による静電浮遊実験で通常使用される表面張力の換算

式は、線形理論により、最低次の振動モードに対して

σ バ3ω2+Q2

8 64π2&oR3 
(5-11) 

と与えられている。 ωは角周波数、 Q は表面電荷、 80は真空の誘電率で、あり、右辺
第二項は、表面電荷の影響の補正項である。振動振幅を変化させ、実験データから
上式を用いて見かけの表面張力を算出した結果を Fig.5.6に示す。実験では、得ら
れた振幅の時系列データの隣り合う極大値の時間間隔を求め、その逆数から局所的
な振動周波数を求めている。 Fig.5.6では、振動振幅が大きくなると、表面張力の測
定値が小さくなることが示されており、実験結果とシミュレーション結果とはよく
一致している。これは、表面張力の換算式中の角周波数ωが振幅の増加に対して減
少するためであり、振動振幅が大きい場合の測定ではこの点を考慮、して表面張力を
算出する必要があることが分かる。

Fig.5.4に対応した周波数シフトを比較したものが Fig.5.7である。数値シミュレ
ーションでは、ウェーバー数を 31.8としている。実験結果は、振幅の大きい範囲
までシミュレーションとよく一致しており、 2次の微少量まで考慮、した理論でも、
大きな振幅の振動には対応できないことが確認できる。

回転と振動周波数の関係を調べた結果を Fig.5.8に示す。図において周波数増分
と回転数は、 Fig.5.5と同様、いずれも回転のない状態の液滴振動の共振周波数で、規
格化したものである。前節で示したように、振幅の場合と逆に、回転の影響は、振
動周波数の増加をもたらすが、ここでも実験とシミュレーションの一致は良好であ
る。回転数が増加するに従い、周波数も増加する傾向が実験、シミュレーションの
いずれからも示されており また、それぞれ理論曲線ともよく一致している。これ
により、線形理論に基づく表面張力の換算式により振動周波数から表面張力を求め
る際には、振幅ばかりではなく回転による周波数シフトも考慮する必要があること
が分かる。
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きJ 並列化による高速化
った数値シミュレーションでは、流れ場を求め

圧力を求めている。シミニェレーションにおいてはこの段階の計算が最も
とする部分であるため、並列計算を行うことによりシミュレーシ沼ンブ口グラ

の高速化を図った。圧力計算は、安定化双共役勾配法と呼ばれる行列解法を用い
いるが、この部分の処理を並列化し、並列計算を行った際の計算時間と使用メそ

ソの変化を子ig.5.9に示す。日g.5.9は、 96x 96 x 96の計算格子に対して、 10スチッ
ったもので、 32台までのプ口セッサによる結果である。計算時間も

メモジも、ほぼ台数に比例して増加している。今回の並列化では、計算処理のみの
並列化をまず施したため、データの分割は行っていなし、、このため、すべてのプロ

ッサが行列要素をすべて保持しているため、総メニをりは台数に比例して増加する
ことになった。計算時間も台数にほぼ比例して増加しているが、増加率、すなわ
額きはメモジに比べて緩やかで、ある。これは、プロセッサごとの処理量が減つ¥、
プロセッサー吉については計算時間が短縮されていることを示している。

とつの計算としての経過持関と行列計算時間を示したものを Fig.5.10に示すo

w れは、ノレートプ口セッサと呼ばれる計算と同時に並列処理の制調を行う計算機で
の測定時間である。台数が増えると、一台あたりの処理量が減るため、いずれの時
間も減少しているのがわかるが、減少率が低下するのは、プ口セッサ簡のデータ

信の割合が増すためである。速度向上率は、 Fig.5.11に示す。計算全体で
関は 32台でヲ倍程度であるが、行列計算の部分のみを見ると、 26倍ほどの速度向

あり、充分効率的に並列化が行われたととがわかる。

与4 まとめ
流動を表すナピ、エストークス方程式と界面の運動を表す方程式を連立させレベ

ノレセット法により解く三次元並列シミニスレーションコードを開発し、浮遊液滴の振
動及び自転の数値シミュレーションを行った。液滴の変形振幅が小さい場合は、振

び減衰は線形理論と一致するが、振幅が増加すると援動数は減少し、また、
回転数が増加すると振動数も増加することを明らかにし、実験結果と良く一致す
ことを示し

参考文献
(5-1) Lamb， H.; Hydrodynamics. Cambridge (1932) 
。岬2)Sussman， M. and Smereka， P.， J. Fluid Mech.ラ 341，668(1997) 
(5-3) Sussman， Mづ etalフJ.Fluid Mechラ 341ラ 668(1997) 
(5-4) Azuma， H. and Yoshihara， SラJ.Fluidλlech汁 393ラ309(1999) 
(5-5)諮問se，F.H. J. Fluid Mech.フ 142ヲ 1(1984) 
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6章結論

本祈究により、大型浮遊液滴の界面大変形と内部流動挙動に関する以下の知見

ることができた。

を用いた実験では、浮遊液滴の界面按動挙動に及ぼす液滴回転や内部
流動の影響を明らかにするための実験を行った。そのために、まず模援流体であ
水を浮遊させることの出来る静電浮遊装置を開発し、浮遊液請の按動挙動を観察す
ることによって、以下のことが明らかになっ

① 液滴振動法による表面張力換算式に適用線界があることを示し、その範囲
明確化した。

② 非粘性を仮定した線形理論と実験および、渡辺による数値解析との比較によ
り、線形近似による予測限界を明確化し

回転を印加した場合の、液瀦共振周波数シフトの間転数依存性な明らかにし、
Busseらの理論とよく一致することを藷認し

加の静電浮遊実験の結果、浮遊液滴の回転が液滴界面の変形挙動に与える影響を
明らかにするとともに、理論ならびに数値解析との比較検討を行うことによっ、、
静電法遊炉による実験結果が数値シミュレーションによって定性的に予測可能で、
あることが示さ

・超音波浮遊実験
超音波浮遊実験においては、大粒経透明液滴の浮遊実験を行い、大粒径浮遊液請

の界面変形と内部流動を通常重力ならびに DASの航空機を用いた微少重力の両環
境において比較評価した。その結果、微少盤力環境下においては、より小さな超音波
の出力によって、よち球形で大型の液滴が浮遊出来る事を示すとともに、界面変更
と内部流動の関採を調べるためには、重力の影響を排除することができる微Jj、重力
実験が極めて脊効であることが示された。

すなわち、超昔波浮遊実験によって、大型浮遊液滴の内部に複雑な渦を有する内
部流れの発生する場合のあることを通常重力環境と微小重力環境の両方におい
確認することができた。浮遊液滴の界記変形に対しては、保持力との関係で謡平形
状になるなど重力の影響が大きく関与しており、重力の有無が内部流動挙動に影響

を及ぼす可詑性が示された。

- 理論解析
浮遊液滴の大変形運動を近{以無しで扱える基礎理論式が完成し、その線形解析が

したn その結果、従来から知られているラムの振動数に一致することが確認さ

れた。この基礎式は、近年発達してきたソジトン理論と微分幾何学とを用いたもり
あり、どのような変形状誌でも原理的に記述できる新しい枠組みであるひこの任

系をもとにして、回転効果があるばあいの摂動論も計算し、モードによって周波数
補正が異なることが明らかになった。さらに、弾控体、流体を統一的に扱う枠組み
の構築するとともに、その非線形運動を正しく扱う数学的枠組みの講築を行うこと

が
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@ 数値解析
浮遊液滴の界面変形と内部流動を多次元的に評価・検討するために、流動を表すナ
ビエストークス方程式と界面の挙動を表す方程式とを連立させ、レベルセット法に
より数値計算を行う三次元計算コードを作成した。この計算コードを用いて、液滴
の変形による形状振動を計算したところ、振幅が小さい場合は、振動周期及び減衰
は線形理論と一致し、振幅が増加すると振動数が減少し、実験結果と良く一致する

ことが分かつた。

浮遊液滴の界面変形と内部流動挙動に関わる今後更に解決背すべき研究課題と

しては、以下の項目が抽出された。

. {夜滴浮遊実験
静電浮遊実験においては、界面の変形量ならびに回転速度が共振周波数に及
ぼす影響について、非線形挙動が顕在化する条件範囲を含めて、液滴の浮遊
特性を調べるための実験。更に、得られた結果を、浮遊液滴の非線形理論を
構築してゆくためのデータベースの整備。

・ 内部流動観測実験
現在行っている超音波浮遊システムによる浮遊液滴の内部流動観測結果に
対する PIV解析では液滴の曲率を考慮、していないことから、今後さらに PIV
解析の精度を上げるために、 j夜滴界面の曲率を考慮した PIV解析。
今回の実験結果より液滴の内部に渦を有する内部流動の観測を確認してい
るが、今後はその発生要因の同定を行うために、 j夜滴径、扇平率、音場の音
圧等の影響について更に詳細に調べる。

界面振動する液滴の内部流動は界面に伴う動きが見られたが、同時に非対称
で複雑な流れも観測した。これは液滴内部に非線形な流れが生じていること
を示している可能性があると思われることから、今後はその観測の精度や
PIV解析の精度を上げ、その非線形性について検討すること。

・微小重力実験
通常重力実験用装置と微小重力実験用装置の互換性を更に高め、浮遊液滴に
およぼす重力の影響について明らかにする必要がある。

今後、静電浮遊システムならびに超音波浮遊システムを用いた液滴浮遊実験

を実施するとともに新しい非線形理論の構築と数値解析の実施を通して、浮

遊液滴の非線形ダイナミクスを解明し、将来の宇宙環境下での浮遊実験に資

する科学的知見を得ることが必要である。

. 理論解析

構築した数学的枠組みを、ソリトン理論などの厳密解を利用した非線形運動

の理論解析、ならびにこれを利用した高精度の数値計算スキームの構築。

・数値解析

浮遊液滴の界面変形と内部流動の空間時間変化の数値解析の実施。この結果

と、実験結果ならびに理論解析とを比較検討することによる局所非定常の効

果の解明。
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