
情報数学 III講義（第7回）

平成 29年 11月 22日

§ 復習：微分形式

前回までの講義で交代形式を学んできた．

1次の交代形式 Rn → R 線形写像
2次の交代形式 Rn × Rn → R 二重線形・交代
m次の交代形式 Rn × . . .× Rn

m 個 → R m重線形・交代

ここで，m次の微分形式とはRnの各点にm次の交代形式を対応させる写像を
いい，例えば 1次の交代形式の全体は線形空間であるが，n次元のベクトルについ
て基底 dxi（1 ≤ i ≤ n）は

dxi :


x1
...

xi
...

xn


∈Rn

→ xi
∈R

と表される．

§ くさび形積

2つの 1次の交代形式 φ, ψに対して，a, b ∈ Rnを用いた

(φ ∧ ψ)(a, b) = φ(a)ψ(b)− φ(b)ψ(a)
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は 2次の交代形式であることを示したい．例えば二重線形性（の一部）について

(φ ∧ ψ)(a1 + a2, b)

= φ(a1 + a2)ψ(b)− φ(b)ψ(a1 + a2)

= (φ(a1) + φ(a2))ψ(b)− φ(b)(ψ(a1) + ψ(a2))

= φ(a1)ψ(b)− φ(b)ψ(a1)

(φ∧ψ)(a1,b)

+φ(a2)ψ(b)− φ(b)ψ(a2)

(φ∧ψ)(a2,b)

である．（続きはレポート課題 Iで）

また，dxi, dxjを用いると，

(dxi
φ

∧ dxj
ψ

)(a, b) = dxi(a)
ai

dxj(b)
bj

− dxi(b)
bi

dxj(a)
aj

= aibj − biaj =

∣∣∣∣∣ ai bi
aj bj

∣∣∣∣∣
のようになる．（→レポート課題 IIへ）

さらに，φと ψが 1次の交代形式である場合，

(ψ ∧ φ)(a, b) = ψ(a)φ(b)− ψ(b)φ(a)

であることから φ ∧ ψ = −ψ ∧ φであることが分かる．
ここで ψ = φである場合，φ ∧ φ = −φ ∧ φであり，2φ ∧ φ = 0 ⇒ φ ∧ φ = 0

である．（→レポート課題 IIIへ）

続いて，1次の交代形式 φ1, . . . , φm（Rn × · · · × Rn
m 個 → R）を考える．この

とき，

(φ1 ∧ . . . ∧ φm)(a1, . . . , am)

=
∑
σ

sgn(σ)φ1(aσ(1))φ2(aσ(2)) · · ·φm(aσ(m))

はm重線形かつ交代性を持つので，m次の交代形式を持つ（例えば，m = 2につ
いては本節の最初の式で示した通り）．

すなわち，m次の交代形式の全体は線形空間を持ち，基底は

{dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxim}1≤i1<i2<···<im≤n
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で表される（→レポート課題 IVへ）．
ここで，例えば φ1 = φ11 + φ12のとき，

(φ11 + φ12) ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φm = φ11 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φm + φ12 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φm
(αφ1) ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φm = αφ1 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φm
φ1 ∧ φ3 ∧ φ2 ∧ φ4 ∧ · · · ∧ φm = −φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ · · · ∧ φm

が成り立つ．

§ くさび形積と微分形式

1次の微分形式は f1dx1 + f2dx2 + · · · fndxn (fi : Rn → R)，2次の微分形式は
f12dx1∧dx2+f13dx1∧dx3+f23dx2∧dx3 =

∑
1≤i<j≤n fijdxi∧dxj (fij : Rn → R)

と表される．これを拡張するとm次の微分形式は，∑
1≤i1<i2<···<im≤n

fi1,i2,...,imdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxim

と表される．

ここで 0次の微分形式φ : Rn → Rを考える．微分Dφは 1次の微分形式であり，
点 xから伸びる微小長の曲線 adについて，

(Dφ)(x)(a)d = φ(x+ ad)− φ(x)

=

(
∂φ

∂x1
dx1 +

∂φ

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂φ

∂xn
dxn

)
Dφ(x)

(a)d

は微小長の曲線に関する線積分である．

また 1次の微分形式ωについて，Dωは 2次の微分形式である．点xから相違な
る 2方向に伸びる微小ベクトル ad1, bd2について，

Dω(ad1, bd2) = (Dω(a, b))d1d2

= ω(x)(ad1)+ω(x+ ad1)(bd2)− ω(x+ bd2)(ad1)−ω(x)(bd2)

を考える．ω = f1dx1 + f2dx2 + · · · fndxnと表されることから，上式の下線を引い
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た 2項を取り出して計算すると，

ω(x+ ad1)(bd2)− ω(x)(bd2)

= {f1(x+ ad1)− f1(x)} dx1(bd2) + {f2(x+ ad1)− f2(x)} dx2(bd2) + · · ·
+ {fn(x+ ad1)− fn(x)} dxn(bd2)

=

(
∂f1
∂x1

(x)dx1(ad1) +
∂f1
∂x2

(x)dx2(ad1) + · · ·+ ∂f1
∂xn

(x)dxn(ad1)

)
dx1(bd2)

+

(
∂f2
∂x1

(x)dx1(ad1) +
∂f2
∂x2

(x)dx2(ad1) + · · ·+ ∂f2
∂xn

(x)dxn(ad1)

)
dx2(bd2)

+ · · ·

+

(
∂fn
∂x1

(x)dx1(ad1) +
∂fn
∂x2

(x)dx2(ad1) + · · ·+ ∂fn
∂xn

(x)dxn(ad1)

)
dxn(bd2)

=

(
∂f1
∂x1

(x)a1d1 + · · ·+ ∂fn
∂xn

(x)and1

)
b1d2

+ · · ·

+

(
∂fn
∂x1

(x)a1d1 + · · ·+ ∂fn
∂xn

(x)and1

)
bnd2

と計算できる．（→続きはレポート課題Vで）

4



§ 今週のレポート課題

I.

くさび形積について，次の問に答えよ．

(1) (φ ∧ ψ)(αa, b) = α(φ ∧ ψ)(a, b) (α ∈ R) を示すことで二重線形であ
ることを示せ．

(2) (φ∧ψ)(a, b) = −(φ∧ψ)(b, a)を示すことで交代性を持つことを示せ．

II.

(dxi ∧ dxj)(a, b)の基底が {dxi ∧ dxj}1≤i<j≤nで表されることを示せ．

III.

φ, ψが 1次の交代形式のとき，次の式を示せ．

(1) (φ1 ∧ φ2) ∧ ψ = φ1 ∧ ψ + φ2 ∧ ψ

(2) (αφ) ∧ ψ = α(φ ∧ ψ) (α ∈ R)

IV.

m次の交代形式について，基底 {dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxim}1≤i1<i2<···<im≤nの次
元を求めよ．

（ヒント：レポート課題 IIにおける基底の次元は，1 ≤ i < j ≤ nを満た
す (i, j)の組み合わせを考えて nC2 =

n(n− 1)

2
=

n!

2 · (n− 2)!
で表される）

V.

Dω(ad1, bd2)について本文中で扱っていない ω(x)(ad1)−ω(x+bd2)(ad1)を
計算することにより，Dω(ad1, bd2)を ωを用いない式に変形せよ．
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