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1 .はじめに

1.1 問題の所在と研究自的

Poincare (1908/2003)が数学の発見におけ

る数学的対象の美的性質を識別することの重要

性に言及して以来，数学教育研究では数学の創

造と数学的対象の美的性質の追求との関係に注

意が向けられてきた。例えば， Silver & Metzger 
(1989) は，数学者による数学的問題解決過程

の分析を通して，数学的対象の美的性質を追求

することが，問題解決のガイドになることを実

証した。また， Sinclair (2004)は，数学的対象

の美的性質に関する数学者による言明を整理し，

Silver & Metzgerの知見を支持した。そして

Sinclair (2006) は， Silver & Metzgerが示し

たものと同質なガイドを，中学校段階の学習者

による数学的探究の過程に見出した。

以上の研究成果から，数学的対象の美的性質

を捉えることが，数学者にとっても数学者では

ない学習者にとっても重要であると示唆されるD

しかしながら，数学的対象の美的性質を捉える

方法自体は明示されていない。それゆえに，こ

れらの研究成果を実際の数学の研究や学習に生

かすのは難しい。

よって，本稿では数学的対象の美的性質を捉

える方法を解明することを研究の自的とする。

1.2 研究課題と研究方法

数学教育学において，数学的対象の美的性質

を捉える方法についての議論は十分になされて

いない。花園 (2016)は，美的性質を備えてい
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ると想定される数学的解法の美的性質を捉える

方法を提案したが，この方法は限定的で，適用

範囲が狭い。

このように数学的対象の美的性質に関する研

究が進展しない要因のーっとして，数学的対象

の美的性質の規定困難性及びその困難性に起因

する定義の多義性が考えられる。実際， Silver 

& Metzgerは数学的対象の美的性質を無定義で

用いており， Sinclair (2006) は主観的な性質

として捉え，意図的に基準を規定していない。

しかしながら，数学的対象に基づかずに美的性

質を捉えると，美的性質の追求が数学の創造に

寄与しないものになりうる。なeぜなら，学習者

が美しいと感じる性質は，数学者が感じている

数学的対象の美的性質と同質であるとは限らな

いためである (Brown，1973)。

そこで本稿では，次の二つを主たる研究課題

とする。第一に，数学的対象の美的性質を捉え

る方法についての考察に先立ち，数学的対象に

関連づけてその美的性質を捉える枠組みを提示

する。そして第二に，その枠組みに基づいて，

数学的対象の美的性質を捉える方法を解明する。

_tJ、上の研究課題は，美学における竹内(1979)

の[多様における統一」原理による理論を基盤

とする理論的方法によって行う。竹内の理論を

研究の基盤とする理由は，主として次の二つで

ある。第一に，竹内が原理としている「多様に

おける統一jは，美的性質から切り離せない特

質である主観性を認めながらも，知覚対象に備

わる性質に基づいて，その美的性質を捉えるも

のだからである。そして第二に，竹内は f多様

における統一Jを原理として，体系的な理論を
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展開しているためである。

本稿では，第 2章において理論的基盤となる

竹内の理論を整理し，第 3章と第 4章において

数学的対象の美的性質を捉える枠組みと捉える

方法をそれぞれ論じる。そして，第 5章では，

導出した方法の具体的な数学的対象への適用を

通して，この方法の評価を行う。

2. I多様における統一J原理に基づく美的性質

を捉える過程

本稿では，竹内(1979)の「多様における統

一J原理による理論に基づいた考察を行う。竹

内によると， I多掠における統一jは， I多様な

ものをその具体相において生かしつつ，その変

化を通じて一貫するものを顕現させ，多様その

もののうちに統ーを支配させるJ(p. 110) こと

によって美的性質をもたらす原理である。知覚

対象に「多様における統-Jが成立することで，

異なるものの f全体を一目瞭然とみわたし，み

とおすことができるJ(p. 109) ようになり，美

的性質がもたらされると説明される。

以下では， I多様における統一j原理に基づい

て美を捉える立場の優位性について説明した後，

竹内による理論の整理を行う。

2.1 r多様における統一j原理に基づく美的性

質の規定の優位性

「美とは何かjは美学の中心的テーマの一つで

あり，歴史上様々に説明されてきた。佐々木

(1995)は，美学史上の美の概念を， I美の所在J
(p. 12) を観点として概観し，次の三つの規定

を抽出した。

第一の規定は， I対象の特質から美を規定しよ

うとするJ(p.14)ものであり， I客観的規定J(p. 

13) と呼ばれる。佐々木はこの規定の代表とし

て，弦楽器の弦の長さなどについての比例関係

に基づいて美を捉える比例説を挙げている。こ

の説は，美が「数比によって表現されている点

できわめて客観的な性格をもっているJ(p. 14) 

とされる D

第二の規定は， I美しい対象の特徴を規定する

のではなく，それを経験する心の特質によって

美を定義しようとするJ(p. 14) ものであり，

「主観的規定J(p.14) と呼ばれる。この規定で

は，知覚主体による特定の態度を誘引する対象

を，美と定めている。佐々木はこの規定に対し，

確かに，静観的な態度は，その態度そのも

のが満足を与えるところがあり，ゆるやか

な意味でなら，何を見ても美しい，という

ことがありうる。・・・実は美のほうがわれわ

れに静観的な態度を取らせているのだとい

うことを見失ったところから生まれたも

の，と考えられる。

(佐々 木， 1995， p. 14) 

と評し，批判的に捉えている。

そして，第三に，以上の二つの規定の「中間

的な性格をもった規定J(p. 15) として， 1-多様

における統一jに代表される規定を挙げている。

この「多様における統一j原理では， r多様も

統一もわれわれの知覚の函数としてしか認知で

きない客観的特徴J(p. 15) として， r多線」と

「統一」が説明される。この「われわれの知覚の

函数としてしか認知できない」という言説は，

f多様」と「統一」が知覚主体に依存して捉えら

れるものであることの説明と捉えられる。また，

「多様」ゃ「統一」が「客観的特徴Jであると

は，先述の f客観的規定」の説明と同様に，こ

れらが知覚対象の特貿であることを指している

ものと考えられる。すなわち， r多掠における統

一」原理に基づく美の規定では， I客観的規定j

のように知覚対象の特性に基づきながら， I主観

的規定」のように知覚主体の判断に依存して，

知覚対象の美的性質が捉えられている。佐々木

は，このような知覚主体と知覚対象の両面から

の美の規定について 「客観的な規定でありなが

ら，主観の経験のなかで捉えられた特質を対象

の側に投影したもので，実はかなり有力な観点

であるJ(p.15) と評し，支持している。

佐々木はこのように「多様における統一Jに

基づく規定を評価しつつも f辞典Jとしての特

性上，この「多様における統一jに特化した論

を展開していない。それゆえ，以降では， I多様
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における統一」を原理として体系的な理論を展

開しており，佐々木が「多様における統一Jの

説明で引用している竹内(1979) に基づ、いて考

察する。

2.2 I多様における統一jをもたらす形式

2.2.1 I合法則的形式」の規定と機能

竹内(1979) は「多様における統一jをもた

らす知覚対象の構成方式を形式(1)と称した。そ

して，合理的に「多様における統一jをもたら

す構成要素の間の規則として f合法則的形式j

を定め，ハーモニまたは調和， リズム，シンメ

トリ，プロポーション等を挙げた (p.110)。こ

れら「合法則的形式jが知覚対象に備わること

で， Iそれぞれ調子や強度や方向や数量において

相違しまたは対立する構成要素のあいだにまた

共通しあるいは和合するところがあって，多様

のうちに統一がたもたれるJ(p. 110) とされる。

これらの具体的な「合法則的形式」は， I本来

はそれぞれ一定範囲の諸芸術に属するものであ

りながら，往々類比的意味で、は他の領域へ転化

されるJ(p.29日ものとされる。すなわち，シ

ンメトリなどの例は，特定の芸術領域に限定さ

れて用いられる構成方式ではなく，多岐にわた

って用いられるという点で それぞれが「合法

則的形式jの類型の特徴を表したものになって

いると捉えられる。

また，具体的な「合法則的形式jは， I諸芸術

にわたって作品の諸構成要素の同時的あるいは

継起的結合関係を規定するものであるが，いず

れも結局は多様における統ーに還元されるJ(p. 

290) であり， I根本的に相関連するJ(p. 291) 

ものとされる。このことから，シンメトリなど

と表現される各類型は，互いに排反の関係とさ

れていないことがわかる。

以上より， I合法則的形式jはその諮類型を個

別に捉えるよりも，総体としての「合法則的形

式Jを捉える方が有意義である。その際，竹内

による規定に含まれている「合理的に f多様に

おける統一jをもたらす」という機能が，知覚

対象の fそれぞれ調子や強度や方向や数量にお

いて相違しまたは対立する構成要素のあいだ

にJ，r共通しあるいは和合するところ」をもた

らし， I多様のうちに統一Jをたもたせるという

ものであると捉え，その機序をより明確にする

ために次のように表現することとする。すなわ

ち， I知覚対象の異なる構成要素の簡に統一をも

たらす規則jとして， I合法則的形式jを捉える

こととする。

2.2.2 I傭性化的形式jの規定と機能

前項で説明した「合法則的形式jは，詳しく

は次節で述べるように，自然や芸術作品から美

的性質を見出す際の視点であるだけでなく，芸

術作品を形成する原理でもある。竹内(1979)

は，これらの過程が f合法則的形式jのみに基

づいて行われるのではなく， r合法則的形式jが，

次に述べる二重の「主体的個性化の原理J(p. 

111) によって個性化された， I個性化的形式」

にも従うとしている。

第一の f主体的個性化の原理Jは， I人格的儲

性の法則j と呼ばれる原理である。この法~Ijで

は， I合法目目的形式jが「個人的人格にもとづい

て分化する各自に回有の観かた，感じかた，把

握のしかたにしたがって，さまざまに変容され，

おおかれすくなかれ自由化されJ(p. 111) る。

第二の f主体的個性化の原理jは， I歴史的個

性の法員iJJと呼ばれる原理である。この法則で

は，人格的個性の「背後にあってそれをにない，

ささえる世代や時期や時代，種族や民族，職業

や階級などJ(p. 111)によって， I合法則的形

式jが自由化される。

これら二重の原理によって個性化される前の

f合法則的形式jは，美を「客観的規定Jによっ

て捉える立場の一つである「形式主義」におい

て，美の基準とされるものである。対照的に，

この「個性化的形式Jは竹内の「多様における

統一j原理における美の主観性を保証するもの

であり，竹内は次のように形式主義との差異を

明示している口

形式主義の美学によって強調されたような

美の普遍的妥当的形式原理はこの二重の主

体的個性化の原理をはなれて絶対的権威を

有するとはみとめられず，これと提携し協



同してはじめて美的意義を全うすることが

できる。 (竹内， 1979， p. 111) (2) 

また，この美の主観性に関連して，竹内は，

同一の知覚対象を異なる人が観照した場合に感

得される美的性質が「いくらかずつ相異なった

ものとなるJ(p. 295) ことや， r複数の作者が

同じ媒材をもって同じ題材を扱っても，唯一不

このたがいに置換できないものとなるJ(p.295) 

ことを，この「個性化的形式jの差異で説明し

ている。

以上のように「個性化的形式Jは，竹内の

「多様における統一J原理に基づく美の主観性の

説明の鍵概念であるが，この主観性は無規則な

ものではない。このことについて竹内は，

同ーの芸術家に属するものの開にはその全

体を通じて一貫する形式特徴がみいだささ

れ，一つの時代において一つの民族に属す

る諸作家の諸作品のあいだにもまた共通の

特徴をもった形式が支配している

(竹内， 1979， p.295) 

ゆえに，芸術作品の形成活動の所産は， rほしい

ままにその都度ちがった形式J(p.295) をとる

ものではないと説明する。すなわち， 1人格的個

性J及ぴ「歴史的個性Jのそれぞれに，何らか

の一貫性が存在していると捉えられる。そして

この一貫性によって，

同一主体の諸作品は，相互関の多様な変異

にもかかわらず，これをこえて一定の形式

で構成されたものとなり，それらすべてに

わたって一定の形成類型としての採式をそ

なえたもの (竹内， 1979， p.295) 

になるとされる。シンメトリや比例を重視する

古典主義や，吉典主義の対概念とされる浪漫主

義といった様式は，それぞれ 11菌性化的形式J

が「作品に客観化されたものJ(p.296)である。

以上を整理し，本稿では「個性化的形式jを

次のように捉える。すなわち， IW人格的個性の

法員IH及び『歴史的個性の法則Jというこ重の

f主体的個性化の原理jによって個性化された，

知覚対象の異なる構成要素間に統ーをもたらす

規尉Jとする。

2.3 1多様における統一」原理に基づく美的性

質を捉える過程

美学では，美の感得に関する過程を美的体験

と称している。竹内(1979)はこの美的体験を，

次の三段階に分けて捉えている。

第一の段階は，自然美を感得する「自然美的

観照」である。第二の段階は，感得された自然

美を芸術作品として創作する[芸術創作jであ

る。そして最後が，芸術作品として形成された

芸術美を感得する「芸術美的観照」である D

竹内は，これら美的体験の三段階に共通する

局面として，次の三つを挙げている。

第一の局面は，知覚対象の全体像を捉えつつ，

さらにその対象の本質を捉える局密である「美

的静観jである。この局面では車競がはたらく

とされ，この直観がはたらくためには，知覚対

象に対する「無関心性」が必要になるとされる。

この「無関心性jとは，知覚対象を観る際に

IW利害関心をもっている interessiertanJ こ

とがない，あるいは『私欲に囚われていない

uninteressiertJ J (佐々 木， 1995， p. 183) と説明

される。例えば，食欲を満たしたい人がリンゴ

を見ても，リンゴの美的性質は感得できない。

第二は， 1美的交感Jと呼ばれる局面である。

この局面は，自然美を対象とする際には，知覚

対象の色や形から感情を読み取ることや，大自

然の中に自身を位置づけて大自然との一体感を

得ることをJ，Eす。そして芸術美を対象とする襟

には，作者が芸術作品に込めた感情を読み取る

ことや，作者の感性に共感することを指す。

第三の局面は，第一の局面で得られた全体橡

と本質や第二の局菌で得られた感'情に対して形

式を与える， r形成活動jの局面である。この

f形成活動jの局面を通して，直観や感性はさら

に洗練され，美的性質が得られると説明される。

美的体験の第一段階である「自然美的観照J
と最終段階である「芸術美的観関jでは， 1美的
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静観」と f美的交感jの局面が強調される一方

で， i形成活動Jも行われる。「自然美的観照j

では知覚対象に不完全ながらも形式を見出すこ

とが「前芸術的形成J(竹内， 1979， p. 132) と

呼ばれ， i芸術美的観照」では観照者が内面で芸

術作品を再構成することが「追形成J(竹内，

1979， p. 205) と呼ばれる。他方， i芸術創作j

の段階では[形成活動」が強調され， i美的静

観」と「美的交感Jの役割は衰退する。しかし，

創作過程において，感得された自然美を振り返

るためにこの二つの局面が繰り返されることも

あることから， i芸術創作」の段踏もこのこつの

局面と切り離すことはできないとされる。

3.数学的対象の美的性質を捉える枠組み

以上の竹内(1979) の理論の整理から， i多
様における統一J原理に基づく美的性質をもた

らす知覚対象の特質は， i合法則的形式jと「個

性化的形式jとして捉えられることがわかった。

以下ではこれらの形式を数学的対象から抽出す

るために，それぞれの形式と見なせる数学的な

特質を具体的に挙げ，それらの共通点を探る。

3.1 数学的対象の「合法則的形式Jの概念規定

本稿では竹内(1979)の「合法員IJ的形式jを，

「知覚対象の異なる構成要素の問に統ーをもたら

す規則」と捉えた。ここでははじめに，竹内が

「合法則的形式Jの例として挙げたシンメトリ，

プロポーションから類推し，対称性と比例。)に

ついて考察する。

まず，対称性は，線対材、や面対称，点対材、な

どに代表されるような幾何学的な性質として，

次のように説明される関係概念である。

ある図形の対称性とは，その図形を不変に

保つ変換のことである。ここで不変に保つ

とは，この図形上の個々の点がその変換で

別の点に移ったとしても，全体としてみる

と，変換の前後で図形が変わらないという

ことを意味する。 (Devlin，lヲ94，p.146)

この Devlinによる定義に従うと，対称性は

変換，すなわちある集合Aから自分自身への写

像のーっとして定義される。写像は関係概念な

ので，集合Aの構成要素簡の関係を表す規則で

あると言える。また， r全体としてみると，変換

の前後で図形が変わらないjことで，変換の前

後の間の統ーが成立している。すなわち，数学

的対象がもっ性質としての対称性も， r合法別的

形式jの一つである。

Devlinによる定義は，数学的対象を図形に眼

定していたが，代数的な式を数学的対象として

も， I司様に f合法則的形式」と考えることがで

きる D 実際，基本対称式α十 bに見られるよう

な記号問の交換可能性は[代数的な対称性」

(Devlin， 1994， p. 151) と呼ばれる。よって本稿

においても，対称性をもっ数学的対象を，図形

と代数的な式の双方で捉える。

次に，比例は， r同じ比をもっ 2量は比例する

といわれるJ(中村ら， 1996， p. 93) と定義さ

れる関係概念である。ここで比とは「向種の二

つの量の関の大きさに関するある種の関係J(中

村ら， 1996)であるので，比例の定義における

「同じ比をもっ 2量」は，それぞれが順序対であ

る。すなわち，二つの量 (a，b)の比を α:b

で表すと， 2量 (a，b)と(c， d)が比例であ

るとは， α:bニ c:dと表すことができる。ま

た，比例を集合 Xと Yの関係概念として捉え

ると， Yx EXとxに対応する yεYについて，

比 x:yが一定であるような関係と定義するこ

ともできる。このどちらの定義においても， 2 

量が比例関係である場合には，それらの関に

f比が一定jという統一性が成立している。よっ

て，比例も「合法則的形式jの一つである。

以上で「合法則的形式jとして捉えられるこ

とが確認された対称性と比例は，いずれも反射

律と対称律，推移率をそれぞれ瀧たす数学的な

同値関係であるという共通牲をもっ D 逆に，数

学的対象の構成要素関にある同値関係が成立す

る場合，その|司館関係は数学的対象の異なる構

成要素の間に伺値という統ーをもたらす規則で

あるので， r合法則的形式」であると言える。そ

こで，本研究における数学的対象の「合法則的

形式」を，数学的対象の構成要素関の|司値関係
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として定める。

上述の定義に基づくと，例えばSteen(1990) 

が「数学の体系の根源をなすものJ(p.3) とし

て挙げたもののうち，線形性，間期性，相似，

再帰といった関係概念も，以下のように数学的

対象の「合法則的形式jと捉えることができる。

[線形性〕線形性は恒等写像について成立するの

で反射律をみたす。また 線形写像が逆写像を

もてば，その逆写{象も線形写{象なので対称律を

みたす。そして，集合 X，Y， Zにおいて Xから

Yへの写像/と Yから Zへの写像 gがともに

線形写像である場合，合成写像 9ofも線形写

像であるので推移律もみたす。すなわち，写像

としての関係が全単射である場合には，線形性

は伺値関係である。先述の比例は，この場合の

線形性の下位概念である。

[周期性]fが基本周期 kをもっ場合，f(x)と

f(x十 k)の間には同値関係が成立する。すな

わち，f(x) = f (x十 k)である。

[棺似] I~形 Fl ， Fz. ろについて相似を∞と表す

と， (反射律)Fl∞Fl' (対称律)Fl∞乃二今乃

∞Fl' (推移律)Fl∞Fz，l古∞九二今 Fl∞尽を全

て満たす。ただし相似は，次のように比例を用

いて定義することもできる。すなわち，たを定

数として，Fl上の任意の点 P1と，点 P1に対

応する Pz上の点 Pzとの間に，常に δ7ミコ
たδ号となる点。が存在することを，Flと乃

が相似であると捉えることができる。よって本

研究においては，この相似という形式を，比例

に含めることとする。

[再帰]Kilpatrick (1986) は，再帰には一般的

に受け入れられた意味がないとした上で，最も

興味深い特徴として「自己参照 self-referentialJ

(p.9) という側面を挙げている。この「自己参

照」とは，フラクタル図形に見られる自己相似

性ヤ，数列の漸化式による定義などに見られる，

入れ子状の構造のことである。例えば， nEJI:i 

について， n!~ n'(n-1)!と定義する際に

右辺においても自然、数の搭乗が現れている構造

のことである。ここで右辺には n!そのものが

用いられているわけではないので循環論法とは

異なる。しかし，どちらも「自然数の階乗jと

し=う意味は等しい。すなわちこの意味では，

{自然数の階乗Jggn'[自然数の階乗]

となっている。より一般に，参照する自己を 5，

参照される自己を (5)，と表し，これらが意味の

上では等しいという関係を~とすれば. (反射

律) 5~ 5， (対称律) 5~(5)' コ (5)'~S ，

(推移律)5~(5)' ， (S)'~((S)') コ 5~((5)')'

が満たされるので，再帰も同値関係である。

本稿では，ここまでで数学的対象の「合法則

的形式jとして，対称性，比例，線形性，周期

性，再帰の五つの開催関係を挙げた口その過程

で比例に相似を含めたが線形性と比例のよう

に，この五つは互いに排反ではない。また，数

学における同値関係はこの五つにi浪定されるも

のではないので，数学的対象の「合法則的形式」

もこれらに限定されるものではない。

3.2 数学的対象の「個性化的形式jの概念規定

竹内(1979) による「合法則的形式」と「個

性化的形式Jの関係に基づくと，数学的対象の

何回性化的形式Jは，数学的対-象の「合法則的形

式Jを自由化したものと捉えられるが，この

「自由化Jという操作は明確ではない。そこでこ

こでは， I個性化的形式」が「様式jを生むこと

から考察を始める D

Le Lionnais (1962/1971)は， r数学における

美jを捉える基準の一つに. I人間のもつ美のコ

ンセプションに関するものJ(p. 122) として

「古典主義jと「浪漫主義jを用いた。ここで

「古典主義jは「エレガントや荘厳さで満ちたJ

(p. 123)様式であり， Iその簡素さや差異を覆

う統制J(p. 124) などによって感動を与えられ

るときに，数学的対象に美が備わるとする考え

方である。一方. I浪漫主義jは「際立った効果

を喜び，激情を熱望する (p.123)様式であり，

「その基本的な原理は激しい感情や不調和，奇抜

さへの賛美J(p. 130)であるとされる。

Le Lionnaisによるこの「古典主義Jと「浪

漫主義Jへの区別は独特であり， I浪漫主義j的

な「数学における美jについての言及は他に見

られない。実際， Le Lionnaisが「浪漫主義」

に含めた背理法を用いるj2が無理数であること

-82-



の証明に対し， Hardy (1956/1992) は， I使わ

れている道具は幼稚なほど単純J(p.113) と評

価している。この「単純性jは， Le Lionnais 

の「古典主義jにおける「簡素性jと強く関連

する性質であると捉えられる。

以上から，本稿においては， Le Lionnaisの

「浪漫主義j的な美的性質の存在の検討は保留

し， I古典主義j的な美的性質についてさらに考

察する。

Le Lionnaisの「古典主義jは f荘厳性jや

f簡素性」などが重視される様式であった。しか

し，何をもって荘厳か，何をもって簡素かなど

といった基準については， Le Lionnaisは議論

していない。

Wells (1990) は，このような性質について

の基準が，数学に携わることが想定される人々

の間でも主観的で文脈依存的であることを，数

学雑誌に投稿したアンケート調査の結果に基づ

いて主張した。例えば， I単純性 (simplicity)

と簡潔性 (brevity)ほど頻繁に美と結びつけら

れる基準はないJ(p. 39) としながら，単純な

数学の定理として実際に選んだ定理が人によっ

て様々であったことから，これらの性質が主観

的であると主張した。

この Wellsの知見を踏まえると，数学に携わ

る人々は，個人レベルでは異なる f単純性jや

f簡潔性jを捉えていながらも，この人々全体で

いえば， I単純性jや「簡潔性jを数学的対象の

美的性質と結びつけていると考えられる。換言

すると， I単純性jや「簡潔性jは，竹内 (1979)

の「人格的個性」 としては異なる捉え方をされ

ながらも， r歴史的個性」としては数学的対象の

美的性質と結びつけられうると考えられる。実

際， Dreyfus and Eisenberg (1986)は，数学的

解法の論理の段階の少なさや段階の幅の小ささ

としての「簡潔性 (brevity)Jを，数学的対象の

美的性質の基準のーっとして挙げた。その上で，

考察対象が単純で明瞭で簡潔になることによっ

て，対称性などの「構造」を捉えられるように

なると説明した。ここで「構造」とされている

ものとして，他に比例が挙げられているが，こ

れらは本稿における数学的対象の「合法則的形

式Jと考えられるものである。また，数学的解

法の「論理の段階の少なさや段階の!揺のノトささJ
は，数学的対象である数学的解法における，論

理という構成要素に関する規則である。

すなわち， I人格的個性jにとっては多様な

「単純性」ゃ「簡潔性jをもたらす数学的対象の

構成要素の構成方式は，それらを捉えることが

「合法則的形式」を捉えることにつながりうるも

のであり， I多様における統一原理jに基づく美

的性質を捉えることにつながりうるものである。

以上より，本稿では数学的対象の[個性化的

形式」を， I単純性jや「簡潔性jなどの主観的

な性質をもたらす数学的対象の構成要素間の規

則と定める。

3.3 数学的対象の美的性質を捉える枠組み

ここまでの考察を踏まえ，本研究では美的性

質をもたらす数学的対象の「形式ωj を，上述

の「合法則的形式」と「個性化的形式」の二つ

で捉える。すなわち 前者は「数学的対象の構

成要素間に成立する同値関係」として，後者を

n単純性jや f簡潔性jといった主観的な性質

をもたらす数学的対ー象の構成要素間の規則jと

定める。そして，数学的対象の美的性質を，数

学的対象の「形式」によってもたらされる統一

性と定める。

数学的対象の美的性質の規定は，本稿におい

ても挙げてきたように，多くの数学教育研究で

禄々になされてきた。例えば， Hardy 

(1956/1992) は数学者が共有している基準とし

て「経済性jや「意外性jなどのリストを提示

した。また， Dreyfus & Eisenberg (1986) は

Hardyのリストに基づいて，新たに「鵠潔牲」

や「構造」などの基準を加えたリストを提示し

た。これらに対し， Sinclair (2006)は， Wells 

(1990) の知見に基づき，数学的対象の美的性

質が主観的で文脈依存的であると判断し， Iひ。っ

たり合う感覚J(p. 40) によって美的性質を規

定した。

以上の規定は， Wellsの知見に基づけば，

Hardyの挙げた基準や， Dreyfus & Eisenberg 

が挙げた「構造」以外の基準はいずれも主観的
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であるので，本稿における「個性化的形式」に

よってもたらされる性質であると捉えられる。

また， Sinclairの規定も， 11!?il性化的形式jによ

ってもたらされる性質を，美的性質としたもの

と捉えられる口

一方， Dreyfus & Eisenbergの「構造」は本

稿における f合法則的形式Jと同一視できるも

のであるので， I構造jによってもたらされる美

的性質は，本稿における f合法買IJ的形式jによ

ってもたらされる美的性質で、あると捉えられる。

以上のように，本稿における数学的対象の

「形式」に基づく美的性質の規定は，数学教育研

究で多様になされた美的性質の規定を網羅的に

捉えられるものである。

4‘数学的対象の美的性質を捉える方法

4.1 数学的対象の美的性質を捉える過程

4.1. 1 美的体験の段階と数学の探究過程の関係

竹内 (1979)の立場から美的体験を捉え，

「芸術創作」の段階を数学的対象の美的性質を構

成する段階と捉えると， I自然美的観照」と「芸

術美的観照」は次のように数学の探究過程と関

連づけられる。

まず， r自然美的観照jは，人為的な「形成活

動jを経ていない対象の美的性質を感得する段

階なので，美的性質が顕在的ではない数学的対

象に対し，その美的性質を見出す段階として位

置付けられる。そして「芸術美的観照jは， I芸
術館作jを経た数学的対象に対し，その美的性

質を感得する段階として位置付けられる。

この位置付けを数学的問題解決過程と照合す

ると，一先ずの解決の見通しがたった段階また

は解が得られた段階において，その解法や解を

対象とした「自然美的観照Jが行われ，新たに

解法や解の美的性質が追求されると言える。こ

のように数学的問題解決過程の「振り返りの相」

(Polya， 1988/2004)において，数学的対‘象の美

的性質の追求や感得が行われることは，数学的

問題解決過程における審美のはたらきを考察し

た先行研究の知見とも一致している-(Dreyfus 

and Eisenberg， 1986; Silver & Metzger， 1989; 

Sinclair， 2004)。また， I解の見通しまたは解が

得られた段階jでは， I問題を解く」という目的

が一応は達成されていることから， I無関心性j

の状態で数学的対象を考察しうると言える。

本稿の自的は，数学の創造に寄与するような，

数学的対象の美的性質を捉える方法を解明する

ことであるO この「数学の創造jは「芸術創作」

の段階で、行われると考えると，本稿の目的に合

致する過程は， I自然美的観照jに対応する過程

であると言える。そこで以下では，この「自然

美的観照」に対応する過程に焦点を当てた考察

を行う。

4.1. 2 美的体験の局面と数学の探究過程の関係

美的体験の各段階における三局面は，数学の

探究過程と次のように関連つ守けられる D

まず， I美的静観Jは，数学的対象の全体を捉

えるとともに，その本質を捉える局面として位

室付けられる。杉山(1992)は教育学者である

篠原助市の考えに基づき，藍観を IW見るJとい

ったときに，感覚でとらえるだけでなく，その

1!?il ，具体物の中に全体を見たり，関係を見たり，

法則を見たりすることJ(p.38) とし， r内在す

る本質や関係，法則を見通す力，それが直観力

である。J(p.38) とした。そして，この全体や

本質，法則といった，自に見えないものを見る

過程では論理もはたらくことを説明した。すな

わち，数学的対象の「全体を捉えること」及び

「本質を捉えることjは，直観と論理のはたらき

によって得られることのーっと捉えられる。

杉山 (1992)は関係や法則，本質を具体的に

示さなかったが，杉山(1986)は甚観によって

「いくつかの事象に共通している性質J(p. 80) 

が得られること，及びその性質の「根拠(原理)

を探るJ(p. 81) ことによって，公理や原理及

ぴ官理の組合せである構造が得られると述べた。

そして，具体的な題材を用いて，比例がこの原

理の一つになることを例示した。

この例を踏まえると 数学的対象の「合法則

的形式Jは藍観と論理で得られる本質のーっと

捉えられる。ただし，数学教育における産観や

本質という語の用法は，本稿の用法に限定され

るものではなく ω，直観から得られるものも本

質に限定されない。
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そこで本稿では， I合法則的形式jと同一視で

きる本質を「本質」と表す。また， I合法知的形

式」が成立している数学的対象の全体を f全体」

と表す。

続いて， I美的交感jについて述べる。まず，

「自然美的観照jにおける f美的交感jのよう

に，数学的対象から感情を読み取ったり，大自

然に自身を位置付けたりするといった局面につ

いて詳察した数学教育研究は，管見の限りない。

ただし， Brown and Walter (1969)が，次項で、

述べる What-If-Not方絡を用いる過程で、抱い

た， Iわれわれは，ここで座して論文を書きなが

ら，新しいジオボードのアイデイアと属性の相

互作用が，果てのないj新聞から無限に長い論文

によって自分たちを克つけるようなものである

ということに，恐れを抱き始めた。J(p.39) と

いう感情は， Wbat-If-Not方略によって広がっ

た数学的対象の広大さに由来するものと考えら

れる。それゆえ， I自然美的観照Jにおける{美

的交感Jを， I数学的対象の広大きを感じるj局

面として位置付ける。

4.1.3 数学的対象の美的性質を捉える過程

以上をまとめると，数学的対象の美的性質を

捉えるためには， I数学的対象の『全体Jと『形

式』を同定するj一方で， I数学的対象の広大さ

を感じるj といった過程 (6)を経る必要がある。

そこで以下では，これらの過程を遂行する方法

について考察する。

4.2 数学的対象の美的性質を捉える方法

4.2.1 数学的対象の「全体j と「合法則的形

式jを捉える方法

数学的対象の「全体jを捉えるためには，そ

の数学的対象ではないものとの関係を考えるこ

とが有効で、ある。 Brown(1974) は，数学的対

象の理解を内的理解と外的理解に分け，次のよ

うに定義した。

Xを内的に理解するとは， X自身の内部に

おける関連を見ることである。 Xを外的に

理解するとは， Xを一つの全体と考えて，

それが異なるものとどう関係しているかを

見ることである。 (Brown， 1974， p. 27) 

そして， Brown and Walter (2005) はこの外

的理解を得るための方略として， What-If-Not 

方略を提案した。この方略は，数学的対象の属

性をリスト化し，この屠性に対し IWhatif 

not? (そうでなければどうなるか)Jと開うこと

で新たな問題を設定し，その問題を解決するこ

とで「そうでない場合」との関係を得るもので

ある。

この What-If-Not方III告で得られる「そうでな

いものjは， Xを含む集合を拡張した集合に含

まれる要素 X'として考えれられる場合と， Xを

含まない集合の要素 Yとして考えられる場合が

ある。例えば Brown& Walterは， I二つの正

三角形の面積の和と等しい面積をもっ正三角形」

を求める際， ピタゴラスの定理で直角三角形の

辺上にある正方形に対して IWhatif not? Jと

問うた口そして正方形を，半円のように相似な

図形と，相似でない図形に変えた場合を示した。

ここでは，相似な図形がX'，相似でない図形が

Yと捉えられていると考えられる。

この例において， Xを一つの全体と捉えるこ

とは XとX'及びYとの関係，すなわち Xの外

的理解を得ることに寄与しているが，その結果

として XとX'を閉じ集合の要素，ここではと

もに相似な図形と捉えることで，数学的対象の

新たな全体を捉えている。この新たな全体は，

相似または比例という「合法則的形式」が成立

する全体であるので，本稿で定めた数学的対象

の「全体Jとなっている。

この数学的対象の「全体jを捉える一連の過

程を振り返ると，ある数学的対象に Wbat-If-

Not方略を用いることは，その数学的対象の

f合法則的形式jと「全体」の双方を捉えること

に寄与していた。特に，数学的対象Xを含む集

合を拡張した集合に含まれる要素 X'との関係

を考えることが， I合法則的形式」と「全体Jを

捉える上で決定的であった。ただし，先の X'と

Yの区別は結果的に得られている。 IXではない

ものjから X'を得るためには，あらかじめ「合

法則的形式Jの探究を呂的として What-If-Not 
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方fU各を用いる必要がある。このように[合法則

的形式Jを探究することは， I自然美的観照Jに

おける「前芸術的形成」に通じるものである。

以上から， I合法則的形式」が顕在的でない数

学的対象の「全体」と「合法則的形式Jを捉え

る方法を， I合法則的形式Jを探究する What-

If-Not方lij告として同定する。

4.2.2 数学的対象の広大さを感じる方法

先述のように， Brown & Walter (1969)は

What-If-Not方111告を用いる中で，考察している

数学的対象の広大さを感じ取ったと考えられる。

実際， What-If-Not方訓告は数学的対象の属性の

うち「定数」とされていたものを「変数jと見

直す考え方なので，その「変数」が代表する集

合の分だけ数学的対象に広がりがもたらされる。

この広がりは，上述の「合法則的形式」を探

究する What-If-Not方11洛でも十分に得られると

考える。よって， I数学的対象の広大さを感じ

るJ方法についても， I合法則的形式jを想定し

たWhat-If-Not方略として同定する。

5.数学的対象の美的性質を捉える方法の評価

5.1 数学的対象の美的性質を捉える方法の適用

5.1.1 分析の目的

美的性質をもっ数学的対象とされながらもそ

の美的性質を捉える過程が必ずしも明示的でな

い数学的対象に対して，本稿で導出した方法を

適用することによって，この方法の評価を行う。

さらに，分析対象となった数学的対象の美的性

質が得られる過程を解明する。

5.1. 2 分析対象:I道のりが等しくなる関形j

図 lのように， AC= BCの二等辺三角形

B 

図 1 等長な二等辺三角形

ABCのjま辺 BC上に点 Dをとり， ACとBC上

にAP=PD，DQ=QBとなる点 P，Qをとる。

このとき，二つの道のり① IA→ C→ BJ と②

IAーやー~D→Q→BJ は等しくなる。

このは亘のりが等しくなるjという結果は次

のように事。等幾何的に証明できる。

ムABC， ~ADP，ムDBQ について， ACニAB，

AP=DP， DQ BQであるので，ぷPDA=L乙P

AD=どCAB=ぷCBA=どQBD=LこQDB. 同位

角が等ししEので，

CA 11 QD， CB 11 PD 

よって， 匹i角形 CPDQは平行四辺形なので，

CP=QD， CQ=PD 

.L-~、上より，二つの道のり①と②は等しい。

和田 (2007) は三つの二等辺三角形 ABC，

ADP， DBQの相似及び辺の長さの比例に着目

してこの寿吉果を説明した口そして思 2のように

円の場合でも同様な結果になることを示し，比

例を清いるきれいさを説明した。しかし，この

数学的対象から比例という形式jを同定する

過程や，数学の広がりを感じる過程については

触れられていない。

和田と伺様に，杉山(1986)は三つの二等辺

三角形ムABC，ムADP，ムDBQの相似及び辺

の長さのよヒ例に着自してこの結果を説明した。

そして円についても同様に説明できることを示

した。たた、し，ここで杉山は，証明の「根拠を

明らかにし，本質を明らかにすること，および，

その本質岳守なことがらをもとに，可能な発展を

求めることJ(p. 153)が主体的な学習の基本で

あることを説明するためにこの例を用いており，

この図形の美的性質には触れていない。
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図 2 道のりが等しくなる図形(円)
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5.1.3 i道のりが等しくなる図形」の分析

はじめに， i合法則的形式Jが明らかになって

いない状態，すなわち「道のりが等しくなるJ
という結果が比例に基づいて説明されていない

状態から，この数学的対象の美的性質を捉える。

この「道のりが等しくなる図形jという数学

的対-象に対し， i合法則的形式Jを探究する

What-If-Not方略を用いる。例えば，図 lの二

等辺三角形 ADP，DBQの頂点 P，Qが，二等

辺三角形 ABCの内部にある場合を考える(図

3 )。

この場合，道のり① iA→ C→ BJと② iA--P
一 心→Q→ BJでは①>②になっている。すなわ

ち，内部の図形が二等辺三角形であることは，

道のりが等しくなることに効いていない。

そこで証明を振り返ると 二等辺三角形であ

ることからか長生した， LPDA= LこPAD=L
CAB=どCBA二LQBDこどQDBであることが

効いていることがわかる。よって，この条件を

次のように保存して，図 4の長方形の場合を考

える。

図4では，先の角についての条件を，どREA=
ぷPAE=どDABニぷCBA=ぷQBEニどSEBと

して保存している。この図においては DP宇SE
となっており，二つの道のり①， iA→ D→ C→ BJ 

D 

P 

A B A 

と②'iA→ P→ R→ E→ S→ Q→ BJが等しくなっ

ていない。一方，国 5のように DP=SE，

AP=CQとなっている場合には，①'=⑦'とな

っている。

この図 5は，二等辺三角形の場合の証明にお

いて，平行四辺形の性質として用いた「対辺が

等長であるjという条件を満たすものである。

ただし， DP=SE， AP=CQであることは①'

二②'であることそのものであるため，どのよう

な場合に DP=SE，AP=CQになるかについて

さらに考察する。

函 5で表される図形は f合法則的形式」が顕

在化していなし」そこで DP=SEという条件を

もとに対称性という「合法則的形式jを想定し

て，図 6のような 2点 E'，S'， R'を考える。ま

た，対角線 AC，BDをひく o liQ 6では，対角線

の交点に関してこの留形が点対称、になっている。

この点対称を視点にもとの二等辺三角形の場合

を振り返ると，点、対称で、あることを用いて道の

りが等しくなることが説明できるのは，長方形

ABCD自体が点対称であることに依存している

ことがわかる。すなわち，この点対称を用いた

説明は，図 7のような平行四辺形の場合につい

ても成立する一方で，二等辺三角形のように点

対称で、はない図形については，同様な説明はで

C 

Q 

B 

D C 

P 

A B 

図 3 等長でない二等辺三角形 留4 等長でない長方形 図5 等長な長方形

P 

A 

図 6 等長な長方形(点対称、) 図7 等長な平行四辺形(点対称)
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きない。

そこで，この点対称な場合の特殊として 2点

R， Sが対角線上にある場合を考える(図 8)。こ

のとき，三つの四角形 ABCD，AERP， EBQSは

互いに相似になっており，比例という「形式j

が同定できる。この比例という[形式jは二等

辺三角形の場合や図 2の円の場合などにも成立

することを確認することで， i道のりが等しい図

形」の「全体」が捉えられる。

5.2 数学的対象の美的性質を捉える方法の評価

その美しさが論じられながらも，美的性質を

もたらす f形式jを同定する過程が明確ではな

かった「道のりが等しい図形jに対し，本稿で

導出した「数学的対象の美的性質を捉える方法」

を適用することで， I合法則的形式」と「全体」

を同定する過程を解明することができた。この

ことは，美的体験の「美的静観jと「形成活動」

に相当する局面に関しては，導出した方法が機

能したことを意味する。

一方， i美的交感Jに柑当する局面に関して

は，その効果は必ずしも明確ではない口実際，

[数学的対象の広大さを感じる方法」について

は，数学的対象の広がりはもたらされているも

のの，それを広がりと感じとるかどうかは，そ

の知覚主体に依存する。

6‘まとめと今後の課題

本稿では，数学的対象の美的性質を捉える方

法を解明するために，竹内(197ヲ)の「多様に

おける統一J原理に基づいた理論的考察を行っ

Tこ口

その結果，数学的対象の f形式jを視点とし

て，数学的対象の美的性質を捉える枠組みを提

示した。そしてこの枠組みと「多様における統

一」原理に基づき，数学的対象の美的性質を捉

える過程として， i数学的対象の『全体jと f形

式jのi可定」と「数学的対象の広大さを感じる

こと」を特定したO さらに，この過程と数学教

育学における理論の比較から，数学的対象の美

的性質を捉える方法として 日合法知的形式j

を探究する What-If-Not方略」を再定した。

具体的な数学的対象をこの方法で分析した結

果，数学的対象の「全体」と「形式」を同定す

る過程での有効性が明らかになった口しかし，

その一方で，数学的対象の広大さを感じる過程

での有効性は，必ずしも明確にはならなかった。

本稿では，数学的対象の美的性質を捉える過

程として， r形式Jが顕在化していない数学的対

象の考察過程を取り上げた。このような過程は，

美学における「自然美的観照Jに相当する。し

かしながら，本稿で示したように，美学におけ

る美的体験には，芸術作品の美的性質を観照す

る「芸術美的観照jもある。今後の課題は，こ

の「芸術美的観照」に相当する過程を数学の探

究過程から特定し，その過程における数学的対

象の美的性質を捉える方法を同定することであ

る。

註

( 1 )この形式という語について，竹内はその意味

が根本的に次の二つに分類されるとしている。一

方は知覚対ー象の内容を表現するものであり， この

意味での形式を，竹内は71~象と称した。そしても

う一方を，知的対象の内容及び形象の構成方式と

している。以降，本稿においても竹内と同様に，

構成方式という意味で形式という語を用いること

にする。

( 2 )この引用中の「普遍妥当的形式原理」につい

ての車接的な説明はないが直前に「合法則的形

式jを「すべての美的主体に対して妥当する普通

的形式原理」と称していることから， r合法則的

形式jを指していると解釈できる。

( 3 )プロポーションに対応する概念としては，比

例の他によじも考えられる。しかし，比は「同種の

二つの量の間の大きさに関するある種の関係j

(中村ら， 1996， p.93) と定義され，任意の二量の

大きさの関係を表すことができるものである。そ

れゆえよとは， r二つの量jの開に統一をもたらす

ものではない。よって，ここでは比例に焦点を当

てt::..o

( 4 )数学教育学では 註 (1) で示した形式のう

ち，内容の対概念としての形式が注目を集めてき

た作品Byers& Erlwanger， 1984)。しかしこの
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表現としての形式は，実際には，記数法や不等式

の解決過程の表現方法を意味しており，竹内の

f形象の構成方式」としての意味をもっている。

竹内は概念の説明のために形象と構成方式を区別

したが，このような f形象の構成方式jとしての

形式の捉え方は，むしろ一般的であることが指摘

されている(利光， 1970)。

(5 )例えば， Fischbein (1987)参照。

( 6 )この過程は，端的には「形式Jによって数学

的対象の状態を変容させるものである。それゆ

え，花園 (2014)が導出した数学的対象の美的性

質の生起過程である 「数学を特徴付けるパター

ンによって，数学的対象が混沌とした状態から秩

序ある状態に変容する」という過程を精綴fとした

ものになっている。
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A Methodology for Grasping Aesthetic Qualities of Mathematical Objects: 

sased on the Principle of “Unity in Variety" 

Hayato HANAZONO 

Since Poincare (1908/2003) singled out the importance of the aesthetic sensibility in mathematical 

discovery， interest in the relationship between creativity and the aesthetic sensibility has risen in the field of 

mathematics education. Some studies have demonstrated that pursuing aesthetic qualities of mathematical 

objects guides one to solve mathematical problems through analysis of the pr・oblemsolving process (e.g. Sih矧・

& Metzger， 1989; Sinclair， 2006). However， these studies did not refer to any speci五cmethodologies to grasp 

aesthetic qualities of mathematical objects. 

The purpose of this paper is to propose a method for grasping aesthetic qualities of mathematical objects. 

1n order to accomplish this purpose， this paper uses a theoretical method based on the principle of“unity in 

variety" by Takeuchi (1979)， from Aesthetics， a branch of philosophy. 

Based on this theory， the author constructed a framework for categorizing aesthetic qualities of mathematical 

objects from the viewpoint of “form" in mathematical objects. This "form" consists of “rational f01・m"and 

“individual form." Moreover， the author specified“identification of‘the whole' and ‘form' of mathematical 

objects" and '“i‘主6

mathematical objects. From the contrast between this process and the theory in mathematics education， the 

author identified“‘What-If-Not' strategy inquiring 'rational form'" as the method of identifying吋hewhole" and 

“for・m"of mathematical objects and to feel the vastness of the mathematical objects. 

The results of analyzing a concrete mathematical object using the above method revealed two things. First， 

the effectiveness of the method to identify“the whole" and “form" of mathematical objects became apparent. 

Second， however， the effectiveness of the method to feel the vastness of the mathematical objects was not 

necessarily c1ear. 
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