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1.1 複素関数論の利用方法
中心 a，半径 rの円 γとその内部の点wを考える．aを中心とする小さな円を γ1，

wを内部に含むような小さな円を γ2とする．f は aを除いて正則であるような関
数であるとする．γ2の内部では f は正則なのでコーシーの積分定理より，

f(w) =
1

2πi

∫
γ2

f(z)dz

z − w
(1)

が成り立つ．また，γ ∪ γ1 ∪ γ2では f(z)
z−w
は正則なので，∫

γ∪γ1∪γ2

f(z)dz

z − w
= 0 (2)

が成り立つ．(2)式を分解すると次式が得られる．∫
γ

f(z)dz

z − w
−

∫
γ1

f(z)dz

z − w
−
∫
γ2

f(z)dz

z − w
= 0 (3)

(1)式と (3)式より，

f(w) =
1

2πi

{∫
γ

f(z)dz

z − w
−
∫
γ1

f(z)dz

z − w

}
=

1

2πi

{∫
γ

f(z)dz

(z − a)− (w − a)
−
∫
γ1

f(z)dz

(z − a)− (w − a)

}
=

1

2πi

{∫
γ

f(z)

z − a
· 1

1− w−a
z−a

dz −
∫
γ1

f(z)

w − a
· −1

1− z−a
w−a

}

=
1

2πi

{(∫
γ

f(z)dz

z − a
+ (w − a)

∫
γ

f(z)dz

(z − a)2
+ (w − a)2

∫
γ

f(z)dz

(z − a)3
+ · · ·

)
−

(
1

w − a

∫
γ1

f(z)dz +
1

(w − a)2

∫
γ1

f(z)(z − a)dz

+
1

(w − a)3

∫
γ1

f(z)(z − a)2dz + · · ·
)}
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ここで，

an =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

(z − a)n+1

a−m =
1

2πi

∫
γ1

f(z)(z − a)m−1

とおけば，

f(w) =
∞∑
n=0

an(w − a)n −
∞∑

m=1

a−m
1

(w − a)m

のような形で書ける．なお，aiはそれぞれの積分の値である．これをローラン展
開といい，a−1のことを関数 f の aにおける留数という．
例えば，中心 aの円 γに沿った線積分はローラン展開を使えば，∫

γ

f(z)dz =
∞∑
n=0

an

∫
γ

(z − a)ndz −
∞∑

m=1

a−m

∫
γ

dz

(z − a)m
(4)

となるが，n ≥ 0のとき (z − a)nには原始関数が存在するため，
∫
γ
(z − a)ndz = 0

である．同様にしてm ≥ 2に対して
∫
γ

dz
(z−a)m

= 0となる．問題となるのはm = 1

のときであるが，このときの線積分は
∫
γ

dz
(z−a)

= 2πiとなることは以前示した．ゆ
えに (4)式の線積分の値は 2πia−1となる．
ローラン展開を用いた他の問題を考えてみる．原点中心，半径 2の円 γに対し
て，次式で表される f(z)を考える．

f(z) =
z2

1 + z4

f(z)の特異点は z = 1√
2
(±1± i)（複合任意）の 4点であり，これらの点は γの内

部にある．
図のように，特異点のまわりに小さな円γ1, γ2, γ3, γ4を考える．γ∪γ1∪γ2∪γ3∪γ4
の内部では f(z)は正則なので次式が成り立つ．∫

γ∪γ1∪γ2∪γ3∪γ4
f(z)dz = 0

この式を分解すると次式が得られる．∫
γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz +

∫
γ3

f(z)dz +

∫
γ4

f(z)dz (5)

特異点を第一象限から順に ω1, ω2, ω3, ω4とする．(5)式の右辺の線積分を求めるた
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めに，以下のような変形をする．

f(z) =
z2

(z − ω1)(z − ω2)(z − ω3)(z − ω4)

=
1

z − ω1

z2

(z − ω2)(z − ω3)(z − ω4)

=
1

z − ω1

g(z)

g(z)は γ1の内部では正則である．ゆえに g(z)は z − ω1のべき級数に書ける．定
数項を求めるには g(ω1)を求めればよい．

1.2 複素関数論を用いて実関数の積分値を求める
複素関数論を用いて次の実関数の具体的な積分値を求め方について説明する．∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx =

π√
2

まず複素数で定義された関数f(z) = z2

1+z4
を考え，図のような半円の経路γ = γ1+γ2

を設定する．∫
γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz

1⃝が γ1に， 2⃝が γ2にあたる．
このとき，R → ∞とすると

∫
γ2
f(z)dz = 0となるため（詳細は節 1.3），∫

γ1

fdz = lim
R→∞

∫ R

−R

f(x)dx
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①

②

のみを考えればよい．
またRが十分に大きくなれば関数 f(z)の 2つの極が半円内に入り，それぞれω1, ω2

とすると，留数定理から以下の式が成り立つ．∫
γ

f(z)dz = 2πi(ω1の留数+ ω2の留数)

1.3 積分路の計算
節 1.1では，半円の経路のうちの図の 1⃝の積分路のみを計算したが， 2⃝を計算し
なくても良いことを示す．

①

②

γ2 : θ ∈ [0, π] → R(cos θ + i sin θ)とすると∣∣∣∣∫
γ2

z2dz

1 + z4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

R2(cos θ + i sin θ)2

1 +R4(cos θ + i sin θ)4
dz

dθ
dθ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ π

0

R3(cos θ + i sin θ)2(− sin θ + i cos θ)

1 +R4(cos θ + i sin θ)4
dθ

∣∣∣∣
≤ R3

R4 − 1

= 0 (R → ∞)
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1.4 問題� �
∫ ∞

0

dx

(x2 + a2)2
=

π

4a3
(a > 0)

となることを示せ．� �
§ ヒント

z2 + a2 = 0のときに極となるため，極になる点は z = ±aiである．したがって，
次のように変形できる．

f(z) =
z2

(z2 + a2)2
=

1

(z − ai)2
z2

(z + ai)2

ここで，g(z) =
z2

(z + ai)2
とおくと g(z)は aiのところでは正則なので，g(z) =

α0 + α1(z − ai) + α2(z − ai)2 + · · · となる．これを用いると f(z)は以下のように
書き換えられる．

g(z)

(z − ai)2
=

α0

(z − ai)2
+

α1

z − ai
+ α2 + · · ·

さきほどは重解がなかったため α0を求めればよかったが，この場合は重解になる
ため，留数を求めたければα1を計算すれば良い．したがって，α1は微分を用いて
次のように計算できる．

g′(z) = α1 + 2α2(z − ai)

1.5 問題� �
∫ π

0

dθ

a+ cos θ
=

π√
a2 − 1

(a > 1)

となることを示せ．� �
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§ ヒント

偶関数であるため次を求めれば良い．
1

2

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ

このとき，z = eiθ = cos θ + i sin θとおくと，逆数は 1

z
= e−iθ = cos θ − i sin θと

なる．これらは指数法則が成り立つため，eiθe−iθ = ei(θ−θ) = 1となることがわか
る．また，この 2つを足して割ると以下の式が得られる．

cos θ =
1

2
(z +

1

z
)

ここで，dz

dθ
= ieiθ = izから dθ =

dz

iz
であるため，γ : θ ∈ [0, 2π] → eiθとすると，

以下のように変形できる．∫ π

0

dθ

a+ cos θ
=

1

2

∫ 2π

0

dθ

a+ cos θ

=
1

2

∫
γ

1

a+ 1
2
(z + 1

z
)

dz

iz

=
1

2

∫
γ

1

a+ 1
2z
(z2 + 1)

dz

iz

=

∫
γ

z

z2 + 2az + 1

dz

iz

=
1

i

∫
γ

dz

z2 + 2az + 1

=
1

i

∫
γ

dz

(z − α)(z − β)

このとき，z2 + 2az + 1 = 0から z = −a ±
√
a2 − 1が得られるので，α = −a +√

a2 − 1, β = −a−
√
a2 − 1とおける．ここで，αは単位円の中，βは単位円の外

にあることに注目すると．留数定理を用いると以下のような積分になる．∫ π

0

dθ

a+ cos θ
=

π√
a2 − 1

1.6 問題� �
∫ π

2

0

dθ

a+ sin2 θ
=

π

2(a(a+ 1))
1
2

z (a > 0)

となることを示せ．� �
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