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§巧．直線上の点

10 数の計算とベクトル

数の計算を図示することができれば，直観的にも便利である。そこで，かんたんなものから考

えてみよう。たとえば，

2＋3＝5

ほ，下図のように，直線上で，0のノさミミから右へ2，

O P A

O l
，2
5

B5

さらに3だけ移動して，5の位置になったということを示している。

OA＋AB＝＝OB

でOBがOPの5倍になっているので，Bの位置に数5を対応させるのである。

このように，数の加法，減法を数直線上の点の移動として考えることができる。

ここで，数直線上の点の移動を考えると，移動量にほ，方向と大きさという，二つの要素が必

要であることがわかる。

方向と大きさという二つの要素をもった量のことをベクトルという。

たとえば，上l真呈のように，直線上に相異なる2ノ烹0，Pをとると，0からPへの方向と線分

OPの長さがきまる。

0からPへの方向を十（プラス）

線分OPの長さを1と約束すると，0からPへの点の移動はベクトルとなる。
－叫・・・・・・－・一ケ ー・－ケ ーーーケ ーー一斗

これを記号で，0‡）とあらわす。0‡）の大きさほ…OPiと苫き，OPの大きさ，またほ絶対値

といい，0を始点，Pを終点という。
・→

ここでほ，10P！ニ1である。方向らよ，Pから0への点の移動はまた，ベクトルと考えられる
－－－－－・・ゅ

が，OP と反対方向だから＋に対して叩とする。すなわち，
…ケ ー→

PO＝－OP

－ナ

げ0】ニ1

である。ぎト召叩“・直線上で方向が＋と叫の二泊りがあるので，

という場合に用いて，平行とか垂直などを考えるとき，

ことにする。ベクトルの場合ほ方向と区別するた捌こ，
wナ

とPOの向きは迎であるというようにf恥、る。

…19
〟

今校，方向という用語ほ「直線の方向」

方向カ しいとか，等しくないとかいう
む

－｝

「向き」という用語をノ凱、，OPの向き



諒を用いると，称一直線g上にある点Qが，OQニ20Pで，向きが諒と同じであれば
－－－－→ －－ケ ーーーーー‾ケ

OQ＝20Pと表わすことができる。点Bが点0に対して，点Qと対称な点にあれば，OQと

－－－サ

OBほ向きほ逝で，大きさは等しくなる。したがって，
－＞ －→

0‡ミニー20‡）

とあらわすことができる。このことより，一般に直線∠上の任意の点Aをとると，
→ －ケ

OA＝ガ0‡）‥…・‥・‥・……‥…・①

とあらわすことができる実数∬がただ一つ存在することがわかる。

（問1）直線g上で①をみたすガがただ一つ存在することをがいえるための条件ほ何か。

①の式が一意にきまることによって，つぎのような対応粥係が存在する。

直線g上に2点0，㌘をとると
－・－→ －－・・ケ

g上の点A≠OA＝ガOP石＝＝ゴ∬

の位置 （実数）

この対応が1対1対応であることを用いることによって，
一仙・・・・・・ケ

0Å蒜±諾（実数）
一戸 ーケ

であるからOA＝（諾）と表わして，OAの成分ほ∬であるという。
→

このような表わし方をOAの成分表示という。成分表示は次のような二つの意味をもってい

る。

Ⅰ．変 位

上図のように点をとると，
→・ →・ →

・－・－→

OA＝40P となるが，AB＝40‡），

→ → → －－－－ケ

CO＝40P，DP＝40P
→

－－－－一斉

となる。すなわち，OA，AB，
－－－－－サ ーーー→

→
ーーー・ヰ

CD，DPほOPと向きが同じで，大きさほ‡OP！の4倍である

から，上の等式が成り立つ。

したがって，

－－－・・・・・・・・・・・・サーーー・・・・・・・・・・・・・・・サーケ →

OA＝AB＝CD＝DPご（4）
→ →

となる。このことより，ベクトルの成分表示（4）という意味ほ0‡）と同じ向き（＋）に tO㌘i

の4倍だけ，点の移動する量を示すことがわかる。これを変位という。

したがって，（∬）であらわされるベクトルほ矧顎ミにあることがわかる。

（問2）

上の図を用いて，次のベクトルの成分表示を求めよ。
・－・－・－・・・・・・・・・サーケ ーーーー「ケ → → 一－－－・・・・・・・・・・・・・ケ・－－・－－－「㌢

CD， OD， BA， PA， CB， BO， AC，
－－・－・づ－

AÅ

（註）このようなベクトルを自由ベクトルという。始点が変れば同じ成分をもっても終点が異な

るベクトルである。

－ 20 －



1L 座 標

－・→ 一斗ーーケーーー・・・・・・・・・・・・ナ

‡．で示したベクトルの成分表示の変位が等しいOA，ÅB，CD，D‡）は成分（4）である。

これらのベクトルの姶′ギこ（を原点0へ重ねると終点ほ全て一点に重なる。

（A，C，D） （B，D，P）
0 王⊃ Å

言 茄

や －－か

したがって，図のように，‡g‡＝1，向きを正とするベクトルβ（基本ベクトルという）をとると，
－】－ケ ーー・一

点Aの位置羊＝＝±OAニ4♂だ（4）
－サ

となり，基本ベクトルどをきめれば，点Aの位置と成分とが1対1対応するので，成分を点A

の座標と考えることができる。ここで，

Ⅱの変位を示す自由ベクトルに対して，始点をすべて原点にするベクトルを位置ベクトルとい

う。このことより，ベクトルの成分は
一斗

成分（g）（P望≡…；三
変位

の2通りの意味をもつことがわかる。この2通りの意味を自由に使うことが必要である。

（問3）

ーる －5 0 1 4 ／

線を用いて，次のベクトルの成分教示をせよ。つぎに，Ⅹ，Y，Z，う町の位置を図示

せよ。

（1）
・－－ケ

ABニ

…ト

OC＝＝

－－－－ケ

OAこ＝

→

ー・・・－－－・ケ ーーー・一サ

BP＝＝ DCニ

ーーーー・ケ w＞

CA＝＝ OB＝

叫♪ →

OA＋ÅB＝

－叩・・・・ケ

→
－…ケ

OAl－AC＝

（2）ÅⅩ＝（2） BY＝（－5）
－－・－→ －－－・ヰ

CZニ（7） PⅥrニ（－3）

（問4）点A，B，Cの座標をそれぞれ，（α），（あ），（c）とするとき，次の間に答えよ。
→ →

（1）AB，BCの成分表示をせよ。

（2）成分表示を用いて，
→ －－－→

AB＝－BA

→ →・→

AB＋BCニ＝AC

r←→
→

AB十ÅB＝2AB

次の等式を証明せよ。

20 ベクトルの性質
－－ケ ーー・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

ベクトルOA＝（2），OB＝（3）

ー叩す → －一斗

であるとき，OA－十OBニ（2）＋（3）芯OC

叫 21－



一－・・・一・・・－・ケ

となり，OC＝（5）であるから，ベクトル

の加法をこれによって，定義をする。この場合でほ

（2）十（3）＝（5）

と表わすことができる。

〔加法の定義〕－

一－ケ ー・ケ ーナ ヰ

OAニα＝（g），OB＝∂＝（めと表わすと，ベクトルの加法ほ，（諾）＋（め＝（∬＋y）

と定義する。

〔相等の定義〕

－ヰ ーす

2つのベクトルα＝（∬）とろ＝（y）が等しいということほ
－す ・⊥妙

α＝あ⇔（∬）＝（y）⇔∬＝即

すなわち，成分が等しいとき，ベクトルは等しいと定義する。

このように，定義すると，加法に関して，次の性質が成り立つ。
ヰ ゆ －・ケ 一斗

Ⅴ．1α＋∂＝あ＋α 交換法則
ゃ ゃ 小 一ー・ナ 小 一・・ケ

Ⅴ．2（α＋み）＋c＝α＋（あ＋c） 結合法則
ヰ →

Ⅴ．3 任意のベクトルα，∂に対して，
→ → 小 一・－ケ

α＋∬＝みをみたす∬がただ【…ふつ存在する。
中 小 ーーーーシ

このような∬をあーαと苦く。

（問1）
・－サ ー・・・ナ

α＝（α），あニ（あ）として，Ⅴ．1，Ⅴ．2を証明せよ。

（問2）

V3を用いて，次 り立つことを証明せよ。
ヰ

・一ト
ヰ

① α＋∬ニ戊
－サ ーす

をみたす∬がただ－－－・つ存在する。このベクトルを0（零ベクトル）と定義する。
－サ ー〉 →

① α＋即＝0
→

－〉 一寸

をみたすyがただ一つ存在する。このベクトルをαの逝ベクトルといい，－αとかく。

（問3）

Ⅴ．1～Ⅴ．3を用いて，次の等式を証明せよ。
→ →・

－う → →

（訂 α＋0＝0」－α＝α
→

一斗 ・・ヰ → －う

① α＋（…α）＝（－α）＋α＝0
→

－う
→ →

＠ ぁーα＝あ＋（－α）

前節でのべた数の計算2＋3＝5において，ベクトルの成分表示で考えるならば，

（2）1－（3）＝（5）…‥‥‥…‥・‥‥‥‥・・‥¢）

－

22
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一す

となるが，この成分表示を基本ベクトルeを用いてあらわせば，

Q）

A（5）

（5）
B C

ご 茹 宗

→ ・－－・一・・・一ナ ーーーナ

OA＋OB＝OCであるから
－ナ → －ナ →

（2）＝OA＝2g，（3）＝OB＝3ピ
→ 一寸

（5）＝OCニ5gと表わすと，
→ →

左辺ニ（2）」－（3）＝2g＋3g
→

右辺＝（5）＝5β
→ → → → →

よって，2e＋3g＝5βが成り立つ。これほ（2＋3）ど＝5ど と推論でき，さらに，一一般化すると，

ベクトルの実数倍について次のような性質が成り立つ。

ベクトルの実数倍
→ →

丘，′，1を実数，α，あをベクトル，

丘（∬）＝（ゑ∬）と定義すると次の等式が成り立つ。
→ づ

Ⅴ．4 丘（gα）ニゑgα
→ → ・う

Ⅴ．5（如－Z）α＝ゐα＋gα
→ → －づ・ →

Ⅴ．6 丘（α＋ろ）＝ゐα十丘み
－う ヰ

Ⅴ．7 1（‡＝α

（結合法則）

（分紀法則）

（分・配法則）

（問4）
→ w十

α＝（α），∂＝（ゐ），ゐニ2ク
∠＝－3 としてⅤ．4′・〉Ⅴ．6（つ成り立つこと

（問5）

‾下⊆貰盲のベタトノンをぎ誹fミせよ。

（1）

－ヰ

α

→ －・・） －ヰ

2（ヱ，
－3α， 2×（－3）α

（2）

（3）

皿か

甘
一一「＞

α

たしかめよ。

→
－ネ

→ －－〉 －う ー十

2（α＋∂），2‘け2み， 2α－あ

→ －一一・う■

せ 0 α

→

ゐα（0≦ゐ≦1）

－÷

ゑα＋あ（1≦ゐ≦2）

－・〉
→

－2α＋丘あ（ゑ≧2）

－ 23
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〈問4）

Ⅴ．4～Ⅴ．7を用いて，次の等式の成り立つことを証明せよ。

「〉
→ －づ－ →

（1）丘（あーα）＝ゑ∂－ゑα
→ヰ ーート ヰ

（2）ゑ＝0かα＝0ならばゑα＝ミ0である。

30 ベクトルの応用

（1） 2点を結ぶベクトル
ーーーヰ ーー・・・・－－・サーー・・・－－・・・ケ

A】∋＝OB－0Å

A（α） 玉梓）

一肌ケ →

2点A，Bを結ぶベクトルほAB，BAと2通りあるが，それを成分（座標）を用いて表わす

と，つぎのようになる。
－→

前節Ⅴ．3により，ÅBは，0を原点として，
→ 小 一｝

OA＋g＝OB

ヰ

をみたす，∬として求められる。よって，
→ －・・－・－・・・－・＞－→

AB＝OB…OA

となる。また，

・一－・・－－ケ →

BA＝－AB

と考えればよい。これを成分表示すれば，
一斗

→

OA＝（α），OB＝（あ）として，
→

…OA＝－（戊）＝（－d）

だから，

一－－→
→ →

AB＝OB－0Å＝（ろ）－（α）＝（あ）＋（－α）＝（∂－α）

と書ける。また，

→ wタ・

BA＝－AB＝【（あ…α）＝（α－ろ）

となる。

→

ABの大きさほ

向きほ，

→

‡AB‡＝‡∂】α【

あーα＞0ならば正の向き

み－α＜0ならば負の向き
－一・・－－ナ →

となる。ろ－α＝0ならばAB＝0となる。

（問1）

次の2点を結ぶベクトルの大きさを求めよ。

（1）Å（5），B（7） （2）A（0），B（“3）

（4）T（5），S（－3） （5）C（冊4），D（4）

…
2∠皇

－

（3）A（－3），B（…7）

（6）A（8），B（8）



（問2）

（1）

（2）

（3）

（4）

次のベクトルのうち等しいものばどれか。
－叫・・・・・ケ

Å（3），B（2）のとき，AB
－－－・ヰ

C（5），D（7）のとき，CD

一→

H（－4），Ⅰ（2）のとき，HI
→

L（－9），M（－8）のとき，LM

・→

（5）ィP（1），Q（14）のとき，PQ

一斗

（6）Ⅴ（5），Ⅵr（－8）のとき，VlV

（問3）

次の条件をみたす点Bの座標を求めよ。

－…・・・・－・・・・ケ

（1）A（5），AB＝（－7）のとき
－→

（2）A（7），AB＝（3）のとき
－－－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

（3）A（－3），AB＝（一5）のとき
－W・ナ

（4）A（∬），ABニ（y－∬）のとき
－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

（5）A（α），BA＝（ろ）のとき

（問4）

A，B，Cが一直線上の任意の点であるとき，
－－－－ゝ ・・・－・－ナ ヤ

A‡i＋BC＋CA＝0

であることを証明せよ。

Ⅱ．分点の座標

1－A

1

・－・・・・・・・・・・】・・・・・－・・・｝－－→

直線g上に点A，B，Ⅹをとると，Å，Bを定点とすれば，AX＝才ABをみたす実数£の値が

点Ⅹに対してチ1対1に対応する。

このことより，点Ⅹの座標（諾）ほ次のように表わされる。A（α），B（∂），0（0）とすると
・→

→

AX＝吉AB‥‥‥‥‥‥‥…‥‥…‥‥‥…（カ
ー→ －・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・－・・－・ケー≠ケ

→

0Ⅹ一OA＝若（OB－OA）
－→ ・－・－→ －－－・ヰ →

0Ⅹ＝OA＋宕OB一方OA

→
・－・・・－－－－ト

ニ（1－g）OA＋才OB

よって，

（∬）ニ（1一方）（α）＋g（あ）

＝（（1一方）α＋才あ）

したがって，

ガ＝（1一方）α＋gみ…‥‥‥…‥‥‥‥…‥‥①

となる。

M
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①の式を点Ⅹの座標（ガ）のパラメータ～表示という。この裏示によって，α，ろが定数であれ

ば，∬と才が1対1に対応していることも容易に判るであろう。

①の式は次のように表わすときもある。

1－g＝ゑ， 才＝gとおくと

∬ニゑα＋J∂かつ丘＋∠＝1‥‥‥・…・‥‥…㊤

以上のように，①，（むの等式ほ，点Ⅹが2点A，Bを結ぶ直線上にあれば，点Ⅹ，A，Bの

座標がみたすべき条件を示している。

逝に，①，④が成り立てば，点Ⅹほ直線AB上にあることほ次のようにしていえる。

（参より

∬＝（1－£）α＋去ろ

（∬）ニ（1－り（α）＋才（∂）

＝（α）＋g（ろ－α）

よって，

→
－－－｝ －→

0ⅩニOA－卜まAB

－ケ →
－→

0Ⅹ－OA＝才AB

ゆえに，

→ →

AX＝才ABただし，よほ実数

となり，点Ⅹは直線AB上にあることがいえた。このことを用いると，点Ⅹの位置が特別な場

合の座標も容易に求められる。たとえば，

2等分点（中点）

MがABの小ノ∴くで、ある場合，

（0） （α） （だ） （甘）

瓦崩＝ユー元首であるから，
2

¢枇ヒでg＝与と考えればよい。したがって，▲＿ノ

∬＝→長巾ユみ＝一号孝一（小ノ納座標）2 2

となる。

3等分点

（0） （α）（諮）（才） 担）

上図のように，M，Nが線分ABの3等分点であるとき，

仙
26 －



誠二書誌 品昔話
となるから，とニュ

3’

ガ＝与ゐ＋号α＝

号を①式へ代入すれば
∂十2（‡

3

γ＝号あ＋与α＝也3

となる。

つぎに，点Ⅹが線分ABの外分点になった場合を考えると，

（0） （新）（α） 坪）（謬）

点MほAM：BM＝3：1に外分し，点NはAN：NB＝1：3に外分する。この場合比にも

符号をつけて考えると，
→ －・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

AM：MB＝3：（－1）
→

－・・・・・－・－「ト

AN：NB＝（－1）：3

というように表わせる。これを用いると，

誠＝音韻 誠＝手話

となり，⑧の式でg＝旦¶喜とおくと，2’

∬＝旦み＿ユ。ニ旦むこ軋2 2 2

一み＋3α

即ニー号∂十三αニー〟－一山八州冊－㈹一冊山 2

というように表わすことができる。

以上のことより，線ク｝ABをプクエ：プZに内分あるいは外分する点Mの座標は次のようにして求

めることができる。

0 Å M 8

（α） （ォ） 押）

→ →

AM：MB＝乃乙：乃

－】・・・・－－ゝ

ブ乃，ブ7の符号はABの向きを正の向きとしてきめる。
→

AMニ仰山竺【叫元首
プ7ヱ十7Z

ププヱ

となるから 才二前‾とおくと，

（∬）＝一灯岩音（∂）－十卜一う；芸㌃）（α）
叫 27 －



ズ＝A十⊥竺＿グ乃＋乃 ∽＋乃

こ方こ＝
∽ろ十乃α

m＋乃 ‥…‥‥……‥…‥‥㊤

となる。（椚＋乃キ0とする。）

（問5）

線分ABの分点の座標を求める公式⑨において，A，Bの順序が本文と逆になった場合AM：

MB＝椚：乃に分ける点Mの座標（諾）はどうなるか。

（問6）

Å（－2），B（3）のとき，線分ÅBを3：2に内分，またほ外分する点の座標を求めよ。

（問7）

分点の座標を求める公式④において，分母＝仇＋7Zニ0となるとき，点Mは線分ABに対し

て，どんな位置に存在するかをしらべよ。普た，椚・＞乃，∽＜乃のとき，点Mの存在範囲を図示

せよ。

§望．平面上のベクトル

jO 成分表示

平面上の点の移動も移動の向きと大きさをもつからベクトルと考えることができる。このベク

トルを数量的に表現するために，座標軸を用いる。
→

下図のように，AからBまでの点の移動をABとすると，点A，Bのぶ軸，y軸への正射影

（垂線を下した足）をそれぞれ，Å′，A′’，B′，

B′′とすると，A′，B′ほ∬軸上の点である
－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

から，前節より，A′B′の成分表示ができる。

これを右図のように座標できめれば，
－ケ

A′B′＝（あ1－α1）

同様にして，
－→

Aノ′B′′＝（み2－α2）となる。このことを用
一升

いて，Aモミの成分表示を次のように定義する。

AB＝∈…；二；；き
－・■→

このように，平面上のベクトルABを2個

伊

王㌢ B

（鶴） ‡

l

l

（）ガ
A

虹

C

B′

α2 －－－－

r

！

毒
苛
i

暮

‡
‡

呈A′
r顎

0亀（α1）
押立）

図1

の実数の絶として表わす。上の数を第一〟一成分またほ∬戊分，下の数を第2成分またほy成分とい

う。この表現は点A，Bの位置と，（A′，A′′，B′，B′′）が1対1対応であるから∬軸，y軸上

の基本ベクトルを定めれば，成分表示ほ一意にきまる。

因1において，始点を原ノ如こ汝いた位置ベクトルを考えると，

－28
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砿＝（；；二…∋＝（≡；）

諒＝（…；二…）＝（…；）
となる。

直線上のベクトルとi棚頚箋にして，始点

を原点0に重ねたとき終点の位置ほ，成
→

分と1対1対応をするので，OAの成分

F±点Aの座標

というように対応させて，成分表示を座

標と同一視することができる。

才

押∂B”

（α2）ガ

B

A
■■－ ●■叩 W 一叩－－■ ■伽

■恥

‡

壬

暮

‡

玉

h

0査 A′ B′ 方

（α1） 押1）
→

このことより，2点Å，Bの座標がわかれば，ABの成分表示をすることができる。

（問1）

次のベクトルを成分表示せよ。

A＝（三うB～＝∈ご1うc＝（プ1∋D＝（喜ぅ
ーーケ ーーーー・・｝

→
桝ケ ー→ → －→ →

のとき，AB，CD，AC，AD，BA，DC，CA，DA

このようにベクトルの成分表示をLたときベクトルの大きさと向きを次のように定める。ま
ーデ →

ず，ABの大きさほ，lAB！と毒

諒＝ら…；二…；ラより
→

…AB－＝ノ

と定義する。

（わ1－α1）Z＋

き，

‥…‥‥‥…①

→ －一－サ ーー・－－サ ー→
→

さらにク ABの向きは，ABと0∬のなす角β1，ABと0汐のなす角β2ときめれば，

（左至宝与参j黙）
才

8

岬2）8”－‾‾…≠
叩…－岬伽‾‾－巾－

－

t

亀 …

（α2）〟－－叫‾‾‾丁喜色十t l

暮 l

l t
l l
l l

0 A／ B′

（α1） （〃1）

ー29
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COSβ1：＝

COSβ2＝

あ1－α1

ノ市；二析

ろ2－α2

ノ西；二石戸i（高二萄ラ

‥・‥…・‥・‥・…（勤

ー→

と定義し，（cosβ1，COSβ2）をABの方向余弦という。このように，平面上のベクトルの向きは，

2つの実数cosβ1，COSβ2の組みであらわす。
→

BAについていえば，

ー・・・・・・・・・・・・・・ナ

BA＝ （；；二…；うであるから，

－－－シ ー・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・サ ーー】ケ ‾－－ナ

IBA！＝‡A‡きiとなるが，BAの向きほ，下図のように，BAとガ軸，y軸の正の向きとのなす

角β1′，β2′である。したがって，

】β1－β1′Ⅰ＝花，岬2－β2′】＝花

の関係にある。
－■■◆－■■ナ

よって，BAの向きほ

COS∂1′＝COS（汀±β1）＝－COS∂1

COS鞄′ニCOS（花±β2）ニーCOS∂2

・・－－－ケ

ABと諾軌 y軸の正の向きとのなす角を∂1，β2とすれば，

β2

となり，

方向余弦ほ

（cos∂1′，COSβ2′）ニ（－COSβ1，－COSβ2）とな

る。

このことより，
→ －－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

BA＝－AB

才
β妄B

A

プ車型
βi

0

であることが成分のうえでも，向きと大きさの‡苅係からも明らかにされたのである。

（問2）

（問1）で求めたベクトルの大きさと向き（方向余弦）を求めよ。

（問3）

∬和上，封軸上のベクトルの向きはどのよう

に表わせばよいか。

いままで，平面上の点の座標についてほ，既

知のこととして，すすめてきたが，これは，
→

OAの成分をぷ軸，y軸への正射影の数の組と

して考えたのである。ここで，二孝志本ベクトルを用

いて，表わすことを考えよう。

平面上に直交する2直線を引いて，その交点

を0とし，原点0と呼び，一方の直線を∬和

一30 …

才

（星）〟

p2

eゥ

0

・ヰ

e旦

二野叫

pま

A（；三）

A′

（岩1）



ーーナ →

他方の直線を封軸と呼ぶ。∬軸上に任意の点Plをとり，OPlの向きを∬軸の正の向き，10Pl！
‾
「 ト

を単位の長さ1とする。さらに，OPlの向きに対して，時計の避の廻り方の向きにy紬上に
－7・ －－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ→

！OP2‡＝1となるように点P2をとると，OPl，OP2 は∬軸，y如上の基本ベクトルとなる。
一→ →

OPl，OP2の∬軸， y軸上への正射影ほそれぞれ，

諒＝（喜）
となる。定義により，

→

‡OPll＝1，

となり，向きは，

－・－・・－・・・・・・・・・・ナ

OPlの方向余弦は

－・－→

OP2の方向余弦ほ

議＝（；∋
大きさほ
－－→

！OP2】＝1

（coso，COS言）＝（1，0）

（cos言，COSO）＝（0，1）
となる。

－・－－・・・・・・・・・・－シーう

このような基本ベクトルをOPl＝gl＝

→ →

0‡）1，OP2であるから，成分表示；ま

（三），誠＝完＝（；）とすれば，前節より，∬軸上の任

→ →

意の点A′はOA′＝α1glとなる実数α1が一意にきまる。封軸上においても同様に，

となる実数α2が一意にきまることがいえる。

このことより，点A′の座標をいままでは（α1）と書いたが正しくほ，

∈芸1）と書くべきである。すなわち，

OAl＝（芸1き
→

α1gl＝α1 （喜∋となり

（芸1）叫◎（三∋
→

が成り立つことが必要である。同様にして，OA′′

＝∈芸きだから，α2㌫＝α2∈；）

→ →

OA′′＝（Z2ビ2

より，

∈芸）＝α2∈冒）
が成り立つことが必要である。さらに，

砿＝（≡；う
であるから，以上のことより

（……）＝馴芸∋＝α1（喜卜輔…‥‥・‥・‥…・④
が成り立つと，

－－・－・・－ナ → →

OA＝α1el＋α2g2‥・‥・‥‥‥‥‥‥…④

と表わされる。④の等式を平面上のベクトルが2偶の基本ベクトルの一次結合で表わされた式と
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いう。

（註）直線上の任意のベクトルほ，
→ －う

OA＝α1（ヲ

と表わされることがいえたのと比べると直線と平面の特徴がわかる。

20 ベクトルの演算

前節末の推論より，平面上のベクトルの演算を次のように定義する。

左（；；うざ＝∈…；）とすると，
〔相等の定義〕
→ →

αニあ⇔α1＝ろ1かつα2＝ろ2

〔加法の定義〕

㌫た（≡；卜∈…；）＝∈≡；ニ…；う
以上の定義を用いると，次の性質が成り立つ。

叩〉 －〉 －う →

Ⅴ．1α＋あごゐ＋α 交換法則

→ －〉 －う ー〉
→ →

Ⅴ．2（（己＋ゐ）＋cニα＋（あ＋c） 結合法則

→ → → → →
－う

Ⅴ．3 任意のベクトルα，∂に対して，α＋∬＝あをみたす∬がただw一つ存在する。

…う
→ →

このような∬をあーαと書く。

（問1）

Ⅴ．1，Ⅴ．2を定義にしたがって，証明せよ。

（問2）

Ⅴ．3を用いて，次の等式の成り立つことを証明せよ。

－〉 －う →

（カ α＋諾＝α
→ →

をみたすガがただ一つ存在する。このベクトルを0（零ベクトル）という。

（加法の単位元である。）

→ →
－う

（幻 α＋y＝0

一）
→ →

をみたすγがただ一つ存在する。このベクトルをαの道ベクトルといい，…αとかく。

（問3）

Ⅴ．1～Ⅴ．3を用いて，次の等式の成り立つことを証明せよ。

→ → → → →

¢〕α＋0＝0＋戊＝α

－） → → → →

① α＋（wα）＝（－α）＋α＝0
→ → －う →

（釘∂－α＝あ＋（－α）

（問4）

m
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次の等式をみたす∬，yの値を求めよ。

（カ（…卜∈；jニ∈…j

①∈；卜（二2う＝（プ3き

領）∈プ1卜（言う＝∈プ1∋

④∈芸卜∈；）＝（三）
次に，ベクトルの実数倍を次のように定義する。

〔ベクトルの実数倍〕

左（；；∋，ゐを実数とすると，

長吉＝ゑ∈；；）＝∈…≡三∋と書く。

たとえば2∈プ1き＝∈プ2∋である0
（問5）

次のベクトルをかんたんにせよ。

2（ヱ2）3∈二2う6（二2う

2（二2卜3（二2∋5（J2う

3（∈ヱ2卜〈12）i3（二2卜3（二2う
ベクトルの実数倍にほ次の性質がある。

ーう ーウ

Ⅴ．4 滋（gα）＝ゑgα
→ → →

Ⅴ．5（ゑ＋g）α＝ゐα一卜gα
→ → → →

Ⅴ．6 滋（α＋ゐ）＝ゐα＋丘み

・－・与
→

Ⅴ．71αニα

（結合法則）

（分離法則）

（分離法則）

（問6）

Ⅴ．4～Ⅴ．6の成り立つことを証明せよ。

（問7）

ごニ（喜），£＝（；うとして，次の等式が成り立つためのゑ，gの値を求めよ。

ー
33 －



①（；）＝ゑ（喜卜z（；）

①（プ3）
→ →

ニゑgl＋gg2

（む ゑgl＋gg2＝ （二3）
→ → →

桓）ゑgl＋gg2ニ0

（問8）

次の［ニコをうめよ。

①（プ2）＝□（…トロ（12）

①（ご1うエロは＋ロ（…）

④（う3）＝2（計噌

（盲）∈喜）＝口∈三トロ〈；）

句□（三トロ（…う＝（…∋

①ロ（三トロ（…）＝（∴）
（問9）

任意のベクトル言＝（；∋，与えられたベクトル左∈；；き，ざ＝∈…三）
→

－〉 －う

∬＝丘α＋g∂

とするとき，

となる実数ゑ，gがただw仙≠▲つ存在するための条件を恥α2，あ1，∂2を用いて表わせ。
→ →

のかわりに，gl，g2を用いれば必ず，ゑ，Zほただ一通りにきまることを示せ。

舅3．平面上の点

→ →

また，α，み

1．ベクトルの演算の幾何的意味

直線上において，ベクトルとほ点の移動を示すことであったが，平面上においても，ベクトル

は点の移動の向きと大きさを示すものである。 言＝（…うとほ，ガ方向へ1，γ方向へ2だけ移動

することである。したがって，ベクトルの加法ほ，移動を続けて行うことを示している。たとえ

ば，

－ 34 －



∈；…卜（…三う＝∈≡；：…；∋‥‥‥…‥……‥‥①

→
－－－－ケ

を図示すると，下図のようになる。すなわち，α＝OAニ （≡；），た蔽（三；）とすれば，
→ →

α＋あは

叫－ケ 一札－・・・・・・・ケ

〟OACBの頂点Cを示すベクトルOCとなる。OCの成分ほ①で示すものと同じである。

右図より，

→ →

α十∂

ーー→ →

＝OA＋OB

→ →

＝OA＋AC

叫・・ナ →

＝OB十BC

という等式が成り立つので，ベクトルの和ほ，

点の移動を続けて行うことと同じ意味であるこ

とがわかる。

（問1）

加法の交換法則，結合法則が成り立つこと

を図で示せ。

次に，遊べクトルについて考えよう。Ⅴ．3より，

→ → －－－～ナ

才

α2＋必2

鶴

α2

ー・・・＞・ －ヰ

α＋〃
‾仲‾－‾‾‾‾‾‾‾

c

暮

t

B l

言 古 言

善言量A書
0 漆£ α1

．α1十必エ

．ガ

→ → → → う →

α十方＝∂となる∬を∂－α と定義したが，

→ →

こjtは図の上では下き実】のように，OA＋∬＝OBとなる∬だから，ABを示すことがわかる。

ーう 叫〉
→ → →

ゐニ0ならばα＋∬ニ0 となる。

→ → －ナ →

ぷ＝“αだからOA＝叫αとなる。

このことを用いて，加法の定義より，

→ 一－〉 → → －〝－｝

み＋（－α）＝OB＋OA′＝OC となる。

右図より，四辺形OA′CBは平行匹！辺形と

－－－－ナ ー→ 桝ケ

なり，したがって，皇0Å′i＝10A呈＝lCBlよ

り，四辺形OABCも平行四辺形となるから，
A′

→－｝ づ →

AB＝OC＝あ仰α

→ → －〉 →

このことより，み＋（叩α）＝あーαの討三明ができた。

（】ミミ〕2）

作i卦こより，次のベクトルを求めよ。

u
35 －
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3
ー・・ヰ ヰ

必＿α

C
一・・・ケ

・】・・－・ケ

d．

必

→ －べ紗
A

必…α

0
－ヰ

－・・・・・・・・・・・・・α



→ →→ → →

α＋ろ，α＋∂＋c

→ → 一〉

－α，∂－r，

－〉 → → →

α－あ，C－α，

→ → →

α＋∂－C，

→ → → －ケ

α＋ろ＋∬＝0

→

となる ∬，

次に，ベクトルの実数倍を図示してみよう。

例として，

2（；）ニ（…）
右図のように，

（；∋
、ア

名）。

一般に，

左∈；；），

を図示すると，

を2倍に延長したベクトルを示してい

カを実数とすると，

→ →

は，αを大きさほ！α蔓のゑ倍，

→

ばαと同じ向き，丘＜0ならば，

なるベクトルを示している。

→

〔ゑαの作図〕

ゑα＝ゑ∈；；）＝∈…；；）
向きほゐ＞0なら

→

α と避の向きに

才

→ －－か

必 α

0

－＋≡ト
G

2

1

A′（窒）
暮

t
‡

A（む …
ーー仙－－00づ
一 書

喜 喜
0 2 4

〆 易＞1

戚：＝。

→

α

0く鬼く1 為＝1

戚く0

0書
方

ー36
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（問3）

次のベクトルを作図せよ。

→ →

3（‡，叩2み

→ づ

α＋∂

→ →

2‘之＋あ

→ →

3α＋ぁ

ーう →

α－み

～う ーう

α－2み

才

一斗

〃 ーゆ

α

0 ．彩

（問4）

次の図を用いて，

＼左ゑみg訂

となる実数ゐ，gを求める作図の方法を示せ。

G

言ダ
う

α

0 二石

－う

各

ーー＞

α

○

ー→

じ

一石

→

〃

才

ーヰ

省
ーヰ

一斗
a

G

‾‾‾‾石 二石

計

～－■

、
㍉
、 「丸

、

、
、 G

、■

、

、
一句ヽ

ーー＞

（2′

0 ．彰
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言 才

一・す

α

0

→

（ン

ニ石

20 分点の座標

直線g上に点A，B，Ⅹをとる。

A，Bを定点とすれば，
－－－－・・・サ ーーーサ

AXニ才AB

をみたす実数若がⅩに対して，1対

1に対応することがわかる。

したがって，点Ⅹの座標ほ次の

ようにして求められる。

ダ

AG：）

Ⅹ堤）

8（豊；）

〔）
ノ影

戒ニ（；∋，砿＝∈；三），議＝∈…；う
とすると，

一・→ →

AX＝gAB…・…・‥…‥（カより

－－・→ －－・－・－－・・・ケ→ →

0Ⅹ－OA＝若（OB－OA）

－－－－－ケ 叩・ケ ー→ →

0Ⅹ＝0Å＋才OB一才OA

→ →

＝（1－りOA＋才OB

よって（；卜帥）（≡；卜g（…；）＝（…；二；；…；：；…；う
となる。ベクトルの相等の定義により，

（
∬＝（1－りα1＋才∂1

即＝（1一方）α2＋去ろ2
‥・‥‥‥‥‥‥‥…・④

⑧の等式を点Ⅹの座標のパラメーター表示という。この表示で，パラメ巾クーgと点Ⅹの座

標g，yとが1対1対応であることも容易にわかるであろう。

①のパラメ叩ター表示を次のように表わすことがある。

1一方＝ゑ，g＝～ とおけば

－38 …



（
∬＝ゑα1＋g∂1

y＝ゑα2＋g∂2
…・‥‥‥‥‥・・‥‥‥‥‥・桓）

ただし，丘＋g＝1をみたす実数丘，g。

（問1）

砿＝（≡；き，戎＝∈…；う
⑨の等式から導け。

とするとき，直線AB上に点Ⅹが存在するための必要十分条件を

①の等式ほ，／ミラメーターgの方程式と考えられるから，才が特別な値をとると，点Ⅹほ線分

ABに対する特別な点となる。たとえば，

2等分点（中点）Mが線分ABの中点であ

るとき，

左前＝1元首
2

となるから，才＝喜と考えればよい。
したがって，中点Mの座標

ぷ＝吉α1＋与∂1＝少々Lウ
∠J

y＝去Ⅳα2十号ゐ2＝生垣旦2

となる。

3等分点

（；きほ，①の方程式より

上図のように，線分ABの3等分点M，Nとすれば，

誠＝昔話 諒＝昔話

となるから〉M，Nの座標はgニ号，号をそれぞカl⑧の方程式へ代入すればよい0
よって，点Mの座標は

諾＝号戊1＋号あ1＝β出女仇3

封＝号α2＋号あ2＝一独±曳
√）

t）

また，点Nの座標は，

ガ＝号α1＋号ろ1＝一望圭士朗と3

封＝与α2＋号あ2＝幽3
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となる。

次に，点Ⅹが線タナABの外分点である場合を考えよう。

→ －－・－－－ナ

点Mほ ÅM：MBニ3：（－1）
→ －・

「 ■

点Nほ AN：NB＝（－1）：3

に外分されているとすると，

諒＝昔話
→

AN＝】昔話

となり，点M，Nの座標は，それぞれ，g＝旦一号を①の方程式へ代入すればよい02’

よって，点Mの座標ほ

′篭－くーt－－－・書l－し

訂＝÷圭】。2十阜あ2ニニゼ

…α1＋3あ1

∬＝一Wチα1」一号み1＝〟m・－叫ゾⅣツー00ーー2

－1＿．37▲ 肘α2＋3あ2

2 ‾ 2】 2

となり，点Nの座標ほ

∬＝言α1－“をあ1＝〃旦些二包一
√ヽ

2

即二号α2一号あ2＝旦空挺蔓…2

となる。

以上のことより，一般に線分ABをァ乃：7Zに内分またiま外分する点Ⅹの座標を求めるにほ，
→ ・一－・・・－・－・ケ

AX：ⅩB＝プ乃：乃 より

→

（ただし，椚，乃の符号ほABの向きを正として，

－・・－－ヰ→ －－－・ヰ
→

一→

AX：ⅩB＝〝エ：乃， AX：AX＋ⅩB＝〝才：〝ヱ＋乃

となるから

一斗

AX＝JL。議
プ乃＋乃

となり，才＝岩音を⑧の方程式へ代入すれば，

∬＝」竺L＋A＝空也垂圭
〝之＋乃 刀甘」一花 ∽一卜乃

封＝荒十盈型土垂7乃＋乃

→・
－－－－－－rr

AX，ⅩBの符号をつける。）

点Ⅹの座標ほ，

…‥‥……・‥…・（蔀

すなわち，A＝（≡；う，B＝∈…；）とすると
…
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ABを〝ヱ：7Zに分ける点Ⅹの座標は

Ⅹ＝（怒，一驚票）
となる。ただし，∽＋乃≒0とする。

④の等式を線分ABをグ花：乃に分ける点の座標を求める公式という。

（問2）

線分ABを∽：タZに分ける点の座標を求める公式桓）において，A，Bの位置関係にほ無関

係に公式（蔀が成り立つことをたしかめよ。

（問3）

次の2点を結ぶ線うナの中点，3等分点の座標を求めよ。

（1）A＝（ヱ2）B＝（…ラ

（2）A＝（…ラB＝∈七4う

（3）A＝（…うB＝（；き
（問4）

△ABCの重心Gの座標を次の順序で求め

十
くブ、C〉

A＝（≡；うB＝（…；）c＝∈：；）
として，

（1）BCの中点Mの座標を求める。

（2）AMを 2：1に内分する点Gの座標

を求める。

2
・
・
1

1

M
‥

1

（問5）

（問4）の結果を用いて，次のことを証明せよ。

「△ABCの辺AB，BC，CAをプブ乙：乃の比に内分する点を，それぞれ，D，E，Fとすると

き，△ABCと △DEFの重心は【一致する」

§軋 直線の方程式

10 2点を通る直線の方程式

空間における直線の決定条件は，

10 2定点を通る。20，1定点と定方向をもつ場合に分けられる。
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才〉

P（訂

且

B（笠；）

A（；；）

0首
ガ

まず，1Cの場合から考えよう。

上図のように，2定点をA ∈；；∋，B∈…；∋とする0
直線AB上の任意の点をP ∈；）

→ 一一】－－ケ

とすると，§3より AP＝才Aモミとなる実数まが点Pの位置

と1対1に対応する。

したがって，直線AB上のすべての点ほZの他によって，その位置がきまる。このことより，

才を変数にとれば，
－－－－・・・・・・・・シー・－・－－ケ

AP＝才A‡∋・‥‥・‥…・‥‥‥…‥・（訂

ほ，直線ABのベクトル方程式といえる。

（Dの方程式を変形して，成分表示すれば，

－
「 → → －－－タ

OP－OA＝才（OB－OA）

－－－－一斗 → → －ケ

OP＝OA－卜才OB－gOA

r■ －－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・■一声

ニ（1－g）0Å＋才OB

成分表示すると，

（；）＝（卜よ）∈；三ト∈…；ラ

＝（…；二；三≡；ニ；…；）
ベクトルの相等の定義により

（
ぷ＝（1－～）α1＋才ろユ

甘＝（1－才）α2＋吉み2
‥‥‥……‥‥‥…（参

この方程式を直線ABの媒介変数（／ミラメ仰クー）方程式という。（ただし，媒介変数は才）
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①の方程式を用いると，パラメーター才によって，直線ÅB上のすべての点の位置がきまる。

それほ①の方程式を

（∬＝α1＋£（ろ1－α1）y＝α2十孟（ろ2－α2）

と変形すると明らかである。

この式から，パラメー一夕ーとを消去すると，

（ズーα1＝ま（あ1れα1）y－α2芯g（あ2仙α2）

塑＝頒二竺乙（＝
ろユーαユ ∂2－α2

ただし，分母＝0のときほ，

④の方程式を2定点A，

（例1）

2点A（三），B（…∋

g）‥‥・…・‥‥‥…‥・領）

分子＝0と定義する。

Bを通る直線の方程式の陰形式表示という。具体的に示すと，

を通る直線の方程式を求める。

（解）右図のようにA，Bを通る直線g

上の任意P ∈；）の点をとると，
一－・－・・・→ －－・ケ

AP＝＝まA‡う

となるベクトル方程式をみたす。これを成

分表示するために
－－・→ －一一－・・ケ → →

OP－OAニ才（OB－0Å）
－－－－・－・ケ仙ナ ーーー～＞

－

】・・・・ケ

OP＝0Å＋若OB－才OA

－・・→
→

＝（1“才）OA＋才OB

これをラ 成分表示すると

∈；）叶才）∈…卜∈…）

ニ∈三卜まを…二…ラ
ブ4、

ニ（…卜g㌧2プ

＝∈…ニ芸；う
よって，妓介変数方程式ほ

（
ズ＝1十4才

γ＝3＋2才
‥‥‥‥・‥‥‥‥・④′

矛
戊

B〝5仰州佃一…‾仰‾州棚

P．（芸）
P”才礪王…叩仰羞
Å〝5伸輔一仲村廿廿瓜＆軸

＝＿＿＿＿＿

善玉（≡）
毛

壬

印材叩虚葺
g

萱

蔓
音

0 1 ガ 5 ガ

A′ P／ B／
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となる。この式より，gを消去すると，

㌶－1 ダー3

4 2 ‥・‥‥‥・‥垣）′

となる。これが直線gの方程式の陰形式表示という。さらに，㊥をyについてとくと

γ－3＝号（∬－1）

・t・y＝号叫号
となる。この方程式を直線gの方程式の陽形式表示という。

ここで，①′，⑨′の幾何的な意味を説明すると，

∬＝1＋4才 は

－－－－－－・ナ ー・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・－・ケ→

OP′ニOA′＋gA′B′ ということであり，

封＝3＋2才 とは，

－－－－－†
叩ケ ・－－－－－－－・・・ケ

OP′′＝OA′′＋才A′′B′′ということである。

また，領）′では

→

∬－1 A′P′

4 Å有’

－－・一－→

好一3 A′′P′′

2 前節

①′でほ

という，ベクトルの比を示している。

（例1）の最後に示した直線の方程式の陽形式表示の－Ⅵ・－一般の形は，（むより

封＝書芸叫
α2あ1－α1あ2
あ1－α1 …‥‥・…・‥…‥‥年二）

となる。

（問1）

次の直線の方程式を求めよ。

（1）∈…∋，

（2）∈；う，

（3）∈…＝七2∋を通る紬

（4）∈；き，（三きを通る直線

（5）∈；き，

（6）（七1ラ，
（問2）

仙
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言＋昔＝1をみたす直線は∬切片α，γ切片みであることを証明せよ0
〈問3）

3舶∈…），B∈…き，C（；∋
が同一直線上にあるように，αの値を定めよ。

20
一定点を通り詮方向をあつ直線

図のように，定点A

・－う

α ＝ニ （；）

∈；；）を通り，

に平行な直線Zの方程式を

求めよう。

Z上の任意の点P （；∋をとると，
→ →

AP＝才α‥‥‥…‥・在）

となる実数才が点Pに対応こしてき

まる。

①を直線gのベクトル方程式とい

う。この方程式を成分表示するため

に，

→ →
－ウ

OP－OAニgα

仰′ －・・・・－・ケ →

OP＝0Å＋才α

成分で表わすと

（言）＝∈；；卜g∈；う
ベクトルの相等の定義より

（
∬ニα1＋gα

y＝α2＋才あ
‥…・‥‥‥‥‥‥…①

才

P（芸）

且

A（；…）

言（㌫

T「【¶▼▼叩叩．影

この方程式を直線Zの媒介変数（パラメ叩夕什叫）方程式という。（ただし，媒介変数はg）この

方程式ほまと点Pの位置が1弄す1に対方古していることを表わしている。

④の方程式より，パラメ【タ叶・£を群毒去すると，

一ぞデL＝旦デと（ニ才）・d・‥…‥‥…‥・‥・巧〕
（ただし，分母＝0のときほ，分子＝0とする。）

④の方程式を直線gの方程式の陰形式表示という。

前節の＠の方程式と比較すると，分母の比

α：∂＝∂1－α∴ゐ2－α2‥‥‥・‥…・‥‥…‥‥④
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が成り立つ。

④の比例式の意味は，ベクトルの方向を

示すものである。
→

αの方向余弦は

cos飢＝甘，COSβ2＝志
したがって，

cos∂1：cosβ2＝α：あ

となり，④の比例式は，直線の方向余弦の

才

－・－；ト

β2

α′

省

β1

0
α

ガ

比となる。これを，直線gの方向比という。

したがって，直線の方程式の陰形式表示では分母の比ほ，直線の方向を示す方向比となること

がわかる。

（問1）

前節問1で求めた直線の方向比ほどうなるか。

（例2）

舶（芸）を通り，ご（…∋
に平行な直線の方程式を求める。

（解）下図のように，直線g上の任意の点㌘

ー・→ －・・〉

AP＝gα‥・‥…・…‥・…①

となる実数孟が存在する。よって，
－－－・・→ → →

OP－OA＝忘gα

ゆえに，
→ －－・→ －〉

OPニOA＋gα

成分表示すれば

（；）ニ（…卜才∈…∋
よって，媒介変数方程式ほ，

（
∬＝3－卜3Z

即＝4＋2g
‥‥‥‥‥‥・‥……①

パラメMタ叩才を消去すると

∬－3 γ－4

3 2 ‥………・（む

となる。桓）の方程式をyについてとくと，

訂正号（∬一針4

封＝号叫2
…‥‥‥‥…・‥…・頂ノ）

（冨ラをとると，／のベクトル方程式は
訝

P

A（芸）

言（…）

0

ー
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となって，陽形式表示ができる。

直線Zの方向比は垣）より 3：2である。これより，方向余弦を求めるには

±3 ±2

‾爾・m節季＝3：2

より，（為一語）
が方向余弦となり，方向比から方向余弓玄ほ－－一意にきまらない。

（問2）

次の直線の方程式を求めよ。

（1）点∈七2）を通り，言＝（二2∋岬行な直線

（2）点（左∋
を通り，∬軸とのなす角が，450 の直線

（3）∬軸に平行で，点

（4）y軸に平行で，点

：≡芋点馴

∈ニラ

（ニラ

を通る直線

を通る直線

を通る直線の方向余弦の比はα1－ろ1：α2m∂2 となることを示せ。

方向比が3：－4のとき，方向余弦を求めよ。

同様にして，次の方向比から方向余弦を求めよ。

（1）1：1 （2）－2：2ノ盲

（問5）

点P〈喜）を通り，言（ムトニ平行で，
長さが2ノす－1であることを示せ。

§5．内 積

（3）ノ盲：1

直線2ぷ＋4封－27＝0と点Qで交わるとき，PQの

10 2直線の位置関係

前節において，平面上の直線の方程式を求めた。すなわち，

2点A（；；），咄を通る直線の方程式は芸芝＝若芝‥…‥…‥‥・‥・①
総点A（；；）を通り，言＝（；トニ平行な直線の方程式は

＝－㌍旦……・…‥‥…・…①
ズーα1

α ろ
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となることがわかった。このように，直線の方程式（訂，①をまとめて，∬，封について，整理す

れば，

A∬＋By＋Cニ0‥…・…‥‥・‥‥…㊥

の形に表わすことができる。ただし，A，Bが同時に0になることほないものとする。

（問1）

（カ，①を変形して，④の方程式を求めたとき，A，B，Cほどんな形になるか。

すなわち，平面上の直線の方程式は④の形であらわされることがいえる。

逝に，（釘の形の方程式より，（彰，①の形の方程式ほ導かれるから，

㌔式が示す点 （；∋の集合ほ平面上で一つの直線になることがいえる。
（問2）

④の方程式から，①，①の方程式を導け。

（ヒント）

A∬＋By＋C＝0上に点 百；…う

④の形の∬，yの肌一次方程

があるとは，Aα1＋Bα2＋C＝0が成り立つことである。

以上のことより，平面上の直線の方程式ほ一般に，諾，γq）一次方程式

Aこr＋B即＋C＝0

の形で表わされることが，わかったので，今後直線の－】一般的性質を考えるた糾こほこの方程式を

用いる。この方程式を直線の方程式の一般形という。

2直線／i，g2が

gl；Alこ訂＋Bl影＋Cl＝0

′2；A2∬＋B2甘＋C2＝0

であるとき，2直線の方向比ほ

glについてほ，Al∬＝叫Bl即－CI

Al，Blは同時に0ではない。ここでほ，AIBlキ0として，Al，Blでわると

叫㌶ 紳賢
BI Al

となり，glの方向比ほ－Bl：Alとなる。同様にして，g2の方向比ほ，－B2：A2となる。した

がって，直線gl，g2の平行条件ほ，方向比が等しければよいから

gl〝g2と－Bl：Al＝仙B2：A2

→旦ご恩・‥・…‥‥……・④く仙A2

となる。この場合のglガ′2というのほgl＝g2（一致）の場合も含めている。

とくに，glキg2でgl〝′2（血…瀕しない）のときにほ，忠幸意で紬ばよいから
（わの条件ほ

州48
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含意キ告（一億しないで平行）となる。
（問3）

平行条件において，Al＝0またはBl＝0のとき，（初の表わし方でよいか。

平行灸件をあらわすのに，桓〕を変形して，

AIB2－BIA2ご0かつClキC2…・‥‥・‥‥・…‥‥‥・（む

という表わし方もある。ただし，分母＝0のときほ，分子＝0という条件を加えれば，④と軌よ

同値となる。

次に，′1⊥／2の条件を求めよう。

一一－ベト

下図のように，gl，g2に平行なべクトルを0‡）＝
→

－－－－・－・・′

OP⊥OQゆえに，

∠POQ＝∠R

となる。したがって，ピタゴラスの定

理により，PQ2＝OP2＋OQ2を用いて，

詔＝（芸二慧1∋だから
PQ2ニ（Bl¶B2）2＋（A2－Al）2

＝A12十B12＋A22＋B22＝OP2＋OQ2

整理して

AIA2＋BIB2＝0‥‥‥・…‥‥・（釘

となる。

これがOP⊥OQすなわち，gl⊥g2

となる条件である。

皇諾1う，頭＝（諾2きとすると，Zl⊥g2だから，

才

且2戊1

P（一宏）

0 彩

Q「慧）
したがって，まとめてかけば，2直

線gl，J2の平行条件，垂直条件ほ

平行条件（一致も含む）gl〟g22AIB2－BIA2＝0

垂直条件 gl⊥g2右＝±AIA2＋BIB2＝0

である。

（問4）

次の2直線の位置関係をしらべよ。

（平行，垂直の区別をせよ）

（1）y＝2こ訂＋3， 訂＝2∬－4

（2）y＝2∬十4， 2y＋∬＝5

（3）2ズ＋3ダー1＝0，

（4）
∬＋1 封－3

3 2’

6∬十9y＋2＝0

－∬＋1 封＋1
－－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・＝

00

2 3
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（問5）

次の2組みの直線が平行またほ直交するように，⊂コの中に数を入れよ。

（1）3∬－y＋1ニ0，

（2）
∬－1－y＋1

［ニコ 2’

［ニコ∬＋ダー1＝0

2∬－1 y－2

血
＝

－・－・・一・・・・・・▲・・・▲・▲・・・・・▲3 2

（3）y＝2こr－3， 3即＝⊂コ∬＋1

タ（問6）

点（；ニ）
を通り，直線α∬＋ろy＋c＝0に，平行な直線ほ

α（∬－∬1）＋∂（y－yl）＝0

垂直な直線は

ろ（∬－∬1）－α（訂－yl）＝0で表わされることを示せ。

（問7）

2点A∈喜），B（ご4）を結ぶ直線に平行で，点P（二2∋
垂直二等分線の方程式を求めよ。

く問8）

次の2直線が交わるための条件を求めよ。

α∬＋訂＝α2， ∬＋αy＝1

を通る直線，および，線分ABの

20 ベクトルの内積
→ →

前節でOP⊥OQのとき，AIA2＋BIB2＝0 となった。すなわち，AIA2＋BIB2という数値ほ

∠POQと関係がありそうである。

したがって，2つのベクトルのなす角をベクトルの成分であらわしてみよう。
→ →

下図のように，OA，OBをとり，なす角をβとすれば

△AOBにおいて，BD⊥OAとすれば，

AB2＝BD2＋AD2

＝（OBsinβ）2＋（OA肌OBcosの2

＝OB2（sin2β＋cos2β）

十OA2－20A。OBcosβ

＝OB2＋OA2】20A、OBcos∂

ゆえに，

。。Sβ＝w旦竺±旦堅二奥野20A。OB

（問1）

…‥‥‥…‥・（カ

OB止血β

β

B（笠：）

A

√＼
oB。恥β⊥一一一㌔

上図において，βが鈍角の場合もcosβほ①の形で表わされることをたしかめよ。

…
50
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（カの式を成分で表わすと

砿＝（；；），誘＝∈…；），卑…；二；；）
だから

oA＝‡6言Ⅰニノ抑

OB＝l礪＝ノ椰

AB＝l云面＝J
となり，

cos∂

（ろ1－α1）2＋（∂2－α2）2

α12＋α22＋み12＋∂22－（あ1－α1）2－（∂2－α2）2
2ヽ／石巧二盲許ノ百；巧二石戸

α1α2＋ろ1ゐ2
J石椰

したがって，

－・・・・・・・・・・・・・・・－・・・・・・・ケ
→

α1（Z2＋み1∂2＝！OA壬‡OBIcosβ‥…・‥‥‥‥…・⑧

となる。

→ －・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

すなわち，OA と OBのぶ成分，y成分同志の積の和が⑧の式となる。

－・－－－・－サー→

ここで，⑧の式をベクトル0Å，OBの内積とよび，
→ → → －－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

OA・OB＝iOA】】OB！cosβ…・り‥……・……④

またほ，成分で表わして

（α1，α2）。〈…；）＝α1み1＋α2∂2 ‥・‥・‥‥‥…・‥…（薮

α1α2＋∂1∂2
ーーーー・・・・・・ナ→

10Al10B！

ー→ →

と定義する。ここで，βほOAと OBのなす角（始点を重ねたときに2つのベクトルのはさ

む角）である。

④の式で，ベクトルの成分の並べ方を，横と耗にならべたが，並べプぎによって，

（α1，α2）‥…‥‥…・‥…行ベクトル

（≡；）…‥・‥‥・‥・‥‥列ベクトル

と呼び，ベクトルの表わし方のちがいだけである。内積のときほ

行ベクトル×列ベクトル

というように，これから表わすように定義するが，

行ベクトル×行ベクトル

（α1，α2）。（ろ1，∂2）＝α1み1＋α2み2
叫－・－・・ナ

→

という表わし方もある。さらに，内積の記号にも（OA，OB）と表わすこともあるが本書でほ

㊥，④の表わし方を用いる。

内積を用いて，ベクトルの位置関係を表わしてみよう。
→

－－
「

′

OA⊥OB

→→

－→OA。OB

仙
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＝‡OAiiOB！cos号＝0
→α1あ1＋α2み2ニ0・‥…‥・‥…・（む

肘、シ ーー・・・・・－・・・・・・・ケ

OA〟OB（方向が等しい）
－－・・ナ→ －一ナ …ケ

→OA。OB＝10AliOBIcoso

（同じ向き）

またはiOA‡10B‡cos方

（逝向き）

仙ケ
→

＝±‡OAliOB至

→＋ノ前詔J石戸聯

＝α1あ1＋α2∂2

弓蒜

A（；：）

）
l

ウ】

必
必（B

毒蒜！c鮎∂
D

平方して，整理すると

－→α1ろ2－ろ1（‡2＝0…‥……‥‥‥・…⑥

となる。

①，⑥の結果ほ前節で，2直線～1，g2の垂直条件，平行条件に対応することがわかる。

（問2）

－→ －－・－・・・・・・・ケー・・－・・・－・・－ケ

OA。OAニ‡OA‡2を証明せよ。

（問3）
→→ → →

か∂≦！α‡‡ろ！を証明せよ。

（問4）

－ヰ→ → →

α。み三0ならば，α⊥みであるといってよいか。

（問5）
→→ → →

か∂ごiαト！ろ弓が成り立つのほ，2つのベクトルの向きがどんな関係にあるときか。

（問6）

→

基本ベクトルβ1＝

→→

glOgl）

（問7）

言＝∈…う
（問8）

（三き，完＝∈；ラ
→－ケ →→ －すぅ

ど20e2〉 glOg2） g20gl

とするとき，次のベクトルの内積を求めよ。

に垂直または，平行な単位ベクトルを求めよ。

ベクトルの浜算において，ベクトルの和， 実数倍と内積との間に最も大きなちがいがあ

るのはどんなことか。

次に，ベクトルの内接の定義より，2つのベクトルのなす角を求めることができる。

（例）
→

2つのベクトル α＝ （三∋，言ご（；∋のなす角∂を求める。

…
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（解）右図より
→→ → →

かみ＝‡α！暮ろicosβ

COSβ：＝

→ →

α。あ
→ －ヰ

盲α‡…∂‡

だから

→

iα‡＝Ji咋ず＝J盲
→

‡みi＝J獅ニ、／頭
→→

α。あ＝3＋2＝5

5 1

となり，COSβ＝マ盲マ扇‾マ盲

よって，固より0≦β≦方だからβ＝言となる。
√（問9）

次の2つのベクトルのなす角を求めよ。

才

2－

1

A

‡ B
ふ－－仙仰肋－－
βⅠ 8

i

0

0 8

1 5

（1）ご＝∈1ぎ），言＝（‾2；盲）（2）ご＝（；き，言＝（プ6き

（3）ご＝∈七3），言＝∈11う（4）ご＝か言ニ（；二：言∋
30 内積の演算法則

ベクトルの内積ほ英語で SCaler product ともいう。すなわち，内積はベクトルでほなくて，

スカラーー（実数）になるのである。

したがって，ベクトルの内積の注妄言算法州は次のようなものが成り立つ。

ご＝（；；），ざニ∈…三∋とするとき，
〔柏等の定義〕
→
wう

→ －う

かみ＝α′。あ′とは

α1み1＋α2∂2 とα1′あ1′十α2′∂2′の実数伯が等しいときである。

〔演算法則〕

う→ →→

S．Plα。み＝∂。α

→・一斗 －う
→－う →→

S．P2（ヱ。（∂＋¢ニα。あ十α。C
→

－〉 －〉
→ →

【・ナ

S．P3（ゑα）。み＝か（ゐ∂）＝丘（かあ）

（交換法則） ＿ケ

（ン

（分配法則）

（実数倍）

（問1）

上の演算法則を成分表示を用いて，証明せよ。

（問2）

S．P2のクナ配法則を右の図をノ削、て，証明せよ。

L（問3）

¶ 53
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ベクトルの内積では結合法則が成り立たない理由を述べよ。

（問4）
→ → → →→→－す

（ろ＋り。α＝∂。（‡＋c。α

が成り立つ理由をS．Pl～3 のどれかを用いて示せ。

（問5）

→

α：＝＝（≡；）
→ う → → →

，基本ベクトルをgl，ど2とすると，α＝α1gl＋α2g2となることを証明せよ。

以上の演算法則を用いると，次のような計算ができる。

（例1）
→ → → →

（α＋∂）。（α＋み）
→ → －－タ → → →

＝（α＋み）。α＋（α＋ろ）。∂
→→ →一す →→ →→

＝α。（‡十∂・α＋か∂＋あ。∂
→ →→ →

＝‡α暮2＋2α。ろ＋I∂！2

（分配法則）

（分離法則）

（交換法則。定義）

（例2）

→ → → 一ケ

‡α＋みi2＋！α－∂】2
→ → → → → → → →

＝（α＋∂）。（α＋ろ）＋（α一∂）。（α－み）（定義）
→ →→ → → →－う →

＝毒α呈2＋2か∂＋蔓る！2＋！αl2－2α。み＋！ろ妄2（例1より）
→ →

＝2（！α！2＋‡み！2）

（問6）

次の等式。不等式を証明せよ。
→ → → → →→

（1）‡α＋∂！2－！α－ろ‡2ニ4α。み

「〉 → → → → →

（2）lα‡2…】あ】2＝（α＋占）。（α－∂）
→ → → －う

（3）‡α十あi≦妻α∋＋iみ毒

（4）言。言＝号（‡言＋ざ‡2－‡α王2－⊇∂‡2）
→

一寸

（問7）
→ づ

gl，g2を基本ベクトルとするとき，
→ → →

αニα1。gl＋α2。g2

→ → →

∂＝∂1。gl＋∂2。g2と書けることを用いて，内横の定義

－〉→

α。∂＝α1ろ11－α2ろ2

を証明せよ。

ただし，言＝（…：），言＝（…；）とする。
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§6．内稜の応用

10 2直線のなす角

－・〉 →

0でない2つのベクトルα，∂のなす角をβ とすれば，βほ
→ →

α。∂
COSβ＝【一⇒一一一一一二㌻一

‡αi！あ‡

によって求められる。これを用いて，2直線Jl，J2のなす角を求めよう。

∠1；Al∬＋Bly＋Cl＝O

g2；A2ズ＋B2封＋C2＝0

とすれば，Jl，～2の方向比が，glは －Bl：Al，J2ほ －B2：A2 となる。

→

したがって，′1に平行なべクトルαは

言＝（諾き

言＝∈諾う
ると，

→

，g2に平行なべクトルろほ

／へ＼

と書ける。ただし，丘ほ任意の定数。したがって，∠1，J2のなす角をJl，g2＝β とす

AIA2＋BIB2

COSβ＝マ禿爾マ扇音芋高言‥…‥‥‥………①

となる。このことより，直線の方程式が－▲般形で与えられているときでも，その他の場合でも方

向比がわかっていれば，2直線のなす角ほ（わの形で求められる。

（問1）

次の2直線のなす角を求めよ。

（1）∬－ノすγ＝1，

（2）ノ∧宮∬＋y＋1＝0，

（3）ヱニと＝即」－1，
2

（4） －3∬＋1＝0，

（5）ズー1＝y，

ノす∬＋3封－3＝0

－2ノ盲ガ＋2訂＝0

∬－3 一針＋1

3 6

－∬＋y－1＝0

∬－1 y＋2

rニー亨‾i前書

（問2）

ベクトル言＝掛こ対二ニベクトル言＝（…）が次の鮒をみたすように，棚を定→ →

めよ。 ① α〟み， ⑧ α⊥ゐ

（問3）
→ →

2つのベクトルα，みに対して，
→ →→ う→ → →→

c＝‡∂Ⅰα十Ⅰα‡ぁとするとき，Cほα，∂と等しい角をなすことを示せ。
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（問4）
→－〉 一手 → －う

2つのベクトル。，あについて，t。l＝圭ろ‡キ0，∋言＋前＝ノす！言！が成り立つとき，α，
なす角を求めよ。

（問5）

→

直線αガ＋ぁざ」－Cニ0と，ベクトルダ＝∈；ラ

→

∂ の

が直交することを，次の2通りの方法で証明せ

よ。

一う
→

（1）直線の方向比を求め，伊の方向比を用いて，直線とダのなす角を求める。
→ →

（2）直線上の2点P，Qをとり，PQとgの内積を求めて，漆交することを証明する。

20 ヘッセの標準形

原点0から直線gへ下した垂線の長さを，ベクトルの内積を用いて表わそう。

Z；αガ＋あy＋c＝0

とし，下図のように，0から下した垂線の足を臼，g上の任意の点をP

一夕叫シ ー・－一寸

OP。0‡i＝iOH‡2＝ク2（タ≧0）

ここで濁」¶はうゝら議＝丘∈；∋＝∈…；う
よって，

－→

育0試】＝少＝蔓ゐ

＿＿」
」

！ゑl＝、／ゐ2手首彗

きらに

岬ケーー→

0㌘。0至言＝（ぷ，

蔓ゐ！ノ左官子房

か（…；）
＝ゐ（α∬＋みy）＝－ゑc＝ク2で

あるから，！遵！！c！＝ク2

少
∴
フ言ぎ帝！c！＝靡2フ♪≧0だから（少≒0のとき）

（言∋とすると，

才

且

P（芸）

H

タ

0 頂ガ

！c！
ク＝－才訪ギ盲壷‥‥‥‥‥‥‥……・①

となる。すなわち，原点0から直線α∬＋ゐγ＋c＝0までの距離をクとすれば少ほ①の形で表

わされる。

このことを用いて，次の2つのことが求められる。

（1）ヘッセの標準形

下図のように，原点0から直線gへ下した垂線の足をHとし，0‡i＝．戸（距離），∠諾0吾i＝♂

とすれば，

→

OH＝
少COS

クSin …うとなる。
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よって，直線∠の方程式は，g上の任意のノぎ烹を

P（；∋
とすると，

ーーー・・－－・ケ→

OP。0‡i＝♪2

成分で表わして

（∬，め。（芸；；…き＝♪2
よって

よ少COSβ＋窒ゆS主nβ＝♪2

少＞0でわって，

∬cosβ＋ysi王lβ＝♪‥‥‥‥…・‥‥‥⑧

この方程式をヘッセの標準形という。

ノミ⊥
♂

戊

pく芸）
H，

ダ

β

0 ＼

ー耶－－・・ケ

この方程式では，0Iiの方向比が（∬の係数：yの係数）t

＝COSβ：sinβという形で表わされ，右辺ほ原点からの距離を示している。

したがって，直線の一般形との関係をしらべると，

一般形 α∬＋∂y－卜C＝0

ヘッセの標準形∬cosβ＋ysinβ＝クであるから，係数を比べると，

α：∂＝COSβ：Sin∂

となる。したがって，

α＝丘cosβ，ろ＝丘sinβ

よって，α2＋ろ2＝ゑ2（cos2β＋sin2∂）＝ゑ2となり，

cosβ＝議詣壱，Sまnβ＝一議畜壷
として，α，∂より，COSβ，Sinβを求めることができる。符号は，与えられた方程式より，少＞0

となるようにク 決定すればよい。

（例）

直線ノ…宮∬＋ダー4＝0のヘッセの標準形を求わる。

（解）定数項を移項して

J3ズ十即＝4

両辺を、／御＝2でぁると

晋ぷ十号訂ニ2
ノ‾5爪

よって，COSβニ仰一－…
2

タ

sinβ＝号となるβの値を郎）て，βニ言となり，
求める標準形ほ

ガCOS言＋ysin言＝2となる0

m
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（問1）

次の直線のヘッセの標準形を求めよ。

（1）∬＋封＋5＝0

（2）ズーノすy＋7＝0

（3） －∬＋ダー3＝0

ゝ（問2）

次の直線の方程式を求めよ。

（1）0壬寸＝3，∠∬OH＝300となる0王iに直交し，Hを通る直線

（2）OH＝2，∠諾OH＝1200となる0壬iに直交し，Hを通る直線

字（2）任意の点から直線までの距離

点P （；；）を直線g：αガ＋∂y＋c＝0

外の点とし，Pから′への垂線の足をHとするとき，PH＝dの値を求める。（d＞0）

→

直線Zに垂直なべクトルをαニ

→
－う

と，P王i＝丘α とかける。

→ －－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ→ →

∈；）

→

P王i。PQ＝げH＝PQ！cosβ＝げH；2

これを成分表示すると

「 r

P王i＝丘 （；∋より，
→ → 山一－，′

PQ＝OQ－OP＝ ∈；卜（；三∋＝∈ミニ言：う

とする

ーナ →

ここで，丘の値ほPH＝丘α より絶対値をとる

→ →

と，1P‡i≒ニ⊆滋！1α玉

d＝tゐ！ノ左2手首2

♂

！ゑ！ニマ言盲芋扉

よって，

→－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・－ナ

PH。PQニ（丘α，

ゑ∂）（ミニ言：）
＝ゑ（αぷ－α∬0）十丘（∂ダー∂yo）

＝丘（α∬＋あダーα∬0－ゐ的）
→

＝－ゑ（α∬0＋ろ的＋c）＝‡PIi】2＝d2

才

p（芸：）
d

β

H

言（還）Q（芸）

0 ＼一
刀

…
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ここで，dほ距離であるから，絶対値を考えると，

iゑi】α∬0＋∂y8＋ご‡＝♂2

d

礪扉！α恥＋みyo＋cjニd2

よって，dは

d＝◆！α∬0＋ろ的＋cl
ノ抑

となる。

（問3）

次の点から直線への距離を求めよ。

（1）点 （3），直線 2ズーy＋1二0

（2）点（；），直線y＝2∬－3

（3）点（う1），直線

（4）点（；∋

∬＋3 y＋5

2 3

，直線
諾＝3

（問4）

距離dを求める過程で，
→ →

α。PQ

の計算を用いて，dを求めよ。

・・「；ト

α

P

才
′

′
〆
′
′
′
／

－や

α Q

方

0

㌔

30 円と接線の方程式

〔1〕円の方程式

円の定義ほ定点よりの距離が－－一定な点の集合が円周であ

った。ここでほ，円周（これを円と略称）の方程式を求わ

よう。

を中心，半径rの円の方程式ほ，左図のよう

に，円周上の任意の点をP

‾‾一→

iCPf＝7一（一定）

平方して

→

】CPi2＝7－2

→－－ナ

CP。CP＝7－2

（；ラとすると，円の定義より

】
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成分表示すると（∬－α，封－ろ）。∈；二；ラ＝㌻2 よって，

（∬－α）2＋（即－∂）2＝r2‥‥‥‥…………・径）

となる。

（カの方程式は中心 ∈；）タ半径rの円の方程式の標準形という。（りの方程式を展開すると一般

に，

∬2＋ゐ∬＋影2」一触＋c＝0‥・…・・‥‥‥‥‥‥・⑧

となる。この方程式を門の方程式の一一般形という。叫M一般形の特徴ほ，諾2の係数＝y2の係数とい

うことである。

（問1）

①の方程式のゐ，ゑ，Cを①の方程式のα，あ，rを用いて表わせ。次に，①の方程式が円の方

程式になるための十分条件を求めよ。

（問2）

次の円の方程式を求めよ。

（1）中心

（2）中心

（…）

（七2）

，半径J官の円

，半径2の門

（3）点（…∋を通り，叫…ラの円
（問3）

次の円の方程式の中心と半径を求めよ。

（1）∬2∬2こ訂＋y2＋4y～1ニ0

（2）諾2＋訂2M6こr＋8＝0

（3）∬2＋2こr＋y2－4y－4＝0

（4）ズ2＋2α諾＋y2＋2ろy＋c＝0

次に直径の両端が与えられたときの円

の方程式を考えよう。．

右図のように直径の両端を

A（≡；トB∈…；ラ
とするとき，円周上の任意の点をP ∈芸き（；昌
とすると，円周角の性質より，

∠APB＝∠Rとなる。内積を用いると，

→－－－づ←

A‡）。BPニ0

P（芸）
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（∬－α1，y－α2）。（；二…；）＝0
よって，

（ズーα1）（∬－ろ1）＋（y－α2）（y¶あ2）＝0……‥…‥‥‥・…垣）

となる。

④の方程式も展開すると【一般形となることほ明らかである。

（問4）

次の円の方程式を求めよ。

（り 直径の両端が ∈三）タ∈…）の円

（2）直径の棚が〈…），（ご3うの門
（問5）

…－一般形を用いて，次の円の方程式を求めよ。

（1）3点∈…う，∈∴う，∈…∋を通る円0

（2）3点∈；），∈プ3ラ，∈七3うを通る円0
〔2〕門の接線の方程式

（1）円と直線の位置関係

円C；（ズーα）2＋（y…あ）2ニr2

低級g；Aぷ＋B？／＋Cニニ0

の位置…うヨ係はっ中心から直線までの距紡

dと円の半径rとの大小関係によって，

次のようにきまる。

ガ＞r交わらない

（共有点0）

♂ニ7一

枝する。（共有ノ、【さく1）

0＜♂＜r

交わる。（共有点2）

これを式で表わすと，

〟ニ∽翳宗許となり
交わらない場合ほ

IA戊＋B∂－卜C盲＼一＿

J瓦稲す
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接する場合ほ

！A（Z＋Bあ＋C

ノ瓦宮iて評

交わる場合ほ

Aα＋Bあ＋C！

ノ瓦2ヰ召2

r

＜r

のときである。

（例1）

直線yニ2∬＋ゑと円∬2＋y2ニ1との交点の個数をゑの値によって，分類せよ。

円：∬2＋封2＝1

直線：2∬－y十丘＝0

だから，円の中心 （≡）から，直線までの距離dを求めると，

d＝爾＝港半径r＝1
！丘l

したがって

交わらない場合ほ

1＜港
∴ゑ＞ノ盲，丘＜ノ盲のとき共有点なし

接する場合ほ

1＜浩
∴ゑ＝±ノ盲のとき共有点1個

交わる場合ほ

1＞篤 仙ノ盲＜ゑ＜ノ盲のとき共有点2個

（問1）

直線封ニ∽∬－3が円g2＋y2＋2即＝0 と異なる2点で交わるとき，定数仇の値の範問を求

めよ。また互に接するとき，∽の値ほいくらか。

（問2）

次の円と直線の位置関係を調べ，共有点がある場合は，その点の座標を求めよ。

（1）∬2＋封2＝4， ∬－2γ＝2

（2）ズ2＋封2－2∬ニ0， ∬＋Jす封－3＝0

（3）∬2＋即2＝9， 4こ訂＋5y＝20

（2）円の接線の方程式

円C；（∬－α）2＋（即－∂）2＝r2の点T

接線上の任意の点をP

→ 一一一－ケ

CP。CT＝r2

（；）とすると，
（；ニラにおいて，円Cに接する接線の方程式を求める。
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となる。

これを，求める接線のベクトル方程式という。

次に，これを成分表示すると，

（∬－α，ダーみ）。（；ニ；う＝r2
よって，

（∬－α）（∬1－α）＋（y－∂）（机－∂）＝r2‥………・径）

④の方程式を接点 （；；）における円Cの接線の

方程式という。

とくに，中心が原点にある円

∬2＋y2＝r2

上の点 （；三）における接線の方程式は

∬1∬＋yly＝r2‥・‥・…‥・‥‥‥領）

となる。

（問1）

¢）の方程式を④より導け。

（問2）

次の円の接線の方程式を求めよ。

（1）∬2＋y2＝2 接点 ∈？川
（2）（ズー2）2＋（y＋1）2＝5 接点

0

0（
（3）∬2－2こ方＋y2＋3y－4＝0 接点の

rll州W鵬鯛

∬

〃）

’うー．・・7－

P（芸）

0のとき，または，

0のとき

（問3）

円∬2＋y2－6∬＋8＝0の接線で，原点を通るものの方程式を求めよ。

（問4）

点P ∈；）
（問5）

中心が

で（芸；）

C（言）

を通り，円ズ2＋y2＝1に接する直線の方程式と，接点の座標を求めよ。

（喜）で直線4ズー3y＋2＝0に接する円の方程式を求めよ。
（問6）

中心が直線y＝ガ＋1上にあり，点 ∈…）を通り，かつ，ズ軸に妻妾する円の方程式を求めよ。

ー63
－



名7．平行四辺形の面積

10 平行四辺形の面積

砿＝（；…）と誘＝（……ラ
ータ ・T・－・－・・ケ

→ －－・－・・・ケ

の和OA＋OB

→

ほ下図のように，OA，OBが作る平行四辺形OACBの対角線である OCとなる。

このように，ベクトルの和を考えると，

平行四辺形が一般に作られる。

したがって，ベクトルの浅何約量を考

えるとき，長さ，向きにつ〉づいて，平面

上でほ，平行四辺形の面積ほ大切な畳で

ある。

この章では，平行i互q辺形の面積の表わ

し方とその意味を考えるのである。
→

上‡頚の平行ぎ才ら！辺形の癖毛等Sほ，OAと
－→

OBのなす角をβとすると
→ →

S二10A！‡OB‡sinβ

ニ、／妄言2＋α22、／み12…卜あ22sinβ‥……・（カ

となり，Sまnβのr担が求められればよい。

して，求めらカtる。ただし，

・－－－・－・－－－－－ケ→

。。Sβ＝）さ聖二隻－！OA！‡OBl

より，

才

B（笠；）

C

＼
ヽ

＼

＼
＼ A（三三）

β
H

0量
ユ；

sinβの値ほ，ベクトルの内積を用いれば，次のように

∂ほ0≦β≦打 としてよい。

cos2β＋sin2βニ1

sinβ二Jl】COS2β（0≦β≦花）ニ

成分表示すると，

J；～二（∋2＝J
ー→ －－ケ

OA00B
→ －－…ケ

‡OA！！OB‡

J南咋‾㌫うて右；ぎf石言う二百；転キ㌫茹テ2
J山南ご2＋α2り（あ12＋ろ22）

ー→ －・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ冊・…ナ …ト

〝旦9冬至ゾ三担室▼L竺ニ（C埠ぃゃ室）三
－→ →

（！OA＝OB∃）2

ノα12ゐ22＋α22あ12－2（‡1α2あ1み2

ノて抑言2＋α22）（ゐ12＋ゐ22）

一〟“】〟八…八…】】i空きむ二些をしL州〃……HⅥ～～…＝J～¢i2前三2うて抑キ高2）

となり，これを（わへ代入すると，

‡α1∂2－αあ‡
S＝J（抑左抑捕；曽）。一両編誘帝扇亭テ＝lα1∂2－α2あ1ト…‥・‥‥①

→ →

このようにして，OAと OBの成分で表わすことができる。

①の絶対値記号の中の部分を次のような記号を用いて表わす。

－
6400



α1∂2－α2み1二

α2 ろ1

α2 ろ2

この記号を2次の行列式といい，展開のし方ほ

省エ
ーーーーサーα2∂1

三三）くち仰→＋。1∂2（＋
α1み2－α2∂1

となる。

例えば

1 3

3 4

2
－1

3
－2

＝1×4－3×2＝4】6＝－2

＝2×（－2）－3×（一1）ニー4＋3ニー1

というよう妄こ展開すればよい。

行列式という名前ほ

α1∂1

α1∂2

すなわち，

において
和

郎毒Y第一列

あ1仰ケ第【一行

∂2一第二行

↓
第

荊

横に並んだ数を行，縦に並んだ数を列と呼ぶので，

2次の行列式というのほ，行が2個，

（問1）

次の行列式の値を求めよ。

……‡に…！‡…三
行列式を用いれば，①の式は

S＝
α1ゐ1

‡！α2ゐ2

砿＝∈；；）
α1み1

α2 ∂2

1三；

行列式と呼ぶのである。

列が2個あるので2次というのである。

となる。これは，さらに

→

OB＝

－－－－ナ ー→

ニ…OA，OB圭

∈…；∋であることを考えあわせて

と略記することもある。

（問2）

次の2つのベクトルによって，作られる平行四辺形の面積を求めよ。
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（1）言＝（…），言＝（フ）（2）7＝（ご5），言＝∈二三）

（3）其∈ご6），言＝（18）
〈問3）

次の2つのベクトルが作る平行四辺形の面積が2となるように，ガ，封の値を求めよ。

（1）言＝（；），言＝（；）（2）言＝（こ1），言＝（三）

（3）言＝（二1），言＝（二2∋（4）言ニ（；）タ言ニ（ご2∋
く（問4）

次の4点が作る平行四辺形の面積を求め，そのときの，∬，封の値を求めよ。

（1）A（；∋B（…）c（11）D（言）

（2）E（う1）F∈∴）G（；ラH（；∋

（3）Ⅰ（三）J∈；）K∈う1きL∈言う
（問5）

→ → → →

ベクトルα，∂の作る平行四辺形の面積を！α，あiとかくことにすれば，次の等式の成り立

つことをたしかめよ。
→ → → →

（1）！ゑα，あ】＝丘lα，あl
→ → → →

（2） 壬（α＋∂），Ci＝iα，

20 2次の行列式

前節でi；；；；

→ → →

C‡＋！∂，Cぎ

を2次の行列式とよび，

平行四辺形の面積を求めるのに，便利な記号

であることがわかった。この節でほ，2次の

行列式のもっている性質を考えよう。

）

2

1

1

き1

（ 行列式の符号

1

2

2

1

1

2

＝4－1＝3

＝1－4ニー3

となって，その結果

計 C

B（呈）

A（呈）
It

0
暮

■

1 2
ズ
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；三卜王…；
となる。ベクトルで書くと

－－→ －－－－・－・・事

】OA，OBき＞0

－→ →

iOB，OA！＜0

となる。

このことから，四辺形の面積に符号をつけて考えることにすれば

〔
C

ヰ

∪ ∫1
0

Jlゝ

矢印の方向は行列式で先きに並べたベクトルから後に並べたベクトルの方向へ矢印をつ；サると，

左巻きが＋，右巻きが¶となる。このように考えると符号のついた面積が考えられる。一般に，

行列式で， 行あるいは列をいれかえると，

C

†d

α

丁ク

C

7α

α

丁ク

C α

ガ ム

7α

C

T
h
レ

α

列の入れかえ

行の入れかえ

符号が逝になる。

（問1）

上の結果をたしかめよ。

（問2）

行列式で対角線方向にある成分を入れかえたら符号はどうなるかたしかめよ。

C

Tα

α

7ク

あ

ーα

α

C

（問2）の結果より，

（問3）

上の結果を
1 3

2 4

（2）行列式のゑ倍

ハしTd

あ α

7
ハ
レ

丁α

C α

行列式でほ，行と列を入れかえても，値は変らないといえる。

について，平行四辺形の面積を用いて，説明せよ。

あ1

ろ2

i丘…；；三言1！＝丘壬；；…；
】
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行列式の1つの行または，列を丘倍すれば行列式の値もゑ倍になる。

たとえば，

1 3×2

2 4×2

2列目を2倍すると

＝8－6×2＝－4＝4

1 3

2 4

となる，

（問4）

2行，2列目をゐ倍したときも成り立つか，たしかめよ。

i；三2，ゑ…；き
α1丘∂1

α2 ゑあ2

（問5）

次の行列式の値を求めよ。

＿；…壬！；；fi…；
（問6）

平行四辺形の面積を用いて，

2 4

－3 －6

この性質を説明せよ。

B（笠；）

α1必1

α2必2

ゑα1，∂1

ゑα2，∂2

A（三；）

ゑα1，ゐみ1

α2，み2
で考えよ。

（3）行列式＝0

行列式の1つの行（またほ列）が，，他の行（またほ列行のちょうどゑ倍になっていたら，

その行列式ほ0である。

たとえば，

……蔓＝3‡……＝3（2…2）ニ0

となる。一般に表わすと，

i紘 み1

毒ゑあ2∂2ニ0

上の結果を図示すると，

〟1ゑα1

α2 ゑα2
＝0

ゑ≡三；…去1ぎ＝0
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伊

Å（霊

B（豊三j

珊「‾¶丁‾

芸；）

影 嘲

0

B（霊；；）

A（；三）
見；

矛

B鑑l
l

E

、‡
暮

笹三予と且）ぱ甘1
臼‾▼▼夢α王 凄ま

）

→ －・・・・・・・・・・・＞

上図のように，OAとOBが称一1至当二線上にあって，平子引四辺形が作られないので，面積を£0，

すなわち，行列式ニ0となる。

（問7）

次の行列式の伯を求めよ。

蔓…二…
2 1

4 2

2 4

1 2

2 4

1 2

（問8）

次の行列式が0になるように，ガの値を求めよ。

ぎ三三
1 2

ガ 3

二訂 3

2 4

1 ガ

2 4

（4）行列式の成分の演算

行列式の1つの行（またほ列）を点倍して，他の行（または列）に加えて作った行列式の値

ほもとの行列式の他にミ草しい。

すなわち，

等が成立する。たとえば

1 3

3

1

り山

4

3

4

第1列×（…3）
→

＋第2列

αま ∂2

丘α1＋α2，滋∂1＋∂2

……二喜蔓ニ‡∴…
ニ4－2×3＝ニー2

となり，上の等式はj戊立する。

（問9）

次の行列式の他な求めよ。

1 3

2 4

二1×（－2）－0×2ニー2
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（1）第1行×（－2）＋第2行

（2）第2行×（－1）＋第1行

（3）第1列×1＋第2列

（4）第2列×（－2）＋第1列

この性質を平行四辺形の面積を用いて，説明しよう。

≡；…；‡＝‡；；…≡；ニ…；
C

才

BG；）B′tl
－－‾‾

‾て
l l

l l
l l

l 暮
暮 ‡

篭 … A（；三）
l 暮

l t， i

0 必1 各1十易αl
ズ

C′

（…≡；：…；）ニゑ（≡；卜（…；卜あるから濁＝（…；；ニ…；卜ま，B′が記上にあることがわか
る。したがって，

こ70ACB＝∠フOAC／B′

となり，与式ほ成立する。

（問10）

平行四辺形の面積を用いて，次の等式を証明せよ。

α1∂1

α2 み2

α1∂1

α2 ∂2

α1＋ゑみ1∂1

α2＋丘∂2 ろ2

α1 ろ1

ゑα1十α2，ゑ∂1＋∂2

20 2次元のベクトル

直線上のベクトルほ，原点0と任意の点Pをきめると，すべての直線上の点野Aは

ヰ

・払

→ →

OA＝∬OP

→

が成り立つ，実数∬が点Aの位置に対して，1対1に対応して，存在した。よって，OPを恵
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→ → →

線J上の基本ベクトルとよび，eで表わし，OA＝∬gに対応して，点Aの座標を（∬）ときめる

ことができた。

平面上においても，同じ考え方で

三＝（喜），㌶＝（；）
－→

→ →

OA＝∬gl十yβ2

となる実数の組 （；）が，

をとると，すべての平面上の点Aについて

ーー・・・・・・・一

点Aに対して1対1に対応して存在する。このような表わし方をOA

→ →

はgl，g2の一次結合で表わせたという。

このことより，直線上のベクトルほ
→ －う

OA＝∬g‥・‥…・…‥…・‥…・（カ

平面上のベクトルは
→ → →

OA＝∬gl十影e2‥‥‥‥‥‥…（参
→ → →

と表わせる。このg，β1，β2を直線，平面上のベクトルの基本ベクトルとよぶ。

基本ベクトルが1個で表わされるベクトルを（①）1次元のベクトル，

を（①）2次元のベクトルという。

ここでは，基本べク
→

2つのベクトルⅩ1，

→ → →

α1Ⅹ1＋α2Ⅹ2＝0

となるのほα1＝α2＝0

トルの性質について，しらべよう。
→

Ⅹ2において

2個で表わされるもの

→ →

のときにかぎる場合，Ⅹ1と Ⅹ2は1次独立であるといい，そうでないと

→ －〉

きは，Ⅹ1とⅩ2ほ1次従属であるという。1次従属のときほ，α1，α2のどちらかほ0でないも

のがあるからα1キ0 とすると
→

α1Ⅹ1＝－α2Ⅹ2

よって，Ⅹ1＝一旦孟
→

α1

▼→

このことより，Ⅹ1と

→ →

となり，Ⅹ1と Ⅹ2が同一直線上にあることがわかる。

．．．⇒
→

一斗

Ⅹ2が1次従属であるときは，Ⅹ1とⅩ2の作る平行四辺形の面積が0ク

すなわち，
→ →

‡Ⅹ1，Ⅹ2l＝0

となる。

→ →

このことより，Ⅹ1と Ⅹ2が1次独立であるためにほ，

→ －う

】Ⅹ1，Ⅹ2lキ0

であればよいことがわかる。

このことをたしかめてみよう。

（例1）
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言＝（三），
（解）

→

∂＝∈…）

ーα，ろ－＝‡…≡

ほ1次独立か。

＝4－6＝－2キ0

である。したがって，1次独立である。さらに，

1次独立の定義を用いると
ぅ → →

α1α＋α2∂ニ0

となる，α1，α2ほα1＝α2＝0だけにかぎることを示そう。

α1（…卜α2（…）ニ（…）
（£1卜（…；…）＝∈…）

∈Z三∵ご三2うニ（…∋
よって，ベクトルの相等の定義より

（
α1－卜3α2＝0

2（‡1＋4α2ニ＝0
‥・‥・‥‥‥‥……・持〕

となる，α1，α2に関する連立方程式をとくと

α1＝α2ニニ0

となる。

（例2）

言＝∈三），言ニ∈…卜ま1次独立か0
－（解）

】昆ざ…＝星……卜4＝0
→ →

となって，α，∂は1次従属である。

〕＿次従属の定義によって，
→ → w〉

α1（Z＋α2み＝0

となるα1，α2を求めると，

α1（…卜α2∈…うニ（…）
〈ご三1卜（……；うニ（呂）

（2…ニ…；…う＝∈3う

たしかめると，
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（
α1＋2α2＝0

2α1＋4α2＝0

となる，α1，α2に関する連立方程式をとくと，

0‘Zま＝0， 0α2＝0

となり，α1，α2は不定となる。

したがって，α1＝二α2ニ0以外のα1，α2の実数値が存在する。

したがって，ベクトル ∈…き（…∋は1次従属である。

（問1）

次のベクトルは1次独立か，1次従属かしらべよ。

（1）（三∋（；∋

（3）∈三∋（喜∋

（5）（…∋∈う1き
（問2）

上の1次独立なべク
→ → →

（ク＝∬α＋yろとなる。

（1）言＝∈三）

（3）言＝∈喜ラ

（2）∈喜ラi二1∋

（4）（…う（二≡き

（6）（…∋（∴ラ
→

トルについて，少を2つのベクトルの1次結合で表わせ。

∬，yを求めよ）

（2）言＝（プ4う

（4）言＝（；）
（問3）

1次元のベクトルの1次独立，1次従属の定義ほ2次元の場合と称様に考えてよいか8

30 連立一次方程式の解

2つのベクトルの1次結合を作るには連立方程式をとかなければならなかった。

たとえば

言＝（三∋，ざ＝∈…うとすると，（；）
となる，実数∬，yをきめるにほ，

∬∈…卜y（…州
（£卜∈…；ラ＝∈；∋

→ －づ，

＝∬α＋y∂

ー
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（2；：…；州

（
∬＋3y＝1

2∬＋4y＝1
‥・‥・‥・‥・‥・……（カ

を∬，yについてとくと，

ベクトル（；卜ま，芸言の1次結合で，（；）＝一号（…ト音（…）
と表わされる。

すなわち，（カの連立方程式の解が存在すれば，1次結合で表わされる。

このことを用いて，

（
α1こ打＋ろ1y＝Cl

α2∬＋あ2即＝C2
‥・・‥‥・‥・‥・（勤

という，連立方程式の解の存在条件と解の求め方を考えよう。

前節を用いれば，ベクトルの一次結合より

∬（；州；；∋＝（；；き
となる，実数∬，yが存在すればよいから解の存在条件ほ

α1み1

α2 ∂2
キ0‥・‥…・‥・（む

であることが必要かつ十分な条件である。

（定理）連立方程式

（α1こr＋∂1甘＝Clα2諾＋ろ2y＝C2

の解が只一つ存在するための必要，十分条件ほ，
〟1み1

α2 あ2
キ0 である。

く問1）

次の方程式にほ解が仙一通りに存在するかどうか，たしかめよ。

（1）

（3）

（

（

2∬－3y＝1

2∬＋y＝2

2∬－γ＝1

－4∬＋2y＝2

（2）

（4）

次に連立方程式の根を求めてみよう。

（α1∬＋ろ1y＝ご1‥………・‥‥‥（1）α2∬＋ろ2yニC2・‥‥…‥‥‥‥‥（2）

γを消去して

t（α1ろ2一α2み1）∬＝Clろ2】C2∂1

∬＝ま三詔：一（α1み2－払≠0）

（

（

∬－y＝2

3∬－3即＝2

3∬－y＝1

∬＋2y＝1
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同様にして，封を求めると

y＝
ろ1C2－み2Cl

α1∂2－α2あ1
（α1∂2～α2∂1キ0）

となる。この解を行列式を用いて表わすと，

ぷ㍍ l≡；
yニ＝冊

i；；

定理の条件より分母＝妻…；；；
上の解の係数の行列式ほ

∬の係数，yの係数，定数項

α1 ∂1 Cl

釣
↓
」
α

丁
馳
↓
→
∂

→ →

∬＝鳩山“……～聖…】α，み‡

すなわち，

一
刀

封
の
係
数

ガ
の
係
数

r2

↓
→

C

y＝ニ

Cl

ゎ
ー
あ
－
如

0るなと

キ0だから，解は只一一通りにきまる。

→ →

＿担J】！
→ →

！α，∂】

ニ〃）

（問2）

次の連立方程式をとけ。

（1） （
∬－ダニ1

2ズ＋3yニ2
（2） （

となっている。

2ガ＋y＝－2

3∬－2γ＝4
（3） （∬－3ダニ1ズ＋2y＝3

（問3）

次の3つの直線が1点で交わるように，定数αの値を求めよ。

また，このとき，3点（1，－1），（2，¶3），（2α，－7）は同じ直線上にあることを証明せ

よ。

∬－y＝3州α， 2∬－3ダニ5－2（ち 2（Z∬－7封＝1

（問4）

2直線 ∬＋αy＋1ニ1， αぷ＋（α＋2）y＋2＝0

が次の条件をみたすように，αの直を定めよ。

（1）平行 （2）－¶一致する （3）垂直 （4）交わる
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（問5）

次の2直線の交点を求めよ。

α∬＋y＝α2， ∬＋αy＝1（ただし，αほ定数）

（問6）

二元一次連立方程式の解の求め方を平行四辺形の面積な用いて説明せよ。

舅＄．空間のベクトル

10 成分表示

空間のベクトルの成分表示を次のようにして考える。直交する三直線の交点を0とし，－¶一直線

を0こrとし，正の方向と定め，直交する他の－一直線を0討とし，正の方向を定め，それぞれ∬弱恥

y軸の正の方向とよぶ，ガ軸と封軸とで決定された平面を諾冊y平面という。ガ軸の正の方向よ

りy軸の正の方向へ0ガを0封へ重ねるように右ねじを回転したとき，右ねじの進む方向を之軸

の正の方向と定める。Z軸をOgとかく，OZほガ〟γ平面に直交する直線である。
や
勺

0

→
e
l

小
戦

一一，
pエ

：彩

このように定めた1組の数直線0∬，0肌 Ogを，右手系の直角座標軸という。（またほ座標

軸）0を原点，0∬，0訂，0芝をそれぞれ，∬軸，y軸，g軸とよぶ。

→

空間内の点Pをとって，OPの成分表示を考える。
→ → →

∬，飢 芝軸の正の方向の単位ベクトルをそれぞれど1，ど2，g3とし，これをガ，机 芝軸の基本ベ

クトル上いう。

Pの∬－y平面への正射影をP′とすると，PとP′ほ1対1に対応する。

P′ほ∬－y平面上の点であるから，

－ケ → －…ナ ー） →

OP′ニOA＋AP′ニ∬gll一影g2

と表わすことができる点Aが－m一つ存在する。ここで，P′A⊥0∬となる。

－－－ケ → →

つぎに，P′P〟Ogであるから，P′Pニ＝gピ3とかける実数芝が只叫▲つ存在する。
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－－－・・・′・シー・－・・・・′ケ
→・－・－・－一斗

ー÷ ぅ ー〉

したがって，OPニOA＋AP′＋P′P＝ズgl＋yg2＋gg3 となる実数ガ，封，gが只一組み存在する

ことがいえる。

→

このことより，OPに対して，3実数g，封，Zの組を対応させて，

弓…）
と表わし，OPの成分表示という。また，点Pの座標は（∬，机 Z）であるという。

（問1）

点Pよりガ，y，g軸へ下ろした垂線の足をそれぞれ，A，B，Cとするとき，
→ ・う → → －→ →

OA＝ガgl， OB＝封g2， OC＝ヱg3

となるガ，y，

（日二㌘喜（喜）

gが只一一組存在することを証明せよ。

→

ビ2＝

→ →
－・う

β1，g2，g3をg，

（≡）言＝（…ラと書けることもわかる。

封，ヱ軸の基本ベクトルとするとき，
→ → →

・ぅ ーサ

∬gl＋封g2＋gg3ニ0 （0ほ定義を見よ）

となる，（∬，弘 之）の組は（0，0，0）以外にほないことを示せ。

ベクトルの大きさと方向を成分表示を用いて表わそう。

→ －・・・・・・・・・－・・・－・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

図1において，OPの大きさほ，OPニ ∈…）
→

とすると，‡OP‡

→

OPの方向を次のように：定義する。

∠POAニα，∠POBニβ，∠POCニr とすると，

方 針 Z

COSαニ7爾，COSβニ7霹扁爾，COSr＝7霜芦琵…ただし，0≦α≦花，0≦β≦汀，

0≦r≦打 とする。
→

このようにして求めた，三つの実数の組（cosα，COSβ，COSr）をOPの方向余弦という。
→ →

零ベクトル0の大きさほ！01二0，方向余弦ほ定義できない，すなわち，方向ほ考えない。

（ぎてり3）

次のベクトルの大きさと方向余弦を求めよ。

＼1j
l

1

0
′－（ニ

→
α

言ニ（1きい＝（二1）諾二二∈…）言＝（で止）ブ＝（喜）
（問4）

→

点Pが∬…y平面，y叫g平面，g－ズ平面，∬軸，封軸，ヱ紬にあるときOPの成分ほどの
→

ような形であらわされるか，また，iOPlニ1ならばどうか。

－ 77
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（問5）

次のような方程式をみたす点はどんな図形になるか。

① 諾ニ1， ① y＝2， ㊥ 芝二0

（問6）

cos2α＋cos2β＋cos2r＝1を証明せよ。

20 ベクトルの演算

言＝（≡…），言＝（……ラ
ーー〉

→ →

とするとき，基本ベクトルβ1，g2，g3を用いて表わせば，

→ → → → → → → →

α＝α1gl＋α2g2＋α3g3，
∂ニ∂1gl＋ろ2g2＋み3g3 となるから，

→→ 一〉 → → → → → → → →

α＋あ＝（卯1＋α2g2＋α3g3）＋（あ1gl＋あ2g2＋ろ3g3）＝（α1＋ろ1）gl＋（α2＋ろ2）g2＋（α3＋み3）g3

とベクトルの和が計算される。これをベクトルの成分表示すれば，

→ →

和 α＋あ二∈≡…ト俳（……‡……卜なる0

実数倍輔＝（………）
→－・う

内 積 α。み＝（α1，α2，α3）。（……∋＝α1ろ1＋α2∂2＋α3み3

ベクトルの表わし方ほ上のように2通りの表わし方がある。様に成分を並べるベクトルを行ベク
→

トルとよびα＝（恥 α2，α3）と二く

→

縦に成分を並べるベクトルを列ベクトルとよびαニ （≡三ラと書く。

ベクトルの内積では，行ベクトル×列ベクトルという書き方をする。これほ一つの習慣である。

今後，ベクトルの内積の成分表示でほ上のように書く。一般にほ，ベクトルの成分表示は列ベク

トルで表わすことにするが，行ベクトルでも表わすことができるように，練習しておくことが必

要である。

（定義）ベクトルの相等

→ →

α＝み，（≡…）＝（…三）⇔α1＝ゐ1，α2＝∂2，α3＝ろ3

ー78
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演算法則

（加法）

10 交換法則

－ヰ → → →

α」－∂＝ろ＋α

20 結合法則
→ → → → → →

（α＋ろ）＋c＝α＋（あ＋c）

30 逆 算

－う→ →→ → →

任意のα，あに対して，α＋ズ＝∂をみたす∬がただ叩つ存在する。

→ → →

このような∬を∂－αと書く。

（実数倍）

40 分配法則（1）

→ → →
－う

丘（α＋あ）＝丘α＋ゑあ

50 分配法則（2）
→ → →

（ゑ＋g）α＝ゑα＋gα

60 結合法則

－－う → ・→

（丘g）α＝ゑ（gα）＝g（丘α）

7〇 単位ベクトル
→

－う

1。α＝α

（内環）

80 交換法則
→ → → →

α。あこあ。α

90 結合法則

→－ウ →→ → →

（良かあ）＝丘（かゐ）＝（か点あ）

100 分離法則
→

一斗
→→→→→

（α＋ろ）◎C＝α。C＋ろ。C

lO～70の演算法則のなりたつ集合を線型空間という。

（㌔≡（……）轍＝（……）として，成分表示を用いて，10～100 の法則の成り立

つことをたしかめよ。

（問2）

次のことを30 を用いて証明せよ。
ぅ ぅ → → → →

ただし，α－α＝0，0－α＝－αとあらわす。
→→ －〉→→ → → → →→

（1）α＋0＝0＋α＝α （2）α＋（－α）＝（－α）＋α＝0

【 79
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（問3）

実数倍の性質より，次のことを証明せよ。

一斗→ ・う → －う→ づづ

（1）滋（∂－α）＝滋あー滋α （2）ゑα＝0なら克＝0かα＝0である。

（問4）

次の等式を導け。
→ →

（1） －（－α）＝α
→ → →

（4）（スー〟）α＝スα一〃α
→ 一手

（7）丘（－α）＝－ゑα

～（問5）
う →

α＝（3，1，2），ゐ＝（1，
→ → →

（1）α＋∬＝∂

→ → → →

（3）3（∬－α）＝2（ろ一諾）

§9．直線の方程式

→ → → →

（2）－（α＋あ）＝－α－∂
→ →

（5）丘0＝0

一す →

（8）（－ゑ）α＝一足α

2，0）のとき，次の方程式をとけ。

（2）

（4）

→ ぅ
ー〉

3∬－2α＝4あ

→ → → →

2ズーα－ぷ＋4∬

3 5

－〉
→ →

（3）α－0＝α
→ →

（6）0β＝0
→ →

（9）（－1）α＝－α

＝〕空間内の点の位置

10 2点間の距離と方向余弦
－一一…ケ

2点Pl（諾1，即1，gま），P2（∬2，訂2，g2）があたえられたとき，PIP2の大きさと方向余弦を求めよ

う。0を原点とすると，
－一－－ナ → －・→ wケ →

PIP2＝PlO＋0‡）2＝－OPl＋0‡）2 ‡）1

となり，成分表示すると 齢㌔

ーーー・－うー

Pl‡）2＝－

→

よって，Pl‡）2の大きさほ
ー・－・－ケ

王PまP2‡＝
ーケ

（封2－ガ1）2＋（g2－芝1）2
→

P2

となり，Plp2の方向余熱まPIP2とg軸，封軸，芝軸となす角をそれぞれα，β，rとすると，次
－・－｝

i頚のように，Pl‡）2をアユが原点0にくるように，平行移動して考えると，

軸への正射影をそれぞれ，A，B，Cとすると方向余弦ほ

→

OA ∬2－∬1

COSα＝←…【ここr‾～＝▲フ扇＝萄盲芋扇＝前年モ扇三詣評！OP2′！

－・・ケ

。。Sβ＝山望－－10P2′！

y2…封1

〟ノて義三へ二言i）2キて蔀；二前∋ん雪子－（義二評
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P2

Pl

P一）

ート

OC
COS rニ＝

と表わされる。

（問1）

A（1，2，3）

向余弦を求めよ。
仙ナ →

AB，BA，

6軌

g2…gl

（芝2一之ま）2

B（2，－1，1） C（0，1，－2）とするとき，次のベクトルの大きさと方

→ →

AC，BC

（問2）

2点A（】＿，2，3），B（3，4，1）から等距離にある点を∬軸上に求めよ。また，y軸上，

Z軸上でほどうか。

（問3）

3点A（α，あ，C），B（み，C，α），C（c，α，∂）の作る三角形ほ正三角形であることを証明

せよ。

（問4）

3点A（1，1，0）B（－1，2，1）C（∬，0，－1）が同一直線上にあるための∬の値を

求めよ。

（問5）

（∬－α）2＋（y－ろ）2＋（芝＝C）2ニr2を満足する点P（ガ，y，g）の集合はどんな図形になるか。

ただし，α，ろ，Cは定数とする。また，ズー訂平面，ダー芝平面，芝－∬平面との交わりほどんな

図形になるか。

20 分点の座標

平面上の場合と同様に，空間における2点間の分点の座標をベクトルを用いて，求めてみよう。

まず，

叫81－



2点A（α1，α2，α3），B（あ1，ろ2，あ3）を∽：乃に内分する点Mの座標（ガ，y，Z）を求めると，

ーーー・ケ 叫ケ →

OM＝OA＋AM

→

＝OA＋

→

ごOA＋

＿J竺±

∽

一議〝ヱ＋乃

－－→

仇（0‡うー

→

〝之＋乃

→ －仙ケ ーー→

乃）OA＋∽（OB－OA）
〝之＋乃

乃砿＋仇議「慧
桝乃

‾し刀㌶∂3

A

＼ 〝之＋乃 ／

－－少

よって，Mの座標ほOMの成分表示をそのまま用いて，

M（
刀α1一トプア之あ17Zα2＋7乃ゐ2 7Zα3＋椚み3

7乃＋乃 、 方Z十刀 、 刀ヱ＋乃 ）

舶 （委ノ

′／′111㍉
討
て

0遜 （姜j

とあらわさjlる。

ここで，仇＋乃＝1とおくと，さらに，かんたんにあらわすことができる。すなわち，

乃＝1一肌 となり，

→
－一斗 ー→ 一一－・一・・・ケ → －－ケ ーー叫ケ → －－－－－－・γ －一斗

OM＝OA＋AM＝OA＋椚AB＝OA＋プア才（OB－OA）＝（1－7ア乙）OA＋プアヱOB

……・l・・‥①

（問1）上の①の表わし方で〝Z＝0，椚＝1，〝子＝2，プチ之＝0．5，∽ニー2のとき，点Mはどんな

位置にあるか。

つぎに，外分点について求めてみよう。

77之＞乃として，AM：MBニ椚：乃 となる外分点Mの座標ほ

・→ －ゝ → 一叫・・－・・・・－・－・ケ

oM＝OA＋AM＝0Åト】…ぞL哀言プアZ－タブ

ーケ →

＝て戎＋竺坦寧ニ9型プ7才一タZ

ー・－ケ ーー・－ナ ー→

（椚一乃）OA＋∽（OB－OA）

∽－7ヱ

ー・－・・・・ナ ー・≠ナ

一花OA＋∽OB
プ光一7Z

一刀α1＋ク乃ろ1

プ7Z－グZ

－乃α2＋∽あ2

ア7才一乃

一乃α3＋∽∂3

ブタ7－7Z

叫82
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となり，Mの座標ほ

（一刀α1＋7乃ろ1 一刀α2＋∽あ2 －プZα3＋∽あ8
プ乃一刀

〉

プ花一乃
）

プ乃一花 ）
この結果を見ると，内分の場合とちがう点は乃が一花になっていることである。

－－－→ －－ゝ

このことをベクトルの比であらわせば，内分の場合ほAM：MB＝プチ乙：乃，外分の場合ほ
－・－－－・・・・・｝－ゝ

AM：MB＝〝‡：…乃となって，

「 －－－→
・・－→ →

BM＝－MBであるから，乃をm7Zでおきかえればよいことになる。MBとAMが同じ方向

にあれば〝之と乃ほ同符号，反対方向ならば異符号であることがわかる。

（問2）

上の外分の例でプ乃＜7之，かつガ之＞0 乃＞0のとき，外分点Mの座標を求めよ。

（悶3）

－－・・・・・・・・・・・・・・－・・・・・・・・・・・ケ

①において，”エー7Z＝1として，OMをタフ之を用いて表わせ。

（問4）

3点A（1，y，3），B（2，3，g），C（－1，1，2）が同一直線上にあるための封，gの値を求

めよ。

（問5）

4面体の一項ノー烹とそれに対する3角形の重心を結ぶ線分を 3：1に分ける点ほすべて山致す

ることを証明せよ。

〔2〕直線の方程式

10 2定点A（α1，α2，α3），遜（∂1，あ2，ゐ3）を通る直線の方程式

2定ノ煮Å，Bを通る直線上のノ郎ま，線分ABの内分点またほ，外触一三ミとなっている。したが

って，直線AB上の任意の点Pの位置べク
→ → －－－－ケ

OP＝OA－卜AP

rr －→

＝OA」…丘AB

トルを次のように表わすことができる。

A

→ →
－→

＝OA＋ゑ（OB－OA）‥…‥‥…①

①を2点A，Bを通る蔽線のベクトル方程式

という。

①を成分表示で表わすと，P（ぷ，封，£）として，

0を原点とすれば

・→
→

－ナ
→

OP＝OA」－ゐ（OB－OA）

（蔓）＝∈・……卜（（……ト（……））
－83－
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α

α

α

／一l－1111・1．、．
7ク

ろ

1
わ
）（

丁
わ
ル＋、tI・．j

α

α

α

一
一

】 う一
・……‥…（彰

④を2定点A，Bを通る直線のベクトル方程式の成分表示という。

ベクトルの相等の意義を用いて

‡∬＝α1＋ゑ（み1－α1）封＝α2＋ゑ（ろ2－α→2）・…・‥‥…④

g＝α3十ゑ（あ8－α3）

を，2定点A，Bを通る直線の媒介変数方程式という。（ただし，ゑほ媒介変数）

（問1）

①の方程式において，ゑがつぎのような値をとるとき，点Pほどのような位置にあるかを

定め，（釘の方程式を用いて，点Pの座標を求め，（むで考えた結果と比較せよ。

繕0，音，1，1・5，－1，－…仙山
1 1

2’3’

（問1）の結果で判るように，ゑの値がきまると，点Pの直線AB上における位置がきまる。

媒介変数とはこのような，ほたらきをするものである。したがって，ゑの値と点Pの位置の問に

ほ1対1対応が存在する。

このことより，すべてのゐの値

に対して，点Pの座標がみたす方

程式を作ることができる。すなわ

ち，④の方程式よりゐを消去すれ

ば，

ズーα1 甘－α2

∂ユーα1 ∂2－α2

＝－竺二些…（＝長）…‥……④∂3一α3

となり，④の方程式を，2定点

A，Bを通る直線の陰型式表示，

またほ，単に，2定点A，Bを通

る直線の方程式という。

ここで，分母＝0にな

る場合ほ分子＝0である

と約束する。

たとえば，2定点 A

A（2，1，5）

B（5，1，2）

2

5

方／
一′
′

／
／
／
〆
／

柳

〆

ヰ
l
ふ
／

l
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（2，1，3），B（3，1，2）を通る直線の方程式を④の形で求めると，

∬－2 y－1 ズー3
‾・－■▼・▼－－－一川叫

m 山肌 －】■．・．■．・－m－3－2 1－1 2－3

となって，第二項ほ分母＝0となる。このときほ，

∬－2 g－3

3－2 2－3
かつγ－1＝＝0

すなわち，ぷ十gニ5，かつγ＝ま という方程式となり，前真の図のような直線である。

甘＝1という平面hヒでズー之平面で方＋£＝5という直線をγ＝1という平面へ平行移動したも

のと考えることができる。

（問2）

2定点A（α1，α2，0），B（あ1，あ2，0）を通る直線の方程式を上の順序にしたがって求めて，

∬－y平取ヒの2定点A（α1，α2），B（み1，み2）を通る直線の方程式と比べよ。

（問3）

¢）の方程式で，全ての分母＝0 となることがあるか，2つの分一位＝0 となるときほ，どんな図

形となるか。

（問4）次の2点を通る廼二級の方程式を求めよ。

① A（3，4，9） B（1，…2，4） ① A（4，3，1）

④ A（0，0ク 0） B（1タ 2，3） ④ A（4，3，1）

④ Å（4，3，1） B（2，3，1） ⑥ A紙1，0）

く問5う 次の方程式をみたす直線の見取を頚をかけ。

しラニ）
ズー1 が＋1 芝－l－2

2…1 3＋1
…1－ト2

（む ぶ＋影＝2 かつ ヱ＝1

201定点を通り定方向をもつ直線の方程式

ベクトルほ方向と大きさをもつ

〉1叫
タ 0

－・〉

α ＝＝ニ∈三う
一手

のとき，αの方向ミニL

ー）

αとズ軸，即軸，ヱ軸とのなす角

二をi。那）ように，〔r，β，㌻とすれば，

方向余弦は（cos〔l′，COSβ，COSr）

で表わされることは，自iJ節でのべ

たが，方向余弦を計接する手iをミ1を

はぶくた糾こ，平面上の場合と同

様につぎのような方向比という概

念を考えると，便利である。

B（1，－6，4）

B（1，2ク1）

B（0，－1，0）

⑧ ガニ1かつ 影＝2

るが〕その方向の表わし方について，つぎのように表わ

つ

〔r

d

r
州ヽヽ

β】〟＞

α

0

叫85
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すなわち，

COSα：COSβ：COSr
ZJ

γ2＋てぴ2

てJ ひ

ノ獅－ ノ蒜獅
α：γ：℃ぴ

→

とあらわされ，αの方向余弦の比ほ，成分の比でかんたんにあらわされることがわかる。これを
→

αの方向比
α：γ：紗 とかく。今後はベクトルの方向を考えるときほ，方向比を用いることが多

い。

→

ここで，αの方向と方向比は1対1の対応をしないことに注意をする必要がある。対応として

は

→

α：＝（三j
方向余弦 方向比

宗＝之（cosα，COSβ，COSr）言ニュz′：γ：抄
→

（！αlが求められれば）

たとえば輔卜（三）
→ →

において，αの方向比ほ1：－2：3，βの方向比ほ

→ →

－1：2：－3＝1：－2：3 となって，αとβの方向比が等しくなる。
→

α＼方向比

）1：－2：3

ざ／

紙ア＝（三4卜（三6）
なども方向比ほ1：－2：3 となり，肌・般に原点対称なべクト

w〉

ルの方向比ほ全て等しくなる。このことより，αの方向を考えるにほ，成分と方向比とをあわせ

て考えればよいことがわかる。

この方向比を用いて，直線の方程式を考えよう。

う

定点A（α1，α2，α3）を通り，α＝ （三）
の方向に延長した直線 g

－とこの任意の点P

（∬，封，之），原点を0とすると，

一・－－・・・・ナーー・→・ 叫｝ －－ナ
→

OP＝OA＋AP＝OA十ゑα・…‥‥l・‥（カ

ーう

ゑを任意の実数とすると，Aを通り，αの

方向に延長（負の方向を含む）した直線の

ベクトル方程式となる。

（蔓）ニ（……）＝ゐ（三）……‥‥‥（卦

ー86仙
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⑧を妓介変数方程式であらわすと，

‡∬ニα1十ゐα習ニα2＋ゑγ ・‥……・‥桓）

g記α3＋ゑ紗

となり，④の方程式より，ゐを消去すると，

一望岩上＝旦二毀＝ヱ竺と（＝ゐ）‥・・‥…④てノ ひ

④を直線gの陰形式表現，またほ，単に直線gの方程式という。ここで，Z∠，γ，乞びのいづれか

が，0であるときほ，分子＝0と考える。このことほ，前節の2定点を通る直線の方程式の場合

と同様である。
→

④の方程式の分母ほ，αの方向比であることがわかる。このことより，④の方程式であらわ

される直線の方向比ほα，γ，紗であるという。直線はベクトルとちがって，有向線分でほない

から，方向比を民約でα＞0という形であらわせば，直線と方向比の濁に1斉＝の対応をつける

ことができる。

（問1）

点（1，－1，2）を通り，次の方向比をもつ直線の方程式を求めよ。

①1：2：3

㊥ －1：1：－2

（問2）

→

次の点を通り，α＝

任）（0，ユ＿，3）

（む（1，－1，2）

（三1）

（参3：0：1

伝）1：－1：2

に平行な直線の方程式を求めよ。

（卦

任）

（0，

（0，

0，

1，

0）

0）

（問3）

次の直線の方程式を求めよ。

① 点（1，2）を通り，次の方向余弦をもつ直線

（み浅）（1ク0）（子守）
① 点（1，2，3）を

り絹向余弦（号，号，号）
Q）点（3，5，2）を通り，方向比が1：2：3

（問4）

次の直線の方向比，方向余弦を求めよ。また，方向比の等しいものがあれば，それを求め

よ。

①ヱニと＝逆±土＝ヱニa
－2

3 －1

－
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ダー1 ヱ＋2

①－諾－＝マテ一冊－1

④
一望二旦＝逆二と＝g－22 －3

く3〕 2直線の位置関係

2直線glg2の方向余弦をそれぞれ，（ス1，恥リ1），（ス2，他リ2）とすれば，

ダーあ1
gl；ヱニ旦圭一＝m仙＝ヱニ三L

ス1 ／ヱ2 リ1

g2；ヱニ毀－－－虹色・＝Ⅶ三二旦
ス2 ／∠2 リ2

へ

となり，gi，g2のなす角gl，g2＝∂を求めよう。

空間におけ－る2直線のなす角ほ，一つの直線を平行移動して， 他の一直線に交わらせ，その交

線が作る平面上でgl，g2のなす角を考える。したがって，glガg2のときほ，gl，g2のなす角ほ考え

られないので，Zl，Z2の位置関係ほglガg2と g且潔ちに分けられる。

10 平行条件

71〟g2ならばglと g2の方向余弦ほ等しくなるかまたは，向きが反対になる。

gl〟g2羊＝ゴ同じ向きに平行

ス1ニス2，ヱ£ま＝′｛2タ

反対向きに平行

仙→N山こご←

リ1＝リ2

Jiニース2，〟1＝－〟2，エノ1＝－リ2

となる。こ如をまとめてかくにほ，比であら一言っすと便利である。すなわち，

71〟g2Pスj：ス1リ1＝ス2：／∠2：レ2

ス1 J£1 リ1

j2 ／土2 リ2

となる。最彼の場合は，分母＝0ならば，分子＝0と約束する。

（問1）

2直線の平行条件を方向比を用いてあらわすと，どういえばよいか。

20 平行でない場合

gま，g2を平行移動して，その交点をAとす

る。図のように単位ベクトル，APl，AP2を

とれば，

粛＝（妄き）

Pl

〆〆〆

仙 88 －
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となる。

／＼ 肘シ ーー少

したがって，gl，g2芯βほ，ÅPlとAP2の内積より，次のようにして求められるG

－－・・・－サーー・→ －・ケ ーか

APl。AP2＝卜APl‡壬AP2‡cosβ＝COSβ‥‥‥‥…・①

よって，成分表示すると

伸一→

APl◎AP2＝（ス1，恥

リ1）（妄…う
＝んス2＋／↓1〟2＋リ1リ2・…‥……⑦

①＝①だから，

COSβニュノル2＋〟1／ヱ2＋リ1リ2…‥‥・‥‥＠

となる。したがって，βは㊥の億によって，COSβ＞0なら鋭角，COSβ＝0なら直角，COSβ＜0

なら鈍角を示すことがわかる。

このことより，glプJ2が直交する条件が求められる。すなわち，

gl⊥g2F＝ゴCOSβニんス2十〟1〟2＋リ1リ2＝0

である。

これを2直線gl，g2の直交条件という。

（問2）

2直線gl，g2の方向比が〟1：て′，1：抄1および，α2：てノ2：ひ2であるとき，glとg2の平行条件

ほ，

α1 γ1 ひ1

α2 てノ2 W2

ヱ‘1 てノ1 ℃ぴ1

－α1 －γ2 －て8J2

glとg2の直交条件ほ

α1之£2＋ひ1て／2＋筏Jl℃ぴ2＝0

であることを証明せよ。

（問3）

2直線

∬－諾1】封一針l g叫芝1

α ∂ c

（同じ向き）

（反対向き）

∬－∬1…y‾卸2山芝‾g2

c－あ c－α α一ぁ

ほ直交することを示せ。

（問4）

次の2直線のなす解を求めよ。

①ヱ土主＝旦こと＝g，∬＝－y＝－g
2 －2
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①

冬）

（問5）

て，

聖ユ＝週計，2（叫2）＝Jす（甘－J盲）～2

ノ盲ガニーノ盲（ダー1），貿
y－2

1

2 ヽ／“え

④ 原点と（2，3，1）を通る直線と，2点（1，1，0），（2，0，1）を通る直線

∬－1＿y－2叩之－3

2 3 4
に直交して，点（1，2，3）を通る直線および，（3，2，1）を通っ

平行な直線の方程式を求めよ。

（問6）

2直線

∬－1 封－2 g－3

2 3 4

∬－2 野－4 z－5

3 4 5

に垂直で原点を通る直線の方程式を求めよ。

§1臥 平行六面体の体積

〔り平行六面体の体積

う → →一与 う→

平面上のベクトルα，ぁがαキあならば，α，みは必ず一つの平行至勾辺形を作ることがいえた。

2次元ベクトル

言＝（……）ざ＝（…三∋
が作る平行四辺形の面積Sほ，Sに符号を入れて

→→

S＝lα，ゐ玉＝α1み2－α2み1＝
戊1 α2

∂1∂2

ことほ前節で述べたところであるが，

と表わされる

空間のべクト

ー十か

′各 筏）

→ → →

ル（3次元ベクトル）α，ゐ，Cがそれぞれ平行でな朽－

れば，三つのベクトルは次の因のように一つの平行六面体を作る。

一・サ

α′

A〔言ジ

ーう⊥〉－〉

この体積を記号ぎα，あ，C！と

かくことにする。

Cより四辺形OADBへ下した垂線の足をHとすると，
→ ⊥〉・ぅ

ー〉 → →

！α，あ，CI＝！α，∂！×！CHト‥‥‥…①

－ケ → → →

となり，！C壬ilが求められれば，lα，ろ，C＝ま求められる。ここで注意しておきたいことほ，平
→ → →

行四辺形の場合と同様に，葺α，み，C！には正，負の符号がついていることである。－・般にいう体

叫90伽



／
／

小鬼

一
－
■
一
一
－

－111■●i■

I上

一り】

ウリ

′し

′し

（し

－
－
－
－
－
・
－
●
，
t
t
l
t
l
l
－

C

ヰ
じ

→伽 ヂり」
βU

／＼ノノ
0

0

〇

一√lt－1－－（∪

／

飢▲

／

才
／
杏
樹

／
才／

臼

f
f
f
ぎ
i
！
！
J
甘
－
－
遥

′′

＼

A

、
、

／

′／

／

／

（……）
の場合ほ，求められた結果に絶対値をつけて考えればよい。

→

①より，C王iの長さがわかれば，体積は求められる。

→

C王iに平行な単位ベクトルを

き去】＝1
→→

β力¢α＝0
→→

ど力。ろ＝0

…‥‥‥‥…・（姿

‥‥‥‥・……領）

・‥‥・④

㌫＝∈蔓ラ
ーう

とする。βゐは次の条件をみたす。

（貌（享㌔（彰を成分

∬2＋γ2＋之2ニ1

′れは

…‥…‥‥壇）′

α1ガ＋α2y＋α3芝ニ0・…‥‥‥‥④′

ゐユズ＋ゐ2封＋み3ヱ＝0
‥‥…‥…桓）′

㊥′，径）′より，ズ，封を求めると，

（

ガ＝＝－

α1ズ十α2封二仙花8芝

あユ∬＋み2封＝…あ3g

－i冨；冨；i
ま冨三言…‡

（参′へ代入して，

サん

l

封＝＝二」

g2ニ1

α1（‡3

∂1あ3

！冨三言；i
ヱ

…‥‥‥‥・①

91



ヱ2ニ
l冨三言…i2

芸：芸…i2＋！芸三；；暮2＋‡；；芸…！2
ここで，J存否＝Dとおくと，

瑞芸…暮
P′ ・・－・・・・・・－・－

ん

一一・一・■

ヱ7＝

y＝

D

羊‡冨；言…
D

羊！Z三言；

となり，これを①へ代入して

±一芸…芸；‡

＋DZ；芸；t
D D

→

よって，gゐほつぎのように求められた。

±l；；芸；！

ーナ

ビカ＝

＼

D

±l；；冨：
D

2

2

α

†・ク

l

l

α

丁ク
±

D

＼

（複号同順）

－－・・－・・・・サ

ニの2つのベクトルほ絶対値等しく，向きが反対で，ともにロOADBに直交するから，Cモi

の長さをとるには，
→→ → 一斗 → 一斗

C。gカ＝iごl。‡gヵ！cosβ2または ＝l小Igゐ1cos（鮎＋花）
→→

一－→ → －ケ

となって，王c。gカ！をとればともにC壬iの長きとなるので，g乃としてどちらをとってもCHの長

●－タ

さを求めることはできる。よって，ここでほ，gカの成分として，＋の方の組みをとって考えるこ

とにする。

これを用いて，

→→
－〉 → → 一－・－－ヤ

C。g力＝‡小…gヵ‡cos∂2＝！ご…cosβ2＝！CH…（符号を含む）よって，

ーー・・・・・・・・・・・・・・・・・・ケ

！CH！ニ（cl，r2，r3）。

＝剖
α2 （Z3

あ2 ∂3

∈誓う
Cl＋

＝Clヱ＋c2ダートC3ヱ

α3 α1

∂3 ゐ1
C2＋ ；三；…i

C8 i
｛92
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1

す（
α2 α3

ろ2 あ3
Cl＋

α1 α3

み1∂8
C3＋

となる。

つぎに，平行匹‡辺形OADBの面積は
ーうー⇒

→ →

iα，み‡＝l戊‡lあ‡sinβ1

う →

＝暮α1！あト／i二諒釘

＝－α！－あ‡J
1一

（0＜β1＜方）
～欝

㌔誉‾ノ

信†渾「ノニ

→ →

α，あ

＝Jて㌫耶

才

α1（Z2

み1∂2

Ca i ‥…・……（む

→ →
－サーヰ

！α‡21あ！2叫（α。ろ）2

（み12＋あ22＋∂32）－（α1ゐ1＋α2あ2

＋（α22あ32＋αa2み22－2β2∂2α3あ3）＋

（α2あ3－α3あ2）2＋（α1あ3二義玩ヂ

α1 α2

あ1ろ2
T

α2 α3l2 …α3α1

ろ2あ3蔓＋蔓み3
よって，平行六面体の体綴は
→ → → → ・べl －－－う・

‡α，み，Cj＝】α，ろ‡×‡CH】

（釘，（労を代入して

（冨；；；；卜‡；三；；C2－ト

み1

㌻盲

き＝D ‥‥…‥…径）

；三言…件
α1α2 α8

あま∂2 あ8

CI C2 C2

‥……‥‥（む

ーう
→ →

と表わす。①の形を3次の行列式という。戊，あク Cで作る平行六面体の体積をこのような形で

表わすことによって，見通しのよいことが多いので，この表わし方を用いる。

ここで，注意することはク ①の形は平行六面体の体積に符号がついたものであるから，…一一般

の意味でほ絶対値をつければよい。

（悶1）

次の行夕し蔓式を展ぎ称汝よ。

；；；；；ト書芸芸；c2〝トi；三言…葦c3
（問2）

⑧の定義より，つぎのベクトルが作る平行六泣言体の体積を3～クこの行列式で表わせ。

（む言ニ∈喜）言ニ（…卜∈…）

⑧ご＝（喜い＝∈喜い＝∈喜）
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〔2〕 3次の行列式
－う → －う

前節において，α，あ，Cの作る平行六面体の体積を3次の行列式を用いて表わしたが，ここで

ほ，その意味について考えよう。

まず，3次の行列式の展開を定義しよう。

α1α2 α3

あ1∂2あ3

Cl（’2 C3

ウリ

爪
く
U

α

丁ク

▲ソ一

り】

α

丁ク

ニ

l
′し

α1（Z3

あ1み3
C2＋ ；三；…蔓警3

＝α2あ8Cl－α3∂2Cl－α1み3C2＋α諺1C2十α1∂2C8－α2あ1C3

＝α1み2ご3＋α2あ3Cl＋αあご2－α3あ2Cl－α2あ1C3－α1ゐ3C2・‥……‥①

と展開される。この結果より，3次の

行列式の展開のし方を，2次の行列式

の展開のし方と同様に，右の図のよう

に考えると，便利である。

♂

．

－■

Aダg亀

ぎ
亀
も
㌔

0

（問1）

上の展開法を用いて，次の行列式の値を求めよ。

3

1

2

2

3

1

「エ

2

3

l

1

0

0

1

1

1

0

1

（閃2）

次の行列式を展開して比べよ。

α1 αゥ α3

み1あ2 あ3

CI C2 C3

（問2）の結果，

†・β

7ク

T・ク

1

2

3

α

α

α

1

2

ウリ

（し

（L

′レ

明らかなように，
→ →

しいことがわかる。ここで，α，あ，

→ → →

！α，∂，C！＝

7ク

†わ）

7ク

l

一り】

3

α

α

α

一且

2

ウリ

ハし

（し

ハL

イ上

2

ウJ

一3

2

1

1

2

3

㌔

も

◎cl必3α2◎必102α3
確㌔ 戦ゝ

〆
〆

〆♂密ocICl必3
敏

感
0α2〃1C8

0αま且2C＄

主対角線に対して，右上と左下を入れかえた行列式の値ほ等
→

Cの作る平行六召窮体の体積を，つぎのような記号で表わす。

3

ウリ

n
て
り

α

7ク

C

釣‰

巾

J⊥

l

l

α

7ク

C

→ → －〉

この表現ほ，ベクトルの成分が明らかなときには，iα，∂，C‡で3次の行列式を表わすことにす

る。

このことによって，行列式の性質がかんたんに説明される。

性質1行列式の値は，その行と列を入れかえてもかわらない。
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丁ク

，hレ

丁ク

l

ウリ

2

α

α

α

l

つリ

2

′し

ハし

（し

ウリ

ハ
く
U

ウリ

α

丁ク

C

2

2

2

α

丁ク

C

l上

1

1

α

，ク

C

性質2 行列式の一つの行（または列）のすべての成分に同一の数丘をかけて得られる行列式の

値ほ，もとの行列式の丘倍に等しい。

→ → → → → →

これほlα，あ，叫＝丘‡α，∂，C！

とかけるので，次の固より明らか

である。

→ → →

！α，あ，叫

ほ右図のように底面積が

等しく高さがゑ倍になる

ので，体積ほゑ倍になる。

すなわち，
→ → →

丘】α，ろ，C！

となる。

→ →
－・・・・〉

…α，∂，C邑

－「＞・

虜c

→

G

〆／／

ー・－－＞・

滋

J〆■

－・・・＞・

（i．

一十＞

G

′〆一′

／

一→ ／

必 ′

〆〆－

′
′
′
′

′／′＼
Ⅴ

／

′J

∫一g

′
g
′

′／

′
′
′
／

、■叫－

、
、
、
、

／

、
、
－
－
、

－
「 ゝ

α

性質3 行列式の一つの行（またほ，列）の成分が，二つのベクトルの和の形をしていれば，二

つの行列式の和の形に表わさ涼lる。

α1ろ1＋♂1Cl

α2 ∂2十銭

α3 あ3＋銭

2

ウリ

ハし

′）

丁
わ
V
T
〃
〉
丁
〃
）

1

2

つu

α

α

α

または
→

－〉
→ → → →

！α，∂＋或cf＝fα，∂，

l▲

2

ウリ

ハし

（し

（L

＋

l

（
り
ん

ウリ

ハL

（し

ハし

ノ
叫
あ
－
丁
碗

l

▲ソ】

ウリ

α

α

α

→ → → －〉

C董十fα，銭 cぎ

ということを意味している。図で表わすと，つぎのようになる。
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／

／！

／i

詭一′′ 蔓

／一千、、－！／′′ ‡1、卜＼／

き 至

、
、
、

y

＿＿一ケ

じ

0

言ぷ
／

（
U
、

皇
諌
言

／ノ
／

／／き′

／史、

、

ヽヽ

、－

％、

、
、
、
、
、
、
、

、■

エ

筑

／
／

〆

／／カー

／㌦〆〆必
‘タ／

＿・一〉，

α

Hl

H3

、
、叫

、

、
、

蝕

、叫■

tヽ－ヽ

態

上田より，

→ → → →

‡α，あ＋銭clほOAGC－FKJDの体積であり，
→ → →

！α，銭clはE‡HB－FKJDの体積である。

はぎHlタ EH3，FH2にそれぞれなってくる。

”〉 → →

書α，あ，C！＝OAGCxE臼3
→ → →

iα，或 c！＝OAGCxFH2
→ → → －う

！α，あ」一銭cl＝OAGCxF‡も

F払＝E壬も＋F壬i2であるから，
→ → → －〉 －〉 う → →

tα，あ＋或clニlα，∂，Ci＋lα，

→ → －・・・〉

！α，あ，ごlほOAGC－EIHB，

これらの体積ほ底面を0ÅGCと考えれば，高さ

したがって，体積は

→ →

4 clが成り立つ。

性質4 行列式の二つの行（または列）の成分が等しけ－れば，その行列式の値は0である。

α1

α2

α3

丁ク

7び

丁
ハ
レ

丁
の
）
ァ
乃
）
7
〃
W

0ニ

これをベクトルで書くと，
う → →

！α，あ，あ！＝0ということである。
－）－う

→

すなわち，α，み，ぁが作る平行六面体ほ存在しないので，当然，体積ほ0になる。

く問3）

一つの行（蜜たほ列）の成分がすべて0であるような行列式の値ほ0であることを示せ。

（問4）

次のような計算をしてよい理由をのべよ。

…
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…圭…批三三…
（問5）

次の行列式の計算の理由をのべよ。

三≡二三f＝i喜≡－≡‡ニ4 －2
1－1－1壬‡0 …1 0‡ぎー1

0
＝－2

〔3〕 3次元のベクトル

ーう ー）→ －〉→ →

3つのベクトルα，∂，Cがiiキトー平敵ヒにあれば，！α，あ，C‡＝0となる。
→ → →

ばc＝少α＋曾あとなる実数ク，留が－一一意にきまることは，すでに，平面のべク

すなわち，平面上の任意のベクトルは，同じ平面上の平行でない二つのベク

合，

→
－〉

このとき，α諜∂なら

トルの際に述べた。
→ →

トルα，みの一次結

－う →

少α＋ヴみ（免官ほ実数）

という形で一意に表わされるということである。このとき，2つのべクトノレで表わされるので，

平面上のベクトルを2次元のベクトルという。このとき，
→ → → → →

‡α，み；キ0であることがいえた。つぎに‡α，∂，C圭キ0

－す －÷ －う

ないので，α，あ，Cほ平行六面体を作っている。このときフ

→ → → →

クα＋曾∂＋rc＝0‥‥‥・‥…佳）

となるためにほ♪＝ヴニ7｛ニ0以外にほない。

ーす → →

であるとき，α，∂，〔・ほ称…一平面上に

もし，どれか0でない係数があるとするとたとえば，♪キ0ならば

α＝二豊富＿んルr一言少 ♪

－ケ
→ → → → →

となって，αはあ，Cの作る平面上にあって 王α，み，C‡キ0に反する。したがって，ク，留，rほ

→ －う
→

すべて0のときのみ垣）ほ成り立つ。このとき，α，あ，Cほ一次独立であるという。そうでない

ー〉 ・う
→

とき，α，あ，Cは－一次従 という。
→ → → →

α，み，Cが一次独立であれば，空間の任意のベクトル∂をとると，
→ → → －う

d＝少α一卜曾あ＋7て
‥……‥‥①

・－－〉

と表わせる実数ク，ヴ，rがdに対して，只仙川一組存在する。

－ヰ

その理由は，次の固より，空間上の任意のベクトル∂が⑧の形に表わされることがいえる。

－ヰ
→ → →

－ゃ

すなわち，Dよりcに平行線を引き，α，ぁが作る平面との交点をHとする。王iからあ，αに平

う →

行線を引き，α，あの延長との交点をそれぞれA，BとするさらにHOに平行にDから平行線を

一斗

引いて，Cの延長との交点をCとすると

…
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一
一
～
一
－
′

C

＼

ヽ

一レr

一

やd

一－叫

＼

か＼
＼

ーヰ

8

・ヰ

α

「
ゝ

β伊

A
／

／

／

一斗＞・

〃

＼

＼

＼

＼

＼

／ ＼

／ ＼

＼

H

／

／
／

諦

／

／
／

／／3

ー→
→叫一斗 → → →

OA＝♪α，OB＝甘み，OC＝rご

となる♪，曾，rが存在し，
→ → －叫、シ ーーーー・・・・サ ー） → →

d＝OA＋OB＋OC＝少α＋ヴあ＋rc‥‥‥‥‥‥桓）

と表わされる。

さらに，ク，曾，7一が一意である理由ほ，
→ → → －う

d＝♪／α＋ヴ／あ＋r／c・‥‥‥‥…頂）

と別に表わされたとすると，

（彰一④
→ → → → → －う

（♪－〆）α＋（ヴーヴ／）み＋（r－r／）c＝0となり，α，あ，CがⅣ【・次独立だから，

クー少／＝0，q一首／＝0，r－r／＝0

すなわち，少＝〆，ヴ＝ヴ／，r－r／となってク，官，rほ一通りしか存在しないことがわかる。

このように，空間のベクトルは，3偶の川－－・次独立なべクトルの一次結合であらわされることが

わかるから，空間のベクトルを3次元のベクトルとよぶ。

（問1）

座標軸の単位ベクトル

宗＝（喜卜（…）完＝（…）
は一次独立であることを示せ。
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（問2）

言＝（…）言＝（…卜＝∈…）
→ → →

とするとき，次のベクトルを，α，あ，Cの】一次結合で表わせ

諾ニ（…）言＝卜…い＝（‾…）言＝（亨）
（問3）

∬，y，宕についての連立方程式

‡α1こ訂＋ろ1y＋cl之ニdlα2∬＋∂2γ＋c2芝＝（ち

αaズ＋あ3y＋c3g＝銭

において，板∬，γ，

．ガ＝＝

芝三三」＿
………………i

ヱほつぎのように表わされることをたしかめよ。

1

2

3

α

α

α

dl

丁
碗
丁
碗

1

2

3

ハし

′し

（L

yニ＝

§1′毒．平面の方程式

1

2

3

（L

′し

（し

1

2

3

丁
ハ
）

丁ク

丁
ハ
レ

1

2

3

α

α

α

ん－－・－・・・・・・

1

2

ウリ

α

α

α

ろ1銭

あ2（ち

丁碗ウ（U

T
八
レ

l

ウ）

3

（し

′し

′し

1

2

ウリ

アク

ア
〃
）
ァ
n
U

1

2

ウリ

α

α

α

〔り 平面の方程式

10 3点を通る平面の方定式

3点A（α1，α2，α3），B（あ1，あ2，∂B），C（cl，C2，C3）を通る平面の方程式ほ，つぎのようにして

求める。

平面ほ相異なる3点によって，一灯叩〔▲患に決まるから，その平日∃きを凸′，原点を0とすると，α上の

任意の点P（∬，y，g）の位置ベクトルほ，

Pはα上にあるから
→ →

－－ケ

AP＝gAB＋アブ之AC

となる，g，7乃が存在する。

0に対する位置ベクトルで表わすと
→ → －ケ → → →

OP－OA＝g（OB～OA）十クフ王（OC－OA）
－→ → →

－－－ケ

∴ OP＝（1－g－プ乃）OA＋∠OB＋アブ才OC

ここで，1－∠－プアヱニス，g＝／£，プ乃ニソ

とおきかえると，

つぎのように表わされる。

C

1
1
～
、

／
J

／

駕

p叫

A X 芋虫
I

／
／
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ーケ → 一－－・・－す
→

OP＝スOA＋〟OB十リOC・‥‥・（カ

かつ，ス＋〃＋リ＝1

①を相異なる3点A，B，Cを通る平面αのベクトル方程式という。

これを成分表示すると

（…卜（……卜（……卜∈……卜①
これを，成分ごとに表わすと

諾＝スα1＋〃あ1＋リCl

y＝スα2十〃あ2＋レC2‥…・桓）

gニスα3＋〃ろ3＋リC3

となり，（彰を平面αの媒介変数方程式という。

の実数であるから，ス，β，ソを消去すれば，g，

ここで，ス，′α，りはス＋〃＋リ＝1をみたす任意

y，gに関する方程式が作られる。消去をかんた

んにする方法として，前節の行列式を用いる。
－ゝ → －一事

3点A，B，Cが作る平面上の点Pをとると，AP，AB，ACが作る平行六面体の体積がりに

なるから，

－ケ ーナ →

‡A㌘，AB，ÅC！＝0

すなわち，

ズーα1あ1－α1Cl－α1

y－α2 ろ2－α2 C2－α2

定一α3 ∂3－α3 C3－α3
＝0‥‥‥…‥…・（蔀

④の行列式を展開すると，

（ズーα1）（あ2－α2）（c3－03）＋（封…α2）（∂3－α3）（cl…α1）＋（g－α3）（c2…02）（∂1－α1）－（cl－α1）（あ2－α2）

（g－α3）－（∂1－αま）（y－α2）（c3－α3）－（諾叩α1）（∂3…α8）（c2仙α2）＝0

となり，これを∬，即，gについて，整理すると，∬，飢 Zの・一次方程式

A∬＋B即＋Cg＋Dニ0‥‥…‥…（串

（ただし，A，B，C，Dほ定数とする。）

となる。（申を平面αの陰形式表示，またほ，平面αの一般形という。

（問1）

次の3点を通る平面の方程式を求めよ。

（む A（】3，－1，2），B（1，4，0），C（0，…2，1）

旬 A（1，2，0），B（3，－1タ 2），C（2，4，3）

桓）A（1，｛1，1），B（2，0，0），C（－1，1，3）

（蔀 Å（3，0，0），B（0，2，0），C（0．0，1）

（問2）

Å（α，0，0），B（0．あ，0），C（0，0，C）を通るjiま預言の方程式ほ

00100…



言＋昔＋子＝1

となることを証明せよ。

（問3）

（カ

①

1（釘

次の平面と座標の交点の座標を求めよ。

言＋号＋芝＝1
2ズー3封十g＝6

－∬＋2訂－3g＝1

（問4）

ガーガ平面は3点0（0， 0，0），A（α，あ，0），B（C，或0）を通る平面であると考えられる。こ

れを用いて，∬一打平面の方程式を求めよ。

同様にして，γ－g平面，g－∬平面の方程式を求めよ。

（問5）

（問1）で求めた平面と∬y平面，訂小足平面，ズーガiF面の交線の方程式を求めよ。

20 定点A（α1，恥 α3）を通り，定方向を亀つ平面の方定式

平面の方向は，平面に直交するベクトルの方向を用いる。平面に平行なべクトルの方向ほ一通

りにきまらないが，平面に垂直なべクトルの方向は仙一・通りにきまることを用いるのである。

ヘッセの標準形（Hesse）

原点からの距離が少で，その線分に蔽交する平面の方程式を考えよう。

i真言のように，

－・－・－ケ ーー・－・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

‡0王i‡＝少，OH⊥αとなか！工面αをとり，

・0より▲下した垂線の足を‡‡とする。α上

の任意の点をP（ズ，即，芝）とし，
→

行な単位ベクトルを77とすると，
→

OH＝タブ号

－－＞

OHに平

であり，∠PHO＝∠Rであるから，
－→→ → →

OP。7Z＝‡OPi！乃！cosβ

ニク‥‥‥…（カ

ニれは，α」二の任意の点Pがみたす，ベ

クトル方程式である。

往）を成分表示する，

㌶＝∈…）
ス2÷／エ2」仙リ2ニ1とすると

／
／

／

p

〆
／

空

／β〆㌢
p

浣H
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のの方程式ほ

（∬，封，芝）（妄）＝ク

よって，

ス∬＋／之封＋ソg＝♪・…‥‥・⑧

①を原点0からの距離♪，ベクトル （妄ラに直交する平面の方程式といい，ヘッセの標準形と
よぶ。

（問1）

2次元の平面におけるヘッセの標準形を求めよ。
－ウ

定点A（α王，α2，α3）を通り，乃に直交する平面の方程式を求めよう。

；＝（…）
ス2＋J乙2＋リ2＝1

求める平面α上の任意の点をP（∬，弘 之）とすると

ーケ→ －－－－→→ →

AP。7Z託（OP－OA）。乃＝0‥…・…・‥④
矛

（むを成分表示すると

（∬－α1，y－α2，g－α3）

∈妄）＝0
したがって，

ス（∬－αユ）＋メ亡（即－α2）＋ソ（芝－α3）

＝0・‥・‥④ 0

これが平面αの陰形式表示という。

④を一般形になおして，

ス諾＋／と封＋リヱー（スα1＋〟α2＋リα3）ニ0

とするとき，定数項はつぎのように考え

られる。

砿＝（≡…ト（蔓）
とすると，

スα1＋〃α2＋リα3＝（α1，α2，α3）（蔓∋

′
′

／ヰ
〆 外

A（……）

→→
wナ

→
一－－－サ

ニOA。7Z＝‡OA壬ゆ…乃icosβ＝‡OAi

ー102叫



となって，④はヘッセの標準形になることがわかる。

（問2）
→

H＝（z‘，γ，W）として，Hを通り0王iに直交する平面の方程式を求めよ。

ただし，0は原点とする。

（ヒント）
－・－・－・・・・・・・・・・・ナー→

求める平面上の任意の点をPとしOP。HPこ0 より導け。

（問2）の結果より，平面の方程式を求めるときに，方向余弦を用いないで，方向比を用いて表
・→

わすことができることがわかった。すなわち，H（α，γ，㍑）とすると，0Iiの方向比ほZ∠：γ：ひ
－－→

であるから，Hを通り 0‡iに直交する平面の方程式ほ，

Z‘（∬～α）＋γ（ダーγ）＋ひ（之一紗）＝0…‥‥‥‥‥‥耳

と表わされる。
→

さらに，A（α1，α2，α3）を通り，OHに直交する平面の方程式ほ

γ（∬－α1）＋ツ（y－α2）＋ひ（g－α3）＝0‥‥‥‥‥‥…⑥

のように表わされる。

（問3）

次の平面の方程式を求めよ。

→

（カ H（1，2，3）を通り，OHに垂直な平面
→

① H（1，2，0）を通り，0‡iに垂直な平面
→

④ H（1，0，0）を通り，OHに垂直な平面

④ A（1，2，3），H（3，2，1）とし，Aを通り，

① A（1，2，3），H（α，ゐ，C）とし，Aを通り，

（問4）

→

A∬＋By＋Cz＋Dニ0なる平面と，ダ＝ （き）

一→

0壬iに垂直な平面
－・・・・・・→

OHに垂直な平面

とは直交することを証明せよ。

→

（註）gをこの平面の勾配ベクトルという。

（問5）

次の平面の方程式を求めよ。
‾‾‾‾‾‾タ

① A（α，α，0）を通り，OAに垂直な平面
→

⑧ A（0，－1，3），B（1，3，5）のとき，Aを通りABに垂直な平面

① N（7，－4，3），A（2，0，－1），B（5，6，0）とする。

Nを通り，直線ABに垂直な平面。

30 平面の方程式の一般形

空間における平面の方程式は，∬，y，gの一次方程式
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A∬十By＋Cg＋D＝0

ただし，A，B，Cが同時に0にはならない。

という形で表わされることほ，前節までで，明らかである。

ここでは，係数A，丑，C，Dがもつ意味について，

α：A∬＋B封＋Cg＋Dニ0

まとめてみよう。

言＝（き）
とする。

→

事（性質1）ダ⊥α

（証明）α上の任意の相異なる3点P（α1，α2，α3），Q（み1，あ2，ろ8），R（cl，C2，C3）とする。

Aα1＋Bα2＋Cα3＋D＝O

A∂1一卜Bみ2＋Cみ3＋Dニ0

Acl＋Br2＋Cc3＋D＝0

となる。
→ → －う 「

′

♂⊥αであるためには，α上の2交線とヴが直交すればよいから，伊⊥PQ，

であるから，

一う→

ダ。PQ＝（A，

B，C）。（
あ1－α1

あ2－α2

あ3－α8う

→－→

g⊥QRをいえばよ

ニA（∂1－α1）＋B（あ2－α2）＋C（あ3－α3）＝Aあ1＋Bゐ2＋Cろ3

ー（A‘71＋Bα2＋Cα3）ニーD－（－D）

＝0
→ －－－・ヰ

g⊥pQ

同様にして，
→→

グ⊥QRがいえる。
→

しノたがって，g⊥αである。

（問1）
→

－－－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ

上の証明で，9⊥QRをたしかめよ。

（問2）

次の平面に直交するベクトル（勾配ベクトル）を求めよ。また，直交する単位ベクトルを求め

よ。

（む 2∬仙3ダーヱ＋2＝0

仰104u



④ －∬＋2訂＋g－5－0

（む ノすぷ－y＋、／W喜‾之－1ニ0

（杏 2こr－y＋1＝0

（性質2）原点から平面αまでの距離♪

α上の任意の点P（g，y，芝），0より
→ →

の垂線の足をHとすれば，P至言⊥0壬i

－－
「 →

OH＝如となるから，
→→ －－－一十 →

OP。g＝10P！×‡g‡×cosβ
－－－ナ → →

ニ±10‡i！×‡ダ…＝ク。吉野】

・－・・・・・－－－ケ→

よって，少＝一望甥wとなる。‡グ‡

α へ

ここで1クは∂が鋭角ならば正，鈍角なら

ば負となる符号がついているので，距離を

求めるた捌こは絶対値をとればよい。した

がって，原点からの距離‡少きほ

・－・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ナ→

‡0吋＝王ク！＝止狸二旦！一
‾‾‾■→

‡宗き

成分であらわせば，

（∬，y，g）（言ラ＝Aこr＋By＋C之＝－D

ー・・・・）

】伊‡＝ノ弼】キーヲ

ーー′－う

‡ク事＝州！f狸二吐姓聖二蔓草±旦＝要一L】→
＝

ノ瓦乏キB2ヰ℃2【
‡ダi

0

♂

♂

顔中■事

p

ー▲▲←＿‡二旦しw…ノ節子評言℃2

となる。

（問3）

肘ナ
→

－・・・－→
→

OP。g＞0，0王）。g＜0

→→ －ヰ

OP。伊＝0になるとき，打とαとの位置関係ほどうなっているか。

（問4）

原点から次の平面までの距離を求めよ。

（∋ 2∬一封十三＋2＝0

（参3ぷ＋2y－2g＋1＝0

④ ズ＋2訂…3之－4＝0

④ ズ＋2y－4＝0

（む 2∬－5＝0
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（問5）

原点以外の点P（∬i，弘 之l）より，平面α：A∬＋By＋Cヱ＋D＝0 に至る距離αを次の順序

にしたがって求めよ。
－→

（1）PH⊥α
－－－－ケ

（2）】OR卜を求めよ （‡‡を符号のついた距離と考えよ）
－－－う・

（3）10Qlを求めよ
－・－－サ ーーーヰ 仙ケ

（4）lPHt＝dとし，d＝10Qト‡ORiとして，dの値を求めよ。

P（ガ1，才1，矛1）

・・－・斗

伊

／

一′

／

R

／ ノ′

H （兇1，見2，盈3）

ノ′

（問6）

次の点から平面への距離を求めよ。

（む P（1，2，3）

α：ズ＋2y＋3宕－1＝0

① P（－1，2，－3）

α：∬＋2y＋3之－1＝0

（可 P（1，2，0）

α：2y＋3芝－1＝0

（蔀 P（0，0，3）

α：ズ＋2y叫1＝0

（性質3）ヘッセの標準形

（性質2）より，平面α上の任意の点P（ガ，封，

た。したがって，原点からの距離ほ係数A，B，

埠となる。！伊！
→

！伊l

之）

う→

とすると，ダ。OP＝－Dとなることがわかっ

C，Dで表わされる。すなわち，

B2＋C2である。したがって，一般形を標準形になおすため

ー106－



には，

A∬＋By＋Cg十D＝0において，Dを移項して

A∬＋By＋Cg＝－D
→

両辺を】ダl

Aズ

フ否芋昏芋否汁

ぴでわると，

B C之
ーD

爾‥・‥…・①

ここで，①の右辺ほ原点0から平面αまでの距離を示すから正でなければならない。したがっ

て，

D＞0のとき，右辺＜0となるから，（むの両辺に－1をかけて，

－Aこr
B封 Cg D

＝読毒・‥・…‥（勤ノ瓦宮子評了1㌘‾ノ瓦曽キ評耳e誉ノ瓦耶 ノ東郷で誉

とする。

D＜0のときほ，右辺＞0だから，①がそのまま，ヘッセの標準形となる。このようにして，

Dの符号によって，右辺＞0となるようにすると，ヘッセの標準形が求められる。ヘッセの標準
→

形を求めれば，その平面への原点からの距離と，勾配ベクトルグの方向余弦が求められるのであ

る。

（問7）

平面上の直線の方程式αガ＋あy＋c＝0において，（性質1）～（性質3）が成り立つことをた

しかめよ。

（問8）

次の方程式をヘッセの標準形になおせ。

（カ 2諾＋3影＋62十12＝0

（勤3∬＋5γ【之＋1ニ0

（む ズー封＋g＝5

（勾 ∬－封＋ヱ＝0

（句 ズー2〝＝1

桓）2訂【3g－2＝0

（む 22＝－1＝0

（問9）
→

（問8）で求めた標準形を用いて各平面の原よからの距離と勾配ベクトル伊の方向余弦を求め

よ。

－）

また，伊が原点0に関して，平面と同じ側にあるか，反対側にあるかをしらべよ。

〔2〕平面の位置閉路

10 ニ面角（2平面のなす角）
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戊

／

ノ′
〆 β／

0

A

‾‾‾一‾qヽ
ヽヽ

ヽヽ

ヽヽ

∂ ＼
ヽ．

ー一山－B
＼

上図のように，2平面α，βが交線Zで交わるとき，2平面α，βのなす角（二面角）をつぎ

のようにして求める。

α，βの方程式を

げ：Alこご＋Bl封＋Clg＋Dl：＝0

β：A2こr＋B2y＋C2g＋D2＝0

とする。
－ケ ー・・－→ －－－・・－－う・ →

α∩β＝Zとし，g上の任意の点を0としOA⊥gなるOAをα上，OB⊥gなるOBをβ上にと

り，∠AOB巴βが2平面α，βのなす角というが，図のように，α，βのなす角は，2通り考え

られる。βとβ′がともに∠AOBとなる。ただ，この2通りの角ほ

β＋β／＝打

という関係があるので，どちらか“－－m▲方を求めれば他方ほ決められる。したがって，どちらか一方

を求めることにする。

α，βの勾配ベクトルを

㌫＝（芸）㌫＝（琵卜・ぅ ーナ → →

伊1，酌はα，βに直交するから，ダ1，♂2のなす角ほβかまたはβ′になる。
－・ケ →

したがって，飢，ダ2のなす角を♂とすると

→

伊1

・－－・「＞・

伊2

∂／
β／

・－・・・・ゝ

ダ1
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→→ → う

ダ1。ダ2＝‡打1＝ダ2icosβ

∴ cosβ

→→

gl・g2 AIA2＋BIB2ヰCIC2
→ →

J瓦官有開
きダまきダ2ま

B22＋C22 ‥…‥‥（む

となる。COSβ＞0ならβほ鋭角，COSβ＝0ならβ＝900，COS∂＜0ならばβほ鈍角となるが，∂の

範囲は0≦β≦花に限ることに注意しておく。

（問1）
→ →

ダ1，伊2のかわりに，単位ベクトルになおして，α，βのなす角を方向余弦を用いてあらわせ。

（問2）

次の2平面のなす角を求めよ。

① －∬＋2封＋2gニ0

ズ十甘＋4g＝7

（参 2∬一針＋2之＝3

2∬＋2y－g＝7

㊥ 2∬一打＋3g＝1

4∬－2y＋6g＝1

（彰 2∬－甘＋3g＝1

－∬＋5ダーヱ＝2

（問3）

次の平面の方程式を求めよ。

（カ 2こと＋3封一之＋5＝0に平行，点（4，2，1）を通る。

① ∬＋4y－22‥＝0に平行，点（2，1，－2）を通る。

20 位置関係

2平面の位置関係ほ，平面が空間の点集合であることから次のように分頸さカlる。

2平面をα，βとするとき

α∩β

（三戸行）

直線g（交わる）

しα＝β（重なる）

以上の3通りの位置関係が存在する。これを係

数の関係であらわしてみよう。

α：Al∬＋Bl封十Cl芝＋Dl＝0

β：A2∬＋B2γ＋C2芝＋D2こ0

とする。

くi）平行条件 α〟β

右図のように，α〟βのとき，α，βの勾配べク
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→ →

トルクl，g2ほ平行である。
→ →

gl＝ゑ打2‥‥‥…（∋

となる実数ゑが存在する。

ゆえに，

（芸き＝ゑ （≡ラ

－・〉 →

gl〟ダ2のとき，

∴ Al＝ゑA2，Bl＝ゑB2，Cl＝ゑC2

これをみたす，実数が存在するから，ゑを消去すれば，

怠＝豊＝驚（＝丘）…・…‥①
となる。

ところが，逆に①が成りたつと，

α：Alガ＋Bl封＋Clg＋Dl＝ゑ（A2ガ＋B2訂＋C2之）＋Dl＝0

β：A2こ訂＋B2封＋C2芝＋D2＝0

となり，

DI
Al諾＋Bly＋Clヱ＝－仙

ゑ

かつ，A2こど＋B2ダートC2之＝－D2

となり，D2＝昔
となればα＝β となって重なってしまう。したがって、α〟βであるために

ほ，D2≒告すなわち，

忠幸ゑ‥‥‥・‥…㊤
でなければならない。このことより，

α〟βであるた帆必要かつ十分な条件ほ，怠＝登＝告キ窓‥‥…‥（平行鮒）であ
る。

さらに，α＝βwであるために，必要かつ十分な条件ほ，

旦－＝一二鞋＝旦＝旦‥‥…‥（－一致条件）

、A2
B2 C2 D2

であることも，同時に求められる。

（問1）

一致条件が導かれる理由をのべよ。

（問2）

α〟βであるとき，α，βのなす角βほOCかまたほ1800である。これを用いて，平行条件を

求めてみよ。
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（ヒント）

COS∂
AIA2＋BIB2＋CIC2

ノ瓦耶 JA；2寸評二代評
より cosβ＝±1となるので

（AIA2＋BIB2＋CIC2）2＝（A12＋B12＋Cl乞）（A22＋B22＋C22）

を整理せよ。

（問3）

次の2平面が平行またほ一致するためにα，あ，ら dの値を求めよ。

（カ2ズー∂y＋g＋1＝0

α∬＋3y＋之＋2＝0

① ご＋2甘＋c之＋2（才ニ0

－ガ＋みy＋3才一3＝0

（ii）直交条件

αとβが直交するとき，α，βにそれぞ
－う ー・〉

れ直交する勾配ベクトルダ1，ダ2はまた直

交する。
→ →

すなわち，α⊥β≠gl⊥g2であるか

ら，2平面α，βが直交するための必要
→ →

十分条件ほ，伊1⊥g2である。

l言1l＝J瓦宮前≒0，

！品 B22＋C22キ0であるから，

→ →

→ →

ダ1⊥伊2芹±。OSβ＝－澄二賢一＝0
ミグl号皇g2毒

したがって，

汐1・伊2＝（Al，Bl，Cl）（整う＝0

＿＿＿伊1＿

ー「＞

ダ2

∴ AIA2十BIB2＋CIC2ご0…・……‥①

となる。

（問4）

3ズー4y＋cg＝0

2£－3即＋6g－1＝0

が直交するように，Cの値を求めよ。

（問5）

2点A（1，－1，2），B（4，2，2）を含み，平面3∬＋y㌦2芝〒12に垂直な平面の方程式を求め

よ。
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（問6）

2∬－y＋g十1＝0と∬＋2y－3g－2＝0に直交し，原点0を通る平面の方程式を求めよ。

30 平面の交線

2平面α，βが

α：Al∬＋Bl封＋Clg＋Dl＝0

β：A2∬＋B2y＋C2芝＋D2＝0

であるとき，α∩βキ¢のとき，その共有点が1点P（ガ0，yO，gO）であるとする。

Pがα上にあるから，

Al∬0＋Bl即0＋Cogo＋Dlニ0

よって，

Al（∬－∬0）＋Bl（yl－yO）＋Cl（g－gO）＝0…・‥・‥…①

同様にして，点Pはβ上にあるから，

A2（∬－∬0）＋B（甘一肌）＋Cl（ヱ一之0）＝0‥・‥‥・…・（む

1α∩β＝Pであるということほ，点（∬，即，ヱ）が①と⑧を同時に満足しているということであるか

ら，（彰，①を連立させると，

（Al（∬一方0）＋Bl（y－yO）＝－Cl（ズーヱ0）・‥‥‥‥…（むA2（∬－∬0）＋B2（ダー的）＝－C2（之－gO）…‥‥‥…⑧

∬－∬0，封一肌，ヱーgOについて，とくと，

ズー∬0ニ： －i喜；…；
‡芸；…；

ーl芸；呂；！
…0＝溺

（芝－gO） ・④

（ズー之0）・‥…‥‥‥（彰

よって，桓），（蔀より連比をとって，

∬一方o y一針（） g一之0

一壬
CI BI

C2 B2

AICI

A2 C2

ーi芸；…；
第1，第2項の分母の行列式を列を入れかえると

一幸呂；≡；‡＝‡≡；訃－一芸；喜；‡＝t
よって，

∬一方0

訂富！
甘－γo g－gO

〟！喜“‾】雷芸；芸；‡

CIAI

C2 A2

；…‥‥…‥（む
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となり，①は点P（ズ0，即0，gO）を通る直線の方程式を示している。

以上のことより，2平面α，βが点P（∬0，恥 go）を共有するならば，α，βほ蔽紗労を共有

しているということが示されたのである。したがって，2平面α，βの共通部分α∩βが1点と

いうことほあり得ないということが，代数的に認められたのである。

ところが，㊥の直線の方程式ほ，全ての分母が同時に0になることがあれば，直線にほならな

い。

そのときほ

‡≡；呂；ま＝0かつ‡呂；芸；！＝0かつ

すなわち）告一首告が成り立つo
Bl

AIBI

A2 B2

これほ，2平面α，βが一致していることを示している。

したがって，前節で示した。

α∩βキ¢ならば （
α∩β＝g（直線）

α＝β （一致）

＝0

するか，いずれかに限るということが証明されたのである。

①の直線のことを，2平面α，βの交線といい，①を交線の方程式という。

（例）

2平面（α）ぷ」叫2封＋3ヱー13＝0（β）3∬＋甘＋4ヱー14＝0の交線の方程式を求めよ。

（解）

交線上の点を求めるた捌こ，

£＝0 とおくと （∬＋2彰芯133こぢ＋yニ14

これをといて，∬＝3，封＝5，すなわち2平面α，

したがって，ノ怠（3，5，0）を交線ほ通るから，

（（ズー3）＋2（y－5）＋3芝ご03（∬－3）＋（ダー5）＋4之＝0

をといて，

∬〟3

3

4

2

1

よって，

y“5

3 1

4 3

∬－3 ダー5
－－－－－－－－－－－－一叩■‾ ＝ 洲

之

芝

2

1

1

3

βは点（3，5，0）を共有することがいえる。

求める交線の方程式ほ，

5 5 －5

∴ ぷ〝3＝ダー5＝一g

となる。これが，2平面α，βの交線の方程式である。
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また，この直線の方向比は1：1：－1である。

（問1）

上の例の解答で，之ニ0とおいて，∬，yを求めたとき，∬，yが求められないときほ，α，βは

どんな位置関係にあるか。

また，そのときにほ，α，βの共有点を求めるにほ，どのようにすればよいか。

】（問2）

次の2平面の交線の方程式を求めよ。

（労 4こか－5y十3z＝3

4こr－5y＋z＝9

（む ズー即＋3g＝0

∬－5y一芝＝0

（む 2£＋y＋2g＝5

ガーy－3芝＝4

（否 2こr＋g＋5＝0

∬－5甘＋3芝＝0

＼（彰
∬＝1

γ＋g去2

（問3）

3こr－2γ＋1＝0，4y－3芝＋2＝0，g－2∬＋4＝0の3平面ほ，2つづつの交線が平行であることを

示せ。

（問4）

平面の決定条件として，次の条件があるが，只一通りに限るという説明を方程式を用いて行な

え。

の 1直線上にない3点を通る平面ほ只一つに限る。

① 1直線と1直線外の1点を含む平面は只一つに限る。

〔3〕直線と平面の位置関係

10直線と平面のなす角

J：ヱニ些…＝㌣＝ヱ志㌢…‥‥‥…①乞J

α：Aガ＋By＋Cz＋D＝0・‥‥‥‥…（参

画線g，平面αの方程式を①，①のように定める。このとき，gとαのなす角をつぎのようにし

て求めることができる。

gnα＝Pとし，下図のように，gのα上への正射影をg′とすれば，gと g′なす角βが直線J
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と平面αのなす角となる。ところで，
→

平面αの勾配ベクトル伊は，αに垂直

なべクトルであるから，図のように，
→

ダとgのなす角を撃とすれば，

甲＋β＝900 となる。

gの方向比はα：γ：ひであるから，

言ニ（言）㌶ニ（三）
甲の値ほ

→→ → →

打。乃＝l伊！‡乃icos甲

より，

COS甲＝

→ →

go乃

とすれば，
／

小

才

P

′

一寸

7む

戊′

／

．′
／

′

Aα＋Bてノ＋C℃ぴ
→ →

－ノ瓦耶
！伊＝乃l J獅 ・・‥・‥‥…（む

として求められる。

ところが甲＝900－βであるから，COS9つ＝Sin（900一の＝Sinβ となり，直線gと平面αのな

す角βは④を用いて，

Az∠＋Bγ＋C乞び

Sinβ＝爾

付J；

eラ イ左輌2‾二朽誕‥・…‥‥‥④

として求めることができる。

（問1）

説明において，直線gの方程式が，二方向余弦（ス，〃，リ）で表わされておれば，Jとαのなす

角βほどのような形で表わされるか。

（問2）

次の直線gと‘r平面のなす角を求めよ。

（D g；∬妄1一軍諾＝之－3
α；3∬－y－2宕＝8

①g；芸
封‾1－2‾g

”－・・－
＝＝＝・－・｝叫一…一一・▲・▲■・m■

■■I－■‾‘肌一・－】・▲・▲・一－－・▼一一一一・6 3

α；J芸2∬＋y＋z＝4

④g；ヱ」▼＝史旦＝ヱヂ3 4

α；2∬－4封＋5古＝0

∬－5 封－3 g－2
付 g：脚m－＝】山一－い〟＝一灯一山叩－【

2
】6

3
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α；3∬－9y＋号g＝5
汚）g；

ズー5 y－3

2 3

α；ズー2y＝1

碍）gほ（むと同様にして，

α；ズー2gニ2

かつ g＝2

20 直線と平面の位置関係

直線gと平面αのなす角βほ，前節によって求められたが，直線gと平面αの位置関係を角

βを用いてあらわそう。

（i）平行条件

g；
∬－∬1 こご－∬1 g一之1

‡‘ て／ 耽J ‥‥‥‥・…（カ

α；Aガ＋By＋Cg十D＝0・……‥‥・①

とする。g〟αのとき，gとαのなす角ほ

β＝00 またほ1800

となり，Sinβ＝0である。

したがって，

J〟αであるための必要な条件ほ，

Sinβ＝0すなわち

A〝＋B℃′＋Cひ＝0・…‥‥‥‥（彰 一ヰ

7む

である。

（問1）

g〝αということほ，右図のような状態であるか
→ →

ら平面αの勾配ベクトルダと直線gの方向ベクトル
→

乃を用いて，平行条件をあらわせ。

垣）の条件はJ〟αのための十分条件になり得な

い。それほ，g＝αの場合も④ほ成り立つ。したが

って，平行条件は

g〟αF±A乞‘＋Bてノ＋C抄＝0かつ，

A∬0＋Byo＋Cgo＋DキO

g〟（r2Aα＋Bγ＋Cw＝0かつ，

Aこど0＋Byo＋Cgo＋Dニ0

ただし（∬0，yO，芝0）ほg上の任意の点。

－116仙
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（問2）

つぎの直線Jと平面αとが平行またほ含まれるた捌こほ口の中にどんな数を入れればよいか。

（む′；
ぷ－3＿甘十1 ズー2
≠－．．．．．．．．．．．．．．．．．＿ －00 ＝＝：正一・一・一・・・・w

2 ［コ 1

α；ズー2即＋方正5

⑧ ′；
∬－2－ダー1＿ズー3

2
州1 ［コ

α；ガ＋□y＋g＝1

（ii）直交条件

直線gと平面αが直交するときは右図のようになり方

向ベクトル ー＞

7し

㌶＝（三）
と勾配ベクトル

→

ダ＝（言）が平行となる。したがって，

→ →

ダニゐ乃となる実数ゑが存在する。

成分で表わせば，

（言）ごゑ（三う
g⊥α2旦＝旦＝旦（＝ゐ）‥……‥‥④

ス 〃 リ

④が直線gと平面αの直交条件という。

ただし，分母＝0のときほ分子忘0と約束をする。

－－・・＞

ダ

（問3）

Zとαの直交条件を～とαのなす角βを用いて④の条件を導け。

（問4）

次の直線gと平面αが直交するように［］をうめよ。

（わ

（釘

∬－1 y＝2 之

ロ 2 ロ

ぷ－3封十2之＝1

ズー1 彰一2

2 【コ

∬【3y＋⊂］ヱニ3

かつ 之＝1
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（問5）

∬－2ニ
y－3 g＋1

2 3

（問6）

直線 才一1＝
y＋1

2

を含み，点（3，4，0）を通る平面の方程式を求めよ。

g＋2

2
を含み，平面2こど＋3y一之＝4 に垂直な平面の方程式を求めよ。

（問7）

平行な2直線ヱチ＝y＝－聖ユー生と＝ダー1＝言を含む平面の方程式を求めよ02 2

（問8）

平行な2直線を含む平面は只一つ存在することを証明せよ。

〔4〕正領域。亀領域

10 平面上の領域

2次元空間（平面）の直線の方程式ほ

α∬＋∂y＋c＝0‥‥・……・（1）

であらわされる。この直線によって，平面ほ2つの部分に分けられる。

ここでほ，平面上の点が直線（ユ）によって分けられた2つの領域が数量的にどのようにあらわさ

れるかをしらべるのである。

そこで，

′（∬，め＝α∬＋∂封＋r・‥…‥‥‥（2）

とおくと，直線（1）上の点の座標を代入すると∫（∬，め＝0となる。直線（1）以外の点に関してほ，

′（∬，y）キ0となるので，その符号をきめようというのである。

→

直線α∬＋紬＋c＝0の勾配ベクトルをダ＝

行移動しその点をPとすると，

（Z）
→

とする。gの始点を直線（1）上に図のように平

ぎダ＼
米仏（方1，ダ1）

f（方，才）＝α方＋必才巾＝0
βェ

・－十声－

Q2（ガ2雛）
β2 矛

X

／／／／／p（00，伊0）／
－ヰ

伊

○

＼
ー118仙



→→

ダ・POl＝（Z）・（芸二芸）＝α（ガ1－ズ0）＋ろ（yl－yO）

＝α∬1＋紬1－α∬0－∂yo＝α∬1＋各部lキC＝′（∬1，軌）
→ －－→

ところが，打とPQlのなす角β1は銃角だかち
→→ → －→

ダ・PQl＝lダぃげQl‡cosβ1＞0
・う →

したがって，打とPQlが直線♪αぷ斗あy＋くC＝0にざ関しで同じ側にあれば

′（∬1，飢）＝α∬1＋∂yl＋c＞0‥…・…・・・（3）

となる。

→ → →

つぎに，点Q2とミグが直線（1）に′関して，図のようゝに反対側にあれば，ヴとPQ2のなす角Q2は

鈍角になるから，
→－－－ナ → →

伊・PQ2＝lダぃげQ2！cosβ2＜0

かつ，

→→

伊。PQ2＝（Z）。（∬2－∬0，y2一肌）＝α（∬2一方0）＋∂（y2－yO）＝α∬2＋み訂2－α∬0－∂yo
＝α∬2＋あy2＋c＝∫（∬2，y2）

→ ・・・－・・・・・一・ト

となり，伊とPQ2の方向が直線αg＋∂y＋c＝0に関して反対側にあれば，

′（∬2，y2）＝α㌶2＋∂封2＋c＜0‥‥‥‥‥‥（4）

となる。

この結果より平面上のすべての点ほ，′（諾，y）＝α∬」－∂y＋cの値を正，0，負のいづれかの値

をとることがいえた。

これを用いて，平面をつぎのような領域に分ける。

直線′（ガ，y）＝α∬＋み訂＋c＝0によって，分けられる平面の肌ル▲つの領域の点Qlふ（∬1，即1）につい

て，′（∬1，yl）＞0ならば，点Qlの属する領域を直線′（ガ，め＝0の正領域といい反対側の領域

の点Q2（∬2，y2）に対しては，∫（∬2，y2）＜0となって，この領域を直線∫（環，y）芸0の魚領域と

いう。

（例）直線－∬十2訂＋3＝0に関して，次の点ほどの領域に属しているか。

A（1，3）B（2，－1）C（，1）

（解）′（∬，め＝－∬＋2訂＋3とおくと，A（1，3）についてほ，

′（1，3）＝－1＋63＝8＞O

B（2，1）については，

′（2，－1）＝－2－2＋3＝－1＜O

C（5，1）については，

′（5，1）＝－5＋2＋3＝0

となり，点A，B，Cほ次図のようになり，直線一方＋2y＋3＝0 の正領域，負叔域ほ斜線の部

分である。

－イ1汲9－



■一一方

㌢

1

／

／／／
正領域

Aと1．わ

C（51）

…す二5‾‾‾！＼ガ

／／／0′5－－1B▼（た）▼さ㌣
＋2獅〈ミ域＼

＼

（問1）

直線ズー2y－3＝0に関して，次の点ほどの領域に属しているか。例と比較して考えよ。

A（1，3）B（2，－1）C（5，1）

（問）と（例）とを比較してわかることほ正領域，負領域ほ固定したものではなくて，直線の

方程式によって，異なるものであることがわかったであろう。

（問2）

次の各点ほ▼Ⅳ－Fの直線のどの領域にあるかを示せ。

A（2，1）B（－3，2）C（0，0）D（0，2）E（－2，0）

（1）ズー封＋1＝0

（2）－2∬＋甘－3＝0

（3）－ぷ＋5訂＋4＝0

（問3）次の各直線の正坂城，負領域を図示せよ。

（1）2∬＋y＋1＝0

（2）ズー2即－4＝0

（3）2こr－y＝0

（問4）

次の不等式を満足する点（∬，影）の存在範囲を図示せよ。

（1）∬－3ダー9≦0

（2）2∬十3彰一6＞0

（3）y＞2∬－1

（4）ガ≧2封－1

（5）y＜3∬

－120－



20 空間の領域

3次元空間の平面αの方程式ほ

A∬＋B訂＋Cg十D＝0
…・‥・…‥（1）

であらわされる。この平面αによって，空間ほ2つの部分に分けられる。この領域を10と同様

に不等式を用いて表わしてみよう。

→

αの勾配ベクトルダ＝ （言）とする。

ーう

αに関して，ダと同じ側にある点をQユ（gl，飢，gl），反対側にある点をQ2（∬2，y2，之2）とし

Ql（夏至）
－ヰ

伊

才

句2（髪）

ノ、（∬，封，g）＝Aズ＋By＋C之＋Dとおくと

→→

ダ。PQl＝く蔓喜‡……）（A，B，C）

β2

β1

P（
ガ0

才0

才？
）

ニA（∬1一ガ0）＋B（凱…約）＋C（gl一之0）

＝Aズ1＋Byl＋Cgl－（Aガ0＋Byo）＋Cヱ0

＝Aこど1＋B飢一卜C芝1＋D

＝∫（ズ1，肌，gl）‥‥‥・‥…（2）

となる。

一う 岬′－・・－ナ

ここで，打とPQのなす角β1ほ鋭角であるから，
→－㌦ナ ー→

→

ヴ・PQl＝げQll。‡ダicosβi＞0‥・‥‥‥…（3）
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（2），（3）より

′（諾1，恥gl）＞0…・‥……（4）

となり，点β1ほ平面αの正領域にあるという。
→－－－→

つぎに，点β2に関しても同様に考えると，ダ。pQ2＞0となり，

′（∬2，私y2，g2）＜0・‥・‥‥‥‥（5）

がみちびかれる。このことより，点β2は平面αの負領域にあるという～。

このようにして，空間内のすべての点ほ，1つの平面αによって，α上にあるか，αサニ関し

て，正領域か負領域にあるかの，いづれかに分頸されることがわかる。
→

すなわち， ′（ガ，y，g）＝Aガ十B封＋Cg＋D とおくと，勾配ベクトルダと同じ側にある点
→

（ガ1，恥芝1）についてほ′（ぷ1，yl，gl）＞0（正領域），打と反対側にある点（∬2，即2，g2）につ

いては，′（ガ2，y2，g2）＜0（負領域）となるということである。

平面′（ガ，y，g）＝0の正領域，負領域を窪めるためには，〆（環，y，g）＝0を図示し，どちら

か一方にある特殊な点（例えば原点）の座標をア（∬，払 方）に代入して，′（ガ，y，之）の符号を

きめれば，その点の含まれる領域でほすべて同じ符号となり，反対側の点ほ，符号も遵になる。

このことを用いると，空間を平面によって，ジ2つの部分に分けるとき，その領域が正か負かを決

定することがかんたんにできる。

（問1）

次の点ほ，2∬一封＋3g－2＝0のどの領域にあるか。

A（1，2，3） お（0，ま，2） C（0，0，0） D（1，0，0）

（問2）

次の各点が下の平面の正領域にあるのほどの場合か，

A（0，1，2） B（－1，2，－1） イC（0，0，0）D（－3，0，2）

（1）－ガ＋y－3之十2＝0

（2）3∬＋2ダーg－4＝0

（3）4∬－3y＋gニ0

（問3）

次の平面の正領域を図示せよ。

（1）2∬－4y－3g－1＝り

（2）諾＋3y－2芝－－2＝0

（問4）

次の不等式の領域を図示せよ。

（1）2∬－γ＋g－4＞0

（2）y≦2∬－3芝
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