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「集合の考え」が数学の基礎を理解するに欠くことのできないものであるということから，集

合を一つの柱としての数学教育の内容が再構成され，州一層系統立った，すっきりとしたものにさ

れようとしている。

しかし，このような数学教育の内容の再編成は，云う までもなく，はば広い研究と実験を重

ね，充分な時間をかけで陵墓に行なわれるべきであり，しかも小，申，高を通じて一員した系統

立ったものに編成されるべきである。そこで，現実に今，高校生に数学を教えている私達として

は，たとえそれが不充分な暫定的なものであっても，取り入れられるものから少しでも早く「集

合の考え」を現行の高校数学に取り入れていくことが必要であると考える。

このような立場から，私達は，「現在の高校のレベルにおいて，集合および写像を現行教材の

中にどのように生かすか。」ということについて研究することにした。

研究を進めるに当って，先づ問題となったことは，集合と写像とを，① どの程度，どの矧務

まで取り入れるか。① どの段階で，どのような形で取り入れるか，ということであったが，（む

については，現行の教材内容の理解を深めるた釧こ必要な程度にとどめ，できるだけ範囲を広げ

ないようにした。すなわち，集合については，論証が正しく行なえるようになることに目標巻置

き，直積，巾集合，無限集合，壌度，その他，所謂集合論的なものに深入りしないこととし，写

像についても，関数概念を正しく三理解できることを目標として，1対1対応と逆写像に重点を置

き，ごく基本的なものに限った。

⑧については，数‡の最初の草で集合を系統的に学習したあとで，必要に応じて後輩の数と式

の取扱いに集合の考えをできるだけ生かすようにし，写像も，関数とグラフを学習する前にまと

めて学習し，既習の式の変形や方程式の解法における同値関係を写像の観点からも見直させると

ともに，後輩の関数関係の学習にも充分生かせるようにした。

以上のような観点から，さし当って高叩＝一数学の指導計画と時間配当とを下のようにまとめた。

「式の計算」では，出来るだけ中学との重複をさけ，また，「方程式と不等式」や「区ミ形と方程

式」では，単に解くための技巧に走らないようにして，内容を整理し，出来るだけ基本的なもの

にしぼって取扱うことによって，集合と写像にそれぞれ15時間づつ配当したものである。
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〕標臼H〔 1

2

第一章 集 合

数学の構造，数の構成についての正しい理解巻与える。

論理的に思考し，推論する能力を伸ばす。

第細節 藤 禽

§－．集 合

〔ねらい〕集合の意味，表記法の理解をさせ，数学の対象をできるだけ集合という形で考えられ

るようにし，集合の約束を使ってその内容を説明できるようにする。

〔内容〕1，集合の定義「凌）る条件を満足しているものの築まりを築合といいタ 粂まっている個

々のものを集合の元という。」

（1）集合を表わす文字 大文字A，B，C‥…・… （2）元を表わす文字 小文字a，b，C‥…‥‥

（3）集合の表わし方 ①Å＝〈a，も，Ci ①Aニix毒Ⅹ十1＞0）

2．いろいろな衆合

（1）有限集合 （2）無限集合 （3）空集合 （集合の元の個数により集合の種別を考える。）

3．築合の元の関係

（1）aはÅの元である。（aはÅに属する。）‥・……A＝＝（a，b，C〉のとき a∈Å

pはÅの元でない。（pはÅに属しない。）…‥・Å＝‡a，も，C〉 のときp蟹Å

（2）等しい集合「2つの集合で，元がすべて同じであるとき，2つの集合は等しいという。」

（注意）元の並び万にはf謁係なくタ 元がすべて同じであることをいう。

〔用語〕集合夕 元，有限集合，鮒眼集合，空集合，属する，属しない

〔記号〕‡〉，q），∈夕 鐙，二

§2．部分集合

〔ねらい〕都合巣食の意味を理解させながら珍 全体集合の申における集合ということに注意巻向

けさせ，禰集合も考えさせ，集合についてのより深い理解を得させるようにする。

〔内容〕1．部分集合の定義「2つの集合AとBがあり，Åの元がすべて迅の元であるとき，A

はBの部分集合という。」 Å≦B

2．轟部分集合「ÅがBの部分集合で，Bの元の申にÅの元でないものがあるときÅはBの夷部

分集合という。」 A⊂B

3．祁集合は，全体額合と関連してとり上げる。

4．べき集合，部分集合の集合についてもかるくふれる。

〔用語〕部分韓合，轟部分集合，補集合，全体集合

〔記号〕⊆，⊂，＿瓦

§3．集合についての濃霧

〔ねらい〕和集合，機鋒合の意味とその臣冒係の理解，集合についての基本的演算の理解などをさ

せると共に，集合についての抽象的な取扱いになれさせるようにする。

…
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〔内容〕1・和集合「2つの集合Å，Bの少なくとも一方の集合に屈する元の袋合を集合Å，B

の和集合という。」 ÅuB＝（Ⅹix∈AまたはⅩ∈B‡

（注意〕またはの意味について特に注意する。

2・穏集合「2つの集合A，Bの南方に属する元の集合を，集合A，Bの穣集合という。」

AnB＝〈Ⅹ‡Ⅹ∈AかつⅩ∈B〉

3．集合についての演算規則

（1）交換法則 AuB＝BUAタ ÅnB＝BnÅ

（2）結合法則（AUB）UC＝Au（BUC），（AilB）nC＝An（BnC）

（3）分配法則（ÅuB）nC＝（AnC）∪（BnC），（ÅnB）UC＝（AuC）∩（BuC）

（4）ドゥ【モルガンの法則 瓦頂＝Å∩畠，克行白＝Å∪も

竣、集合の元の個数（集合の大きさ）

（ヱ）n（A）の記号を与え，集合の大きさについての計算的取扱い巻指導する。

例えばn（AuB）ニn（A）＋n（B）－n〔AnB）

（2）解限集合の壌度：有限集合の元の数の取扱いに対して，無限集合では元の数についてどん

なことが考えられるか，集合の元の対応のつけ方などを中心に濃度の等しい可附番集合巻中

心として，軽く濃度の問題にもふれておく。

〔用語〕和集合，機鋒合ク 交換法則，結合法則，分離法則，ドゥ叶モルガンの法則

〔記号〕 し」，∩，n（A）

第二節 経論 た 集禽

§巧．命 題

〔ねらい〕（1）命題の構造を理解させ，条件（仮定）と結論の分析ができるようにする。

（2）数学で推論のた如こ使う独特の言葉，使い方を理解させる。

〔内容〕1．命題の構成

「‾ÅならばBである。」「AはBである。」の形の命題は夕 内容的には，①場面設定 ⑧仮定

⑨結論 にわけられる。

（例）二等辺三角形の底角は等しい。

①三角形について，①二辺が等しいならば，⑨その底角は等しい。

と三部分にわけられる。

2．いろいろな命題

（1）逆，裏，対偶を作る。（2）仮定と結論の分析をする。

3．推論に用いる言葉董

（1）「ÅまたはB」，「ÅかつB」の意味

（2）「‥‥‥でない」には全部否定と一一部否定があること。

（注意〕①学習例は，幾何の定‡乳 代数の法則に限ることなくタ 数学内容巻離れた一般問温

も含め，かたよらないようにする。

③ ここでは集合とは紫持関係に学習する。

〔用語〕命題，逆，褒，対偶，仮定，結論

亀2．命題と集合

〔ねらい〕（1）命題を集合を使って表わし，また，集合（または集合的粥係）を命題として読み取

一 79 一

〔内容〕1・和集合「2つの集合Å，Bの少なくとも一方の集合に屈する元の袋合を集合Å，B

の和集合という。」 ÅuB＝（Ⅹix∈AまたはⅩ∈B‡

（注意〕またはの意味について特に注意する。

2・穏集合「2つの集合A，Bの南方に属する元の集合を，集合A，Bの穣集合という。」

AnB＝〈Ⅹ‡Ⅹ∈AかつⅩ∈B〉

3．集合についての演算規則

（1）交換法則 AuB＝BUAタ ÅnB＝BnÅ

（2）結合法則（AUB）UC＝Au（BUC），（AilB）nC＝An（BnC）

（3）分配法則（ÅuB）nC＝（AnC）∪（BnC），（ÅnB）UC＝（AuC）∩（BuC）

（4）ドゥ【モルガンの法則 瓦頂＝Å∩畠，克行白＝Å∪も

竣、集合の元の個数（集合の大きさ）

（ヱ）n（A）の記号を与え，集合の大きさについての計算的取扱い巻指導する。

例えばn（AuB）ニn（A）＋n（B）－n〔AnB）

（2）解限集合の壌度：有限集合の元の数の取扱いに対して，無限集合では元の数についてどん

なことが考えられるか，集合の元の対応のつけ方などを中心に濃度の等しい可附番集合巻中

心として，軽く濃度の問題にもふれておく。

〔用語〕和集合，機鋒合ク 交換法則，結合法則，分離法則，ドゥ叶モルガンの法則

〔記号〕 し」，∩，n（A）

第二節 経論 た 集禽

§巧．命 題

〔ねらい〕（1）命題の構造を理解させ，条件（仮定）と結論の分析ができるようにする。

（2）数学で推論のた如こ使う独特の言葉，使い方を理解させる。

〔内容〕1．命題の構成

「‾ÅならばBである。」「AはBである。」の形の命題は夕 内容的には，①場面設定 ⑧仮定

⑨結論 にわけられる。

（例）二等辺三角形の底角は等しい。

①三角形について，①二辺が等しいならば，⑨その底角は等しい。

と三部分にわけられる。

2．いろいろな命題

（1）逆，裏，対偶を作る。（2）仮定と結論の分析をする。

3．推論に用いる言葉董

（1）「ÅまたはB」，「ÅかつB」の意味

（2）「‥‥‥でない」には全部否定と一一部否定があること。

（注意〕①学習例は，幾何の定‡乳 代数の法則に限ることなくタ 数学内容巻離れた一般問温

も含め，かたよらないようにする。

③ ここでは集合とは紫持関係に学習する。

〔用語〕命題，逆，褒，対偶，仮定，結論

亀2．命題と集合

〔ねらい〕（1）命題を集合を使って表わし，また，集合（または集合的粥係）を命題として読み取

一 79 一



ることができるようにする。

（2）数学的三法則，定理等を集合を使って表わせるようにする○

〔内容〕1．命題と集合との結び付け方

①a∈A‥…‥‥…・‥……‥……‥…‥‥‥…‥‥・‥……・…・aが条件Aを満足する

①A⊂B………（a∈Aならば，a∈Bである）‥・‥‥‥条件Åならば条件Bである

④a∈（AUB）‥・‥・……‥‥‥‥…・‥‥‥…………‥・‥‥‥…aは条件Aまたは条件Bを満足する

④a∈（AnB）‥‥‥…‥‥・‥…‥…‥‥二・…‥…‥‥…・‥…‥・aは条件Aも条件Bも満足する

①a∈Å…‥‥…‥……・‥……‥‥・‥・‥・……‥‥……・‥・‥…aは条件Aを満足しない

（註）集合Aとは集合所属条件がÅであるような集合とする。

2．上の結び付け方により，命題ご集合への移行をする。

（例）命題 aは3より大きい

命題 2でも割り切れ3でも割り

切れる数は6で割り切れる

集合 a∈〈Ⅹ1Ⅹ＞3〉

‡i集合Ⅹ∈〈2の倍数‡ni3の倍数‡

ならばⅩ∈〈6の倍数〉である

§3．必要条件，十分条件

〔ねらい〕（1）集合を使って推論するときにあらわれる包含関係と必要条件，十分条件との妄謁遵

を理解する。

（2）同値の意味を三理解する。

（3）完全な包含粥係がない場合の推論の仕方を明らかにする。

（4）数学的推論の実際について両条件の意味を理解する。

〔内容〕1．AならばBである

このとき，AはBとなるための十分条件，

BはÅとなるための必要条件

2．AならばB（A≦B），かつ，BならばÅ（A⊇＝B），
㊨

このとき，AとBとは一致（A＝B）必要十分条件という，したがって同値。

3．集合ÅとBが包含される関係にない場合もある。集合ÅとBの関係を図示すると次のように

なる（但しAとBが一一一…一致する場合を除く）

イ㊧箇ハ①○（⊃
イ，Aならば（すべて）Bである ハ．ÅならばBとなることもある（Bでないこともある）

ロ，BならばAである ニ．AならばBでない

〔用語〕必要条件，十分条件，必要十分条件，同値

§4．推論の形式

〔ねらい〕（1）集合の包含関係によって推論を進める方法を知る。

（2）霞々の推論形式と集合との関係を考え，その意味を明らかにする。

（3）…一つの命題から他の命題形式に移行する場合に，その真偽を正しく判断する。

〔内容〕1．直接証明，a∈Å，Å＜B より a∈B を推論する。

2．合成命題の証明，「Å→B，B→C のとき A→C」を証明するには，
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「a∈A，A≦B，B≦C より a∈C を得る」の形式で推論をすすめる。

3．対偶による証明法

m一つの命題A→B から作られた逆B→A，表A′→B′，対偶B′→A′ とその寅偽，（A′，B′

はそれぞれA，B の否定）

A→B，

㊨
から集合の包含粥係を考えて（証明

には補集合Å，畠を利用する） （逆B→A
は偽

哀A′→B′ は偽

対偶B′→A′ は轟が推論される。

4．背理法：集合を使って意味を明らかにすることができる。

〔用語〕直接証明，間接証明，命題の轟偽，背理法

集合の適用例

1．数の分賓i

Mo：自然数全体の集合，Moに対して，たとえばⅩ＋3＝2なるⅩはⅩ珪Mo…‥・魚の整数導入。

M′0：負の整数全体の集合，Ml：整数全体の集合，MouiO〉UM′0ニMl，Mlに対して，たと

えば2Ⅹ＝3なるⅩはⅩ鐙Ml・…‥分数導入。

M′1：分数全体の集合，M2：有理数全体の集合，MlUM′1＝M2

このM2に対して，たとえばⅩ2＝2なるⅩ，Ⅹ在M2が存在する。…・‥無理数導入

M′2：無理数全体の集合，M3：実数全体の集合，M2UM′2＝M3

M3に対して，たとえばⅩ2＋3＝0なるⅩについて，Ⅹ珪M3‥‥‥虚数導入

M′3：虚数全体の集合，M4：複素数全体の集合，M3UM′3＝M4

a，b∈Moならばa＋b∈Mo a。b∈Mo：a，b∈Mlならばa±b∈Ml，a・b∈Ml

a，b∈M2（あるいはM3あるいはM4）ならばa±も∈M2（M3，M4）

a。b∈M2（M3，M4）言∈M2（M3，M4），（もキ0）
すなわち，M3，M3，M4においては，0で割ることを除いて四則の計算ができるようになる。

Mo⊂Ml⊂M2⊂M3⊂M4

〔用語〕自然数，整数，分数，有理数，無理数，実数，虚数，複素数

2．数と式の計算

整式の計算，式の分類

整式の文字は，すべてM4の任意の元を代表していると考えてよい。したがって整式（単項

式，多項式）の計算，指数法則，乗法公式，因数分解などは，M4の元についての計算である。

整式。分数式・無理式‥‥‥文字は，一般に数巻表わすから，これらの式について，各々，整

数。分数・無感数に関するいろいろな性質は，そのまま成り立つ，つまり，式も数と同様に取り

扱える。

3．命 題

二次方程式を題材とした例塩

「実系数の二次方程式ax2＋bx＋c＝0において aとCの符号が異なるときは，この方程式は

必ず実根をもつ。」

（解）A＝〈Ⅹlax2＋bx＋c＝0，aCく0〉，M3＝‡Ⅹ‡Ⅹは実数〉としてⅩ∈AならばⅩ∈M3つ

まり A⊂M3巻いえばよい。
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rp＋qfが実系数の二次方程式ax2＋bx＋c＝0の棍であればp≠－qfもこの二次方程式の棍

である。」

（解〕A＝〈Ⅹ蔓ax2＋bx＋c＝0＝こついてp＋q‘∈Åならばp－一q才∈A巻いえばよい0

各 方程式と恒等式

方程式，恒等式，連立方程式

方程式′（Ⅹ）＝0を解く 〈二ニニこ〉集合（Ⅹ星′（Ⅹ）＝0〉を求める。

P（Ⅹ）＝0が恒等式：〈二二二〉〈Ⅹ‡P（Ⅹ）ニ0〉ニM3（実数全体の集合）

連立方程式ゾ（Ⅹ，y，…・‥）ニ0，g（Ⅹ，y，……）ニ0，‥‥‥〈ニ＝〉〈（Ⅹ，y，……）げ（Ⅹ，y，……）

＝0〉ni（Ⅹ，y，……）‡g（Ⅹ，y，…‥・）＝0〉∩…・‥∩……なる集合を求めること0

5．方程式の同値

分数方程式夕 無三撃方程式

〔例〕 ノ前二宮ニⅩを解け。

（解〕 方 程 式

J妄了すニⅩ

J

x＋2ニⅩ2

↓†

Ⅹ二叩一1， 2

鮮の集合
＼

；‥‥…・‥‥A＝ix－1ノ妄キ云¶＝Ⅹ〉

＼．

…Å∪Å′‥…・A′＝〈Ⅹ‡ノ落手碧▼Y二㌦Ⅹ〉

‥・2∈A， 叩1∈Å′

6．不 等 式

（1）大小関係の公三型

集合M3についての考察

工．M3∋a，もに対してa＞も，a＝b，a＜bのうちどれか小つだけが成立する。

韮．a＞b，b＞cならばa＞c

濫．a＞もならばM3∋Cに対して，a－卜C＞も＋c

c＞0，a＞もならばac＞もc

（2）不等式夕連立不等式

不等式′（Ⅹ）＞0巻解く く二二二〉ix‡′（Ⅹ）＞0‡なる集合を求める。

連立不等式′（Ⅹ）＞0，g（Ⅹ）＞0・…‥を解く。

〈二二〉〈Ⅹ1′（Ⅹ）＞0〉∩‡Ⅹ事g（Ⅹ）＞0〉∩……なる集合を求めること。

（3）絶対不等式

A（Ⅹ）＞0が絶対不等式〈ニニ〉与ⅩをA（Ⅹ）＞0）＝M3

7．図形と方程式

（例〕直線：集合M＝・iP（Ⅹ，y）lax＋もy＋c＝0．a，も，Cは定数）

8．軌跡と方程式

ある条件Cに適する点Pの軌跡が図形Fである。くニニニ‥〉M＝iP（Ⅹ，y）i㌘は条件を満す〉，

N＝ip（Ⅹ，y）毒Pは図形F上にある。〉について，M≦NおよびM≧N，つまりM＝Nを示す。

9．不等式と領域

〔例〕y＞Ⅹ2の表わす領域：集合M＝（P（Ⅹ，y）】y＞Ⅹ2〉

Ⅹ2＋y2≦r2（ご＞0）の表わす領域：集合M＝＝‡P（Ⅹ，y）ix2＋y2≦r2〉

…
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第二章 写 像

〔目標〕

（1）関数を写像（操作）として理解させるとともに，量と童（数と数）の対応関係をとらえさ

せ，関数の取り扱いが正しく出来るようにする。

（2）式の変形や方程式の解法が同値関係を考えながら，正しく行なえるようにする。

第一節 写 像

〔ねらい〕

（1）既習の簡単な関数（正比例関係，一次関数，二次関数等）を写像として見なおし理解させ

る。

（2）ブラックボックスを用いて写像の考え方を理解させる。

（3）定義域，値域を明確にさせる。

〔内容〕

§1．写像の定義

「ある集合に属する任意の元を，“一つの文字で代表させるとき，この文字を空拳といい，その

集合を，この壁翠の変域という。」

「ある集合Ⅹのおのおのの元Ⅹを一一定の規則でそれぞれ他の集合Yのm一つの元yにうつすと

き，このうつす規則を ⅩからYへの写像 という。」

そして，この規則を′で表わし，ⅩからYへの写像を

′
′：Ⅹ－ケY，または，Ⅹ－－ヰY と表わす。

（注）′のかわりに，g，hなどの文字も用いられる。

ブラックボックス Y

√し

x→ ぎ ・・→y

「集合Ⅹを′の定義域， 集合Yを′の軽率という。」

Ⅹ

○

「終域Yの元yのうち，Ⅹが′によってうつったものを′（Ⅹ）

y
O

と表わし，′によるⅩの像とい

う。」なお，Ⅹの値をきめれば像yの値が規則′によって′（Ⅹ）に等しく定まるから，このこと

を式でyニ′（Ⅹ）と表わし，yをⅩの関数という。

「定義域Ⅹに属するⅩの像′（Ⅹ）の集合 〈′（Ⅹ）．‡Ⅹ∈Ⅹ〉を′（Ⅹ）とかき，これを£▼里昼撃

という。」′（Ⅹ）≦Ⅹである。

§2．式 の 考 察

〔例〕1．y＝3Ⅹ

（1）ブラックボックスの説明
Ⅹ叫3倍する－－－－－一三抄3Ⅹ

－
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第二章 写 像
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く2）文字Ⅹの意味・‥…独立変数，（Ⅹ∈Ⅹ），変域Ⅹはこの場合は実数の集合Rとなる。

〈3）′の働き‥‥‥‥‥‥3倍する。

（4）文字yの意味‥‥‥従属変数（y∈Y），値域′（Ⅹ）もこの場合は実数の集合Rとなる。

（′（Ⅹ）＝Y）

（5）関数y＝3Ⅹの式表示の意味と，呈謁数値′（Ⅹ），ノr（2）の内容。・‥…

y＝′（Ⅹ），′（Ⅹ）＝3Ⅹ

したがって，y＝′（Ⅹ）＝3Ⅹ，または単にy＝3Ⅹ とかける。

また，′（2）＝6等。

〔例〕2．y＝Ⅹ2

（1）ブラックボックスによる説明

書

∫ 」

Ⅹ－－－－→浄2来する 一山づ沙
Ⅹ2

（2）定義域ⅩニR（実数の集合）

値域′（Ⅹ）＝†yly三0〉⊂Y

Y＝R

（値域がRの部分集合になるこ

とに注意）

Ⅹ（＝沢）

Ⅹ

Y（＝R）

妄2

§3．量の考察（愛すたの割合）

〔桝〕1．yニ3Ⅹ

（1）Ⅹj，Ⅹ2∈Ⅹ，Ⅹ1キⅩ2，yl＝′（Ⅹ1），y2＝′（Ⅹ2），yl，y2∈Yのとき

y2－yl＝′（Ⅹ2）山′（Ⅹ1）ニ3Ⅹ2－3Ⅹ1＝3（Ⅹ2州Ⅹ1）

5絢変化率二芝訂＝3（Ⅷ【Ⅵ一旬
もっと具体的に，Ⅹが1だけ増えると，′（Ⅹ）の増加は

′（Ⅹ”卜1）－′（Ⅹ）＝3（Ⅹ1－1）－3Ⅹ＝3（Ⅹの値にかかわらず“一定）

また， ′（Ⅹ1十Ⅹ2）＝3（Ⅹ1十Ⅹ2）ニ3Ⅹ1≠卜3Ⅹ2＝ア（Ⅹ1）＋〆（Ⅹ2）

′（2Ⅹ1）ニ3（2Ⅹ1）＝2（3Ⅹ1）＝2プ‾（Ⅹ1）

－一一山一般に〆（kxl）＝k′（Ⅹ1）すなわちタⅩがk倍になればタyもk倍になる。

（2）従来のように・y＝3Ⅹのグラフをかかせ，グ

ラフの存在する矧頚から直感的に，Ⅹの定義

域Ⅹを汲とすれば，yの値域YもRになるこ

と巻つかませる。

また，平均変化率一冊▲定についても確かめさ

せる。

〔僻考〕以ヒの指導を，y＝芸Ⅹ，yニ…山2Ⅹ等
についても行ない，yニaX（aキ0）についてま

とめる。

y＝Ⅹ＋b（b≒二0）についても同様に指導す

Y
y＝3x

3

1

3

蕾（Ⅹ）如†fl
0 Ⅹ

るこjただし，この関数では，′（Ⅹ1一卜Ⅹ2）≒′（Ⅹi）仙盲イ（Ⅹ2），′（kxl）キkデ（Ⅹ1）に注意する。ま

一冊一
84 叫
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（2）従来のように・y＝3Ⅹのグラフをかかせ，グ

ラフの存在する矧頚から直感的に，Ⅹの定義

域Ⅹを汲とすれば，yの値域YもRになるこ

と巻つかませる。

また，平均変化率一冊▲定についても確かめさ

せる。
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た，綿数についてt（定数を加える”という操作は，グラフにおいて，くくy軸方向に平行移動

する”ことに対応していることに注意する。

〔例〕y＝Ⅹ2

（1）Ⅹ1，Ⅹ2∈Ⅹ，Ⅹ1キⅩ2，ylニニ′（Ⅹ1），y2＝〆（Ⅹ2）、yユ，y2∈Yとする。

y2－yl＝＝′（Ⅹ2）…′（Ⅹ1）＝Ⅹ22〟Ⅹ21ニ（Ⅹ21－Ⅹ1）（Ⅹ2【Ⅹ1）

一里二艶＝Ⅹ2＋Ⅹ1 （肌一定ではない。）
Ⅹ2㌦Ⅹ1

具体的に，Ⅹが1だけ増えると，′（Ⅹ）の増加は，

′（Ⅹ＋1）㌦′（Ⅹ）＝（Ⅹ＋1）2…Ⅹ2＝2Ⅹ十1となり，Ⅹによって変わる。（Ⅹの値が大きくなる

ほどデ（Ⅹ）の増加の割合は大きくなる。）

また，′（Ⅹ1。Ⅹ2）＝（Ⅹ1◎Ⅹ2〕2＝Ⅹ21。Ⅹ22＝′（Ⅹ1）。′（Ⅹ2）（乗法は乗法にうつる。）

（注意）′（Ⅹ1＋Ⅹ2）キ′（Ⅹ1）－卜′（Ⅹ2）（非線形）

（2）グラフによる考察

y＝aXの場合と同じ方法で指導する。

〔用語。記号〕

変数，変域，写像，定義域，終域，像，値域，関数値，八′（Ⅹ），′（Ⅹ），平均変化率

第二節 食 成 写 像

〔ねらい〕

（1）一般の一次関数yニaX」一bと，二次関数y＝a（Ⅹ山p）2【トqを合成写像として取り扱うこと

によって，合成写像の意味を理解させる。

（2）合成する1つ1つの写像の定義域と値域巻明確にすることによって合成写像y＝aX－卜bや，

y＝＝a（Ⅹ－p）2十qの値域を明碓にする。

〔内容〕

§1．叩次㌍数の合成

写像g：Ⅹ→Yと写像h：Y→Zが写えられたとする。このとき，Ⅹの元Ⅹはク
gによってY

の元y＝g（コこ）にうつり，このyは，さらにhによって，Zの元zニb（y）ニbig（Ⅹ）〉にうつる0

したがってここに，Ⅹのおのおのの元ⅩをZの元Zにうつす1つの規則（これを′とする）が

与えられたと見ることができる○この写像′をgとbの合成写像といい，bogで表わす。

gb

x／〆一冊湊Ⅴ一〆仰やz

＼＼、㌦ノ／プ

f ＝払og

‾「

g（Ⅹ）－－－一骨 b ‾‾‾…身も才g（Ⅹ）ま

1 ガ

f ＝h（、g

一 85 一
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〔例〕y＝′（Ⅹ）＝2Ⅹ＋3

g

Ⅹ→ 2倍する→2Ⅹ－一柳タ 3 を加える

2倍して3 を加える。

毒針2
Ⅹ＋3

2Ⅹ＋3

g（Ⅹ）＝2Ⅹ，h（Ⅹ）＝Ⅹ＋3である2つの写像に対して，合成写像′ニbogを考えると，′（Ⅹ）

＝h。g（Ⅹ）ニh（2Ⅹ）＝2Ⅹ＋3となる。

一般の一次関数′（Ⅹ）＝aX＋b．は，g（Ⅹ）＝aX とh（Ⅹ）＝Ⅹ＋bの合成写像′＝h。g と考えら

れる。このとき，gの定義域を実数の集合Rとすれば，馴こよる像axの値域もRとなり，これ

が，すなわちhの定義域となるから，aXのhによる像ax＋bの値域もまた，Rとなる。したが

って′の定義域も値域もRとなる。このことから，次のことがいえる。

二準喝翠卓蔓し筆勢男選全旦凌こ良男遡旦畢生旦雌旦旦旦仙

′：R→R，′（Ⅹ）ニaX＋b

〔注意〕g（Ⅹ〕＝2Ⅹ，h（Ⅹ）＝Ⅹ＋3

R R

Ⅹ

年

ax＋b

において，h。g（Ⅹ）＝2Ⅹ＋3であったが，

g。b（Ⅹ）＝g（Ⅹ＋3〕＝2（Ⅹ＋3）＝2Ⅹ＋6

よってh。gキg。hである。

〔間〕次の2つの写像gとhについて，その合成写像g。hおよびh。gを求めよ。

（1）g（Ⅹ）＝2Ⅹ，h（Ⅹ〕＝3Ⅹ

（2）g（Ⅹ）＝与Ⅹ，h（Ⅹ）＝2Ⅹ＋1
g（Ⅹ）＝2Ⅹ－卜1，h（Ⅹ）ニ㈹3Ⅹ－卜2

g（Ⅹ）＝3Ⅹ＋2，h（Ⅹ）＝4Ⅹ＋3

§2．ニ次関数の合鹿

〔例〕1．y＝′（Ⅹ）＝2Ⅹ2

g（Ⅹ）＝Ⅹ2，h（Ⅹ）＝2Ⅹの合成写像′＝h。g として取り扱う。

′の定義域ⅩはR，値域′（Ⅹ）は‡yiy≧0‡⊂R となる。

〔例〕2．yニ′（Ⅹ）＝…3Ⅹ2

上例と同様に取り扱い，定義域ⅩはR，値域′（Ⅹ）は‡y皇y≦0‡⊂R ■である。

ヾ〔例〕3．y＝′（Ⅹ）＝Ⅹ2＋1

g（Ⅹ）＝Ⅹ2にh（Ⅹ〕＝Ⅹ＋1を合成。値域は くy！y≧1‡⊂R

〔例〕4．yニ′（Ⅹ）＝3Ⅹ2－1

〝 86 叩－

〔例〕y＝′（Ⅹ）＝2Ⅹ＋3

g

Ⅹ→ 2倍する→2Ⅹ－一柳タ 3 を加える

2倍して3 を加える。

毒針2
Ⅹ＋3

2Ⅹ＋3

g（Ⅹ）＝2Ⅹ，h（Ⅹ）＝Ⅹ＋3である2つの写像に対して，合成写像′ニbogを考えると，′（Ⅹ）

＝h。g（Ⅹ）ニh（2Ⅹ）＝2Ⅹ＋3となる。

一般の一次関数′（Ⅹ）＝aX＋b．は，g（Ⅹ）＝aX とh（Ⅹ）＝Ⅹ＋bの合成写像′＝h。g と考えら

れる。このとき，gの定義域を実数の集合Rとすれば，馴こよる像axの値域もRとなり，これ

が，すなわちhの定義域となるから，aXのhによる像ax＋bの値域もまた，Rとなる。したが

って′の定義域も値域もRとなる。このことから，次のことがいえる。

二準喝翠卓蔓し筆勢男選全旦凌こ良男遡旦畢生旦雌旦旦旦仙

′：R→R，′（Ⅹ）ニaX＋b

〔注意〕g（Ⅹ〕＝2Ⅹ，h（Ⅹ）＝Ⅹ＋3

R R

Ⅹ

年

ax＋b

において，h。g（Ⅹ）＝2Ⅹ＋3であったが，

g。b（Ⅹ）＝g（Ⅹ＋3〕＝2（Ⅹ＋3）＝2Ⅹ＋6

よってh。gキg。hである。

〔間〕次の2つの写像gとhについて，その合成写像g。hおよびh。gを求めよ。

（1）g（Ⅹ）＝2Ⅹ，h（Ⅹ〕＝3Ⅹ

（2）g（Ⅹ）＝与Ⅹ，h（Ⅹ）＝2Ⅹ＋1
g（Ⅹ）＝2Ⅹ－卜1，h（Ⅹ）ニ㈹3Ⅹ－卜2

g（Ⅹ）＝3Ⅹ＋2，h（Ⅹ）＝4Ⅹ＋3

§2．ニ次関数の合鹿

〔例〕1．y＝′（Ⅹ）＝2Ⅹ2

g（Ⅹ）＝Ⅹ2，h（Ⅹ）＝2Ⅹの合成写像′＝h。g として取り扱う。

′の定義域ⅩはR，値域′（Ⅹ）は‡yiy≧0‡⊂R となる。

〔例〕2．yニ′（Ⅹ）＝…3Ⅹ2

上例と同様に取り扱い，定義域ⅩはR，値域′（Ⅹ）は‡y皇y≦0‡⊂R ■である。

ヾ〔例〕3．y＝′（Ⅹ）＝Ⅹ2＋1

g（Ⅹ）＝Ⅹ2にh（Ⅹ〕＝Ⅹ＋1を合成。値域は くy！y≧1‡⊂R

〔例〕4．yニ′（Ⅹ）＝3Ⅹ2－1

〝 86 叩－



g（Ⅹ）＝Ⅹ2，h（Ⅹ）＝3Ⅹ，k（Ⅹ）ニⅩ－1とすると，

′ニkobog＝k（h。g）ニ（kob）g，値域は（y‡y≧一1〉⊂艮

〔例〕5．yニ′（Ⅹ）ニ3（Ⅹ…1）2

上例のg，b，kで，′＝hog。k，値域はiy毒y≧0）⊂R

（注意）例4と例5め違いに注意する。

〔例〕6．yニh（Ⅹ）＝3（Ⅹ一－1）2＋2

例5の′にg（Ⅹ）＝Ⅹ＋2を合成する。値域は〈yly≧2〉⊂R

〔用語。記号〕

合成写像，′＝h。g，

第三節 漫 対 頂 対応

〔ねらい〕

（1）対応が1対1である場合と，1対1でない場合とを，一肌一次関数と二次粥数とを用いて理解さ

せる。

（2）値域と終域との関係を理解させる。

〔内容〕
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という。」

Ⅹl〃

Ⅹ㌔

言（Ⅹ1）

壬（Ⅹ之）

〔例〕具体的ないろいろな一次関数について考察（省略）
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′（Ⅹ1）－′（Ⅹ2）ニⅩ21－Ⅹ22＝（Ⅹ1＋Ⅹ2）（Ⅹ1仰Ⅹ2）
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〔例〕いろいろな具体的な二次関数について考察する（省略）

次に一山ー次関数と二次関数との写像としての違いについて考えてみる。

二次関数′：R→R，yニ′（Ⅹ）＝aX2＋bx＋c（aキ0）においては，
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a

㌦ 87 叩

g（Ⅹ）＝Ⅹ2，h（Ⅹ）＝3Ⅹ，k（Ⅹ）ニⅩ－1とすると，

′ニkobog＝k（h。g）ニ（kob）g，値域は（y‡y≧一1〉⊂艮

〔例〕5．yニ′（Ⅹ）ニ3（Ⅹ…1）2

上例のg，b，kで，′＝hog。k，値域はiy毒y≧0）⊂R

（注意）例4と例5め違いに注意する。

〔例〕6．yニh（Ⅹ）＝3（Ⅹ一－1）2＋2

例5の′にg（Ⅹ）＝Ⅹ＋2を合成する。値域は〈yly≧2〉⊂R

〔用語。記号〕

合成写像，′＝h。g，

第三節 漫 対 頂 対応

〔ねらい〕

（1）対応が1対1である場合と，1対1でない場合とを，一肌一次関数と二次粥数とを用いて理解さ

せる。

（2）値域と終域との関係を理解させる。

〔内容〕

§1．1対1写像

「プ：Ⅹ→Yにおいて，Ⅹの異なる元に対して，それらの像も異なるとき，すなわち，Ⅹ1キⅩ2

㌦ケ′（Ⅹ1）キ′（Ⅹ2），（Ⅹ1，Ⅹ2∈Ⅹ，′（Ⅹ1），′（Ⅹ2）∈Y）のとき，′を運叡【を旦ユ毀ユ敵軍墜
という。」

Ⅹl〃

Ⅹ㌔

言（Ⅹ1）

壬（Ⅹ之）

〔例〕具体的ないろいろな一次関数について考察（省略）

－－一次関数，r：R→R，y＝′（Ⅹ）＝aX＋も（aキ0）においては，

′（Ⅹ1）－′（Ⅹ2）＝（axl＋b）－（ax2＋も）ニaXl－aX2＝a（Ⅹ1－Ⅹ2）

よって，Ⅹ1キⅩ2－【ナ′（Ⅹ1）キ′（Ⅹ2）

したがって一次関数はRからRへの1対1写像である。

〔例〕′：R→R，yニ′（Ⅹ）＝Ⅹ2について

′（Ⅹ1）－′（Ⅹ2）ニⅩ21－Ⅹ22＝（Ⅹ1＋Ⅹ2）（Ⅹ1仰Ⅹ2）

よってⅩ1＋Ⅹ2＝0 なる Ⅹ1，Ⅹ2 に対しては，Ⅹ1≒Ⅹ2 であっても′（Ⅹ1）＝′（Ⅹ2）（例えば，

′（㌦2）＝4，′（2）＝4）したがって，この写像デは1対1写像ではない。

〔例〕いろいろな具体的な二次関数について考察する（省略）

次に一山ー次関数と二次関数との写像としての違いについて考えてみる。

二次関数′：R→R，yニ′（Ⅹ）＝aX2＋bx＋c（aキ0）においては，

八Ⅹ1）－r（Ⅹ2）＝a｛（Ⅹ1十Ⅹ2）＋吾〉（Ⅹ1－Ⅹ2）
よってⅩ1＋Ⅹ2＝－▼吐なるⅩ1，Ⅹ2に対しては，Ⅹ1キⅩ2であっても′（Ⅹ1）＝r（Ⅹ2）

a

㌦ 87 叩



したがって，二次関数はRからRへの1対1写像でない。

（注意）′（Ⅹ）二Ⅹ2で，定義域を 〈Ⅹ】Ⅹ≧0〉に制限すれば，′は1対1写像となる。このよ

うに，写像の種類（性質）は常に定義域（および終域）と密接に関連している。以下こと

わりのないときは，朋数の定義域も終域もRで考える。

写像′：Ⅹ仰＞Yによって，Yの一つの元ylにうつるⅩの元の集合をylの原像といい，′1（yl）

で表わす。すなわち，

√1（y）ニ〈Ⅹ…Ⅹ∈Ⅹ，′（Ⅹ）＝yl〉

（注意）Yの部分集合Ylの元の原像の集合を√1（Yl）と表わすこともある。特に，Ylが

値域であれば′山1（Yl）は定義域となる。

〔例〕y＝ニ′（Ⅹ）＝3Ⅹにおいては，′（2）＝6で，また，′（Ⅹ〕＝6となるのは，Ⅹ＝2のみである

から，タ1（6）＝i2〉‥‥‥ただ1つの元からなる集合。

〔例〕y＝′（Ⅹ）ニⅩ2においては，

′（2）＝4，デ（－2）＝4で，かつ，

′（Ⅹ）＝4となるのは，Ⅹ＝2 と

Ⅹ＝一2 のみであるから

√1（4）ニi2，叩2‡

なお，

′【1（－6）＝串 （空襲合）

§2，申♂㌔の写像夕 上への写像

「写像′：Ⅹ→Yにおいて，値域

2
サ

仙2・

．4

。－6

〆（Ⅹ）が終域Yの爽部分集合であるとき，すなわち，′（Ⅹ）

⊂Yのとき，写像′を，ⅩからYの中への写像といい，値域が終域と－…m・致するとき，

′（Ⅹ）＝Yのとき， 写像′をⅩからYの上への写像という。」

墓参
、

壬：中への写像

タグ筍
Ⅹ

カタ

f：上への写像

すなわち、

Y〔＝＝Ⅹ）〕

シプ

f（Ⅹ

〔例〕1．′：Ⅹ仙〉Y，′（Ⅹ）＝3Ⅹにおいて，Ⅹ＝Y＝Rにとれば，′（Ⅹ）＝R＝ニY となるから，

この写像′は，RからRの上への写像である。

－一一般に，¶【Ⅵ－一次昌男数は，RからRの上への写像である。

〔例〕2．′：Ⅹ→Y，′（Ⅹ）ニⅩ2において，Ⅹ＝Yニ＝Rにとれば，

′（Ⅹ）＝†yぎy≧0，y∈R〉⊂Rとなるから，この写像′は夕配からRの申への写像である。

（注意）ただし，ⅩニR，Y＝＝すy！y≧0，y∈R〉ととれば，′はⅩからYの上への写像主な

る。

－W〝一般に，二次粥数は，RからRの申への写像である。
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したがって，二次関数はRからRへの1対1写像でない。
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なお，
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「写像′：Ⅹ→Yにおいて，値域
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⊂Yのとき，写像′を，ⅩからYの中への写像といい，値域が終域と－…m・致するとき，

′（Ⅹ）＝Yのとき， 写像′をⅩからYの上への写像という。」

墓参
、

壬：中への写像

タグ筍
Ⅹ

カタ

f：上への写像

すなわち、

Y〔＝＝Ⅹ）〕
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f（Ⅹ

〔例〕1．′：Ⅹ仙〉Y，′（Ⅹ）＝3Ⅹにおいて，Ⅹ＝Y＝Rにとれば，′（Ⅹ）＝R＝ニY となるから，

この写像′は，RからRの上への写像である。

－一一般に，¶【Ⅵ－一次昌男数は，RからRの上への写像である。

〔例〕2．′：Ⅹ→Y，′（Ⅹ）ニⅩ2において，Ⅹ＝Yニ＝Rにとれば，

′（Ⅹ）＝†yぎy≧0，y∈R〉⊂Rとなるから，この写像′は夕配からRの申への写像である。

（注意）ただし，ⅩニR，Y＝＝すy！y≧0，y∈R〉ととれば，′はⅩからYの上への写像主な

る。

－W〝一般に，二次粥数は，RからRの申への写像である。
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§3．1対1対応

「写像′：Ⅹ→Yが，ⅩからYへの1対・1写像で，しかも，ⅩからYの上への写像となると

き，写像′を～冬空らYへの1対1 いう。」

前述のことから，～一次関数はRからRへの1対1対応である。
－‾－√一′＼、′→ノ00ーーへノ・－㌦、一、一へ〈／、ノー、一、～／、－〈－へ′＼一〔）へ－′一＼▼√＼ノ八ノー→／、ノへ－／＼′〉、J／」′〝ヽ／＼〆州

〔問〕（1）′：R→R，

′：R→R，

（2）′：R→R，

（3）′：R→Rタ

制限すれば，

′（Ⅹ）＝Ⅹ2は1対1対応か。

′（Ⅹ）＝2Ⅹではどうか。また，一般の二次関数はどうか。

′（Ⅹ）＝Ⅹ3は1対1対応か。′（Ⅹ）＝…2Ⅹ3ではどうか。

′（Ⅹ）＝－3Ⅹ2は1対1対応ではない。

1対1対応となるか。

〔用語。記号〕

1対1写像，原ヰ乳申への写像，1対1対応

何故か。また，定義域をどのように

第抱節 逆 写 像

〔ねらい〕

（1）逆写像の意味を理解させる。

（2）逆写像を用いて同値粥係の理解を深めさせる。

（3）根号の意味を写像の立場から理解させ，あわせてタ指数法則の理解を深めさせる。

〔内容〕

§1．逆 写 像

「写像′：Ⅹ→Ⅴがタ ⅩからYへの1対1対応であるとき，Ⅴのいかなる元ylにヌ寸してもそ

の原像デ1（yl）が，ただ1つ存在するから，ylを′‾ユ（yユ）にうす耳つの写像が考えられる。こ

の写像を′の遭写墜、といい，′1‥Y→Ⅹであらわす。

定義より 逆写像はまた 1対1対応である。 Y Y

また，一一…一次関数は，毘から及への，1対1対応で

あるから，

〔例〕1．

′‾1：R叩うR，

〔例〕2．

その逆写像は，存在する。

′：毘→R，デ（Ⅹ）＝2Ⅹでは

′‾1（Ⅹ）＝芸Ⅹである。

Ⅹ d

fγ1

¢ y

（′：2倍する，ナ1：2で割る。逆「操作」を考えればよい。）

′：良一＞Rク′（Ⅹ）ニ2Ⅹ仙3では，タ1‥鼠→R，′‾1（Ⅹ）＝一芸仙（Ⅹ－卜3）である。
（′：2陪して3巻引く，「1：3巻加えて2で割る）

（注意）g：2倍する，h：3を引くとすればタア＝h。gでありタ その道写像′′ はタ h－1：3

を加える，g－1：2で割る，だから′－1ニg▼1。h‾1である。そしてタ1＝（〆）¶1＝（h。g）－まとか

けるから，一～W一娘卓立山く皐三屋）二二三蔓プ。h仙1となる。ただしタgもhも1対1対応である。（合成

写像の逆写像の求め方）

f
ニh＼w、g

Ⅹニニ㌦〝g≠ニブYて＝二二虹 一¶1

f‾…ユ＝g汀1h≠i〆〝

h一

Z

r－・般に，写像′：R→R，′（Ⅹ）＝aX一卜b（a≒0）の逆写像は，yニaX～卜b をⅩについて解い
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あるから，
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′‾1：R叩うR，

〔例〕2．

その逆写像は，存在する。
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て，Ⅹニ去（y－－b）として，Ⅹとyの文字を入れ替えた式で表わされる0
（したがって，′のグラフと′〟1のグラフは，直線yニⅩに関して対称となる。）

－一次関数の逆写像は，－…一次関数である。

〔間〕1．′（Ⅹ）＝2Ⅹ山3において，′1（2），′1（－1），′′1（0）を求めよ。

〔例〕3．′：R→R，′（Ⅹ）＝Ⅹ2は，RからRの申への写像であったから，′の逆写像は存在し

ない。しかし，定義域と終域を制限して，

′：Ⅹ→Ⅹ，Ⅹ＝〈Ⅹ皇Ⅹ≧oi，′（Ⅹ）＝Ⅹ2とすれば，1対1対応となるから，′の逆写像ナ1が

考えられ，それを

′1：Ⅹ→Ⅹ，Ⅹ＝（Ⅹ】Ⅹ≧0〉，′1（Ⅹ）＝ノ盲】と定義する。

（注意）′：Ⅹ1→Ⅹ2，Ⅹ1＝ix毒Ⅹ≦0〉，Ⅹ2ニixニミⅩ≧0〉としても，1対1対応となり，その

ときの逆写像は，

′：Ⅹ2→Ⅹ1，Ⅹ2＝〈Ⅹ‡Ⅹ≧0〉，Ⅹ1＝‡Ⅹ．ix≦0〉，√1（Ⅹ）＝－ノ盲Ⅵとなる。

〔間〕2．次の関数の定義域と終域とを適当に定めて，逆写像を作れ。

（1）′（Ⅹ）ニ2Ⅹ2

（3）′（Ⅹ）ニ与Ⅹ2
（5）′（Ⅹ）＝2Ⅹ2＋与

〔間〕3，上の間2をグラフによって考えよ。

（2）′（Ⅹ）ニー3Ⅹ2

（4）′（Ⅹ）ニⅩ2－2

（6）′（Ⅹ）＝（Ⅹ〟1）2一一4

二次関数の逆写像は，無理関数である。

（注意）この道は成りたたないが，′（Ⅹ）ニpノ盲妄】稲＋c（aキ0）の形の無理関数は，二次
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§2．方程式の解法への利用

〔例〕1，aX＋も＝0（aキ0）を解け。

〔考え方〕′（Ⅹ）＝aX＋もを考えると，この写像′による像′（Ⅹ）が0となる原像を求めるこ

とである。したがって，求めるⅩは√1（0）とかける。

ここで，′を．g：g（Ⅹ）＝aXに，h：h（Ⅹ）＝Ⅹ＋bを合成した写像′＝h。g と考えて，

′1＝g㌦1。h¶1より

b
′‾1（0）＝g…1。hIl（0）＝g小1（】－も）＝一山

となる。

ax＋bニO

h‾1JJh‾1（h－1：b を引く。）
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g】1↓Jg－1（g－1：aで割る。）
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a

Xt

a

aX

－・1
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叫b h‾l

ax＋b

0 0

山】一俵に，方程式′（Ⅹ）ニ0を解くことは，写像′によって，像が0になるような廃像Ⅹ

畢塑旦主と勤

したがって，′の定義域，終域を適当

巻求めれば，Ⅹ＝′‾1（0）でⅩが求まる。

て′を1対1ヌ寸応としたうえで，逆写像′1

…
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§3．指 数 法 則

〔定義〕「集合Ⅹの任意の元Ⅹにそれ自身を対応させることも一つの写像と考え，これを恒等写像

といい，eで表わす。

すなわち，′：Ⅹ→Ⅹ，′（Ⅹ）＝Ⅹ（このとき′＝e）

・y＝′（Ⅹ）ニⅩは恒等写像である。

逆関数の定義より，（′10′）（Ⅹ）＝′1（′（Ⅹ））＝′1（y）＝Ⅹ

また， （′。′1）（y）＝′（′1（y））ニ′（Ⅹ）＝y

したがって，′1。′も′0′1も恒等写像となるから，′10′＝♪タ1＝e

さて，′：Ⅹ→Ⅹ，Ⅹ＝〈Ⅹ蔓Ⅹ≧0〉，′（Ⅹ）＝Ⅹ2とその逆写像′1：Ⅹ→Ⅹ，ナ1（Ⅹ）＝ノ盲 におい

て，′。ナ1（Ⅹ）ニⅩだから，Ⅹ1，Ⅹ2∈ⅩなるⅩ1とⅩ2を考えると，′。′－1（Ⅹ1）ニⅩ1，♪′1（Ⅹ2）＝Ⅹ2

すなわち′（ノ盲）＝Ⅹ1，′（ノ仙諒）＝Ⅹ2

また，′（Ⅹ1。Ⅹ2）＝′（Ⅹ1）。′（Ⅹ2）であったから，

′（J“諒・ノ▲義一）ニ′（ノう㌻）イ（ノー｝表芸）＝Ⅹ1・Ⅹ2

ノ首。へ／うF＝ナ1（Ⅹ1。Ⅹ2）＝ノ盲丁諒，よってノ音叫・ノ盲；〔＝ノ前表

このようにして，指数法則が導かれる（Ⅹ1≧0，Ⅹ2≧0に注意する。）

また，ノうF＝′1（′（Ⅹ））＝（′1。′）（Ⅹ）＝Ⅹ（Ⅹ≧0）

ところが，Ⅹ≦0のとき ノ仙左官へを考えるには，

g：Ⅹ1→Ⅹ2，Ⅹ1＝ix壬Ⅹ≦0‡，Ⅹ2＝〈ⅩぎⅩ≧0〉，g（Ⅹ）＝Ⅹ2であるような1対1対応g巻考え

ねばならぬ。このとき，逆写像釘1は，

g▲1：Ⅹ2→Ⅹ1，g‾1（Ⅹ）＝一ノ盲であるから，（§1．〔例〕3（注意）を参照）

－ノ盲誉‾、＝g‾1（g（Ⅹ））ニ（g■1。g）（Ⅹ）＝Ⅹ

ノ】‾諺叫＝－Ⅹ

結局， ノ】諺叫＝し…
（Ⅹ≧0）

（Ⅹ＜0）
である。

§4．同 値 関 係

′：Ⅹ→Yが1対1対応のとき，

Ⅹ1＝Ⅹ2ご′（Ⅹ1）＝′（Ⅹ2）Ⅹ1，Ⅹ2∈Ⅹ，′（Ⅹ1），′（Ⅹ2）∈Y

〔例〕1．′：R→R，′（Ⅹ）＝Ⅹ＋aは1対1対応だからⅩ1＝Ⅹ2ごⅩ1＋a＝Ⅹ2＋a

これは，「等式の両辺に同じ数を加えても，両辺から同じ数を引いても等式は成り立つ」と

いうことを表わしている。

〔例〕2．′：R→R，′（Ⅹ）＝aXでは，aキ0のとき1対1対応だから，

Ⅹ1＝Ⅹ2ごaxl＝aX2 となるが，

a＝0のときは，任意のⅩ1∈Rに対して，つねに，′（Ⅹ1）＝0，すなわち′（R）＝〈0‡とな

り，rは1対1写像とならないから，′の逆写像（aで割る操作）は考えられない。

よって，aXl＝aX2→Ⅹ1＝Ⅹ2 とはならない。

これは，「等式の両辺に同じ数をかけても，両辺を0でない同じ数で割っても，等式は成り

立つ」ということを表わしている。
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（注意）′：Ⅹ→Yにおいて，′（Ⅹ）＝b（bはYの特定の元）となるとき，′を定数関数と

いう。例えば′：R→R，′（Ⅹ〕ニー2などである。

〔例〕3．1
一意＝Ⅹ＋1を解け。

Ⅹキ0のとき，圭一Y＝Ⅹ＋1ご1＝Ⅹ（Ⅹ＋1）

〔絹〕1．次の方程式を解け。

1
（1卜“盲ニi－ニⅩ＋2

〔例〕4．′：R→R，

Ⅹ1ニ＝Ⅹ2

（2）
1 2

Ⅹ2－Ⅹ
Ⅹ2－1

′（Ⅹ）ニⅩ2は1ヌ寸1写像でないから，Ⅹ1，Ⅹ2∈Rに対して，

→）こ21＝Ⅹ22であるが

Ⅹ21＝Ⅹ22→Ⅹ1：＝Ⅹ2 とはならない。

しかし，′：Ⅹ→Ⅹ，Ⅹ＝（Ⅹ∃Ⅹ≧0〉，′（Ⅹ）＝Ⅹ2とすれば，1対1対応となり，

Ⅹ1＝Ⅹ2ごⅩ21＝Ⅹ22（Ⅹ1クⅩ2≧0）

〔例〕5． ノⅩヰi＝Ⅹ－1を解け。

（考え方）両辺を2乗すれば二次方程式になるが，tそ2乗する”という操作は例4に示したと

おり，定義域をjl三叉は0の実数にとらなければ1対1対応にならないから，

ノ‾盲了i≧0，かつⅩ－1≧0 より
Ⅹ≧1なる条件のもとに両辺を2乗した式

Ⅹ十1＝＝（Ⅹ－1）2と同値となる。

〔問〕2．次の方程式を解け。

（1）2乍／盲＝3Ⅹ…1 （2）－乍／妄ニi“二Ⅹ…2

写像の適用例

1．指数関数，対数関数，三角関数

（1）指数鞘数の平均変化率

′＝′（Ⅹ）＝aガについて，Ⅹが1だけ増えると′（Ⅹ）

′（Ⅹ＋1）】′（Ⅹ）＝aか1－a∬＝（a－1）a∬＝（a…1）′（Ⅹ）

′（Ⅹ）の増加率は′（Ⅹ）自身に比例する。

の増加は，

となり，a岬1は一一定だから，

（2）指数関数と対数関数との関係

′：R一＞R，′（Ⅹ）＝aズ（a＞0，aキ1）においては ′（Ⅹ）＞0だから，終域Yを‡yjy＞0‡に

とり，′：R→Y とすれば1対1対応となり，そのとき逆写像ナ1：Y→Rが対数関数

ナ1（Ⅹ）＝10gαⅩである。したがって，対数関数の定義域（轟数の変域）は正となる。

（3）三角昏封数

三角関数は，角の大きさの集合から実数の集合への写像である。そ・して，次のように定義域

と終域を制限すれば1対1対応となるから逆写像（逆三角粥数）が定義できる。

yニSinxは定義域Ⅹをixト言－≦Ⅹ≦～昌仙），終域Yをiy…】1≦y≦1〕・
y＝ニCOSX は ク ixj o≦Ⅹ≦汀 〉， ク

yニtanXは ク

〈Ⅹ・・一言≦Ⅹ≦h芸】〉，（終域Yは実数R）
2．数丑教材への応用

（1）数 列

「自然数の集合Nから実数の集合Rへのmw一つの写像′が与えられたとき，′によるNの元

…
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nの像′（n）の列を墾撃という。」
（注意）この場合特に′（n）をa′ヱ と表わし，数列を‡a′′〉で表わす。

したがって，数列の一般項を表わす式がその対応の規則を示している。このようにして関

数と数列と巻写像の考えで結びつけ，①数列の極限と関数の極限との対応， ①無限級

数の和と定積分との関係，をつかませることができる。

〔例〕′（Ⅹ）ニ2Ⅹ，′（Ⅹ）＝Ⅹ2，′（Ⅹ）＝Ⅹ3，′（Ⅹ）＝3∬等から数列を作らせる。

〔例〕等差数列 a7ヱ＝al＋（n－1）dと一山ふ次関数′（Ⅹ）＝al＋（Ⅹ－1）d

等比数列 a，亭＝alで才王■1（r＞0）と指数関数′（Ⅹ）＝alr∬‾1

自然数の累乗の数列 〈n舟〉と べき関数

などの対応を考えさせる。

（2）順列，組合せ

有限築合から有限袋合への写像としてとらえさせ，両者の相違巻考えさせることができる。

（3）極座標，ベクトル

極座梗は，集合i平面上の点〉 の，

てとらえさせ，ベクトルもその集合の，

えさせる。

（4）関数の媒介変数表示

集合Ⅹから集合Yへの写像′を

他の2つの写像で間接に表わすこ

と。（合成写像の応用）

y＝′（Ⅹ）を‡；≡≡…三三で表わす。

集合i（r，∂）篭r＞0，0≦∂≦2花〉への1対1対応とし

実数の組（aタ b）の袋合への1対1対応としてとら

Ⅹ¢

g≠1

¢ y

fニbog‾】

〔例〕yニ′（Ⅹ）ニノrr謬の媒介変数表示

ⅩニくⅩトー1≦Ⅹ≦1〉，Y＝‡y長0≦y≦1〉 だから，値域がⅩとなるような1対1写像gと

してⅩニg（t）＝COSt，t∈T＝ニitを0≦t≦花）をとればよい。

ー 93 一仙－

nの像′（n）の列を墾撃という。」
（注意）この場合特に′（n）をa′ヱ と表わし，数列を‡a′′〉で表わす。

したがって，数列の一般項を表わす式がその対応の規則を示している。このようにして関

数と数列と巻写像の考えで結びつけ，①数列の極限と関数の極限との対応， ①無限級

数の和と定積分との関係，をつかませることができる。

〔例〕′（Ⅹ）ニ2Ⅹ，′（Ⅹ）＝Ⅹ2，′（Ⅹ）＝Ⅹ3，′（Ⅹ）＝3∬等から数列を作らせる。

〔例〕等差数列 a7ヱ＝al＋（n－1）dと一山ふ次関数′（Ⅹ）＝al＋（Ⅹ－1）d

等比数列 a，亭＝alで才王■1（r＞0）と指数関数′（Ⅹ）＝alr∬‾1

自然数の累乗の数列 〈n舟〉と べき関数

などの対応を考えさせる。

（2）順列，組合せ

有限築合から有限袋合への写像としてとらえさせ，両者の相違巻考えさせることができる。

（3）極座標，ベクトル

極座梗は，集合i平面上の点〉 の，

てとらえさせ，ベクトルもその集合の，

えさせる。

（4）関数の媒介変数表示

集合Ⅹから集合Yへの写像′を

他の2つの写像で間接に表わすこ

と。（合成写像の応用）

y＝′（Ⅹ）を‡；≡≡…三三で表わす。

集合i（r，∂）篭r＞0，0≦∂≦2花〉への1対1対応とし

実数の組（aタ b）の袋合への1対1対応としてとら

Ⅹ¢

g≠1

¢ y

fニbog‾】

〔例〕yニ′（Ⅹ）ニノrr謬の媒介変数表示

ⅩニくⅩトー1≦Ⅹ≦1〉，Y＝‡y長0≦y≦1〉 だから，値域がⅩとなるような1対1写像gと

してⅩニg（t）＝COSt，t∈T＝ニitを0≦t≦花）をとればよい。

ー 93 一仙－




