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Padé近似を用いた数値等角写像の計算法

櫻 井 鉄 也† 杉 浦 洋††

本論文では Padé近似を用いた数値等角写像の計算法を示す．この方法では天野らの提案した代用
電荷法を用いた数値等角写像の計算結果を利用し，Padé近似を用いて新たな電荷点を計算する．問
題領域の形状によっては電荷点数を削減できる例があることを数値例によって示す．

A Method for Numerical Conformal Mapping by Using
Padé Approximations

Tetsuya Sakurai† and Hiroshi Sugiura††

In this paper a method to compute numerical conformal mappings by using Padé approxi-
mations is considered. This method computes new charge points using the results obtained by
the charge simulation method proposed by Amano, et al. Some numerical examples illustrate
the aspects of themethod.

1. は じ め に

z 平面上の任意の Jordan 曲線を C，C に囲まれ

た外部領域を D として，D から w 平面上の単位円

の外部 |w| > 1 への等角写像 w = f(z) を考える．

z = 0 は C の内部にあると仮定する．f(z) は正規化

条件 f(∞) = ∞，f ′(∞) > 0 のもとで

f(z) =
z

γ
exp(g(z) + ih(z)) (1)

と表すことができる2)．ここで γ は正の実数である．

g(z) は外部 Dirichlet問題


∇2g(z) = 0, z ∈ D

g(z) = log γ − log |z|, z ∈ C

g(∞) = 0

の解であり，h(z) はその共役調和関数である．

u(z) := g(z) + ih(z) とおく．代用電荷法に基づく

等角写像の計算法2)では，C の内部の異なる N 点，

ζj，j = 1, . . . , N を与えたうえで，
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U(z) :=

N∑
j=1

qj log(z − ζj)

によって u を近似する．

係数 qj，j = 1, . . . , N および γ の近似値 Γは，C

上の拘束点を zj，j = 1, . . . , N として，条件

N∑
j=1

qj log |zl−ζj | = log Γ− log |zl|, l = 1, . . . , N

および
∑N

j=1
qj = 0 より求められる．

内部領域や多重連結領域についても代用電荷法を用

いて統一的に計算する方法が天野らによって提案され

ている1),3),4)．代用電荷法の計算では，電荷点と拘束

点の配置が精度に大きな影響を与え，問題形状に応じ

て適切に配置する必要がある．本論文では，代用電荷

法によって得られた結果を利用して，Padé近似を用

いて電荷点配置を新たに求める方法を提案する．問題

領域の形状によっては少ない電荷点数で精度の良い写

像関数が得られる場合があることを示す．

2. Padé近似による外部領域の数値等角写像

E(z) := u′(z) とする．E(z) が

E(z) =

n∑
j=1

βj

z − αj
= µ0z

−1 + µ1z
−2 + · · ·
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と表される場合を考える．ここで，α1, . . . , αn は C

の内部の相異なる点で，βj �= 0，1 ≤ j ≤ n とする．

このとき k = 0, 1, . . . について

µk =
1

2πi

∫
C

zkEdz =

n∑
j=1

βjα
k
j (2)

となる．

モニックな n 次の多項式 ϕn(z) が E の無限遠点

での Padé近似の分母であるとき，

1

2πi

∫
C

zkϕnEdz = 0, k = 0, . . . , n− 1 (3)

を満たす5)．n× n の Hankel行列 Hn，H<
n を

Hn :=
[
µj+k

]n−1

j,k=0
, H<

n :=
[
µj+k+1

]n−1

j,k=0

とおいたとき，分母 ϕn の零点は一般化固有値問題

H<
n x = λHnx

を解くことで得られる5),6)．このとき

ϕn(αj) = 0, j = 1, . . . , n

である．

代用電荷法によって得られた値を用いて

Ẽ(z) := U ′(z) =
N∑

j=1

qj

z − ζj
(4)

とおく．代用電荷法によって十分に良い結果が得られ

ているときには Ẽ は E の良い近似になっていると見

なせる．ここで

Ẽ(z) = µ̃0z
−1 + µ̃1z

−2 + · · ·
としたとき µ̃k =

∑N

j=1
qjζ

k
j となる．この µ̃k を用

いて

H̃n :=
[
µ̃j+k

]n−1

j,k=0
, H̃<

n :=
[
µ̃j+k+1

]n−1

j,k=0

とする．Ẽ に対する無限遠点での Padé近似の n 次

の分母を ψn(z) とする．このとき以下の定理を得る．

定理 2.1 十分に小さな δ > 0 に対して

µ̃k = µk +O(δ), k = 0, . . . , 2n− 1

とする．このとき

ψn(αj) = O(δ), j = 1, . . . , n.

証明 　ψn(z) を

ψn(z) := ρ0 + ρ1z + · · ·+ ρnz
n (5)

とする．ここで ρn = 1 とする．留数定理より

1

2πi

∫
C

zkψnEdz =

n∑
j=1

βjψn(αj)α
k
j

である．一方，式 (2)，(5)，および定理の仮定から，

k = 0, . . . , n− 1 について

1

2πi

∫
C

zkψnEdz =

n∑
j=1

ρjµk+j

=

n∑
j=1

ρj µ̃k+j +O(δ)

となる．ψnは Ẽ のPadé近似なので
∑n

j=1
ρj µ̂k+j =

0 であることから
n∑

j=1

βjψn(αj)α
k
j = O(δ), 0 ≤ k ≤ n− 1 (6)

を得る．ここでVandermode行列を Vn := [αl−1
j ]nj,l=1

とし，Dn := diag(β1, . . . , βn) とおくと，式 (6)より

VnDn




ψn(α1)
...

ψn(αn)


 = O(δ)

となる．α1, . . . , αn は互いに異なり，β1, . . . , βn は 0

でないので Vn，Dn はともに正則であり，よって定

理の結論を得る． ✷

この定理より，Ẽ が E の十分に良い近似となって

いるとき，ψn の零点も ϕn の零点に十分に近いもの

と見なせる．代用電荷法で求めた値から得られる関数

Ẽ に対する Padé近似によって E の極を推定するこ

とにより，新たな電荷点を求める．以下にそのアルゴ

リズムを示す．

Algorithm

1) N , ζ1, . . . , ζN , z1, . . . , zN , n を与える．

2) 代用電荷法により q1, . . . , qN を求める．

3) µ̃0, . . . , µ̃2n−1 を求める．

4) 一般化固有値問題 H̃<
n x = λH̃nx を解いて，

ψn(z) = 0 の零点 λ1, . . . , λn を求める．

5) λ1, . . . , λn を電荷点として改めて代用電荷法を

適用する．

3. 内部領域の数値等角写像

次に，Jorndan曲線 C で囲まれた内部領域を D と

し，D から w 平面上の単位円内部への等角写像の場

合について述べる．原点 z = 0は D に含まれるとし，

E(z) =

n∑
j=1

βj

z − αj
= c0 + c1z + c2z

2 + · · ·

と表されるものとする．ここで α1, . . . , αn はすべて

C の外部にあるとする．

内部領域に対しても代用電荷法を用いて数値等角写

像を求めることができる1)．代用電荷法で求めた値を
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図 1 数値等角写像の誤差（例 1）
Fig. 1 Error of numerical conformal mappings.

用いて，

Ẽ(z) =

N∑
j=1

qj

z − ζj
= c̃0 + c̃1z + c̃2z

2 + · · ·

とする．このとき k = 0, 1, . . . について

c̃k =
1

2πi

∫
C

z−k−1Ẽdz = −
N∑

j=1

qjζ
−k−1

となる．

この場合には原点での Ẽ に対する Padé近似を用

いて E の極を推定する．Hankel行列を

H̃n =
[
c̃j+k

]n−1

j,k=0
, H̃<

n =
[
c̃j+k+1

]n−1

j,k=0

とおくと，原点での Ẽ の Padé近似の極は一般化固

有値問題 H̃<
n x = λH̃nx の解の逆数で求められる．

4. 数 値 例

いくつかの数値例を示す．プログラムはMATLAB

Ver. 5.2で作成し，倍精度で計算を行った．Padé近似

の計算では N = 120の代用電荷法の結果を利用した．

誤差は境界 C 上の点を写像した点と単位円の円周と

の半径方向の距離の最大値を用いた．一般化固有値問

題は MATLABの関数 eig（QZアルゴリズム）を用

いて解いた．

例 1. Cassiniの燈形の外部領域．境界は

{(x+1)2+y2}{(x−1)2+y2} = a4 (a = 1.01)

で与えた．代用電荷法で用いる電荷点と拘束点の配置

は文献 3)を参考にした．図 1 に電荷点数を変化させ

たときの代用電荷法，および本方法の誤差を示す．本

方法では n = 3 で誤差はほぼ N = 120 と同等の精

度になった．図 2 にそれぞれの電荷点の配置を示す．

図中で + は代用電荷法の電荷点の位置を示し，◦ は
本方法で求めた電荷点の位置を表している．この例は

図 2 電荷点の配置（例 1）
Fig. 2 Location of charge points.

図 3 数値等角写像の誤差（例 2）
Fig. 3 Error of numerical conformal mappings.

図 4 電荷点の配置（例 2）
Fig. 4 Location of charge points.

原点に −1，z = ±1 に 1/2の電荷を配置すれば厳密

解が得られる問題である．

例 2. 楕円の外部領域の写像（図 3，図 4）．境界は

x2/a2 + y2 = 1 (a = 5).

本方法では n = 18 で N = 120 と同程度の誤差と

なった．図 4 より，Padé近似で求めた電荷点は実軸

上に分布していることが分かる．

例3. 正方形の内部領域（図5，図6）．誤差は n = 18
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図 5 数値等角写像の誤差（例 3）
Fig. 5 Error of numerical conformal mappings.

図 6 電荷点の配置（例 3）
Fig. 6 Location of charge points.

で N = 60 のときの代用電荷法の結果と同程度になっ

ている．n の増加にともなって Hankel行列 H̃n の条

件数が悪くなり，n を 18より大きくすると逆に誤差

は増大した．得られた電荷点配置を見ると，正方形領

域では必ずしも領域の角の近傍に配置する必要がない

ことが分かる．

5. お わ り に

本論文では，代用電荷法によって得られた結果を利

用して，Padé近似を用いて電荷点配置を求める方法

を提案した．この方法によって電荷点数を大幅に削減

できる場合があることを数値例で示した．写像の計算

の手間は電荷点数に比例するため，多数の点での写像

を求める必要があるときには，計算時間の削減につな

がるものと期待される．

本方法は写像関数の導関数に対する Padé近似を用

いており，Schwartz-Christoffel変換などによって写

像関数を求めた場合にも適用可能である．

電荷点数 nの増加とともに Padé近似の零点を求め

る計算が不安定になる．より安定性が高く，精度良く

求めることができる計算法の開発が今後の課題である．
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