
Vol. 43 No. 4 情報処理学会論文誌 Apr. 2002

共有メモリ型並列計算機における並列 FFTの
ブロックアルゴリズム

高 橋 大 介†,☆

本論文では，共有メモリ型並列計算機における並列一次元 FFTのブロックアルゴリズムを提案
する．提案する一次元 FFTのブロックアルゴリズムは，six-step FFTアルゴリズムに基づいてい
る．このブロック six-step FFT アルゴリズムではキャッシュメモリを効果的に利用することによ
り，従来の six-step FFTに比べて性能が改善されることを示す．提案するアルゴリズムに基づい
て，並列一次元 FFT を SGI Onyx 3400 および Sun Enterprise 6000 に実装し，性能評価を行っ
た．その結果，SGI Onyx 3400（MIPS R12000 400MHz，16CPU）では約 1929MFLOPS，Sun
Enterprise 6000（UltraSPARC 168MHz，16CPU）では約 520MFLOPSの性能を得ることがで
きた．

A Blocking Algorithm for Parallel FFT on
Shared-memory Parallel Computers

Daisuke Takahashi†,☆

In this paper, we propose a blocking algorithm for parallel one-dimensional fast Fourier
transform (FFT) on shared-memory parallel computers. Our proposed FFT algorithm is
based on the six-step FFT algorithm. We show that the block six-step FFT algorithm
improves performance by effectively utilizing the cache memory. Performance results of
one-dimensional FFTs on the SGI Onyx 3400 and Sun Enterprise 6000 are reported. We
succeeded in obtaining performance of about 1929MFLOPS on the SGI Onyx 3400 (MIPS
R12000 400MHz, 16CPUs) and about 520MFLOPS on the Sun Enterprise 6000 (UltraSPARC
168MHz, 16CPUs).

1. は じ め に

高速 Fourier 変換（ fast Fourier transform，以下

FFT）1)は，科学技術計算において今日広く用いられ

ているアルゴリズムである．FFTにおいて大量のデー

タを高速に処理するために，共有メモリ型並列計算機に

おけるFFTアルゴリズムが多く提案されている2)∼6)．

多くの FFTアルゴリズムは処理するデータがキャッ

シュメモリに載っている場合には高い性能を示す．し

かし，問題サイズがキャッシュメモリのサイズより大

きくなった場合においては著しい性能の低下をきたす．

FFTアルゴリズムにおける 1つの目標は，いかにし

てキャッシュミスの回数を減らすかということにある．
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近年のプロセッサの演算速度に対する主記憶のアク

セス速度は相対的に遅くなってきており，主記憶のア

クセス回数を減らすことは，より重要になっている．

したがって，共有メモリ型並列計算機における FFT

アルゴリズムでは，演算回数だけではなく，主記憶の

アクセス回数も減らすことが今まで以上に重要である．

ここで，キャッシュミスの回数を減らすことができれ

ば，主記憶のアクセス回数を減らすうえで非常に効果

があるといえる．

本論文では，共有メモリ型並列計算機における並列

一次元 FFTのブロックアルゴリズムを提案する．提

案する一次元FFTのブロックアルゴリズムは six-step

FFTアルゴリズム3),4)に基づいている．この six-step

FFTアルゴリズムは 2 回の multicolumn FFTと 3

回の行列の転置を必要とする．ここで，3回の行列の

転置がキャッシュメモリを搭載した共有メモリ型並列

計算機においてボトルネックとなる．

このボトルネックを解消するために，six-step FFT

に基づいたいくつかの FFT アルゴリズムが提案され
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ている4),6)．しかし，これらの FFTアルゴリズムで

は multicolumn FFTの部分と行列の転置の部分が分

離されており，キャッシュ内のデータの再利用の点か

らはまだ改善の余地がある．

また，多くのプロセッサにおいて高速な FFTライ

ブラリとして知られている FFTW 7)では，six-step

FFTに基づいた FFTアルゴリズムではなく，各プロ

セッサ内でデータを再帰的に二分木状に分割すること

によって，最終的に小さな点数の DFTに帰着させる

というアプローチをとることで，メモリアクセスの局

所性を引き出している．

本論文で提案する一次元FFTのブロックアルゴリズ

ムでは，キャッシュ内のデータを有効に再利用し，キャッ

シュミスの回数を減らすために，従来の six-step FFT

では分離されていたmulticolumn FFTと行列の転置

を統合する．この工夫により，共有メモリ型並列計算

機が主に対象とする，キャッシュにデータが入りきら

ないような大きな問題サイズの一次元 FFTにおいて

従来の FFTアルゴリズムに比べて高速であることを

示す．

提案する一次元FFTのブロックアルゴリズムに基づ

いて，並列一次元FFTを SGI Onyx 3400（cc-NUMA

アーキテクチャ）および Sun Enterprise 6000（SMP

アーキテクチャ）に実装し，性能評価を行う．

以下，2 章で six-step FFTについて説明する．3 章

で提案する一次元 FFTのブロックアルゴリズムにつ

いて述べる．4 章でデータがキャッシュに載る場合の

FFTアルゴリズムおよび並列化について述べる．5 章

で本論文で提案した並列一次元 FFTのブロックアル

ゴリズムの性能評価の結果を示す．最後の 6 章はまと

めである．

2. Six-Step FFTアルゴリズム

FFTは，離散Fourier変換（discrete Fourier trans-

form，以下 DFT）を高速に計算するアルゴリズムと

して知られている．DFTは次式で定義される．

yk =

n−1∑
j=0

xjω
jk
n , 0 ≤ k ≤ n − 1 (1)

ここで，ωn = e−2πi/n，i =
√−1 である．

n = n1 × n2 と分解できるものとすると，式 (1)に

おける j および k は，

j = j1 + j2n1, k = k2 + k1n2 (2)

と書くことができる．そのとき，式 (1)の x と y は

次のような二次元配列（columnwise）で表すことがで

きる．

xj = x(j1, j2), 0 ≤ j1 ≤ n1 − 1,
0 ≤ j2 ≤ n2 − 1 (3)

yk = y(k2, k1), 0 ≤ k1 ≤ n1 − 1,
0 ≤ k2 ≤ n2 − 1 (4)

したがって，式 (1)は式 (5)のように変形できる．

y(k2, k1)

=

n1−1∑
j1=0

n2−1∑
j2=0

x(j1, j2)ω
j2k2
n2 ωj1k2

n1n2ωj1k1
n1 (5)

式 (5)から次に示されるような，six-step FFTアル

ゴリズム3),4)が導かれる．

Step 1： 転置

x1(j2, j1) = x(j1, j2)

Step 2： n1 組の n2 点multicolumn FFT

x2(k2, j1) =

n2−1∑
j2=0

x1(j2, j1)ω
j2k2
n2

Step 3： ひねり係数の乗算

x3(k2, j1) = x2(k2, j1)ω
j1k2
n1n2

Step 4： 転置

x4(j1, k2) = x3(k2, j1)

Step 5： n2 組の n1 点multicolumn FFT

x5(k1, k2) =

n1−1∑
j1=0

x4(j1, k2)ω
j1k1
n1

Step 6： 転置

y(k2, k1) = x5(k1, k2)

Step 3における ωj1k2
n1n2 は，ひねり係数

8)と呼ばれ

る 1の原始根であり，複素数である．

図 1 に従来の six-step FFT アルゴリズムの疑似

コードを示す．ここで，ひねり係数 ωj1k2
n1n2 は配列 Uに

格納されている．

従来の six-step FFTアルゴリズムの特徴を以下に

示す．

• n1 = n2 =
√

n とした場合，
√

n 組の
√

n 点

multicolumn FFT4)が Step 2 と 5で行われる．

この
√

n 点multicolumn FFTはメモリアクセス

の局所性が高く，キャッシュメモリを搭載したプ

ロセッサに適している．

• 行列の転置が 3回必要になる．

Step 1，4，6の行列の転置および，Step 3のひねり

係数の乗算をブロック化した six-step FFTアルゴリ

ズムが文献 4)に示されている．しかし，この FFTア

ルゴリズムでは multicolumn FFTの部分と行列の転

置の部分が分離されているため，multicolumn FFT

においてキャッシュメモリに載っていたデータが行列

の転置の際に有効に再利用されないという問題点が
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1 COMPLEX*16 X(N1,N2),Y(N2,N1),U(N2,N1)

2 DO I=1,N1

3 DO J=1,N2

4 Y(J,I)=X(I,J)

5 END DO

6 END DO

7 DO I=1,N1

8 CALL IN CACHE FFT(Y(1,I),N2)

9 END DO

10 DO I=1,N1

11 DO J=1,N2

12 Y(J,I)=Y(J,I)*U(J,I)

13 END DO

14 END DO

15 DO J=1,N2

16 DO I=1,N1

17 X(I,J)=Y(J,I)

18 END DO

19 END DO

20 DO J=1,N2

21 CALL IN CACHE FFT(X(1,J),N1)

22 END DO

23 DO I=1,N1

24 DO J=1,N2

25 Y(J,I)=X(I,J)

26 END DO

27 END DO

図 1 従来の six-step FFTアルゴリズム
Fig. 1 Conventional six-step FFT algorithm.

ある．

3. ブロック Six-Step FFTアルゴリズム

本論文では，キャッシュ内のデータを有効に再利用し，

キャッシュミスの回数を少なくするため，従来の six-

step FFTでは分離されていた multicolumn FFT と

行列の転置を統合する．前述した従来の six-step FFT

において，n = n1n2 とし，nb をブロックサイズとす

る．ここで，プロセッサはmulti-levelキャッシュメモ

リを搭載しているものと仮定する．提案するブロック

six-step FFTアルゴリズムは以下のようになる．

Step 1： n1 × n2 の大きさの複素数配列 X に入力

データが入っているとする．このとき，n1×n2 配

列 Xから nb 列ずつデータを転置しながら，n2×nb

の大きさの作業用配列 WORKに転送する．ここで

ブロックサイズ nb は配列 WORKが L2キャッシュ

に載るように定める．

Step 2： nb 組の n2 点 multicolumn FFT を L2

キャッシュに載っている n2 × nb 配列 WORKの上

で行う．ここで各 column FFTは，ほぼ L1キャッ

シュ内で行えるものとする．

Step 3： multicolumn FFT を行った後 L2 キャッ

シュに残っている n2 × nb 配列 WORKの各要素に

1 COMPLEX*16 X(N1,N2),Y(N2,N1),U(N1,N2)

2 COMPLEX*16 WORK(N2+NP,NB)

3 DO II=1,N1,NB

4 DO JJ=1,N2,NB

5 DO I=II,II+NB-1

6 DO J=JJ,JJ+NB-1

7 WORK(J,I-II+1)=X(I,J)

8 END DO

9 END DO

10 END DO

11 DO I=1,NB

12 CALL IN CACHE FFT(WORK(1,I),N2)

13 END DO

14 DO J=1,N2

15 DO I=II,II+NB-1

16 X(I,J)=WORK(J,I-II+1)*U(I,J)

17 END DO

18 END DO

19 END DO

20 DO JJ=1,N2,NB

21 DO J=JJ,JJ+NB-1

22 CALL IN CACHE FFT(X(1,J),N1)

23 END DO

24 DO I=1,N1

25 DO J=JJ,JJ+NB-1

26 Y(J,I)=X(I,J)

27 END DO

28 END DO

29 END DO

図 2 ブロック six-step FFTアルゴリズム
Fig. 2 A block six-step FFT algorithm.

ひねり係数 Uの乗算を行う．そしてこの n2 × nb

配列 WORKのデータを nb 列ずつ転置しながら元

の n1 × n2 配列 Xの同じ場所に再び格納する．

Step 4： n2 組の n1 点multicolumn FFTを n1 ×
n2 配列 Xの上で行う．ここでも各 column FFT

は，ほぼ L1キャッシュ内で行える．

Step 5： 最後にこの n1 × n2 配列 Xを nb 列ずつ

転置して，n2 × n1 配列 Yに格納する．

図 2 に提案するブロック six-step FFTアルゴリズ

ムの疑似コードを，図 3にメモリ配置を示す．図 2の

アルゴリズムにおいて，NBはブロックサイズであり，

NPはパディングサイズ，WORKは作業用の配列である．

なお，図 3において，配列 X，WORK，Yの中の 1から

16の数字は，配列のアクセス順序を示している．

また，作業用の配列 WORKにパディングを施すこと

により，配列 WORK から配列 X にデータを転送する

際や，配列 WORK上で multicolumn FFTを行う際に

キャッシュラインコンフリクトの発生を極力防ぐこと

ができる．

提案するブロック six-step FFTアルゴリズムは，い

わゆる two-passアルゴリズム3),4)となる．つまり，提
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図 3 ブロック six-step FFTアルゴリズムのメモリ配置
Fig. 3 Memory layout of a block six-step FFT algorithm.

案するブロック six-step FFTアルゴリズムでは n 点

FFTの演算回数は O(n logn)であるのに対し，主記

憶のアクセス回数は理想的には O(n) で済む．

なお，本論文では Step 2および Step 4の各 column

FFTは L1キャッシュに載ると想定しているが，問題

サイズ nが非常に大きい場合には各 column FFTが

L1キャッシュに載らないことも十分予想される．こ

のような場合は二次元表現ではなく，多次元表現9),10)

を用いて，各 column FFTの問題サイズを小さくす

ることにより，L1キャッシュ内で各 column FFTを

計算することができる．ただし，三次元以上の多次元

表現を用いた場合には two-passアルゴリズムとする

ことはできず，たとえば三次元表現を用いた場合には

three-pass アルゴリズムになる．このように，多次元

表現の次元数を大きくするに従って，より大きな問題

サイズの FFTに対応することが可能になるが，その

反面主記憶のアクセス回数が増加する．これは，提案

するブロック six-step FFTにおいても性能はキャッ

シュメモリの容量に依存することを示している．

なお，out-of-placeアルゴリズム（たとえば Stock-

hamアルゴリズム11),12)）を Step 2，4の multicol-

umn FFTに用いたとしても，余分に必要となる配列

の大きさは O(
√

n) で済む．

また，一次元 FFTの結果が転置された出力でかま

わなければ，Step 5の行列の転置（図 2 では 24∼28
行目）は省略することができる．この場合，作業用の

配列は O(
√

n) の大きさの配列 WORKだけで済み，提

案するアルゴリズムは実質的には in-placeアルゴリズ

ムになることが分かる．

提案するブロック six-step FFTアルゴリズムの性能

を，多くのプロセッサにおいて最も高速な FFTライブ

ラリとして知られているFFTW（version 2.1.3）と比
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表 1 一次元 FFTの性能
Table 1 Performance of one-dimensional FFTs.

Sun Ultra 10 (UltraSPARC-IIi 333 MHz) PentiumIII PC (1GHz, Intel i840)

n ブロック six-step FFT FFTW ブロック six-step FFT FFTW

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00143 171.53 0.00103 239.09 0.00066 371.45 0.00038 645.28

213 0.00297 179.58 0.00215 248.14 0.00157 339.73 0.00154 346.08

214 0.00908 126.27 0.00472 243.05 0.00458 250.41 0.00423 270.98

215 0.02122 115.81 0.01317 186.55 0.01027 239.22 0.00990 248.33

216 0.04526 115.83 0.03818 137.32 0.02145 244.48 0.02146 244.32

217 0.09707 114.77 0.09510 117.16 0.04434 251.29 0.04765 233.82

218 0.22981 102.66 0.25147 93.82 0.09063 260.34 0.10605 222.46

219 0.46862 106.28 0.52714 94.49 0.19250 258.74 0.24583 202.61

220 0.96896 108.22 1.10718 94.71 0.42469 246.91 0.54097 193.83

較した結果を表1に示す．ここで，実行時間の単位は秒

であり，n = 2m 点 FFTのMFLOPS値は 5n log2 n

より算出している．計算機としては，Sun Ultra 10

Model 333（UltraSPARC-IIi 333MHz，SunOS 5.6）

および PentiumIII PC（Coppermine 1GHz，Intel

i840，Linux 2.2.16）を用いた．提案するブロック six-

step FFT を Fortran で記述し，コンパイラは Sun

WorkShop Compiler Fortran 5.0（Sun Ultra 10）お

よび g77 version 2.95.2（PentiumIII PC）を用いた．

一方，FFTWは Cで記述されており，コンパイラは

Sun Workshop Compiler C 5.0（Sun Ultra 10）お

よび gcc version 2.95.2（PentiumIII PC）を用いた．

表 1 から分かるように，Sun Ultra 10 において

は，n ≤ 217 では提案するブロック six-step FFTが

FFTWよりも遅くなっているが，n ≥ 218 では提案

するブロック six-step FFTは FFTWよりも速くなっ

ている．これは，UltraSPARC-IIi の L2 キャッシュ

サイズが 2MBであるために，n ≤ 217 ではデータ

が L2キャッシュに入るためである．FFTWでは，自

動チューニングの手法を用いて高速化を図っており，

データがキャッシュに入るような場合については高い

性能を発揮できていると考えられる．

一方，PentiumIII PCにおいては，表 1から分かる

ように，n ≥ 216 では提案するブロック six-step FFT

が FFTWに比べて速くなっている．これは Pentiu-

mIIIの L2キャッシュサイズが 256KBであるために，

n ≥ 215 ではデータが L2 キャッシュに入りきらず，

FFTWではキャッシュミス率が高くなっているため

であると考えられる．それに対し，提案するブロック

six-step FFTではキャッシュブロッキングを行ってい

るために，データがキャッシュに入りきらない場合に

ついても高い性能が維持できていることが分かる．

これらの結果より，データがキャッシュに入りきら

ないような大きな問題サイズにおいては，提案するブ

ロック six-step FFTは FFTWよりも高速であること

が分かる．データが比較的小さくキャッシュに入るよ

うな場合については，提案するブロック six-step FFT

は，キャッシュブロッキングのオーバヘッドおよび行

列の転置が 3回必要な分，FFTWに比べて不利であ

るが，このように問題サイズが比較的小さい場合には

提案するブロック six-step FFTではなく，Stockham

アルゴリズムなどの行列の転置を必要としない FFT

にアルゴリズムに切り替える必要がある．

また，six-step FFTを計算する際には，式 (5)にお

いて，ひねり係数 ωj1k2
n1n2 = e−2πij1k2/n を掛ける必要

があるが，これには次のような三角関数の値

sin
(−2πij1k2

n

)
, cos

(−2πij1k2

n

)

を計算する必要があるため，通常はあらかじめテーブ

ルを作成することが多い．この場合，通常 O(n) の大

きさの配列が必要になる．

ところが，この配列の大きさを O(
√

n)にする手法

が知られている3),4)．

この手法を以下説明する．n = n1 ×n2 個の三角関

数テーブルを U(j, k) = αjk (0 ≤ j ≤ n1 − 1, 0 ≤
k ≤ n2 − 1)，α = e−2πi/n と記述すると，

U(j + ra, k + sb)

= α(j+ra)(k+sb)

= αjkαjsbαrakαrasb

= U0(j, k)U1(j, sb)U2(ra, k)U3(ra, sb) (6)

と書ける．ここで，n1 = n2 = a2 = b2 となるよう

にすると，必要な配列の大きさを O(
√

n) にできる．

配列の大きさが O(
√

n) になった代償として，式 (6)

において，複素数の要素ごとの積が 3回余分に必要に

なっている．しかし，これらの積は O(n) の計算量で

済むため，n 点 FFTの計算量 O(n logn)と比較すれ

ば分かるように，nがある程度以上大きいときには無

視することができる．
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さらに，三角関数テーブルの大きさが O(
√

n) とな

ることにより，これらの配列はキャッシュメモリ内に

入る可能性が高くなり，三角関数テーブルを縮小化し

ない場合に比べて，キャッシュヒット率をより高くす

ることができる．

4. In-Cache FFT アルゴリズムおよび並
列化

前述の multicolumn FFT において，各 column

FFTがキャッシュに載る場合の in-cache FFT には

Stockham アルゴリズム11),12)を用いた．Stockham

アルゴリズムは，Cooley-Tukeyアルゴリズム1)のよ

うに入力と出力が重ね書きできないために，入力と出

力で別の配列が必要となり，その結果 Cooley-Tukey

アルゴリズムの 2倍のメモリ容量が必要になる．しか

し，ビットリバース処理1)が不要であるという特徴が

ある．

2点 FFTを除く 2べきの FFTでは，基数 4と基

数 8の組合せにより FFTを計算し，基数 2の FFT

カーネルを排除することにより，ロードとストア回数

および演算回数を減らすことができ，より高い性能を

得ることができる13)．具体的には，n = 2p (p ≥ 2)

点 FFTを n = 4q8r (0 ≤ q ≤ 2, r ≥ 0) として計算

することにより，基数 4と基数 8の FFTカーネルの

みで n ≥ 4 の場合に 2べきの FFTを計算することが

できる．

six-step FFTにおいて，multicolumn FFTの各列

は独立であるため，並列性が高いことが知られてい

る3),4)．

共有メモリ型並列計算機における並列化は以下のよ

うに行った．図 1 に示した従来の six-step FFTアル

ゴリズムにおいては，2，7，10，15，20，23行目の

各 DOループを並列化（OpenMP 14)の!$OMP DOディ

レクティブを挿入）した．

また，図 2 に示したブロック six-step FFTアルゴ

リズムにおいては，3，20行目の各 DOループを並列

化した．なお，配列 WORKはプライベート変数にする

必要がある．

5. 性 能 評 価

性能評価にあたっては，提案するブロック six-step

FFT に基づく並列一次元 FFT と，従来の six-step

FFTに基づく並列一次元 FFTの性能比較を行った．

なお，FFTWでもマルチスレッドによる並列一次元

FFTが実装されているが，1組のデータに対する in-

placeの一次元 FFTは完全に並列化されていない7)こ

とから，今回の性能評価では比較の対象外とした．

n = 2m の m およびプロセッサ数 P を変化させて

順方向 FFTを連続 10 回実行し，その平均の経過時

間を測定した．なお，FFTの計算は倍精度複素数で

行い，三角関数のテーブルはあらかじめ作り置きとし

ている．

並列計算機として，cc-NUMA アーキテクチャの

SGI Onyx 3400（MIPS R12000 400MHz，16CPU，

主記憶 16GB，32KB L1 instruction cache，32KB

L1 data cache，8MB L2 cache，SGI IRIX 6.5.9）

および SMPアーキテクチャの Sun Enterprise 6000

（UltraSPARC 168MHz，16CPU，主記憶 4GB，

16KB L1 instruction cache，16KB L1 data cache，

512KB L2 cache，SunOS 5.6）を用いた．ここで，

SGI Onyx 3400は Origin 3400にグラフィックスシス

テムが搭載されているものであり，今回の測定に関し

ては Origin 3400と同等と考えることができる．

プログラムはすべて Fortranおよび OpenMPで記

述した．なお，従来の six-step FFTに基づく並列一

次元 FFTでは，行列の転置および，ひねり係数の乗

算は文献 4)の手法によりブロック化およびテーブル

の縮小化を行っている．

5.1 SGI Onyx 3400による測定結果

SGI Onyx 3400においては，従来の six-step FFT

および提案するブロック six-step FFTに基づく並列

一次元 FFTと，SGIのライブラリである SCSL 1.3

の ZZFFTルーチンとの性能の比較を行った．

ここで，SCSL 1.3 の ZZFFT ルーチンは，基本的

には従来の six-step FFT アルゴリズムに基づいてお

り15)，従来の six-step FFTの 1つの実装例として比

較を行っている．

コンパイラは SGIのMIPSpro Fortran 77（Version

7.3.1.2m）を用いた．最適化オプションとして，従来の

six-step FFTおよび提案するブロック six-step FFT

に基づく並列一次元 FFT では “-O3 -n32 -mips4

-LNO:opt=0 -mp”を，SGI SCSL 1.3の ZZFFT ルー

チンでは “-Ofast -n32 -mips4 -mp”を指定した．

従来の six-step FFTおよび提案するブロック six-

step FFTに基づく並列一次元 FFTの性能を表 2 お

よび表 3に，SGI SCSL 1.3の ZZFFTルーチンの性能

を表 4 に示す．ここで，実行時間の単位は秒であり，

n = 2m 点 FFTの MFLOPS値は 5n log2 n より算

出している．

表 2 および表 3 から，提案するブロック six-step

FFT に基づく並列一次元 FFTが，従来の six-step

FFTに基づく並列一次元 FFTに比べて，n ≥ 214 の
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表 2 従来の six-step FFTに基づく並列一次元 FFTの性能（SGI Onyx 3400）
Table 2 Performance of parallel one-dimensional FFT based on conventional six-

step FFT on the SGI Onyx 3400.

n
P = 1 P = 2 P = 4 P = 8 P = 16

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00114 216.49 0.00079 310.99 0.00092 265.94 0.00090 273.86 0.00091 269.87

213 0.00231 230.49 0.00162 329.28 0.00146 364.66 0.00151 352.29 0.00157 338.30

214 0.00472 242.89 0.00322 356.01 0.00215 533.63 0.00254 450.98 0.00258 443.85

215 0.00979 251.05 0.00650 378.35 0.00426 576.24 0.00404 608.65 0.00427 575.36

216 0.02024 259.08 0.01323 396.16 0.00850 617.09 0.00598 876.29 0.00694 755.44

217 0.04204 265.00 0.02710 411.04 0.01718 648.61 0.01183 941.41 0.01107 1006.29

218 0.08810 267.80 0.05578 422.93 0.03505 673.14 0.02366 997.08 0.01682 1402.42

219 0.26565 187.50 0.13436 370.70 0.08005 622.23 0.05129 971.04 0.03441 1447.35

220 0.57635 181.93 0.29911 350.56 0.16857 622.04 0.10729 977.37 0.06578 1594.05

表 3 提案するブロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFTの性能（SGI Onyx 3400）
Table 3 Performance of parallel one-dimensional based on block six-step FFT on

the SGI Onyx 3400.

n
P = 1 P = 2 P = 4 P = 8 P = 16

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00106 232.56 0.00082 299.50 0.00084 290.85 0.00087 283.06 0.00098 251.23

213 0.00217 245.92 0.00156 341.41 0.00147 362.09 0.00154 344.78 0.00163 325.71

214 0.00452 253.91 0.00310 369.52 0.00210 546.05 0.00222 516.59 0.00233 491.61

215 0.00932 263.56 0.00616 398.76 0.00402 611.88 0.00364 674.41 0.00389 631.65

216 0.01943 269.81 0.01247 420.46 0.00787 665.86 0.00567 925.44 0.00567 924.52

217 0.04042 275.63 0.02549 437.14 0.01580 705.00 0.01107 1006.57 0.00957 1163.88

218 0.08606 274.16 0.05327 442.93 0.03216 733.64 0.02149 1098.02 0.01432 1647.14

219 0.23337 213.43 0.12039 413.72 0.07030 708.53 0.04339 1147.96 0.02809 1773.43

220 0.50064 209.45 0.26313 398.50 0.14857 705.79 0.08917 1175.93 0.05437 1928.68

表 4 SGI SCSL 1.3の ZZFFTルーチンの性能（SGI Onyx 3400）
Table 4 Performance of SGI SCSL 1.3 ZZFFT routine on the SGI Onyx 3400.

n
P = 1 P = 2 P = 4 P = 8 P = 16

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00082 297.92 0.00102 240.05 0.00107 229.76 0.00113 216.84 0.00122 202.08

213 0.00181 294.47 0.00315 169.13 0.00338 157.67 0.00388 137.07 0.00420 126.91

214 0.00398 288.01 0.00444 258.34 0.00450 254.84 0.00483 237.42 0.00495 231.66

215 0.00768 319.94 0.01242 197.92 0.01329 184.89 0.01533 160.35 0.01628 150.99

216 0.01774 295.46 0.01886 277.93 0.01910 274.45 0.02046 256.31 0.02099 249.80

217 0.03838 290.30 0.07413 150.29 0.08263 134.84 0.09949 111.98 0.10731 103.82

218 0.08198 287.77 0.16175 145.86 0.17922 131.64 0.21430 110.09 0.23042 102.39

219 0.22444 221.92 0.15331 324.88 0.09688 514.10 0.06358 783.34 0.03849 1294.13

220 0.54573 192.14 0.31626 331.55 0.18967 552.85 0.12860 815.40 0.07668 1367.45

場合について高い性能が得られていることが分かる．

また，表 2 および表 4から，SGI SCSL 1.3の ZZFFT

ルーチンと比べた場合でも，1CPUにおいて n ≤ 219
の場合を除いて，提案するブロック six-step FFTに

基づく並列一次元 FFTが性能が高くなっていること

が分かる．1CPUにおいて n ≤ 219 の場合には，提

案するブロック six-step FFTは，行列の転置が 3回

必要な分，SGI SCSL 1.3の ZZFFTルーチンより性能

が低くなっているが，このように n が比較的小さい

場合には six-step FFTに基づく FFTアルゴリズム

ではなく，Stockhamアルゴリズムなどの行列の転置

を必要としない FFTアルゴリズムに切り替えること

で，性能を高くすることができる．また，16CPUに

おいて n = 220 の場合は，提案するブロック six-step

FFTに基づく並列一次元FFTは従来の six-step FFT

に基づく並列一次元 FFTに比べて，約 21%高速であ

り，SGI SCSL 1.3の ZZFFTルーチンに比べても，約

41%高速であることが分かる．

以下，理由について考察する．提案するブロック six-

step FFTと従来の six-step FFTでは，図 1 および

図 2における IN CACHE FFTルーチンのソースコード

はまったく同じであるので，演算回数は同じである．
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表 5 SGI Onyx 3400における各 FFTのキャッシュヒット率（n = 220，1CPU）
Table 5 Cache hit rates of FFTs on the SGI Onyx 3400 (n = 220, 1CPU).

L1 data cache L2 data cache

従来の six-step FFT 0.885 0.893

提案するブロック six-step FFT 0.903 0.933

SGI SCSL 1.3の ZZFFTルーチン 0.894 0.916
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図 4 SGI Onyx 3400における 220 点 FFTの性能
Fig. 4 Performance of 220-point FFT on the SGI

Onyx 3400.

また，行列の転置におけるブロック化も提案するブロッ

ク six-step FFTと従来の six-step FFTともに行って

いる．結局，提案するブロック six-step FFTと従来

の six-step FFTで異なっているのは，multicolumn

FFTと行列の転置が統合されているか，分離されて

いるかの違いだけである．したがって，性能の差はメ

モリアクセスパターンおよびキャッシュヒット率の差

に帰着すると考えられる．

キャッシュヒット率の違いを調べるために，SGI IRIX

6.5.9の perfexコマンドを用いて，各 FFTのキャッ

シュヒット率を測定した結果を表 5に示す．測定にあ

たっては，順方向 FFTを 1CPUで連続 10回実行し

た場合のキャッシュヒット率を測定した．表 5から，提

案するブロック six-step FFTが従来の six-step FFT

や SGI SCSL 1.3 の ZZFFTルーチンに比べてキャッ

シュヒット率が高くなっていることが分かる．これは，

従来の six-step FFTでは multicolumn FFTと行列

の転置が分離されていたために，キャッシュ内のデー

タを有効に再利用できなかったのに対し，提案するブ

ロック six-step FFTでは multicolumn FFTと行列

の転置が統合されているために，キャッシュ内のデー

タを有効に再利用でき，その結果キャッシュヒット率

が高くなっているためと考えられる．したがって，提

案するブロック six-step FFTは従来の six-step FFT

に比べて主記憶のアクセス回数が減っており，その結

果高い性能が得られているといえる．
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図 5 Sun Enterprise 6000における 220 点 FFTの性能
Fig. 5 Performance of 220-point FFT on the Sun

Enterprise 6000.

図 4に，SGI Onyx 3400における 220 点FFTの性

能を示す．図 4から，提案するブロック six-step FFT

に基づく並列一次元 FFTは，従来の six-step FFT

に基づく並列一次元 FFTや SGI SCSL 1.3の ZZFFT

ルーチンに比べて，プロセッサ数が多くなるほど優位

性が高くなっていることが分かる．

また表 3から，16CPUの SGI Onyx 3400では提案

するブロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFT

において，n = 220 の場合に約 1929MFLOPS（ピー

ク性能の約 15%）の性能が得られていることが分かる．

5.2 Sun Enterprise 6000による測定結果

Sun Enterprise 6000においては，従来の six-step

FFTおよび提案するブロック six-step FFTに基づく

並列一次元 FFTの性能の比較を行った．

コンパイラは RWCP Omni OpenMP Compiler

（ver 1.3）16)を，バックエンドのネイティブコンパイ

ラには Sun WorkShop Compiler C 5.0を用い，最適

化オプションとして “-fast -xO5 -xarch=v8plusa

-xunroll=1”を指定した．

従来の six-step FFTおよび提案するブロック six-

step FFTに基づく n 点の並列一次元 FFTの性能を

表 6 および表 7に示す．ここで，実行時間の単位は秒

であり，n = 2m 点 FFTのMFLOPS値は 5n log2 n

より算出している．

表 6 および表 7 から，提案するブロック six-step

FFT に基づく並列一次元 FFTが，従来の six-step
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表 6 従来の six-step FFTに基づく並列一次元 FFTの性能（Sun Enterprise 6000）
Table 6 Performance of parallel one-dimensional FFT based on conventional six-

step FFT on the Sun Enterprise 6000.

n
P = 1 P = 2 P = 4 P = 8 P = 16

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00495 49.63 0.00365 67.25 0.00272 90.48 0.00159 154.50 0.00143 172.03

213 0.01025 51.93 0.00728 73.16 0.00522 102.04 0.00336 158.62 0.00246 216.08

214 0.02170 52.86 0.01437 79.79 0.00980 117.07 0.00638 179.81 0.00385 298.26

215 0.05627 43.67 0.03162 77.73 0.01956 125.63 0.01257 195.46 0.00786 312.74

216 0.12085 43.38 0.06506 80.58 0.03845 136.35 0.02396 218.85 0.01593 329.12

217 0.25439 43.79 0.13403 83.12 0.07361 151.36 0.04608 241.77 0.03070 362.89

218 0.52539 44.91 0.27441 85.98 0.14600 161.60 0.08691 271.45 0.05713 412.98

219 1.07031 46.54 0.55566 89.64 0.33398 149.13 0.17212 289.38 0.11035 451.35

220 2.17969 48.11 1.12305 93.37 0.70020 149.75 0.34814 301.19 0.21631 484.76

表 7 提案するブロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFTの性能（Sun Enterprise 6000）
Table 7 Performance of parallel one-dimensional based on block six-step FFT on

the Sun Enterprise 6000.

n
P = 1 P = 2 P = 4 P = 8 P = 16

Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS Time MFLOPS

212 0.00455 54.05 0.00391 62.91 0.00282 87.30 0.00160 153.76 0.00173 142.22

213 0.01071 49.71 0.00757 70.36 0.00517 103.09 0.00328 162.31 0.00271 196.32

214 0.02176 52.71 0.01465 78.29 0.00938 122.21 0.00664 172.79 0.00401 286.33

215 0.04919 49.96 0.02985 82.34 0.01782 137.89 0.01189 206.75 0.00793 309.73

216 0.10400 50.41 0.06018 87.12 0.03436 152.57 0.02148 244.03 0.01550 338.19

217 0.22217 50.15 0.12109 92.00 0.06738 165.34 0.04230 263.40 0.02856 390.03

218 0.46094 51.18 0.24512 96.25 0.13452 175.38 0.08044 293.28 0.05249 449.47

219 0.93555 53.24 0.49219 101.20 0.29590 168.33 0.16235 306.78 0.10132 491.59

220 1.91797 54.67 0.99609 105.27 0.62109 168.83 0.32617 321.48 0.20166 519.97

FFTに基づく並列一次元 FFTに比べて特に n ≥ 216
以上の場合に高い性能が得られていることが分かる．

これは，SGI Onyx 3400の場合と同様に，提案するブ

ロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFTが従

来の six-step FFTに基づく並列一次元 FFTに比べ

てキャッシュ内のデータの再利用性が高く，その結果

主記憶のアクセス回数が少なくなっているためである

と考えられる．

Sun Enterprise 6000では，各プロセッサは Ultra-

SPARC 168MHzであるが，バスクロックは CPUの

内部クロックの半分の 84MHzであるので，CPU内部

の演算性能に比べて主記憶のアクセス速度がそれほど

遅くない．したがって，提案するブロック six-step FFT

に基づく並列一次元 FFTと従来の six-step FFTに

基づく並列一次元 FFTの性能の差が cc-NUMAアー

キテクチャの SGI Onyx 3400に比べて小さくなって

いると考えられる．

図 5に，Sun Enterprise 6000における 220 点FFT

の性能を示す．また，表 7から，16CPUの Sun En-

terprise 6000では提案するブロック six-step FFTに

基づく並列一次元 FFTにおいて，n = 220 の場合に

約 520MFLOPS（ピーク性能の約 10%）の性能が得

られていることが分かる．

6. ま と め

本論文では，共有メモリ型並列計算機における並列

一次元FFTのブロックアルゴリズムを提案した．提案

するブロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFT

では，キャッシュメモリの再利用率を高くすることに

より，キャッシュミスを少なくし，その結果主記憶の

アクセス回数も少なくすることができた．一般的に，

共有メモリ型並列計算機が主に対象とする FFTは，

データがキャッシュに入りきらないような大きな問題

サイズの FFTであるので，このような場合には提案

するブロック six-step FFTに基づく並列一次元 FFT

は従来の FFTアルゴリズムに比べて有利である．特

に，プロセッサの演算速度と主記憶のアクセス速度と

の差が大きい場合に，より効果的であると考えられる．

提案するブロック six-step FFTアルゴリズムに基づ

いて，並列一次元 FFTを SGI Onyx 3400および Sun

Enterprise 6000に実現し，性能評価を行った．その結

果，16CPUの SGI Onyx 3400では約 1929MFLOPS

の性能を，16CPU の Sun Enterprise 6000 では約

520MFLOPSの性能を得ることができた．
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今後の課題としては，プロセッサ数を増やした場合

についての性能評価および，分散メモリ型並列計算機

における実現，そして評価があげられる．
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