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QR分解を用いた正則化法に対する
最適正則化パラメータ推定法とその解析

北 川 高 嗣† 仲 田 晋†

離散線形非適切問題に対し，特異値分解を用いた Tikhonov正則化法は有効な解法である．この方
法は，解の性質を制御する正則化パラメータを適切に選択することが重要である．一方，より高速な
直接解法として 2回のQR分解を用いた正則化法がある．この解法は従来の特異値分解を用いた正則
化法に比べ，大幅に少ない計算量で解を得ることができる．本論文では，この正則化法により得られ
る解の性質について示し，また，適切なパラメータを選択するためのいくつかの手法を適用し，これ
らの手法により選択された正則化パラメータを用いることにより，特異値分解による正則化法と同様，
有効な解を得ることができることを示す．

Analysis of Methods to Estimate the Optimal Parameter
for the Regularization Using QR Factorization

Takashi Kitagawa† and Susumu Nakata†

Tikhonov regularization method using singular value decomposition is an effective method
for discrete ill-posed linear operator equations. In this method, a regularization parameter
which controls a properties of the solution has to be chosen properly. On the other hand, a
new regularization method using two times QR factorizations, which requires far less com-
putational cost than the singular value decomposition, has proposed. In this paper, we show
the properties of the regularized solution given by the new method and apply some methods
for choosing a good value of regularization parameters.

1. は じ め に

本論文の目的は，不適切問題から生じる悪条件線形

方程式に対し，2回の QR分解を用いた直接法による

正則化法を適用する場合の最適正則化パラメータを推

定することである．

線形逆問題の多くは不適切問題の代表的な例である

第 1種フレドホルム型積分方程式∫ b

a

k(s, t)x(t)dt = y(s), c ≤ s ≤ d (1)

に帰着され2)，既知の関数 y(s)から未知の解 x(t)を

求める問題となる．ただし，実際の問題では y(s) は

有限個の点で観測されるデータであり，また，データ

にはノイズが含まれる．本論文では，積分方程式 (1)

を離散化して得られる方程式

Ax = y0 + e ≡ y, A ∈ Rm×n (2)

が与えられているとする．ここで y0 は真のデータ，e
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はデータに含まれるノイズを表す．この連立 1次方程

式の係数行列 A は，積分方程式 (1)の不適切性が反

映されて一般に悪条件となる2)．

悪条件線形方程式では一般にデータに含まれるノイ

ズが解の誤差に大きく反映されるが，ノイズの影響を

抑え，方程式の最小 2乗最小ノルム解を近似的に求め

る代表的な解法に Tikhonov正則化法2)がある．これ

は係数行列の特異値分解を用いて解ベクトルの空間，

およびデータベクトルの空間の基底を求め，解ベクト

ルのそれぞれの基底の成分に対して正則化パラメータ

に応じたフィルタをかけるによりノイズの影響を抑え

る解法であり，この解を正則化解と呼ぶ．一方，2回

のQR分解により解ベクトルの空間，およびデータベ

クトルの空間を求める方法が提案され7)，この分解を

用いて同様のフィルタを用いることによりノイズの影

響を抑えた正則化解を得ることができる9)．以後，従

来の特異値分解による正則化法と区別するため，この

正則化法を QR分解による正則化法と呼ぶ．QR分解

による正則化法では，特異値分解を用いた場合に比べ

係数行列の分解を高速に得ることができる7),9)．
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ただし，正則化法により精度の良い解を求めるため

には適切な正則化パラメータを選択する必要がある．

特に最も精度の良い正則化解を与える正則化パラメー

タを最適正則化パラメータと呼ぶ．

Tikhonov正則化法による正則化解の性質をよく表

すものとして，L-カーブがある2)．これは，正則化パ

ラメータに対し，x-軸に正則化解の残差，y-軸に正則

化解のノルムをとり描かれる曲線で，離散非適切問題

では一般に L字型をなし，最適正則化パラメータに対

応する点はコーナーに位置することが知られている．

特異値分解によるTikhonov正則化法ではいくつか

の最適正則化パラメータ推定法が提案され，代表的な

ものとしてGCV法1)，L-カーブ法8)，Quasi-Optimal

法3),4)があげられる．

本論文ではQR分解による正則化法における L-カー

ブの性質について述べ，また，上記 3つの最適正則化

パラメータ推定法の適用について示す．この最適正則

化パラメータの推定に要する計算量は従来の特異値分

解を用いた場合と同じであることを示し，また推定さ

れた正則化パラメータによりほぼ最適な正則化解を得

ることを数値実験により示す．

2. QR分解による正則化法の性質

連立 1次方程式 (2)において，係数行列 A，および

ノイズを含むデータベクトル y が与えられていると

する．以下簡単のために m ≥ n を仮定するが，一般

性を失うことはない．

QR分解による正則化法では，係数行列の以下の分

解を用いる9)．

A = UDRV T . (3)

ただし，U ∈ Rm×k，V ∈ Rn×k は列正規直交行列，

R ∈ Rk×k は上三角行列，D ≡ diag(d1, . . . , dk) は

対角行列で，その対角要素は d1 ≥ · · · ≥ dk > 0 の順

に並んでいるものとする．ここで，k は A の数値的

階数を表す．また，上三角行列 R は悪条件でないこ

とを仮定する．

この分解は，AT に対してピボッティング付き QR

分解を施し，得られた上三角行列に対してさらに QR

分解を施すことにより得られる7),9)．ただし，ピボッ

ティング付きQR分解はピボット列のノルムがしきい

値 ε 以下になった時点で終了し，このときの上三角

行列のサイズにより数値的階数 k を決定するものと

する．

分解 (3)を得るための演算量は一般に特異値分解に

比べ少なく，また係数行列 A の数値的階数 k に依存

して少なくなるため，特に数値的階数 k が小さい問

題に対して有効である9)．

分解 (3)，および正則化パラメータ λ を用いて，正

則化解 xλ は

xλ = V R−1(D2 + λ2I)−1DUT y (4)

=

k∑
i=1

fi
uT

i y
di

wi (5)

で表される9)．ただし，W ≡ V R−1 = [w1, . . . ,wk]，

U = [u1, . . . ,uk]，また fi はフィルタ

fi =
1

1 + λ2/d2
i

(6)

を表す．ここで，正則化解 (4)における上三角行列 R

の逆行列の演算は，後退代入により得られ，また，分

解 (3)において R が悪条件でないという仮定を満た

せば，後退代入の演算での悪条件性による誤差の混入

は少ない．

この正則化解 xλ は汎関数

Fλ(x) = ‖y − Ax‖2 + λ2‖RV T x‖2 (7)

を最小化する x である9)．以下，ノルム ‖ · ‖ は添字
がない限りベクトルの 2-ノルムを表す．

正則化解の性質をよく表すものとして L-カーブ2)が

あげられる．QR 分解を用いた正則化解 (4)の場合，

正則化解 xλ に対し，最小化する汎関数 (7)に現れる

2つの量，‖y − Axλ‖ と ‖RV T xλ‖ をそれぞれ x-

軸，y-軸にとり，λ ∈ [0,∞)をパラメータとして描か

れる曲線である．以下，L-カーブの座標を

(ρ1(λ), ρ2(λ))

≡ (‖y − Axλ‖, ‖RV T xλ‖) (8)

で表す．この L-カーブの座標 ρ1(λ)，ρ2(λ) の単調性

について定理 1 に示す．

定理 1 λ ∈ (0,∞) において，ρ1(λ) は λ の単調増

加関数，ρ2(λ) は λ の単調減少関数であり，

(ρ1(λ), ρ2(λ)) → (0, ‖RV TA†y‖) as λ → 0,

(ρ1(λ), ρ2(λ)) → (‖y‖, 0) as λ → ∞

を満たす．ただし，A† は A のMoore-Penrose一般

逆行列9)を表す．

また，L-カーブ (8)は，特異値分解を用いた場合8)

と同様の単調減少性を持つ．このことを定理 2に示す．

定理 2 λ ∈ (0,∞) において，ρ2(λ) は ρ1(λ) の単

調減少関数である．

なお，定理の証明については付録 A.1，A.2に示す．

これらは，従来の特異値分解による正則化法と同様

の性質である．不適切問題から派生する連立 1次方程

式 (2)に対する Tikhonov正則化法では，L-カーブは

ほぼ垂直な部分とほぼ水平な部分に分かれ，その中程
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にコーナーを持ち，最適な正則化パラメータに対する

L-カーブの座標はこのコーナー付近に位置することが

知られている2),8)．QR分解を用いた正則化法の場合

も，di が Aの特異値と同様の振舞いをすれば L-カー

ブがコーナーを持ち，また，最適な正則化パラメータ

がコーナーの位置を表すことが式 (5)より期待される．

3. 最適正則化パラメータ推定法

式 (4)により与えられる正則化解 xλ に対し，正則

化解の誤差ノルム ‖A†y0 −xλ‖が最小となる λを最

適正則化パラメータと呼び，λo で表すこととする．本

章では，QR分解による正則化法に対する最適正則化

パラメータ推定法として，GCV法，L-カーブ法，お

よび Quasi-Optimal法の適用について述べる．

3.1 GCV 法

GCV法（Generalized cross-validation）は代表的

な最適正則化パラメータ推定法の 1つであり，以下の

規準関数 G(λ) を最小化する λ を推定値として用い

る方法である1),6)．

G(λ) ≡ ‖(I −A(λ))y‖2

(trace(I −A(λ)))2
. (9)

ここで A(λ) は Axλ = A(λ)y を満たす行列である．

GCV 法は，方程式 (2)に対して y の 1 つの要素

yi を取り除いた方程式の正則化解が取り除いた yi を

よく推定するように正則化パラメータを求め，かつ正

則化パラメータの選択は y の直交変換に依存しない，

という考え方に基づくものである．

1つの λ に対する規準関数 G(λ) の値は，分解 (3)

を用いて

G(λ) =

∑k

i=1
{(1 − fi)uT

i y}2 + ‖ŷ‖2

{∑k

i=1
(1 − fi) + (m− k)}2

(10)

として計算することができる．ここで

ŷ ≡ y − UUT y (11)

である．GCV 規準関数の計算式 (10) の導出は付録

A.3 に示す．

QR分解による正則化法における GCV法の規準関

数の計算式 (10)は従来の特異値分解による場合と同

じであり，よって従来と同様の演算量で GCV法を導

入できる．

3.2 L-カーブ法

L-カーブ法は，最適な正則化パラメータが L-カー

ブ (8)のコーナーに位置する性質を用い，L-カーブの

曲率を規準関数とし，曲率が最大となる λ を最適正

則化パラメータの推定値として用いる方法である．

パラメータ λ における L-カーブの曲率 κ(λ) は

κ(λ) =
|ρ′

1(λ)ρ′′
2 (λ) − ρ′′1 (λ)ρ′

2(λ)|
(ρ′

1(λ)2 + ρ′2(λ)2)3/2
(12)

である．ここで，′ は λ に関する微分を表す．

分解 (3)を用いれば L-カーブの座標はそれぞれ

ρ1(λ) =

(
k∑

i=1

{
(1 − fi)u

T
i y
}2

+ ‖ŷ‖2

) 1
2

,

ρ2(λ) =

(
k∑

i=1

(
fi

uT
i y
di

)2
) 1

2

として表すことができる．ただし，ŷ は式 (11)により

定義される値である．このとき，L-カーブの曲率 κ(λ)

は

κ(λ) =
1

(ρ2
1+λ4ρ2

2)
3
2

∣∣∣∣ ρ2
1ρ

2
2

P (λ)
−λ2Q(λ)

∣∣∣∣ , (13)

P (λ) ≡
k∑

i=1

d2
i

(d2
i + λ2)3

(uT
i y)2, (14)

Q(λ) ≡ ρ2
1 + λ2ρ2

2 (15)

として計算することができる．これらの導出は付録

A.4 に示す．

特異値分解を用いた Tikhonov 正則化法の場合も，

L-カーブの曲率は式 (13)で表すことができるため，演

算量は同じである．

3.3 Quasi-Optimal法

正則化法では一般に，正則化パラメータが小さい場

合は正則化解の誤差が単調減少，正則化パラメータが

大きい場合は正則化解の誤差が単調増加する性質を持

つ．Tikhonov正則化法に対するQuasi-Optimal法は

この性質を利用し，誤差ノルムの微分値の 1つの上界

を表す関数を規準関数として用い，その規準関数を最

小化する λ を最適正則化パラメータの推定値として

用いる方法である3),4)．

本節ではこの Quasi-Optimal法の QR分解による

正則化法への適用について示す．まず，正則化解 xλ

の誤差ベクトル A†y0 −xλ に対し，重み付き誤差ノ

ルム ew(λ) を以下のように定義する．

ew(λ) ≡ ‖A†y0 − xλ‖w. (16)

ただし，‖ · ‖w は

‖x‖w ≡ ‖RV T x‖, x ∈ Rn

で定義されるノルムを表す．このとき，重み付き誤差

ノルム ew(λ) は以下の定理を満たす．

定理 3 β > 1 に対し，ξ = logβ λ2 とすると，∣∣∣∣ ddξ ew(λ)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥ d

dξ
RV T xλ

∥∥∥∥ ≡ ζ(λ)1/2 (17)
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である．

定理の証明は付録 A.5に示す．したがって ζ(λ)1/2

は，重み付き誤差関数 ew(λ) の ξ に関する微分の上

界となる．

定理 3 の関係より，式 (17)の ζ(λ) を最小化する

λが，最適正則化パラメータ λo の推定値となること

が期待される．したがって，QR分解による正則化法

に対するQuasi-Optimal法の規準関数として ζ(λ)を

用い，これを最小化する λ を最適正則化パラメータ

の推定値として用いる方法を提案する．

分解 (3)が得られているとき，規準関数 ζ(λ) は以

下の式で与えられる．

ζ(λ) =

k∑
i=1

(
diλ

2 log β

(d2
i + λ2)2

uT
i y

)2

. (18)

導出は付録 A.6 に示す．これも Tikhonov 正則化法

と同様の演算量で得ることができる．

4. 数 値 実 験

それぞれの最適正則化パラメータ推定法の有効性を

確かめるため，推定された正則化パラメータに対する

正則化解の精度を，従来の特異値分解による正則化法

と比較し検討する．ただし，係数行列の特異値分解を

特異値 di および特異ベクトル ui，vi を用いて

A =

k∑
i=1

diuiv
T
i = UDV T (19)

と表した場合，これは分解 (3)において R = I と置

いた場合に相当し，以下，U，D，V は同じ記号を用

いるが異なるものであることに注意する．

ここでは例として第 1種フレドホルム型積分方程式

(1)に対し，カーネル K(s, t) が

K(s, t) = (cos(s) + cos(t))

(
sin(u)

u

)2

,

u = π(sin(s) + sin(t)),

[a, b] = [c, d] = [−π/2, π/2]

である問題を考える．これは 1次元像再構成問題の 1

つのモデルである5)．

区間 [−π/2, π/2] に対して si，ti をそれぞれ等間

隔に 100点ずつとり離散化した方程式

Ax = y0 + e, A : 100 × 100 (20)

について，ノイズ e を含む右辺ベクトル y から未知

のベクトル x を求める問題を考える．ここで真の解

x0 は

f(t) = 2e−6(t−0.8)2 + e−2(t+0.5)2
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di
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図 1 特異値分解 (19)における特異値 di と |ci|
Fig. 1 Singular values di and |ci| for SVD (19).
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図 2 分解 (3)における対角要素 di と |ci|
Fig. 2 Diagonal elements di and |ci| for decomposition

(19).

を離散化したものとする．真のデータベクトルは y0 ≡
Ax0 とし，ノイズ eは，平均 0，標準偏差 1.0×10−4

からなる正規乱数を要素とするベクトルを用いた．

方程式 (20)に対し，特異値分解 (19)および分解 (3)

における対角要素 di と ci ≡ uT
i y の大きさをそれぞ

れ図 1，図 2に示す．図より，分解 (3)における di は

特異値と同様の振舞いをしていることが分かる．ただ

し，数値的階数決定のためのしきい値 εは 1.0×10−15

を用い，このとき数値的階数 k は 14 であった．

また，分解 (3)における上三角行列 R の条件数は

cond(A) = 4.12 であり，この例では R が悪条件で

ないという仮定を満たし，正則化解の演算 (4)での R

の逆代入での誤差の影響は少ない．

また，L-カーブ (8)を図 3，図 4 に示す．

QR分解による正則化法の場合も，従来の特異値分

解を用いた場合と同様，コーナーを持つ曲線を描くこ

とが確かめられる．

次に，正則化パラメータ λ に対し，それぞれの最

適正則化パラメータ推定法における規準関数と正則化

解の相対誤差
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図 3 特異値分解による正則化法における L-カーブ
Fig. 3 L-curve in regularization method by SVD.
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図 4 QR分解による正則化法における L-カーブ
Fig. 4 L-curve in regularization method by QR

factorization.

e(λ) ≡ ‖x0 − xλ‖
‖x0‖

の関係を図 5，図 6に示す．図中，点線 1，2，3はそ

れぞれ GCV法，L-カーブ法，Quasi-Optimal法によ

り選択された正則化パラメータを示している．また，

最適正則化パラメータ，およびその推定値により得ら

れた正則化解の相対誤差 e(λ) を，表 1 に示す．

以下，QR分解による正則化法において，それぞれ

の推定法で得られたパラメータによる正則化解の精度

についての考察を行う．

GCV法の規準関数を用いた場合，この例ではほぼ

最適な正則化解を与えることが表 1 より分かる．ま

た，その精度は従来の特異値分解による正則化法とほ

ぼ同程度である．この例での規準関数 G(λ) の特徴と

しては，いずれも最適正則化パラメータ以下の λ で

ほぼ水平となっていることがあげられる．不適切問題

から派生する連立 1次方程式 (2)では，2 章で述べた

ように，L-カーブは残差がほぼ一定な垂直な部分を持

つ．したがって，最適正則化パラメータ以下の λ に

対する正則化解は残差がほぼ不変であり，右辺ベクト

ル y の評価に基づいた規準 G(λ) もほぼ一定となる
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図 5 特異値分解による正則化法における最適化規準関数と正則化
解の誤差

Fig. 5 Criteria for the optimal parameter and errors of the

regularized solutions in regularization method by

SVD.
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図 6 QR分解による正則化法における最適化規準関数と正則化解
の誤差

Fig. 6 Criteria for the optimal parameter and errors of the

regularized solutions in regularization method by

QR factorization.

表 1 正則化解の誤差
Table 1 Errors of the regularized solutions.

SVD QR

e(λo) 3.37 × 10−2 3.45 × 10−2

GCV 3.51 × 10−2 4.23 × 10−2

L-curve 4.28 × 10−2 3.75 × 10−2

Quasi-Optimal 3.44 × 10−2 3.56 × 10−2

ためと考えられる．

数値実験で用いているような悪条件性の強い問題で

は，従来の特異値分解を用いた正則化法に対するGCV

規準は，残差がほぼ不変となるパラメータの区間を持

つ現象により，ノイズによって G(λ)を最小化する λ

が変化しやすく，選択されたパラメータが最適なパラ

メータと大きく異なる場合があることが指摘されてい

る2)．QR分解による正則化法についても同様の欠点

を持つことが考えられる．

L-カーブの曲率を規準とした場合，図 6 より，曲率

κ(λ)が最大となる λ はほぼ最適な精度の正則化解を
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与え，したがって，図 4 の L-カーブのコーナーが最

適正則化パラメータに対応していることが分かる．

式 (8) で定義されるように，L-カーブ法は残差ノ

ルム ρ1(λ) だけでなく，正則化解の重み付きノルム

ρ2(λ) も用いた規準で最適正則化パラメータを推定す

る手法であり，この数値実験でも見られるように，L-

カーブが明確なコーナーを持つ場合は規準関数である

曲率 κ(λ)の最大値も明確となる．ただし，L-カーブが

明確なコーナーを持つためには，定理 1 より，λ → 0

での ρ2 の値 ‖RV TA†y‖が大きな値をとる必要があ
る．すなわち，y に含まれるノイズが大きく反映され

る悪条件性の強い方程式を前提としている．したがっ

て A の悪条件性が弱い場合は L-カーブに明確なコー

ナーを持たないことが考えられ，この場合，L-カーブ

法で選択したパラメータは最適なパラメータと大きく

異なることが考えられる．これは従来の特異値分解に

よる正則化法についても同様にいえることである．

また，Quasi-Optimal法により選択された正則化パ

ラメータも，この数値実験ではほぼ最適な正則化解を

与えることが図 1より確認できる．Quasi-Optimal法

は，式 (16)の重み付き誤差ノルム ew(λ) に関する定

理（定理 3），および ew(λ) が λ → 0 と λ → ∞ で

増大する性質を利用した手法である．したがってこの

手法を用いる場合についても，λ → 0 で誤差ノルム

ew(λ)が増大するような悪条件性の強い問題であるこ

とが必要となり，悪条件性の弱い方程式に対しては，

規準関数 ζ(λ)を最小化する λは良い推定値とならな

い場合も考えられる．

以上，3つの推定法を適用した結果，最適正則化パ

ラメータ推定法により選択された正則化パラメータは

それぞれの方法で異なるが，この数値実験ではいずれ

もほぼ最適な正則化解を与えている．また，従来の特

異値分解を用いた Tikhonov正則化法に対する推定手

法と同様の考え方に基づく規準を導入することにより，

特異値分解による正則化法とほぼ同程度の精度の解を

与える正則化パラメータを選択することができた．

5. お わ り に

我々はQR分解による正則化法が持つ性質を L-カー

ブを通して示し，また最適正則化パラメータ推定法と

して GCV法，L-カーブ法，Quasi-Optimal法を適用

する方法について示した．いずれも最適化規準関数は

従来の特異値分解によるTikhonov正則化法と同じ演

算量で導入でき，高速性を損なうことはない．また，

これらの最適正則化パラメータ推定法により選択され

た正則化パラメータはほぼ最良の正則化解を与え，従

来の特異値分解による正則化解と同程度の精度の解が

得られることが数値実験により確認された．
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付 録

A.1 定理 1 の証明

式 (3)，(4)，(8)より，

ρ1(λ) = ‖y − Axλ‖
= ‖y − UD(D2 + λ2I)−1DUT y‖
= ‖y − UFUT y‖

(F ≡ diag(f1, . . . , fk))

=

{
k∑

i=1

{(1 − fi)u
T
i y}2 + ‖ŷ‖2

} 1
2

(21)

であり，これより

ρ′1(λ) =
2λ3P (λ)

ρ1(λ)
> 0 (22)
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が導かれる．ただし，ŷ は式 (11)で定義されるベク

トルを表し，P (λ)は式 (14)により定義される関数を

表す．したがって，ρ1(λ)は λの単調増加関数である．

一方，

ρ2(λ) = ‖RV T xλ‖
= ‖(D2 + λ2I)−1DUT y‖
= ‖D−1FUT y‖

=

{
k∑

i=1

(
fi

di
uT

i y
)2
}1/2

, (23)

より，

ρ′2(λ) =
−2λP (λ)

ρ2(λ)
< 0. (24)

したがって ρ2(λ) は λ の単調減少関数である．収束

については式 (21)，(23)より明らか．

A.2 定理 2 の証明

式 (22)および (24)より，

dρ2(λ)

dρ1(λ)
< 0. (25)

したがって ρ2(λ) は ρ1(λ) の単調減少関数．

A.3 GCV規準関数 (10)の導出

式 (21)中の計算式より，

Axλ = UFUT y

であり，したがって

A(λ) = UFUT

=

k∑
i=1

fiuiu
T
i .

さらに対角和と固有値の関係より，

trace(I −A(λ)) =

k∑
i=1

(1 − fi) + (m− k)(26)

である．一方，y =
∑k

i=1
(uT

i y)ui + ŷ と表せ，こ

れより，

‖(I −A(λ))y‖2

= ‖y −A(λ)y‖2

=

k∑
i=1

{(1 − fi)u
T
i y}2 + ‖ŷ‖2 (27)

を得る．式 (26)と (27)をGCV規準関数の定義式 (9)

に代入することにより，計算式 (10)が導かれる．

A.4 L-カーブの曲率 (13)の導出

式 (22)，(24)より，

ρ′′1 =
2λ2

ρ3
1

(3Pρ2
1 + λP ′ρ2

1 − 2λ4P 2),

ρ′′2 =
−2

ρ3
2

(Pρ2
2 + λP ′ρ2

2 + 2λ2P 2).

したがって，

ρ′1ρ
′′
2 − ρ′′1ρ

′
2 =

8λ3P 2

ρ3
1ρ

3
2

(ρ2
1ρ

2
2 − λ2PQ),

(ρ′2
1 + ρ′22 )3/2 =

8λ3P 3

ρ3
1ρ

3
2

(ρ2
1 + λ4ρ2

2)
3/2.

ただし，Qは式 (15)により定義される関数である．式

(12)に代入することにより，曲率 (13)が導かれる．

A.5 定理 3 の証明

|ew(λ + ∆λ) − ew(λ)|
=
∣∣‖A†y0 − xλ+∆λ‖w − ‖A†y0 − xλ‖w

∣∣
≤ ‖(A†y0 − xλ+∆λ) − (A†y0 − xλ)‖w

= ‖RV T xλ+∆λ −RV T xλ‖.

両辺に 1/λ を掛けて λ → 0 とすることにより，∣∣∣ d

dλ
ew(λ)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥ d

dλ
RV T xλ

∥∥∥
を得る．dλ/dξ = (λ log β)/2より，両辺に (λ log β)/2

を掛けて，∣∣∣λ log β

2
· d

dλ
ew(λ)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥λ log β

2
· d

dλ
RV T xλ

∥∥∥ ,∣∣∣∣dλdξ · d

dλ
ew(λ)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥dλdξ · d

dλ
RV T xλ

∥∥∥∥ .
これより，式 (17)を得る．

A.6 Quasi-Optimal法の規準関数 (18)の導出

RV T xλ = D−1FUT y,
dλ

dξ
=

λ log β

2

より，

ζ(λ) =

∥∥∥∥ d

dξ
RV T xλ

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥dλdξ · d

dλ
D−1FUT y

∥∥∥∥
2

=

k∑
i=1

(
diλ

2 log β

(d2
i + λ2)2

uT
i y

)2

を得る．

(平成 12年 5月 19日受付)

(平成 13年 1月 11日採録)
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