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部分空間法から相互部分空間法への拡張

　部分空間法は，各カテゴリのパターンの拡がりを部分
空間として捉え，入力ベクトル xがどのカテゴリの部
分空間に最も近いかに基づいて識別を行う．近さを測る
指標 Sは，部分空間を張る辞書ベクトルを{i，辞書ベク
トルの本数を rとすると次式で表される．
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上式は入力ベクトル x の部分空間への射影長の自乗を
表しているが，同時に入力ベクトルと部分空間の成す角
度 i1の余弦の自乗 cos2i1でもある．このように部分空
間法の類似度の意味には 2つの解釈が可能であるが，本
稿で部分空間法を角度に基づく方法と見なして，部分空
間法に対する一連の拡張を説明することにする．
　部分空間法はパターンの拡がりを 1つの代表ベクト
ルに替えて部分空間で表すことで，単純類似度法（r＝ 1 

の場合）に比べてパターン変動に対する吸収能力を大
きく向上させた．この自然な拡張として，入力側も部
分空間に置き換えて，入力部分空間 Pと辞書部分空間
Qの成す最小角i1に基づく識別法が提案された（図 -1）．
この方法は相互部分空間法（Mutual Subspace Method

（MSM））2）と呼ばれ，次式で定義される類似度 Sに基づ
いて識別を行う．
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上式は 2つの部分空間の成す最小角 i1の余弦の自乗
cos2 i1を表している．この最小角 i1を求める問題は， 
2つの部分空間 Pと Qに含まれる任意ベクトル u! P

と v!Qのペアの中で，最大相関係数を持つペアを探
索する問題となる．実はこの問題に対する定式化は多変
量解析における正準相関分析 1）と同じものである．ただ

し相互部分空間法は正準相関分析の特別な場合に相当す
ると見なされるので，概念的には正準相関分析の方が広
いと言える．
　相互部分空間法は 2つのパターン集合の分布の類似
性を効率良く測る方法となっている．たとえば動画像
や多視点画像を用いた顔認識への適用では，カメラ
に対して相対運動する顔の動画像列，あるいは複数
カメラから得られる多視点顔画像データ分布形状の類
似度を定量的に測ることで，従来法に比べてきわめて
高い識別性能を実現している 3）．1枚の入力画像パタ
ーンのみを用いて部分空間法で顔認識を行うとする
と，正面から見るときわめて似ているが少し角度を変
えて見ると異なるような顔をうまく識別できない．こ
の不確定性に加えて，頭部姿勢，表情変化，照明条
件などの変動による顔パターンの変化は，1枚の画像
パターンのみを用いた識別をさらに難しくしている 

（図 -2(a) 参照）．これに対して，動画像列や多視点画像
を用いた相互部分空間法は，顔の 3次元形状を反映して
いるパターン分布の形状を比較することで陰に 3次元的
な識別を行い，高精度な識別を実現する（図 -2(b) 参照）．

正準角に基づく相互部分空間法の一般化

　前章では 2つの部分空間の成す最小角のみを考えたが，
両者の間には正準角（canonical angle）☆ 1と呼ばれる角度
が定義できる．先に述べた最小角はこれらのうちで最小
のものに対応している．これらの正準角は 2つの部分空
間の幾何学的な関係は規定しているので，最小正準角に
加えて他の正準角も類似度の計算に考慮することで，相
互部分空間法の識別性能をさらに向上できる．ここで複
数の正準角に基づいた方法を一般化された相互部分空間
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法と呼ぶことにする．

●正準角とは
　図 -3は 2つの 1次元部分空間（ベクトル）の成す
角度を示しており，これは最も簡単な正準角の例で
ある．また 2つの 2次元部分空間（平面）に対しては， 
図 -4に示すように 2つの正準角 i1と i2が定義でき
る．この図では 3次元空間に 2つの 2次元部分空間を
押し込んでいるために，両者の間には 1次元の共通
部分空間が存在し，最小正準角 i1は零度となってい
る．一般的には，f次元ベクトル空間におけるm次元
部分空間 Pと n次元部分空間 Q（便宜上，m$n, かつ
両者に共通部分空間が存在しない場合）の間には n個
の正準角が定義でき，第 1正準角 i1は 2つの部分空間
の成す最小角となる．第 2正準角 i2は最小正準角 i1 

に直交する方向において測った最小角，同様に第 3

正準角 i3は第 1正準角と第 2正準角に直交する方
向で測った最小角である．以下同様に n個の正準角 

ii(i＝ 1, …, n)が順次求まる．これを式で書くと次の
ようになる．
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ここで， また (・) 

と $  はそれぞれ内積とノルムを表す．

●正準角の計算
　ここでは f次元ベクトル空間における 

m次元部分空間 Pと n次部分元部分空間 Q

（便宜上，m$n，かつ両者に共通部分空間が
存在しない場合）の間で定義される n個の正
準角の計算法について説明する．以下では計
算法 1から計算法 3の順に解くべき行列が簡
単化されているが，すべて n個の同一の正
準角セットが求まる．

計算法 1：
正準相関分析の定式化によると，正準角を求
める問題は部分空間 Pと Qへの射影を表す
射影行列 Pと Qの積 PQ（あるいは QP）の
固有値問題に帰着する 1）．ここで Aと Bを
以下に示すようにそれぞれ部分空間 Pと Q

の正規直交基底ベクトルを列に並べた行列と
すると，P ＝ AATと Q ＝ BBTとなる．

A m1 2　 fW W W= 7 A	 (4)

B n1 2　 fU U U= 6 @ 	 (5)

f×f行列 PQ（あるいは QP）の第 i番目に大
きい固有値miが第 i正準角 iiの余弦の自乗 cos2 iiとな
る．この計算は次のように幾何学的に解釈できる．行列
PQu はあるベクトル u!Pを部分空間Qに射影し，続
けて部分空間 Pへ射影する操作を表している．したが
って射影ベクトル PQuとベクトル uの方向が同じ，つ
まり PQu＝ mu となる場合に，ベクトル uとベクトル
Quの成す角度が部分空間の成す最小角に対応する．

計算法 2：
f×f行列 PQ（あるいは QP）の固有値問題は，小さい
サイズm×m行列 C (＝ATBBTA) （あるいは n×n行列 

C'(＝ BTAATB))の固有値問題に変換できる．この変換
により計算法 1に比べて少ない計算量で cos2iiが行列
C（あるいは C'） の第 i固有値 miとして求まる☆ 2.

, , ,C c i j m c1ij ij i k k j
k

n

1
　 $ $W U U W+= = =

=

] ] _ _g g i i!
 
（6）

, , ,C c i j n c1ij ij i k k j
k

m

1
　 $ $U W W U+= = =

=

l ] ] _ _g g i i! (7)

計算法 3：
上記固有値の平方根 im ，つまり第 i番目に小さい正
準角 iiの余弦 cosiiは，行列 D ＝ AT Bあるいは D' ＝
BTAの第 i 番目に大きい特異値 ni として求まる．
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図 -1　相互部分空間の概念図

☆ 2 行列 Cと C'は n個の同じ非零の固有値を持つ．
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人物A 人物B 人物A 人物B
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図 -2　単一画像と複数画像を用いた顔認識の比較
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●部分空間の構造的な類似度
　2つの部分空間の成す正準角により部分空間の構造的
な類似度を定量的に測ることができる . たとえば cos2i 

の n番目までの平均値 cosn
n

S
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i

n
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2
1 i=

=
6 @ ! は次のよ

うな特性を持つ．図 -5に示すように，2つの部分空間
が完全に一致するときに最大値 1.0となり，両者が離れ
るにつれて次第に低下してゆき，両者が完全に直交する
ときに最小値 0.0となる．このほかにも平均に替えて累
積を用いても同じような特性を持つ類似度が得られる．
　ただし類似度 S[n]が有効となるのは，比較する 2つ
の分布が多様なデータを含んでいる場合のみである．た
とえば画像認識においては対象物が運動している場合や，
多視点カメラにより異なる画像を安定に獲得できる場合
などは，この条件を満足する．

カテゴリ部分空間の直交化による 
識別性能の向上

　一般化された相互部分空間法（以下では，単に相互部分
空間法）は，部分空間法に比べてパターン変動に対する高
い吸収能力を実現する．しかしながら，その識別能力は不
十分であり，性能改善の余地が多分に残されている．こ
れは部分空間法ベースの方法全般に言えることだが，あ
るカテゴリ部分空間はそのカテゴリ分布を近似するとい
う点では最良となっているが，他のカテゴリ部分空間と
の関係を考慮されていないために，識別という観点では

必ずしも最良の部分空間にはなっていないためである．
　本来，高い認識性能を実現するためには，全カテゴリ
に共通的な特徴はできるだけ抑制し，各カテゴリの差異
が顕著に現れる特徴を選択的に用いることが有効である．
これは文字認識において，“犬 ” と “ 大 ” を識別するた
めには，点の有無を判定基準とすることが有効であるこ
とからも理解できる．
　ユークリッド距離に基づく識別法では，特徴抽出の有
効性を測る指標としてフィッシャー基準がよく知られて
いる．これに対して，部分空間法などの角度（相関）ベー
スの識別法では，各カテゴリ部分空間がお互いにどの程
度直交関係にあるかが，有効な基準となる．2つのカテ
ゴリ部分空間が直交関係にあるということは，一方のカ
テゴリ部分空間に含まれる特徴は，他のカテゴリ空間に
は含まれないということを意味する．したがって直交化
されたカテゴリ部分空間を用いて識別を行うということ
は，各カテゴリのみが持つ特徴を用いた識別を行うこと
になり，高い識別性能が実現できる．
　直交化を実現する方法として，各カテゴリ分布の自己
相関行列の総和を用いた白色化が挙げられる．この方法
は有効な特徴抽出法として提案され，これを前処理とし
て組み込んだ部分空間は直交部分空間法と呼ばれ，その
有効性が示されている．この拡張として自己相関行列の
替わりに各カテゴリ部分空間への射影を表す射影行列の
総和を白色化することで直交化したカテゴリ部分空間に
相互部分空間法を適用した直交相互部分空間法（OMSM）☆ 3 

が提案された．OMSMは相互部分空間法に比べて顔画像
認識の識別性能を大きく向上させることが示されている 4）．
　このほかにも，各カテゴリ部分空間の差異を表す一般
化差分部分空間へ各カテゴリ部分空間を射影することで，
カテゴリ部分空間の関係を直交化に近付ける方法も提案
されている．この射影を組み込んだ相互部分空間法は制
約相互部分空間法（Constrained Mutual Subspace Method

（CMSM））と呼ばれ，OMSMと同様に，顔認識，物体認識
などの問題において有効であることが確認されている 6）．

Subspace 1

Subspace 2
Second canonical angle

q2
q1= 0
First canonical angle

S[n]=1.0 0 < S[n] < 1.0 S[n]=0.0

Subspace 1
Subspace 2 Subspace 1

Subspace 2

Subspace 1
Subspace 2

図 -4　2 次元部分空間の成す正準角

図 -5　部分空間の構造的な類似度の概念図

Subspace 1 Subspace 2Canonical 
  angle q1

図 -3　1 次元部分空間の成す正準角

☆ 3 Whitened Mutual Subspace Method（WMSM）とも呼ばれている．
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カーネル関数を用いた非線形識別への 
拡張

　一般に動画像や多視点カメラから得られる画像パター
ンの分布は非線形構造を持つために，各カテゴリのパタ
ーン分布を他のカテゴリ部分空間と重なりのないように，
線形部分空間で表すことは難しい．この場合にはカーネ
ル主成分分析（Kernel PCA）を適用してパターン分布を
非線形部分空間で表し，これを用いて先に述べた一連の
方法を適用するのが有効である．

●カーネル主成分分析（Kernel PCA）
　KPCAは，入力ベクトル xを非線形写像関数z(x)に
よりきわめて高次元の特徴空間 Fへ写像し，写像され
たベクトル｛z(x)｝に対して通常の線形主成分分析 (PCA) 

を適用する方法である．特徴空間 F上に生成された線
形部分空間は，入力空間から見ると非線形写像先の空間
に生成されているので，“非線形部分空間 ”と呼ばれる．
しかし実体はあくまでも高次元空間特徴空間上の線形部
分空間である．
　カーネル主成分分析について簡単に述べる☆ 4．まず
d次元ベクトル空間（入力空間と呼ばれる）のベクトル x

を非線形写像関数 z(x)により，入力空間に比べて遥か
に高い次元 dz の特徴空間 Fに非線形写像する．

, ,x x x xd
T

1　 ： " fz z z z=
z

] ] ]_g g gi
	

(8)

　特徴空間 F上の写像に対して，主成分分析を行う
ためには，異なるベクトル xと yのそれぞれの写像  

z(x)と写像 z(y)の内積を計算する必要がある．しかし，
特徴空間 F上において，この内積 (z(x)・z(y))を直接
計算することは，ベクトルの次元がきわめて高いために
計算困難（無限次元空間では不可能）となる．ところが非
線形写像  z		をカーネル関数 k(x, y) を介して定義すると，
内積 (z	(x)・z	(y))は入力ベクトル xと yのみから計算
できる．つまり (z	(x)・z	(y))＝ k(x, y)の関係が成立す
る．これが “カーネルトリック ”と呼ばれる計算技法で
ある．具体的な非線形写像 z	が存在するためには，関数
k(x, y)が対称であり，かつ任意の有限個の点集合に対
してカーネル行列（後で定義）が半正定値になるという条
件（Mercer の条件）を満足する必要がある☆ 5．これらの
条件を満足する関数はカーネル関数と呼ばれ，多項式関

数やガウシアン関数が代表的である．
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このガウシアン関数を適用した場合には，入力ベクトル
は無限次元空間へ写像されることになる．
　m個のベクトル xi(i＝ 1, …, m)に対するカーネル主
成分分析は，何段階かの導出過程を経て，最終的にはカ
ーネル関数を介して得られる以下のm×mのカーネル行
列 Kの固有値問題に帰着する．

　Ka＝a 

(11)　Kij ＝ (z(xi)・z(xj))
　　  ＝ k (xi, xj)

　求めるべき非線形部分空間 Vの第 i正規直交基底ベク
トル eiは，m個のベクトル｛x｝の写像z(x)の線形和で
表される．

ae xi ij
j
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j
1
z=

=
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(12)

ここで aijは上で定義したカーネル行列 Kの第 i番目に
大きい固有値  iに対応する固有ベクトル aiの第 j成分
である．ただし ai は ei が単位ベクトルであるという要
請 (ei ・ ei)＝ 1.0により， i(ai・ai)＝ 1.0を満足するよ
うに基準化されている．この基底ベクトル ei自体は陽
には求めることはできないが，写像 z	(x)の eiへの射影
や，異なる非線形部分空間 V1と V2の各基底ベクトルの
内積 (e1

i ・ e2
j )は次に述べるように計算できる．

●カーネル相互部分空間法（KMSM）
　非線形部分空間，つまり特徴空間 F上に生成された
線形部分空間の成す複数の正準角に基づいて識別する方
法を，非線形相互部分空間法（Kernel Mutual Subspace 

Method）（以降では KMSM）と呼ぶ☆ 6．2つの非線形部
分空間の成す正準角は両者の基底ベクトル同士の内積が
計算できれば，計算法 2あるいは計算法 3により容易に
求まる．たとえばカテゴリ 1の第 i基底ベクトル e1

iと
カテゴリ 2の第 j基底ベクトル e2

jとの内積は，式 (12) 

に基づいて以下のように求まる．他の基底ベクトルの組
合せも同様に求まる．
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☆ 4 通常は各ベクトルから分布の平均ベクトルを差し引くが，ここで
は平均ベクトルを差し引かない場合を考える．

☆ 5 さらにコーシー・シュワルツ不等式も満足する必要がある．
☆ 6 最小正準角に基づく方法は非線形核相互部分空間法と名付けられ

ているが 5），本稿では他の方法との関係を分かりやすくするため
に，非線形相互部分空間法という名称を使うことにする．
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　ここでベクトル a1
iはカテゴリ 1の学習ベクトルセッ

ト｛x1
1, …, x1

m｝から生成したカーネル行列 Kの i番目に
大きい固有値に対応する固有ベクトルである．同様に 

i 番目の a2
iはカテゴリ 2のデータから得られる固有ベク

トルである．カーネル関数を用いた非線形識別の拡張に
より，非線形パターン分布の識別が可能となるが，先に
述べた相互部分空間法の識別性能が不十分であるという
本質的な問題は解決されない．KMSMの識別性能を向
上させるには，線形識別の場合と同様に，白色化や一般
化差分部分空間への射影により，各カテゴリ間の関係を
直交化することが有効である．紙面の都合上，詳細は述
べないが，これらの処理はすべてベクトル内積から構成
されているので，特徴空間 Fにおいても実現可能であ
る．3次元物体認識等において，直交化や非線形差分部
分空間への射影により KMSMの性能が大きく向上する
ことが示されているので，興味のある方は文献 6），9） 
を参照していただきたい．

相互部分空間法に対する機能拡張の系譜

　本章ではこれまで述べてきた部分空間法（SM）から相
互部分空間法（MSM），さらに，その非線形拡張につい
て整理する．部分空間法に対してはさまざまな機能拡張
が提案されているが，ここでは相互部分空間法に関連
する方法のみを示す．図 -6中で MSM は最小正準角度
を用いた相互部分空間法 2），Generalized MSMは複数の
正準角を用いた相互部分空間法，KMSMは Generalized 

MSM のカーネル関数を用いた非線形拡張である．また
カーネル制約相互部分空間法（KCMSM）6），カーネル直
交相互部分空間法（KOMSM）9）は，それぞれ制約相互部
分空間法（CMSM）6），直交相互部分空間法（OMSM）4）の
カーネル関数を用いた非線形拡張法である．さらに本稿
では取り上げなかったが，図には部分空間法の非線形拡

張であるカーネル非線形部分空間法（KSM）7）， 8）や，制
約相互部分空間法にアンサンブル学習の枠組みを取り
入れた多重制約相互部分空間法（MCMSM）も加えてある．
MCMSM は比較する 2つの部分空間を複数の制約部分空
間へ射影して，それぞれで類似度を求める，識別は得ら
れたすべての類似度の平均値などに基づいて行う．評価
実験により単一の制約部分空間を用いる方法に比べて， 
識別性能が向上することが示されている．

応用事例

●顔・3次元物体認識への適用
　相互部分空間法の顔画像認識に対する適合性はきわ
めて高い．これは以下のような理由によると考えられ
る．一般的な 3次元物体と視点の相対位置が固定さ
れ，点光源の位置のみが変化する場合を考える．対象物
が完全拡散反射面，凸形状，影を含まないと仮定する
と，任意照明下のその物体の見え方は異なる照明下の 

3枚の画像の線形和で表される．顔をこの条件をほぼ満
足する 3次元物体と見なすと，図 -7に示すように，任
意照明の顔画像パターンは異なる照明下の 3枚の顔画
像の線形和で表される．これは任意照明条件における
顔の見え方パターンは角錐（照明錐と呼ばれる）の中に
存在することを意味する．さらに照明角錐は 3次元部
分空間（照明部分空間と呼ばれる）内に含まれることも
分かる．この条件はかなり厳しいが，これが完全に満
足されなくても顔の見え方は低次元の部分空間内に分
布することが知られており，このような部分空間は大
量データから主成分分析（PCA）により得られる “確率
的な ”部分空間に対して，最低 3枚という少ない枚数か
ら物理的に決まる “確定的な ”部分空間とでも呼ぶ空間
となっている．ここで照明部分空間は物体表面の法線ベ
クトル（3次元形状）を陰に反映していることを考えると， 
図 -8 (b)に示すように，異なる人物の 2つの照明部分空間
の関係を測ることは，顔の 3次元形状を陰に比較するこ
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図 -6　相互部分空間法の理論拡張

任意照明条件
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＋  a3＋  a2a1

図 -7　任意照明条件における顔の見え方（照明を変動させて合
成した CG 顔パターン）
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とに相当し，識別に 3次元形状
情報を考慮することで，高性能
な顔認識が実現できることが理
解される．
　逆に，視点と光源の相対位置
が固定され，顔が運動する場合
を考える．この場合でも，各画
像間で各点の正確な対応付けが
できれば，これにより顔の 3次
元向きや大きさを推定し，これ
に基づいて正規化すれば同様の
照明部分空間を生成することが
できる．しかし，一般的には正
規化のための十分な特徴点抽出やその対応付けが難しい
ために，3次元的な正規化に替えて，目鼻などの特徴点を
基準にした 2次元アフィン変換による正規化が適用され
る場合が多い．顔向き変動が小さい場合には，このよう
な簡易的な正規化でも，パターン分布は線形部分空間で
ある程度近似できるが，顔向きの変動が大きい場合には
それも困難となる．また完全拡散反射，凸形状等の仮定
が成立しない領域が多くなると，線形部分空間による表
現はより困難になる．このような場合には先に述べたよ
うに線形部分空間の替わりに非線形部分空間を適用する
ことが有効である．
　なお，これまでの議論では光源あるいは顔が動く場合
であったが，静止した顔に対してマルチカメラシステム
を用いて多視点画像を能動的に獲得できれば，上記の議
論は成立する．

今後の展開

　本稿では部分空間法から相互部分空間法，そして非線
形識別への一連の理論拡張について解説した．
　この理論拡張の中で中心的な役割を果たしているのが，
2つの部分空間の幾何学的な関係を規定する正準角であ
った．この正準角は汎用的な概念であり，これをベース
にしている相互部分空間法はきわめて広範な応用を持つ．
本稿では顔画像認識を例として取り上げたが，一般的な
3次元物体認識，さらには画像パターン以外のさまざま
なパターン識別問題へも適用可能である．
　近年，サポートベクタマシン（SVM）とさまざまな特徴
抽出を組み合わせた識別アルゴリズムが多数提案されて
いるが，SVM は基本的に 2クラス識別器のために，多
クラス識別への適用には工夫が必要である．これに対し
て部分空間法，相互部分空間法は複数クラスを前提に
しているために，大規模クラスの識別問題に対しても容
易に対応できる．実際，文字認識や顔画像認識などの大

規模な識別問題において実用レベルの成果が得られて
いる．しかしながら，これらの誇るべき成果の割には海
外での知名度は低い．そこで世界に向けて部分空間法
の有効性や潜在能力を改めて問うために，2007 年 11 月
に国際学会 Subspace2007 が開催された．この予稿集は
Subspace2007 のWebページ 11）からダウンロード可能で
ある．これは前年に国内で開催された Subspace2006 予
稿集 10）と併せて部分空間法に関する貴重な資料となって
いるので，部分空間法に興味を持った方は参考にしてい
ただきたい．最後に，本稿が部分空間法の有効性，潜在
能力を再認識する手助けとなってくれれば幸いである．
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図 -8　照明錐と照明部分空間 (a) 点線の三角錐が照明錐，太線が照明部分空間を張る基底ベク
トルを示している．(b) 異なる人物照明部分空間の比較
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