
情報数学 III講義（第8回）

平成 28 年 2 月 17 日

3.5 前回の補題1

スカラー場やベクトル場と微分演算の対応関係は以下のように表せる．

スカラー場 ベクトル場

0次 1次 2次 3次

古典的

解析

微分形式

ベクトル場 スカラー場

今までは交代形式を用いて，積分定理が成り立つように gradを定義し，Stokes

の定理が成り立つように rotを定義し，Gaussの発散定理が成り立つように divを
定義した．今回は，特に二次の微分形式をさらに微分することについて説明する．
二次の微分形式を，dϕ = ∂ϕ

∂x
dx+ ∂ϕ

∂y
dy + ∂ϕ

∂z
dzと表す．これをさらに微分すると，

d(dϕ) = dϕ ∧ dx+ dϕ ∧ dy + dϕ ∧ dz

となる．各項を具体的に計算すると，

dϕ ∧ dx =

(
∂

∂x

∂ϕ

∂x
dx+

∂

∂y

∂ϕ

∂x
dy +

∂

∂z

∂ϕ

∂x
dz

)
∧ dx

=
∂2ϕ

∂x2
dx ∧ dx+

∂2ϕ

∂y∂x
dy ∧ dx+

∂2ϕ

∂z∂x
dz ∧ dx

= − ∂2ϕ

∂x∂y
dx ∧ dy +

∂2ϕ

∂z∂x
dz ∧ dx

dϕ ∧ dy =

(
∂

∂x

∂ϕ

∂y
dx+

∂

∂y

∂ϕ

∂y
dy +

∂

∂z

∂ϕ

∂y
dz

)
∧ dy

=
∂2ϕ

∂x∂y
dx ∧ dy +

∂2ϕ

∂y2
dy ∧ dy +

∂2ϕ

∂z∂y
dz ∧ dy

=
∂2ϕ

∂x∂y
dx ∧ dy − ∂2ϕ

∂y∂z
dy ∧ dz
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dϕ ∧ dz =

(
∂

∂x

∂ϕ

∂z
dx+

∂

∂y

∂ϕ

∂z
dy +

∂

∂z

∂ϕ

∂z
dz

)
∧ dz

=
∂2ϕ

∂x∂z
dx ∧ dz +

∂2ϕ

∂y∂z
dy ∧ dz +

∂2ϕ

∂z2
dz ∧ dz

= − ∂2ϕ

∂z∂x
dz ∧ dx+

∂2ϕ

∂y∂z
dy ∧ dz

となり，

d(dϕ) = dϕ ∧ dx+ dϕ ∧ dy + dϕ ∧ dz = 0

のようにまとめられる．

3.6 前回の補題2

複素指数関数では以下の指数法則が成り立つ．

eZ1+Z2 = eZ1eZ2

またZ = x+ iyとおき，x = 0, yは実数とすると eiyをマクローリン展開によって
以下の式で表せる．

eiy = 1 + (iy) +
iy2

2!
+

iy3

3!
+

iy4

4!
· · ·

=

(
1− y2

2!
+

y4

4!
· · ·

)
+ i

(
y − y3

3!
+

y5

5!
· · ·

)
これを実部と虚部に分けると，それぞれが cos y, sin yと等しくなるため，以下の
オイラーの関係式が得られる．

eiy = cos y + i sin y

ここで y = y1 + y2と書けるなら，指数法則とオイラーの関係式から以下のよう
に式変形できる．

eiy = eiy1+iy2

= eiy1eiy2

= (cos y1 + i sin y1) (cos y2 + i sin y2)

= (cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2) + i (cos y1 sin y2 + cos y2 sin y1)

オイラーの関係式から ei(y1+y2) = cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)であるため，実部と
虚部を比較すると以下の三角関数の加法定理が得られる．

cos(y1 + y2) = cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2 sin(y1 + y2) = sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2

これは，複素関数の世界においては三角関数と指数関数を統一的に扱えることを
示している．
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3.7 前回の補題3

複素関数の微分に関するいくつかの公式を証明する．手順は実関数の場合と変
わらない．Cは線形空間で見るとR2なので，f, g : R2 → Rを用いて考えてみる．

• d(f + g) = df + dg

=
∂f + g

∂x
dx+

∂f + g

∂y
dy

= (
∂f

∂x
+

∂g

∂x
)dx+ (

∂f

∂y
+

∂g

∂y
)dy

=
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy

= df + dg

• d(fg) = (df)g + f(dg)

=
∂fg

∂x
dx+

∂fg

∂y
dy

= (
∂f

∂x
g + f

∂g

∂x
)dx+ (

∂f

∂y
g + f

∂g

∂y
)dy

= (
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy)g + (

∂g

∂x
dx+

∂g

∂y
dy)f

= (df)g + f(dg)

3.8 コーシーの積分公式の補足

コーシーの積分公式は，点 aを中心とする半径Rの円盤の外と内に正則関数が
定義されているときに，点wにおける値 f(w)を得ることができる．

f(w) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

z − w

これを証明するときに，点wが特異点になっているため，これを中心に小さな半
径 rの γrで囲んで γ ∪ γrを考えた．
そうすると，γ ∪ γr内部には特異点がなくなるため積分公式が使えて，∫

γ∪γr

f(z)dz

z − w
= 0

となる．この等式をばらすと次の関係が得られる．∫
γ

f(z)dz

z − w
=

∫
γr

f(z)dz

z − w
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ここで，前回の講義では r → 0としたときに f(z) → f(a) と定数に近づくという
荒っぽい方法を用いたが，今回はこれについて正しく導き出す．
以下を rについての関数として考える．

φ(r) =

∫
γr

f(z)dz

z − w

ただし，このままでは r → 0にすると分母が 0になってしまうため都合が悪い．そ
のため，まず rに依存しないことを証明する．0 < r1 < r2 として，γr1 ∪ γr2を考
える．

そうすると，そうすると，γr1 ∪ γr2 の内部には特異点がなくなるので以下の関係
が得られる．∫

γr1∪γr2

f(z)dz

z − w
=

∫
γr2

f(z)dz

z − w
−
∫
γr1

f(z)dz

z − w
= 0

この関係から rに依存していないことがわかる．ただし，rを小さくしていくと分
母が 0になってしまうので，γr : θ ∈ [0, 2π] 7→ w + r(cos θ + i sin θ)を用いると，
dz

dθ
= ir(cos θ + i sin θ)より，

φ(r) =

∫
γr

f(z)dz

z − w

=

∫ 2π

0

f(w + r(cos θ + i sin θ))

w + r(cos θ + i sin θ)− w

dz

dθ
dθ

= i

∫ 2π

0

f(w + r(cos θ + i sin θ))dθ
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のようにφ(r)を rの連続関数として表現できる．r ≥ 0のときには rに依存してい
ないので定数関数になる．特に，r = 0のときには φ(0) = 2πif(w)となり，コー
シーの積分公式が導かれる．ここで，|z − a| > |w− a|なので，等比級数の公式よ
り以下のようになる．

f(w) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − w
dz

=
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

(z − a)− (w − a)

=
1

2πi

{∫
γ

f(z)dz

z − a
+ (w − a)

∫
γ

f(z)dz

(z − a)2
+ (w − a)2

∫
γ

f(z)dz

(z − a)3
+ · · ·

}
このようにして，少なくとも球の内部では正則関数 f を冪級数を用いて表現でき
ることが示せた．

3.9 定数関数に関する定理

区間 [a, b]で |f(x)| ≤ M のように定数M で上から抑えられるとすると，∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ M(b− a)

が成り立つ．同様のことが線積分でも言えて，Lを γの長さとすると，∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ML

のような関係が成り立つ．これを用いて以下の定理を証明する．

定理

正則関数 fが複素平面全体で定義されているとき，max{|f(z)|
∣∣ z ∈ C} < ∞を

満たす (上に有界)ならば f は定数関数である．

証明

複素平面全体で正則関数が定義されているためRはいくらでも大きく取ること
ができる．これを踏まえて，冪級数で表現した f の 1次項について考えると，∣∣∣∣∫

γ

f(z)

(z − a)2
dz

∣∣∣∣ ≤
∫
γ

|f(z)|
(z − a)2

|dz|

≤ M

R2

∫
γ

|dz|

≤ 2πM

R
→ 0 (R → ∞)
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したがって，1次以降の項の係数がすべて 0になり，定数項のみが残るため f は定
数関数である．

この定理を使うと，複素関数論を用いて代数学の基本定理を簡単に証明できる．
命題 以下の関数は必ず解を持ち 1次式に因数分解できる．

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0

ただし，an ̸= 0, n ≥ 1, ai ∈ C（0 ≤ i ≤ n）である．

証明

f(x) = 0が解を持たないと仮定すると，
1

f(z)
が複素平面全体で定義されること

になるので，∣∣∣∣ 1

f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

anzn + an−1zn−1 + · · ·+ a0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

zn(an +
an−1

z
+ an−2

z2
+ · · ·+ a0

zn
)

∣∣∣∣ ≤ M

という関係が成り立つ．これは，zをどんどん大きくすると分母が定数に近づいて，
平面全体でなにかある定数M で抑えられることを表す．したがって，先ほどの定

理を満たすため
1

f(z)
が定数関数ということになる．しかし，多項式関数で割った

関数が定数関数になることはあり得ない．ゆえに，f(z)は必ず解を持つ．

3.10 ローラン展開

点 aを中心に半径Rの円となるような閉路を γとする．このとき，定義されてい

る関数が f(z) =
ez

(z − a)
とすると点 aが特異点であるため，小さな半径 r（r < R）

の閉路 γrで囲って隔離した．これに対して，γ内部の点 wにおける f(w)はコー
シーの積分公式より以下のようになる．

f(w) =
1

2πi

{∫
γ

f(z)

z − w
dz −

∫
γr

f(z)

z − w
dz

}
=

1

2πi

{∫
γ

f(z)

(z − a)− (w − a)
dz −

∫
γr

f(z)

(z − a)− (w − a)
dz

}
=

1

2πi

{∫
γ

f(z)

z − a
· 1

1− w−a
z−a

dz −
∫
γr

f(z)

w − a
· −1

1− z−a
w−a

}
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ここで，2つの線積分はそれぞれ冪級数で表現できるので，

f(w) =
∞∑

i=−∞

αi(w − a)i

のような形で書ける．なお，αiはそれぞれの積分の値である．これをローラン展
開といい，α−1のことを関数 f の aにおける留数という．
ここで，微積分学の基本定理を思い出すと，正則関数 f を微分して gになった
とすると，γ : [a, b] → Cに対して，∫

γ

gdz = f(γ(b))− f(γ(a))

ということが言える．このような正則関数が，

f(w) =
∞∑

i=−∞

αi(w − a)i

のようにローラン展開された場合，この関数を aの周りに半径 rをとって積分し
てやると，i ̸= −1であれば αi(w − a)iという関数は原始関数を持ち，それは始点
と終点が同じであるためすべて 0となる．問題は i = −1のときは原始関数がない
ことである．円に沿って積分したい時には，∫

γ

f(z)dz =
∑
i

∫
γ

αi(z − a)idz

のように分けると，∫
γ

α−1
dz

z − a
= 2α−1πi

となり，留数を求めれば良いことがわかる．
次に，閉曲線 γの内部に複数の特異点が存在する場合を考える．例えば，正則

関数 f(z) =
ez

z4 + 1
は z2 = ±iとなるため，4 つの特異点 a1, a2, a3, a4が存在する．
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これに対して，それぞれの点を中心とした小さな半径の閉曲線 γ1, γ2, γ3, γ4で囲う
と次のような等式が得られる．∫

γ∪γ1∪γ2∪γ3∪γ4
f(z)dz = 0

これを分解してすると以下の関係が得られる．∫
γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz +

∫
γ3

f(z)dz +

∫
γ4

f(z)dz

ここで，f(z)はローラン展開できるので，それぞれの線積分から出てくる留数の
合計を求めることにより，複数の特異点が存在する場合でも簡単に計算できるこ
とがわかる．
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