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第1章 序論

1.1 研究の背景

近年金融派生商品 (デリバティブ)取引が急速に拡大し続けているが、特に金融危機後に

おいてこれらの商品に対するリスク管理の重要性が以前より増している。これらのリスク

管理においては、デルタおよびガンマなどのリスク指標が精度高くかつ効率的に算出でき

ることが必要だが、これは同時に金融派生商品の価格が精度良くかつ効率的に算出される

必要があることも意味している。一般的にオプション価格を求めるのに使用されるスタン

ダードなモデルは Black-Scholes モデル [12, 101]であるが、この場合ヨーロピアンオプション

などの標準的なオプション価格は比較的シンプルな数式（クローズド・フォーム）で表すこ

とができ、同様にデルタやガンマなどのリスク指標もクローズド・フォームで表すことがで

きるのでリスク管理を効率的に行うことができる。その反面、Black-Scholes モデルは現実

の市場の動きを十分に反映できないという点が指摘されている。例えば、国内外における

株式および為替市場において原資産価格の収益率の分布がファット・テイルとなる事や、非

対称となるスキューが観察され必ずしも正規分布に従っていないという事象が確認されてい

る。また市場が Black-Scholes モデルに従っていた場合、行使価格を変化させてもオプション

価格から Black-Scholes モデルにより逆算して算出されたインプライド・ボラテリティは一定

となるはずだが、スマイルおよびスキューと呼ばれる、インプライド・ボラテリティが一定

とならない現象が観察されている。これらは Black-Scholes モデルにおけるさまざまな前提

の不十分さを物語っており、このモデルを用いてオプション価格を算出することはリスク管

理の視点からも大きな問題となる。また、ブラック・マンデー後のスタンダード・アンド・

プアーズ 500・インデックス・オプションのインプライド・ボラテリティにおけるスキューが

顕著に確認されることが指摘されており、その原因としてオプション価格に将来の原資産

のジャンプ・リスクに対するプレミアムが含まれていると述べられている [117](他のジャン

プ・リスクのプレミアムに関する研究は、例えば [47, 109]を参照)。よって Black-Scholes モデ

ルを拡張し、原資産におけるジャンプの挙動が考慮されたジャンプを考慮したモデル (以下

ジャンプ・モデルと呼ぶ)を用いることが望ましいことは明らかである。しかしジャンプ・モ
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デルの場合、ジャンプの確率過程を考慮するために理論および数値計算が Black-Scholes モ

デルと比較して複雑となるため、精度の高いオプション価格およびリスク指標を実務に耐

えうる計算時間で算出することが、特にエキゾチック・オプションの場合に非常に困難とな

る。これが実務においてジャンプ・モデルが敬遠される理由となっているが、現実の市場の

挙動に沿ったリスク管理を考えた場合ジャンプモデルを用いる必要があるため、ジャンプ・

モデルにおけるオプション価格の効率的計算手法の開発が重要となってくる。

一般的に、実務において用いられるオプション評価の方法については、大きく 3つに分類

できる。まずオプション価格をクローズド・フォームとして表して計算する方法であり、本

論文では解析法と呼ぶことにする。次に、オプション価格を解として持つ偏微分 (積分)方程

式を数値計算を用いて解く手法であり、本論文では PDE法と呼ぶ事にする。三つ目は金融

工学の分野では最も一般的な手法であるモンテカルロ法で、原資産のランダムな挙動を実

際にコンピュータで再現しシミュレーションを繰り返し行いサンプルパスを作ることでオプ

ション価格を求める方法である。モンテカルロ法は一般的にどのタイプのオプションに対し

ても使用可能であり、特に高次元の場合に有効な手法となる。一方モンテカルロ法の欠点

としては、精度の高いオプション価格およびリスク指標を算出するには多くのサンプルパ

スが必要となり計算負荷が大きい点が挙げられる。よって実務において有効な手法は解析

法および PDE法であり、更にオプション価格が求まればリスク指標もシンプルに算出する

ことが可能となるため、特にリスク指標の計算において収束度の問題が顕著になるモンテ

カルロ法と比較しても有効な手法である。よって、解析法および PDE法における高速かつ

精度の高い数値計算法が開発されて実務で普及することにより、金融機関におけるリスク

管理の向上に多大な貢献となる事が期待できる。

1.2 本論文の目的および構成

ジャンプ・モデルは従来の Black-Scholes モデルより実際の市場挙動を正確に反映できる一

方で、理論も実際の計算も複雑になるため実務での使用は敬遠されているのが現状である。

本論文ではジャンプ・モデルにおけるオプション価格評価の高速化の観点から、解析法にお

ける効率的手法を 1つ、PDE法における効率的手法を 2つ提案している。これらの手法が

実務におけるジャンプ・モデルの普及へとつながり、結果的に金融機関における更なるリス

ク管理の向上に貢献することが狙いである。本論文の構成は以下の通りである。

第 1章では、研究の背景および目的について述べている。序論では現在実務において最も
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用いられる Black-Scholesモデルにおける問題点及び原資産におけるジャンプの挙動を考慮

したジャンプ・モデルの重要性が述べられている。ジャンプ・モデルは Black-Scholesモデル

より実際の市場の挙動をより正確に表現することに成功できている一方、理論および計算

の複雑性から実務では敬遠される傾向があり、効率的手法の早急な普及がリスク管理向上

のために望まれる。

第 2章では、原資産モデルおよびオプション評価法に関するサーベイがまとめられてい

る。その結果、ジャンプ・モデルにおける解析法に関しては、ヨーロピアン・オプションなど

の非経路依存型オプションの価格計算に対して解析法は有効となるものの、経路依存型オ

プションに関しては一部のジャンプ・モデルにおいて、バリア・オプションなど一部のタイ

プのオプションにのみクローズド・フォームが得られることが確認されている。更にクロー

ズド・フォームが得られるとしても、実際には計算コストのかかる数値計算が必要となり、

実務において効率的な手法とは言い難い。一方ジャンプ・モデルにおける PDE法のサーベ

イの結果では、高速フーリエ変換を用いた FTT法を効率的手法として用いる論文が多いこ

とが確認された。しかしこの手法を直接用いるには等間隔の空間における格子点が必要で

ある事や、各時間離散点ごとに２回の高速フーリエ変換が必要などの問題点が残る。よって

本論文の中核となる以降の章では、ホモトピー解析法を用いたジャンプ・モデルにおける解

析法、改良高速ガウス変換を用いた PDE法、そしてカルテシアン・ツリー法を用いた PDE

法を提唱していく。

第 3章ではまず、ジャンプ・モデルにおいてホモトピー解析法を用いた手法を提唱してい

る。最初にジャンプ・モデルにおけるオプション価格が満たす偏微分積分方程式をフーリエ

変換を用いて常微分方程式に変換し、そしてこの常微分方程式に対してホモトピー解析法

を適用することにより、ジャンプ・モデルの一例としてバリアンス・ガンマ・モデルにおけ

るヨーロピアン・オプション及びバリア・オプションであるダウン・アンド・アウト・コール

のクローズド・フォームが導出されている。また数値実験からこの無限数列和で表されたク

ローズド・フォームは高速に収束し実務の利用における有効性も確認された。更にこの手法

は characteristic exponentが解析的に得られるジャンプ・モデルに対しても適用可能であり、

また Black-Scholes モデルでクローズド・フォームが存在するタイプのオプションであれば、

この手法を用いることによりジャンプ・モデルにおいても同様にクローズド・フォームを求

めることができる。そして得られたオプション価格のクローズド・フォームを直接微分する

ことにより、各リスク指標のクローズド・フォームも求める事ができるため、ジャンプ・モ



4 第 1章 序論

デルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。

第 4 章ではジャンプ・モデルの一種であるジャンプ拡散モデルに焦点をあて、改良高速

ガウス変換を用いた PDE法が提唱されている。ジャンプ・モデルにおける PDE法の場合、

Black-Scholes モデルと違い偏微分方程式に積分作用素が現れるため、この数値計算の負担

が実務において問題となる。本章では数値実験により、この積分作用素の数値計算に改良

高速ガウス変換を用いた場合、従来使用されている高速フーリエ変換を用いた手法よりも

効率的であることが確認されている。また各格子点のオプション価格を用いて各リスク指

標を数値計算する事ができるため、解析法同様にジャンプ・モデルにおけるリスク管理の効

率性向上にもつながる。

第 5章ではカルテシアン・ツリー法を用いた PDE法が提唱されている。第 4章で用いら

れた改良高速ガウス変換はMerton型ジャンプ拡散モデルにのみ適用可能であるため、他の

ジャンプ・モデルにおける FFT法の代替案として、本章ではカルテシアン・ツリー法を用い

る。従来の高速フーリエ変換と計算量は同等であるが、高速フーリエ変換を用いた手法の

ように各時間格子点において 2回使用する必要がなく、空間格子点が均一に配置されなくて

はいけないという制限もないため、より柔軟に用いることができるのが利点である。また

各格子点のオプション価格を用いて各リスク指標を数値計算する事ができるため、解析法

同様にジャンプ・モデルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。

最後に第 6章では、本論文における総括および今後の研究課題について考えを述べてい

る。解析法は最も有効な計算手法であるものの、一般的に全てのタイプのオプションに関し

てクローズド・フォームを導出することは困難であり、たとえ導出する事ができたとしても

実務上計算負荷の大きい複雑な数式となることが予想される。よって現実的には PDE法に

おける効率化手法が有効と考えられるが、数値計算の対象となる偏微分方程式が高次元の

場合 PDE法では計算負荷が大きくなるため、高次元における PDE法の効率化手法を開発す

る事が今後の課題と考えられる。本論文における結果が、実務におけるジャンプ・モデルを

用いたオプション計算及びリスク指標の普及に貢献できればと考えている。
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第2章 サーベイ

2.1 概要

本章では研究の位置付けを明確化するために、これまでの関連研究におけるサーベイ結

果を述べることにする。具体的には、まずオプションの概要と基本モデルに関するサーベ

イ結果を述べる。次に拡張モデルである確率ボラテリティ・モデルおよびジャンプ・モデル

に関するサーベイ結果を述べる。そしてジャンプ・モデルの下で実務において好まれるオプ

ション評価手法として、解析法および PDE法に関するサーベイ結果を述べることにする。

最後にまとめとして、先行研究のサーベイによって明らかになった点、本研究の焦点および

位置付けについて述べる。

2.2 既存研究のサーベイ

本章では研究の位置付けを明確化するために、これまでの関連研究におけるサーベイ結

果を述べることにする。具体的には、まず本研究で取り扱う金融オプションに関する概要を

説明する。そしてオプションの売買、権利行使時点そして原資産の経路の観点からオプショ

ンの種類を分類していく。次に、オプション価格評価のために必要となる、原資産モデルの

観点からサーベイを行う。具体的には Black-Scholes モデル、局所ボラテリティ・モデル、確

率ボラテリティ・モデルそしてジャンプ・モデルに関するサーベイ結果について述べる。特

にジャンプ・モデルは、他のモデルと違い原資産のジャンプが考慮されるので実際の市場で

観察される原資産の挙動をより精密に表すことが可能となる。このようにオプション価格

を評価するためにジャンプ・モデルは魅力的であるが、このモデルの下でオプション評価を

行うための方法を指定する必要がある。より一般的な評価方法であるモンテカルロ法は収

束が遅いため、実務におけるリスク管理の視点からも解析法および PDE法は歓迎される手

法である。よって最後に、ジャンプモデルの下での解析法および PDE法に関するサーベイ

結果を述べることにする。



6 第 2章 サーベイ

2.2.1 オプションの概要と基本モデルに関するサーベイ

金利スワップ、為替フォワードなど市場で取引されている金融派生商品は数多く存在するが

最もスタンダードな商品としてオプションが挙げられる。オプションの価格計算は他の金融

派生商品の価格計算にも適用可能であるため、金融工学においても主要な研究対象となって

いる。ここではオプションの概要について説明し、基本モデルとして知られる Black-Scholes

モデルおよび局所ボラテリティ・モデルを紹介する。

金融オプションの概要

金融オプションの詳細は [72]に述べられているが、時点 tにおける原資産価格を Stとする

と、一般的にオプションとは「特定の時点 T (満期日)において ST をあらかじめ定められた

価格 K(行使価格)で売買する権利」と定義できる。更に満期日 T のみに権利が行使できる

オプションはヨーロピアン・オプションと呼ばれ、また買う権利のオプションをコール、売

る権利のオプションをプットと呼ぶ。例えばヨーロピアン・コール・オプションを保有した

場合の満期 T 時点における利益 (ペイオフ)は

max[ST −K, 0]

であり、ヨーロピアン・プット・オプションの満期日時点 T における利益は

max[K − ST , 0]

となる。maxという表現が使われているのは満期日 T において利益が 0以下となる場合は

権利を行使する意味がないため購入したオプションの権利を放棄する、という事を示唆し

ている。

このようにオプションはプットまたはコールという売買の権利から分類する事が可能で

あるが、行使日時点によっても分類される。満期日 T のみに権利が行使できるオプションを

ヨーロピアン・オプションと呼ばれる事を明記したが、このオプションの場合満期日までの

t(< T ) においては権利を行使することができないため、早期行使条件なしのオプションと

呼ぶこともできる。一方、早期行使条件付のオプションも存在し、満期日 T までの t(< T )に

おいても、いつでも行使可能なオプションをアメリカン・オプション、満期日 T の限られた

時点 t1, t2,…(< T )のみで行使可能となるオプションはバミューダン・オプションと呼ばれる。

更に、満期日 T のみにおける原資産価格のみならず、満期日 T までの原資産価格の挙動に

ペイオフが依存するかしないかに焦点をあててオプションを分類する事も可能である。例
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えばヨーロピアン・オプションのペイオフは満期日時点 T のみの原資産価格 ST で決定され

るため、非経路依存型オプションと呼ばれる。一方、例えばアジアン・コール・オプション

のペイオフは、満期日 T までの原資産価格 St の平均値を Save(T )とすると、

max[Save(T )−K, 0]

と表すことができる。またバリア・オプションのように満期日 T までの t(≤ T )において原資

産価格 St がある価格 B(バリアと呼ばれる)に達するとただちに権利が消滅してしまうオプ

ションもある。アジアン・オプションやバリア・オプションのように満期日までの原資産の

経路にペイオフが依存するオプションのことを経路依存型オプションと呼ぶ。更に、原資産

の種類 (株、為替、金利)なども考慮すると市場で取引されている全てのオプションを列挙す

ることは困難であるが、これまでの議論をまとめるとオプションは概ね以下のように分類

される。

表 2.1: オプションの分類

　コール/プット 非経路依存型 経路依存型

早期行使条件なし ヨーロピアン バリア、アジアン、ルックバック

他

早期行使条件付 バミューダン、

アメリカン

アメリカン・バリア、アメリカ

ン・アジアン、アメリカン・ルッ

クバック他

Black-Scholes モデル

最も簡潔で実務で用いられている代表的なモデルは Black-Scholesモデル [12, 101]であり、

リスク中立測度のもと原資産 St はブラウン運動Wt を用いて以下の確率過程に従うものと

仮定される。

dSt = rSt + σStdWt

ここで rはリスク・フリー・レート、σはブラウン項のボラテリティである。このモデルの下

ヨーロピアン・オプションの価格は以下のように解析的に算出可能となる。満期日 T および

行使価格K のコール・オプションの t日 (t < T )における価格は

St ·N(d1)−Ke−r(T−t) ·N(d2)
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と表される。ここで

d1 =
ln(St

K ) + (r − 1
2σ

2)(T − t)

σ(T − t)
1
2

,

d2 = d1 − σ(T − t)
1
2

であり、N(y)は標準正規分布の累積確率密度関数である。またプット・オプションの場合は

Ke−r(T−t) ·N(−d2)− St ·N(−d1)

と表される。更にこのモデルの場合スタンダードなヨーロピアン・オプションのみならず、

バリア・オプションなど一部のエキゾチック・オプションに対してもクローズド・フォームが

存在するため、これらの価格評価においても実務で多く用いられている。

局所ボラテリティ・モデル

Black-Scholesモデルではボラテリティσが時間及び原資産、行使価格に依存せず一定であ

るとしているが、これは実際のオプション市場で観測されるスキューおよびスマイル現象と

矛盾している。そのため Black-Scholes モデルの拡張版として、まずボラテリティを時間およ

び原資産の関数と仮定する、以下の局所ボラテリティ・モデル [3, 35, 37, 40] が提唱された。

dSt = rSt + σ(St, t)StdWt

一例として、例えば CEVモデル [35]の場合は以下のように表される。

dSt = rSt + σSt
βdWt

また 2次ボラテリティ・モデル [3]の場合は、以下のように表される。

dSt = (α+ βSt + γSt
2)dWt

2.2.2 拡張モデルに関するサーベイ

前節ではオプションの種類および基本モデルについてサーベイ結果を述べたが、ここで

は既存研究で紹介されている、基本モデル以外の拡張モデルに焦点をあてたサーベイの結

果を述べる。
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確率ボラテリティ・モデル

局所ボラテリティ・モデルはボラテリティを原資産および時間に依存した関数で表現して

いるため、Black-Scholes モデルよりは改善されているものの、原資産のボラテリティは特定

の関数というよりもランダムの挙動である、という実際に観測される挙動をとらえること

ができない。この挙動をとらえるために、ボラティリティを確率過程そのものとしてモデル

化したのが確率ボラテリティ・モデルであり、一般的な形式は正の関数 f を用いて以下のよ

うに表される。

dSt = rSt + σtStdW1t,

σt = f(Vt),

dVt = a(t, Vt)dt+ b(t, Vt)dW2t, dW1tW2t = ρdt

例えば Hull-White モデル [73]は、金融の分野において最初に提案された確率ボラテリティ・

モデルであり、分散過程を幾何ブラウン運動として仮定している。また Stein-Stein モデル

[124]は分散過程を OU過程を用いることによりモデル化している。現在実務で最も用いら

ている確率ボラティリティモデルは SABRモデル [63]および Heston モデル [68]である。例え

ば、SABRモデルは以下のように表される。

dSt = σtSt
αdW1t,

dσt = νσtdW2t, dW1tdW2t = ρdt

このモデルの利点は、ヨーロピアン・オプションのインプライド・ボラテリティを近似解析

的に算出する事が可能であり (詳細は [63]を参照)、オプション市場のキャリブレーションを

効率的に行うことができるため実務でも使用しやすいモデルである。更に SABRモデルの

拡張版である λ-SABRモデル [67]は、以下のように表される。

dSt = σtvtSt
αdW1t,

dvt = λ(vt − λ′)dt+ νvtdW2t, dW1tdW2t = ρdt

一方 Hestonモデル [68]は、分散過程を CIR過程を用いて以下のように原資産過程をモデル

化している。

dSt = rSt + σtStdW1t,

σt = (Vt)
1
2 , dVt = κ(θ − Vt)dt+ ν(Vt)

1
2 dW2t, dW1tW2t = ρdt
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Hestonモデルの場合もヨーロピアン・オプションの価格をクローズド・フォームを用いて計

算する事ができるのでキャリブレーションを効率的に行うことができる。よって SABRモデ

ルと同様に実務でよく使われるモデルである。

確率ボラティリティ・モデルの利点は、市場で観測されている原資産のボラテリティ変動

を考慮する事ができるだけでなく、オプション・マーケットで観測されるスキューやスマイ

ル現象を表現する事が可能となることである。また金利系デリバティブのプライシングモ

デルとして実務でよく用いられる LIBOR型マーケット・モデルにも確率ボラテリティを考

慮した拡張版が実務でも用いられている [5, 82, 111, 113, 114, 129]。更には近年、確率ボラテ

リティ・モデルに局所ボラテリティの要素を組み込んだ局所確率ボラテリティ・モデルも実

務で用いられている (例えば、[94, 115])。以下に、基本モデルおよび拡張モデルを既存研究

毎に分類した表を掲載しておく。このように Black-Scholes モデルの欠点を補うべく先行研

表 2.2: 既存研究における基本モデルおよび拡張モデルの分類

論文 ボラテリティ

Andersen [3] 局所ボラテリティ構造

Black and Scholes [12]、Merton 1973 [101] 定数

Cox [35]　 局所ボラテリティ構造

Derman and Kani [37] 局所ボラテリティ構造

Dupire [40]　 局所ボラテリティ構造

Hagan, Kumar, Lesniewski and Woodward [63, 64] 確率過程

Henry-Labordére [67] 確率過程

Heston [68] 確率過程

Sepp and Karasinski [122] 確率過程

Lipton [94] 確率過程かつ局所ボラテリティ構造

Ren, Madan and Qian [115] 確率過程かつ局所ボラテリティ構造

究においてさまざまな拡張がなされているが、どのモデルもランダムな原資産過程をモデ

ルするためにブラウン運動のみが用いられている。しかしブラウン運動は連続的なパスの

ランダムな挙動しか表現できないため、株価が突然不連続にジャンプするなどの挙動をと

らえる事ができない。よって現実に観察されるジャンプの挙動が考慮できないため精微なモ

デルといえず、特にリスク管理においてこれらのモデルを用いた場合ジャンプのリスクを見

過ごしてしまう危険性がある。よってジャンプ・モデルを考慮した本研究の焦点を明確にす

るため、次節以降ではジャンプ・モデルにおける既存研究のサーベイに焦点をあてることと

する。
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ジャンプ・モデル

これまで紹介してきたモデルでは原資産のランダムな挙動を表すためにブラウン運動が

用いられているが、ブラウン運動のみでは実際の市場で観測される原資産のジャンプを描

写するには不十分である。そこで、近年ジャンプを考慮したジャンプ・モデルが注目されて

おり、モデルもいくつか提唱されている [119]。

古典的なジャンプ・モデルは、1976年にMertonによって提唱されたMerton型ジャンプ拡散

モデル [102]である。原資産 St を St = S0e
X(t) と表した時にX(t) は以下のように表される。

X(t) = (r − 1

2
σ2 − λκ)t+ σW (t) +

N(t)∑
i=1

Yi

ここで rはリスクフリー・レート、σはブラウン項のボラテリティ、N(t)は強度 λのポアソ

ン過程である。また κ = E[eY ]− 1であり、ジャンプサイズ Yi の対数は平均 µ ，分散 γ2 の以

下の正規分布 f(x)に従うものと仮定される。

f(x) =
1

2πγ2
exp(− (x− µ)2

2γ2
)

このモデルの利点は、ジャンプ過程が含まれているため Black-Scholesモデルよりも複雑なモ

デルであるにも関わらず、以下のようにヨーロピアン・オプション価格のクローズド・フォー

ムが存在する事である。

∞∑
n=0

e−λ′(T−t)(λ′(T − t))
n

n!
[St ·N(d1)−Ke−rn(T−t) ·N(d2)]　

ここで

　λ′ = λ(1 + k), rn = r − λk + n
ln(1 + k)

(T − t)
, σn

2 = σ2 + nγ2/T,

d1 =
ln(St

K ) + (rn − 1
2σn

2)(T − t)

σn(T − t)
1
2

, d2 = d1 − σn(T − t)
1
2 ,

k = exp(µ+
γ2

2
)− 2

である。更に Andersen and Andreasen [4]は、ボラテリティを局所ボラテリティ構造に拡張し

て前進方程式を導出し、市場のボラテリティ構造にフィットさせる方法を提唱している [4]。

また [23]では、より一般的なジャンプ・モデルに対して局所ボラテリティ構造を取り込んだ

モデル (局所レヴィ・モデル)が提唱されている。

Merton型ジャンプ拡散モデルではジャンプサイズ Yi の対数が正規分布に従うと仮定して

いるが、Kou型ジャンプ拡散モデル [86]では以下の両側指数分布に従うと仮定されている。

f(x) = pν1e
−ν1x1x≥0 + qν2e

−ν2x1x<0
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Kou型ジャンプ拡散モデルの場合にも、Merton型の場合と同様にヨーロピアン・オプション

価格のクローズド・フォームが存在する [86]。

一方バリアンス・ガンマ・モデル [97]では、時間変動ブラウン運動Wt′（t′はガンマ分布に

従う確率変数)を用いることにより、ジャンプを取り込んでいる。また NIG（Normal Inverse

Gaussian)モデル [9, 41]では、t′ が逆ガウス分布に従うとした時間変動ブラウン運動Wt′ を

用いることにより、同様にジャンプの挙動を取り込んでいる。

また Carr and Wu [29]は、有限モーメントの対数安定過程 (LMLS過程)を用いた原資産モ

デルを提唱している。

dSt = rSt + σtStdLt
α,−1

ここで rはリスクフリー・レート、Lt
α,β はテール・インデックス α、スキュー・パラメータ β

の、標準 α安定過程である。

これまで述べてきたジャンプ・モデルの欠点としては、オプションの満期が長期となる場

合に多量のジャンプ過程の和が拡散過程として近似されるので Black-Scholesモデルと同様、

インプライド・ボラテリティが行使価格に関して一定に近づいてしまう (スマイル・フラッティ

ング)、という点が挙げられる [81] 。しかしジャンプ過程に加えてボラテリティを確率過程と

することにより [11, 39, 121]、長期の満期においてもスマイルやスキュ－現象をある程度再

現することが可能となる。例えば SVCJモデル (stochastic volatility coherent jump model)[39]

では原資産 St = S0e
X(t) は以下のように表される。

Xt = (u− 1

2
Vt−)dt+

√
Vt−dW1t + dJt,

Vt = κ(θ − Vt−)dt+ ξ
√
Vt−dW2t + dJt

v

ここで (Jt, Jt
v)は 2次元ジャンプ過程、W1t およびW2t はブラウン運動を表す。dW1tdW2t = ρdt

であり、κは平均回帰パラメータ、ξ は Vt のボラテリティ・パラメータを表す。一方 OTC為

替オプション市場において満期毎にインプライド・ボラテリティのスキューの符号が変化す

るという現象に着目し、これらの挙動を考慮した確率スキュー・モデルと呼ばれるモデルが

提唱されている [30]。このモデルでもジャンプ過程に加え、ボラテリティが確率過程として

表される。

以下にジャンプ・モデルを既存研究毎に分類した表を掲載しておく1。一般的に、ジャンプ・
1今回の研究対象ではないが、金利系デリバティブのプライシングモデルとして実務でよく用いられる LIBOR
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表 2.3: 既存研究におけるジャンプ・モデルの分類
論文 ボラテリティ

Andersen and Andreasen [4] 局所ボラテリティ構造

Barndorff-Nielsen [9] 定数

Bates [11] 確率過程

Carr, Geman, Madan and Yor [22] 定数

Carr, Geman, Madan and Yor [23]　 局所ボラテリティ構造

Carr and Wu [29] 定数

Carr and Wu [30] 確率過程

Carr and Cousot [20] 局所ボラテリティ構造

Carr and Crosby [21] 局所ボラテリティ構造

Duffie, Pan and Singleton [39] 確率過程

Eberlein and Keller [41] 定数

Kou 2002 [86] 定数

Madan, Carr and Chang [97] 定数

Merton [102] 定数

Pagliarani and Pascucci [107] 局所ボラテリティ構造

Pagliarani, Pascucci and Riga [108] 局所ボラテリティ構造

Scott [121] 確率過程

モデルはレヴィ過程と呼ばれる確率過程を用いて定式化する事ができる。具体的には原資

産が St = S0e
X(t) として表された場合、ジャンプ・モデルにおいてX(t)は、以下のレヴィ-伊

藤分解によって表されるレヴィ過程となる [118]。

X(t) = µt+ σW (t) +

∫ t

0

∫
|y|≥1

y h(dyds) + lim
ϵ→0

∫ t

0

∫
ϵ≤|y|<1

y [h(dy × ds)− ν(dyds)] (2.1)

ここで µはドリフト項、σはボラテリティ項、W (t)はブラウン運動、h(dyds)はポアソン測

度、ν(dyds)はコンペンセイターである。またジャンプ・モデルにおいて一般的に留意すべ

き点として、Black-Scholesモデルと違い市場モデルが非完備化するため、同値マルチンゲー

ル測度を一つ選択する必要がある。アカデミックにおいては最小マルチンゲール測度 [120]、

エッシャー・マルチンゲール変換 [83]、最小エントロピー・マルチンゲール測度 [54, 103]など

様々提唱されているが、実務においては直接リスク中立測度におけるジャンプモデルを仮定

し、市場のオプション価格情報などからキャリブレーションによりパラメータ値を求めるの

が一般的である。

型マーケット・モデルにも、ジャンプ過程を考慮したモデルの研究が盛んとなりつつある (例えば、[10, 42, 43,
44, 45, 57, 58, 59, 110] を参照)。 またジャンプ過程に用いられるパラメータ自体を、確率過程とするモデルも提
唱されている [95]。



14 第 2章 サーベイ

モンテカルロ法

以上のように、オプション価格を評価するための様々な原資産モデルの研究が先行研究に

おいてなされているが、次に考慮すべき点はこれらのモデルを使うと仮定した後で、オプ

ション価格をどのようにして評価するかである。オプション価格を計算するには期待値を計

算する事が必要となるので、最も一般的な方法はモンテカルロ法となる。金融工学におけ

るモンテカルロ法の詳細は [56]に委ねるが、利点として挙げられる点は、どのモデルを用い

ても複雑な経路依存型やペイオフのデリバティブ商品を評価する事が可能である、という

事である。更にモンテカルロ法の場合は原資産の次元が増加した場合でも計算量は線形的

に増加するだけであるが、他の計算手法を用いた場合期待値の計算を行うための重積分の

計算が必要となるため計算量が幾何級数的に増加する懸念がある。一方モンテカルロ法の

欠点としては、収束度が遅いため計算時間がかかる事であり、その対処法として分散減少

法や LD列の使用が提唱されている [56]。また金融機関におけるリスク管理においてはオプ

ションのデルタやガンマなどのリスク指標を正確かつ効率的に計算できる事が重要が、価格

計算にモンテカルロ法を用いた場合収束度が遅いため、その変化量であるリスク指標を精

度良く求める場合は更に計算時間がかかる。そのためモンテカルロ法を用いてリスク指標

を計算する場合は、オプション価格の変化量から求めるのではなく、パスワイズ法および尤

度法 [16]や、尤度法の拡張版であるマリアバン解析 [8, 36, 46, 104]を用いた手法など、直接

リスク指標をモンテカルロ法により計算を求める手法が提唱されている。しかしこの場合、

リスク指標を計算するためにこのようなシミュレーションを別途行う必要がある。一方解析

法を用いた場合は、得られたオプション価格のクローズド・フォームを直接微分することに

より、各リスク指標のクローズド・フォームも求める事ができるので高速に計算可能である。

また PDE法を用いた場合でも、各格子点のオプション価格を用いることにより各リスク指

標を容易に数値計算する事ができる。よって実務におけるリスク管理の視点からも解析法

および PDE法を用いたオプション評価法が歓迎されるため、ジャンプ・モデルにおいてもモ

ンテカルロ法に関する研究はなされているものの (例えば [6, 33, 36, 75, 84, 85, 91, 99, 116])、

次節以降のオプション評価手法に関するサーベイでは、ジャンプ・モデルにおける解析法お

よび PDE法のサーベイに焦点をあてることにする。
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2.2.3 ジャンプ・モデルにおける解析法に関するサーベイ

解析法はオプション価格をクローズド・フォームで表す手法であるが、これは PDE法やモ

ンテカルロ法と違い複雑な数値計算を必要としない。よって計算負荷を高めることなく精

度の高い価格およびリスク指標を算出することができるので、実務でも最も歓迎される評

価手法である。またエキゾチック・オプションの価格を評価する場合には、計算に用いるモ

デルのパラメータ値を算出するために市場で取引されているヨーロピアン・オプションの情

報をキャリブレーションにより取得する必要があるが、クローズド・フォームが存在すれば

このキャリブレーションを高速に行うことが可能となる。

ヨーロピアン・オプションに対する解法

ジャンプ・モデルにおいても、ヨーロピアン・オプションのクローズド・フォームが存在す

るモデルはいくつかある。例えばMerton型ジャンプ拡散モデルにおけるヨーロピアン・オ

プション価格は [102]にて、Kou型ジャンンプ拡散モデルにおけるヨーロピアン・オプション

価格は [86]でクローズド・フォームが導出されている。更には特性関数が解析的に得られる

ジャンプ・モデルにおける、ヨーロピアン・オプション価格のクローズド・フォームが Carr

and Madan[26]により導出されている。[26]によれば、行使価格K、満期時点 T においてジャ

ンプ・モデルにおける特性関数が ϕとすると、ヨーロピアン・コール・オプション価格は以

下のクローズド・フォームとして表される。

V (K,T ) =
e−αc ln(K)

π

∫ +∞

0

e−iω ln(K) e−rTϕ(ω − (αc + 1)i)

αc
2 + αc − ω2 + i(2αc + 1)ω

dω　

ここで αc(> 0)は damping factorと呼ばれ、上記の式が積分可能となるような値に設定され

る。更に、このクローズド・フォームには高速フーリエ変換を用いることができる。よって

複数のヨーロピアン・オプション価格を一度に高速に算出することを可能となるため、キャ

リブレーション時に特に有効となる。また [27]ではテイル確率を用いてヨーロピアン・コー

ル・オプション価格を表すことにより、鞍点 (saddle point)近似によるオプションの評価方法

が提唱されている。また [51]では、フーリエ・コサイン展開を用いたヨーロピアン・オプショ

ン価格の算出方法が提唱されている。しかし、これら三つの手法はヨーロピアン・オプショ

ンの価格計算には有効であるが、バリア・オプションなど他のタイプのオプションの価格計

算には適用することはできない。
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経路依存型オプションに対する解析法

経路依存型オプションに関しては、Kou型ジャンプ拡散モデルにおいていくつかクローズ

ド・フォームが発見されている。例えば [87]ではバリア・オプションおよびルックバック・オ

プション、更に [88]では永久型アメリカン・オプション価格のクローズド・フォームが得られ

ている。また理論的には、一般的なジャンプ・モデルに対して、バリア・オプションおよび

ルック・バック・オプションの場合Wiener-Hopf 要素を用いることにより、クローズド・フォー

ムを得ることは可能とされている [14, 34]。しかし実際にはWiener-Hopf 要素が明示的に表

現可能なジャンプ・モデルは限られており、たとえ明示的に表現可能であったとしても [34]

にて指摘されているようにラプラス変換やフーリエ逆変換などの数値計算が必要となるの

で計算負荷は小さくはない。対処法として、例えば Jeannin and Pistorius[80] は超指数レヴィ

密度関数という、比較的扱いやすいWiener-Hopf要素を持つジャンプ過程で近似を行いラプ

ラス変換を用いてバリア・オプションのクローズド・フォームを算出している。しかしこの

近似に必要なパラメータは二乗平均最小化アルゴリズムを用いて算出する必要があり、計

算負荷は小さくない。また [15]ではWiener-Hopf要素の近似およびラプラス変換における高

速化手法が提唱されているが、バリア・オプションおよびルックバック・オプション以外のオ

プションに対しても同様に適用可能であるかは定かではない。

Black-Scholes モデルにおけるホモトピー解析法

これまでジャンプ・モデルにおける解析法について述べてきたが、もともと Black-Scholes

モデルにおいても、全てのオプション価格についてクローズド・フォームが容易に求められる

ということではない。例えばアメリカン・オプションの価格を算出する場合、自由境界値問題

を解く問題に帰着されるが、この解析解を求めることは非常に困難であり、偏微分方程式論

においても今だに研究が活発な分野である。しかし近年 Zhu[134]により、ホモトピー解析法

を用いてアメリカン・オプションの価格を積分の無限数列和として表すことに成功した。ホモ

トピー解析手法は最初にOrtega and Rheinboldt[106]によって提唱され、これまで非線形微分

方程式において広く用いられてきた (例えば、[1, 98, 93, 105, 123, 127, 131, 135])。ホモトピー

解析法はトポロジーの考えが起点となっており、例えばある関数 V (x, t)を求めたい場合、シ

ンプルな関数 V0(x, t)を初期関数として連続的に変形させていき、最終的に V (x, t)に漸近さ

せることで求める手法である。そのためには F (x, t, p = 0) = V0(x, t)、F (x, t, p = 1) = V (x, t)

を満たす連続過程 F (x, t, p) を構築することが必要となるが、この手法を用いれば、p = 1に
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おける最終解 V (x, t)は解析的に評価可能な関数の無限数列の和として表す事が可能となる。

具体的には以下のようなスキームを用いて求めていく。例えば、ある微分作用素 Aが与

えられた時、次の微分方程式を満たす関数 V を求めたいとする。

A(V (x, t)) = 0

最初に初期微分作用素 A0 および初期関数 V̄0(x, t)を設定する。そして以下の微分方程式系

を満たす連続過程 V̄ (x, t, p)を考える。

(1− p)[A0(V̄ (x, t, p))−A0(V̄0(x, t))] = −p ·A(V̄ (x, t, p)). (2.2)

例えば p = 0とすると、

A0(V̄ (x, t, 0))−A0(V̄0(x, t)) = 0

となるので V̄ (x, t, 0) = V̄0(x, t) であることがわかる。一方 p = 1とすると

A(V̄ (x, t, 1)) = 0

となるので V (x, t) = V̄ (x, t, 1) であることがわかり、当初の求めたい V (x, t)と一致すること

がわかる。よって (2.2)を満たす V̄ (x, t, p)を求めればよいが、そのためにパラメータ pに関

する V̄ (x, t, p)の Taylor展開を考える。

V̄ (x, t, p) = V0(x, t) + V1(x, t)p+
1

2
V2(x, t)p

2 + · · · =
∞∑

n=0

Vn(x, t)

n!
pn (2.3)

ここで Vn(x, t) =
∂n

∂pn V̄ (x, t, p)|p=0 であるが、これらの項を求めるために方程式 (2.2)の両辺

を pに関して微分する。すると

−[A0(V̄ (x, t, p))−A0(V̄0(x, t))] + (1− p)
∂

∂p
A0(V̄ (x, t, p)) +A(V̄ (x, t, p)) + p · ∂

∂p
A(V̄ (x, t, p)) = 0

となる。この式に p = 0と代入して

A0(V1(x, t)) + [A(V0(x, t))−A0(V0(x, t))] = 0

が得られるが,この時 A0(V0(x, t)) = 0 を満たす初期関数 V0(x, t)を選べば (3.5)を用いて再帰

的に解くことで、n ≥ 1に関して Taylor係数 Vn(x, t)は以下を満たすことがわかる。

A0(Vn(x, t)) + n · [A(Vn−1(x, t))−A0(Vn−1(x, t))] = 0 (2.4)

よって各Taylor係数 Vn(x, t)は (2.4)を再帰的に解いていくことで求められ、その結果 V̄ (x, t, p)

が得られる (そして p = 1とすれば V̄ (x, t, p = 1) = V (x, t)となる)。この手法を用いて Zhu[134]
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はアメリカン・オプションの価格をクローズド・フォーム (積分の無限数列和)として表すこ

とに成功した。更に Zhao and Wong[133]は同様の手法を用いて、ボラティリィが時間に依存

する関数に拡張した場合の、Black-Scholesモデルにおけるアメリカン・オプションの価格を

算出した。

アメリカン・オプションにおけるクローズド・フォームを算出したことは、Black-Scholes モ

デルの場合であるものの金融工学において大きな進展であり、更に算出に用いられたホモ

トピー解析法はシンプルで応用性が高い。よってこの手法を用いれば、ジャンプ・モデルに

おけるエキゾチック・オプションもクローズド・フォームに近い式として表せるのではない

かと期待されるものの、そのような先行研究はこれまで確認されていない。よって本研究で

は、ジャンプ・モデルにおける解析法としてホモトピー解析法を用いた手法を提案し、ジャ

ンプ・モデルにおけるヨーロピアン・オプションおよびヨーロピアン・オプション以外のオ

プション価格のクローズド・フォームを算出していく。以下に、ジャンプ・モデルにおける解

析法の既存研究および本研究の位置付け2を表 2.4に、ホモトピー解析法が用いられた既存

研究を表 2.5にまとめた。

2表中の△は、Black-Schole モデルと同様導出できる可能性が高いが本研究では対象としない、という意。
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表
2.
4:
ジ
ャ
ン
プ
・
モ
デ
ル
に
お
け
る
解
析
法
の
分
類
お
よ
び
本
研
究
の
位
置
付
け

論
文

経
路
依
存
型

早
期
行
使
あ
り

B
oy
ar
ch
en

ko
an

d
L
ev
en

d
or
sk
i
[1
4]

○
×

B
oy
ar
ch
en

ko
an

d
L
ev
en

d
or
sk
i
[1
5]
　

○
×

C
ar
r
an

d
M
ad

an
[2
6]

×
×

C
ar
r
an

d
M
ad

an
[2
7]

×
×

F
an

g
an

d
O
os
te
rl
ee

[5
1]

×
×

J
ea
n
n
in

an
d
P
is
to
ri
u
s
[8
0]

○
×

K
ou

[8
6]

×
×

K
ou

[8
7]

○
×

K
ou

[8
8]

○
○

(永
久
型
ア
メ
リ
カ
ン
・
オ
プ
シ
ョ
ン
)

M
er
to
n
[1
02

]
×

×

本
研
究

(ホ
モ
ト
ピ
ー
解
析
法
)

○
△
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表
2.
5:
ホ
モ
ト
ピ
ー
解
析
法
に
お
け
る
既
存
研
究

論
文

内
容

A
b
b
as
b
an

d
y
[1
]

修
正

K
d
V
方
程
式
の
近
似
解
析
解
を
算
出
。

M
ah

m
ou

d
i
an

d
K
az
em

ia
n
[9
8]

F
or
n
b
er
g-
W

h
it
h
am
偏
微
分
方
程
式
の
近
似
解
析
解

を
算
出
。

N
as
sa
r,

re
v
el
li
an

d
B
ow

m
an

[1
05

]
半
導
体
装
置
に
お
け
る

P
oi
ss
on

-B
ol
tz
m
an

n
方
程
式

の
近
似
解
析
解
を
算
出
。

S
on

g
an

d
Z
h
an

g
[1
23

]
分
数

K
d
V

B
u
rg
er
s-

K
u
ra
m
ot
o
方
程
式
の
近
似
解

析
解
を
算
出
。

V
ah

d
at
i,
T
av
as
so
li
K
a
ja
n
i
an

d
G
h
as
em

i
[1
27

]
S
IR
伝
染
モ
デ
ル
を
記
述
し
た
常
微
分
方
程
式
シ
ス

テ
ム
の
近
似
解
析
解
を
算
出
。

Y
ab

u
sh
it
a,

Y
am

as
h
it
a
an

d
T
su
b
oi

[1
31

]
二
次
抵
抗
法
則
に
よ
る
放
物
運
動
の
解
析
解
を
算
出
。

Z
h
ao

an
d
W
on

g
[1
33

]
　

ボ
ラ
テ
ィ
リ
ィ
が
時
間
に
依
存
す
る
関
数
に
お
け
る

B
la
ck
-S
ch
ol
es
モ
デ
ル
で
の
ア
メ
リ
カ
ン
・
オ
プ
シ
ョ

ン
の
ク
ロ
ー
ズ
ド
・
フ
ォ
ー
ム
を
算
出
。

Z
h
u
[1
34

]
　

B
la
ck
-S
ch
ol
es
モ
デ
ル
で
の
ア
メ
リ
カ
ン
・
オ
プ
シ
ョ

ン
の
ク
ロ
ー
ズ
ド
・
フ
ォ
ー
ム
を
算
出
。

Z
u
ri
ga

t,
M
om

an
i,
O
d
ib
at

an
d
A
la
w
n
eh

[1
35

]
非
整
数
微
分
方
程
式
シ
ス
テ
ム
の
近
似
解
析
解
を
算

出
。
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2.2.4 ジャンプ・モデルにおけるPDE法に関するサーベイ

偏微分方程式を数値計算で解く場合の手法としては、有限差分法、有限要素法および有限

体積法が挙げられるが、その中でも有限要素法および有限体積法は流体力学など他の応用

数学の分野でよく用いられる手法である。金融工学の分野では [100, 126]において有限要素

法を用いたオプション価格評価の方法、また [136]において有限体積法を用いた方法が紹介

されている。またジャンプ・モデルにおける有限要素法の例として [50]および [100]が挙げら

れる。特に [50]では、積分作用素を陽的に計算する一方他の拡散作用素には陰的に計算する

という IMEX手法および有限要素法を用いることにより、ジャンプ拡散モデルにおけるヨー

ロピアン、バリアおよびバミューダン・オプションの効率的計算手法を提唱している。しか

しこの手法がアメリカン・オプションの場合に適用可能かは定かではない。一方 [100]では、

ウェーブレット基底関数による有限要素法を用いてバリアンス・ガンマ・モデル [52, 70, 97]

および CGMYモデル [22, 128]におけるアメリカン・オプションの価格計算方法が提唱され

ている。しかし金融工学においては有限差分法を用いるのが一般的であるため (有限差分法

を用いたオプション評価方法の一般的な解説は [69, 125]を参照)、以下は有限差分法に焦点

を当てて、ジャンプ・モデルにおける既存研究のサーベイを行っていく。

有限差分法

リスク中立測度のもと原資産 Stは St = S0e
X(t) と表され、X(t)は (2.1)を満たすものとす

る。このとき時刻 tにおけるオプション価格を vt = EQ
t [e−r(T−t)φ]、rをリスクフリー・レー

ト、φを満期 T におけるペイオフ関数とすると、ジャンプ・モデルにおける er(T−t)vt は以下

の偏微分積分方程式 (PIDE)をみたす [34]。

∂τv + µ
∂v

∂x
+

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2
+

∫
R
[v(x+ y)− v(x)− y

∂v

∂x
1|y|<1] ν(dy) = 0

一般的にこの方程式の解析解を導くことは困難であるものの、有限差分法を用いればアメ

リカン・オプションを含むさまざまな経路依存型のエキゾチック・オプションも容易に算出

することが可能である。更にはデルタやガンマなどのリスク指標も容易に計算することが

できるので、特に次元の低いオプション価格の算出法においてはモンテカルロ法より効率

的である。例えば [70]では、バリアンス・ガンマ・モデルにおけるアメリカン・オプション

の価格が PDE法により算出されている。また [52]でもバリアンス・ガンマ・モデルのもと同

様の手法を用いているが、アメリカン・オプションだけでなくヨーロピアンおよびバリア・
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オプションの価格計算も行っている。更に [70]で用いられた積分偏微分方程式の分割法は [2]

において CGMYモデルの場合に応用されている。一方 [128]では、CGMYモデルにおける

ヨーロピアン・オプションおよびアメリカン・オプションの価格を、高速フーリエ変換およ

び Bi-CGSTAB法を用いて陰解法により算出している。

しかし Black-Scholesモデルの場合と違い、ジャンプ・モデルにおけるオプション価格が満

たすこの偏微分積分方程式には、積分作用素が含まれているため Black-Scholesモデルにお

ける PDE法よりも計算量が大きくなる。この積分作用素を効率的に計算するために最も使

用されている手法は高速フーリエ変換 (FFT)を用いた方法 [4, 65, 66, 125]である (以下、FFT

法と呼ぶ)。しかしこの手法にはいくつか欠点があり、まず空間方向における格子点が等間

隔に分布していない場合に FFT法を直接使うことはできない。また各時間ステップにおい

て高速フーリエ変換を 2回行う必要があり、更にラップ・アラウンド効果による影響を小さ

くするため、空間方向における計算区間を拡張する必要があるなど、実装における柔軟性

に欠ける。

積分作用素を変換した計算手法

一方この積分作用素を直接計算せずに、別の形式に変換させて計算する方法がいくつか

提唱されている。例えば [78, 79]では、フーリエ変換を用いて偏微分積分方程式を常微分方

程式に変換して数値計算する手法が提唱されている。この場合でも同様に高速フーリエ変

換を用いることができるため高速化が可能であるが、境界条件を反映させるため結局 FFT

法と同様に時間ステップ毎に 2回の高速フーリエ変換を行う必要がある。また [76, 77]では、

偏微分積分方程式を擬放物型方程式 (pseudo-parabolic equation)に変換して数値計算する手

法が提唱されているが、数値実験がヨーロピアン・オプションおよびバリア・オプションに

限定されており、アメリカン・オプションの価格計算においても適用可能であるかは明らか

ではない。一方 [28]では、偏微分積分方程式に表れる積分作用素がある微分方程式の解とな

る点に着目し、その微分方程式を解くことにより積分作用素を計算する手法を提唱してい

る。しかし適用例がジャンプ拡散モデルのみに限定されており、この手法が他のジャンプ・

モデルに対しても適用可能かは定かではない。更に数値実験がヨーロピアン・オプションの

みに限定されており、他のタイプのオプションの価格計算においても適用可能であるかも明

らかではない。また [31]では、ジャンプ・モデルにおけるオプション価格が非整数偏微分方

程式 (fractional partial differential equation)を満たすことに着目し、この方程式を数値計算し
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てバリア・オプション価格を算出しているが、他の PDE法と比較して効率的な手法である

かは定かではない。一方 [89]では、Wiener-Hopf分解を有限差分法に取りこんだバリア・オ

プションおよびアメリカン・オプションの効率的手法が提唱されている。

高速ガウス変換

一方、FFT法の代わりに積分作用素を効率的に計算する手法として、高速ガウス変換 [62]

(the fast Gauss transform, FGT）と呼ばれる手法が Merton 型ジャンプ拡散モデルにおける

PDE法にて試みられた [66]。FGTとは高速多重極法 [61] (Fast multipole method)と呼ばれる、

計算物理学の分野で研究の活発な数値計算法の一種であり、例えば各点においてそれぞれ

C1, C2, ..., CM1 のウェイトを持つM1 個のソースポイント x1, x2, ..., xM1 および指定された

カーネル関数K(x, y)が与えられた時、M2 個のターゲットポイント y1, y2, ..., yM2 に対して

以下の計算を効率的に行う手法である。

F (yj) =

M1∑
i=1

Ci ·K(xi, yj)

このような計算は、例えば多数の粒子間におけるポテンシャルの相互作用を計測する場合

など、計算物理学において頻繁に表れる。点の数が少ない場合は直接計算しても問題ない

が、多くなるにつれ計算負荷が高まるため、その場合に高速多重極法などの効率的手法の

使用が求められる。基本的な考えとしては、低いランクの行列の和として行列を解析的に

近似するというシンプルなものであるものの、理論的には高速多重極法の計算量は O(M)

となり FFT法における計算量 O(M lnM)よりも小さい。更に FFT法と違い、空間方向にお

ける格子点が等間隔でない場合も直接用いることが可能である。しかし、高速ガウス変換

の金融工学における PDE法の使用は特段効率的にはならない、と [66]では指摘されている。

その理由として、FFT法を用いた場合と同等の精度を FGTで達成するには FFT法の場合

より多くの空間格子点が必要となることが判明したためである。この結果により、FGTを

含む高速多重極法の利用は金融工学の PDE法において実用的ではないという事が認知さ

れ、この論文以降 PDE法における高速多重極法の利用例は確認されていない (多項格子モ

デルを用いた数値計算手法では、FGTの使用が効率化を向上させることが報告されている

[17, 18])。しかし高速多重極法の研究自体は現在も活発であり、例えば高速ガウス変換の改

良版である改良高速ガウス変換 (the improved fast Gauss Transform、IFGT) が近年開発され

た [112, 130]。また従来の FGTはMerton型ジャンプ拡散モデルのみにしか適用できないもの

の、近年において一般的なジャンプ・モデルに対し原則的に適用可能な高速多重極法がいく
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つか開発されている [13, 60, 132]。PDE法に対する FGTの適用は失敗に終わったものの、計

算量が O(M)で済むというのは計算物理学のみならず金融工学の分野においても実務上魅

力的である。よって近年開発された改良高速ガウス変換を、マートン型ジャンプ拡散モデル

における PDF法に対して再度試みる価値はあるように思える。

また高速多重極法と同様に、計算物理学の分野で用いられるメジャーな効率的計算法と

してツリー法 [7]が挙げられる。ツリー法は FFT法と同等の時間計算量 O(M lnM)であるに

も関わらず、アルゴリズムが高速多重極法と比べてシンプルなため実装しやすい。また空間

方向における格子点が等間隔でない場合も直接用いることが可能であり、更に FFT法と違

い各離散時間点ごとに 2回のオペレーションを必要としない。更には近年、湯川ポテンシャ

ルの場合の効率的手法としてカルテシアン・ツリー法が提唱された [92]。一方、ジャンプ・モ

デルであるバリアンス・ガンマ・モデル [52, 70, 97]や CGMYモデル [22, 128]のレヴィ密度関

数は湯川ポテンシャルと同様の形式で表される。よってこれらのジャンプ・モデルに対して

カルテシアン・ツリー法を用いて PDE法を効率的に行うことは可能と思われるが、これま

でそのような先行研究は確認されていない。よって本研究では改良高速ガウス変換および

カルテシアン・ツリー法を用いた PDE法に焦点をあてることとする。以下にジャンプ・モデ

ルにおける PDE法に関する、既存研究の表を掲載しておく3。

3表中の△は、可能であるが本研究の数値実験では対象としない、という意。



2.2. 既存研究のサーベイ 25

表
2.
6:
ジ
ャ
ン
プ
・
モ
デ
ル
に
お
け
る

P
D
E
法
お
よ
び
本
研
究
の
位
置
付
け

論
文

非
経
路
依
存
型

経
路
依
存
型

早
期
行
使
あ
り

ジ
ャ
ン
プ
・
モ
デ
ル

A
n
d
er
se
n
an

d
A
n
d
re
as
en

[4
]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
×

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル

A
lm

en
d
al

[2
]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
ア
メ
リ
カ
ン

C
G
M
Y
モ
デ
ル

C
ar
r
an

d
M
ay
o
[2
8]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
×

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
、

K
ou
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル

C
ar
te
a
an

d
d
el

C
as
ti
ll
o-
N
eg
re
te

[3
1]

×
バ
リ
ア

×
F
M
L
S
モ
デ
ル

F
en

g
an

d
L
in
et
sk
y
[5
0]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

バ
リ
ア

バ
ミ
ュ
ー
ダ
ン

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
、

K
ou
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
、
バ

リ
ア
ン
ス
・
ガ
ン
マ
・
モ
デ
ル
、
S
V
J
J

モ
デ
ル

F
io
ra
n
i
[5
2]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

バ
リ
ア

ア
メ
リ
カ
ン

バ
リ
ア
ン
ス
・
ガ
ン
マ
・
モ
デ
ル

d
’H

al
lu
in
,
F
or
sy
th

an
d
L
ab

ah
n
[6
5]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
ア
メ
リ
カ
ン

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
　

d
’H

al
lu
in
,
F
or
sy
th

an
d
V
er
tz
al

[6
6]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

バ
リ
ア

ア
メ
リ
カ
ン

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル

H
ir
sa

an
d
M
ad

an
[7
0]

×
×

ア
メ
リ
カ
ン

バ
リ
ア
ン
ス
・
ガ
ン
マ
・
モ
デ
ル
　

It
k
in

an
d
C
ar
r
[7
6]

×
バ
リ
ア

×
確
率
ス
キ
ュ
ー
・
モ
デ
ル
　

It
k
in

an
d
C
ar
r
[7
7]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
×

確
率
ス
キ
ュ
ー
・
モ
デ
ル

J
ac
k
so
n
,
J
ai
m
u
n
ga

l
an

d
S
u
rk
ov

[7
8]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
ア
メ
リ
カ
ン

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル

J
ac
k
so
n
,
J
ai
m
u
n
ga

l
an

d
S
u
rk
ov

[7
9]

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン
、

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン
・

ス
プ
レ
ッ
ド

バ
リ
ア

ア
メ
リ
カ
ン
、

ア
メ
リ
カ
ン
・

ス
プ
レ
ッ
ド

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
、

K
ou
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
、

C
G
M
Y
モ
デ
ル
、
バ
リ
ア
ン
ス
・
ガ

ン
マ
・
モ
デ
ル

K
u
d
ry
av

ts
ev

[8
9]

×
バ
リ
ア

ア
メ
リ
カ
ン

K
oB

oL
(C

G
M
Y
)
モ
デ
ル
　

M
at
ac
h
e,

N
it
sc
h
e
an

d
S
ch
w
ab

[1
00

]
×

×
ア
メ
リ
カ
ン

C
G
M
Y
モ
デ
ル
、
バ
リ
ア
ン
ス
・
ガ

ン
マ
・
モ
デ
ル

W
an

g,
W
an

an
d
F
or
sy
th

[1
28

]
ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

×
ア
メ
リ
カ
ン

C
G
M
Y
モ
デ
ル
　

本
研
究

(改
良
高
速
ガ
ウ
ス
変
換
)

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

△
△

M
er
to
n
型
ジ
ャ
ン
プ
拡
散
モ
デ
ル
　

本
研
究

(カ
ル
テ
シ
ア
ン
・
ツ
リ
ー
法
)

ヨ
ー
ロ
ピ
ア
ン

△
△

C
G
M
Y
モ
デ
ル
、
バ
リ
ア
ン
ス
・
ガ

ン
マ
・
モ
デ
ル
　



26 第 2章 サーベイ

2.3 まとめ

サーベイにおける先行研究の現状を調べた結果、以下の点が明らかとなった。

1. ジャンプ・モデルにおける解析法に関しては、ヨーロピアン・オプションなどの非経路

依存型オプションの価格計算に対して解析法は有効となるものの、経路依存型オプショ

ンに関しては一部のジャンプ・モデルに対し一部のタイプのオプションにのみ可能で

ある。更に可能であるとしても実際には計算コストのかかる数値計算が必要となる場

合が一般的で、実務において効率的な手法とは言い難い。

2. ジャンプ・モデルにおける PDE法では、高速フーリエ変換を用いた FFT法が標準的に

用いられているものの、この手法を直接用いるには等間隔の空間における格子点が必

要となる事や、各時間離散点ごとに２回の高速フーリエ変換を必要とするなどの問題

点がある。そのための代替案としてこの積分作用素を直接計算せずに、別の形式に変

換させて計算する方法がいくつか提唱されているものの、一部のタイプのオプション

のみ適用可能である。

一方、

1. 近年 Zhu[134]がホモトピー解析手法を用いてBlack-Scholesモデルにおけるアメリカン・

オプションのクローズド・フォームを導出することに成功した。Black-Scholesモデルに

おいてはヨーロピアン・オプション以外のオプションに対してもクローズド・フォーム

が導出されていることから、ジャンプ・モデルにおいてもヨーロピアン・オプション以

外のオプションに関してクローズド・フォームを導出できるのではないかという期待

が持てる。また、ホモトピー解析法はスキーム自体がシンプルであるため計算コスト

の高い既存研究の手法とは違い、比較的容易に計算可能なクローズド・フォームが得

られる可能性が高い。

2. 計算物理学の分野では、高速多重極法やツリー法など、高速フーリエ変換よりもフレ

キシブルで同等以下の計算量を持つ手法が使われている。これらの手法は FFT法とは

違い空間方向における格子点が等間隔でない場合も直接用いることが可能であり、更

に FFT法と違い 2回のオペレーションを必要としない。よって金融工学の分野におい

てそれほど注目されてこなかったものの、効率的な手法であることが期待される。

これらサーベイ結果を踏まえ、本研究では以下の項目に焦点を当てる。
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1. ホモトピー解析法を用いた、ジャンプ・モデルにおけるクローズド・フォームの導出。

本研究における学術的意義としては、Blacks-Scholeモデルのみで注目されてきたホモ

トピー解析法を、ジャンプ・モデルにまで発展させて比較的計算コストの低いクロー

ズド・フォームの導出することにより、金融工学においてホモトピー解析法を有効な手

法として提唱する事である。

2. 高速多重極法の一種である改良高速ガウス変換を用いた、ジャンプ・モデルにおける

PDE法。

本研究における学術的意義としては、計算物理学の分野で有効性が認められてきた高

速多重極法を金融工学においても有効なツールである事を示すことにより、金融工学

の分野においても高速多重極法を効率的計算手法として提唱する事である。

3. ツリー法の一種であるカルテシアン・ツリー法を用いた、ジャンプ・モデルにおける

PDE法。

本研究における学術的意義としては高速多重極法の場合と同様、計算物理学の分野で

有効性が認められてきたツリー法を金融工学においても有効なツールである事を示す

ことにより、金融工学の分野においてもツリー法を有効な効率的計算手法として提唱

する事である。
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第3章 解析法におけるホモトピー解析法を
用いた評価の高速化

3.1 概要および本章の構成

サーベイの章で述べたように、ジャンプ・モデルの場合ヨーロピアン・オプションのクロー

ズド・フォームはCarr and Madan[26]の特性関数を用いた手法により導出されているものの、

この手法はバリア・オプションなど他のタイプのオプションに対しては適用する事ができな

い。別の手法としては PDE法を用いて偏微分積分方程式を数値計算して求める手法がある

ものの、この方程式に現れる積分作用素の計算負荷が問題となる。本章では、ホモトピー解

析法を用いたジャンプ・モデルにおけるクローズド・フォーム導出の新しいアプローチを提

唱する。ホモトピー解析手法は最初にOrtega and Rheinboldt[106]によって提唱され、これま

で非線形微分方程式において広く用いられてきた (例えば [1, 98, 93, 105, 123, 127, 131, 135]

など)。しかし金融工学の分野では Zhu[134]により Black-Scholeモデルの下、ホモトピー解析

法を用いてアメリカン・オプションのクローズド・フォームが導出された。しかしジャンプ・

モデルに対してはこれまでホモトピー解析法を用いたクローズド・フォームの導出はなされ

てなかった。具体的には以下のようにホモトピー解析法を用いて偏微分積分方程式を準解

析的に解き、オプション価格のクローズド・フォームを導出する。

1. フーリエ変換を用いて積分偏微分方程式を常微分方程式に変換し、常微分方程式シス

テムを構築する。

2. 常微分方程式システムにおける、常微分方程式の解析解を導出する。

3. 再帰的に 1および 2を行い各項が解析的に表される無限数列の和としてオプション価

格を計算する。

数値実験ではバリアンス・ガンマ・モデルを例としてホモトピー解析法を用いたヨーロピア

ン・オプションおよびバリア・オプションであるダウン・アウト・アンド・コールの価格を算出

する。数値実験の結果に示されているように、この無限数列の和は早く収束するので少数の

項を用いて十分に精度のあるオプション価格を算出することが可能である。本論文では例と
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してバリアンス・ガンマ・モデルを用いているものの、characteristic exponent が解析的に得

られるジャンプ・モデルであれば原則的に適用可能である。そして得られたオプション価格

のクローズド・フォームを直接微分することにより、各リスク指標のクローズド・フォームも

求める事ができるため、ジャンプ・モデルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。

以降の本章の構成は以下の通りである。3.2節では 1次元ジャンプ過程として原資産をモ

デル化し、3.3節でホモトピー解析法を紹介する。3.4節ではバリアンス・ガンマ・モデルに

おけるヨーロピアン・オプションに対してホモトピー解析法を適用し、3.5節ではバリア・オ

プションの一種であるダウン・アンド・アウト・コールに適用する。3.6節では数値実験結果

を述べ、最後の 3.7節では本章の総括を述べる。

3.2 原資産過程

リスク中立測度のもと原資産 Stはジャンプ・モデルに従うものとし、St = S0e
X(t) として

表される。ここで X(t) は以下のレヴィ-伊藤分解によって表される 1次元レヴィ過程である

[118]。

X(t) = µt+ σW (t) +

∫ t

0

∫
|y|≥1

y h(dyds) + lim
ϵ→0

∫ t

0

∫
ϵ≤|y|<1

y [h(dyds)− ν(dyds)]

ここで µはドリフト項、σはボラテリティ項、W (t)はブラウン運動、h(dyds)はポアソン測

度、ν(dyds)はコンペンセイターである。時刻 tにおけるオプション価格を vt = EQ
t [e−r(T−t)φ]

とする (rはリスクフリー・レート、φは満期 T におけるペイオフ関数)。この時 er(T−t)vt は

以下の偏微分積分方程式 (PIDE)をみたす (導出の詳細は [34]を参照)。

∂τv + µ
∂v

∂x
+

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2
+

∫
R
[v(x+ y)− v(x)− y

∂v

∂x
1|y|<1] ν(dy) = 0 (3.1)

また Fを以下のように定義されるフーリエ変換作用素とする。

Fv =

∫ +∞

−∞
e−iωxv(x) dx

この時 (3.1)の両辺をフーリエ変換することにより、以下の常微分方程式 (ODE)が得られる。

Â(ω) · v̂(ω, t) = 0, (3.2)

v̂(ω, T ) = φ̂(ω)

ここで v̂(ω, t) := Fv, φ̂(ω) := Fφ, Â := ∂t+Φ(ω) であり、Φ(ω) は characteristic exponentと呼ば

れる。本論文ではホモトピー解析法を (3.2)に適用し、オプション価格のクローズド・フォー

ムを算出していく。
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3.3 ホモトピー解析法

ホモトピー解析手法とは、ある関数 V (x, t)を求めたい時にシンプルな関数 V0(x, t)を初

期関数として連続的に変形させていき、最終的に V (x, t)に漸近させることで求める手法で

ある。そのためには F (x, t, p = 0) = V0(x, t)、F (x, t, p = 1) = V (x, t) となるような連続過程

F (x, t, p)を構築することが必要となるが、例えばある微分作用素 Aが与えられた時、次の

微分方程式を満たす関数 V を求めたいとする。

A(V (x, t)) = 0 (3.3)

まず初期微分作用素 A0 および初期関数 V̄0(x, t)を設定する。そして以下の微分方程式系を

満たす連続過程 V̄ (x, t, p)を考える。

(1− p)[A0(V̄ (x, t, p))−A0(V̄0(x, t))] = −p ·A(V̄ (x, t, p)). (3.4)

例えば p = 0とすると、

A0(V̄ (x, t, 0))−A0(V̄0(x, t)) = 0

となるので V̄ (x, t, 0) = V̄0(x, t) であることがわかる。一方 p = 1とすると

A(V̄ (x, t, 1)) = 0

となるので V (x, t) = V̄ (x, t, 1) であることがわかり、当初の求めたい V (x, t)と一致すること

がわかる。よって (3.4)を満たす V̄ (x, t, p)を求めればよいが、そのためにパラメータ pに関

する V̄ (x, t, p)の Taylor展開を考える。

V̄ (x, t, p) = V0(x, t) + V1(x, t)p+
1

2
V2(x, t)p

2 + · · · =
∞∑

n=0

Vn(x, t)

n!
pn (3.5)

ここで Vn(x, t) =
∂n

∂pn V̄ (x, t, p)|p=0 であるが、これらの項を求めるために方程式 (3.4)の両辺

を pに関して微分する。すると

−[A0(V̄ (x, t, p))−A0(V̄0(x, t))] + (1− p)
∂

∂p
A0(V̄ (x, t, p)) +A(V̄ (x, t, p)) + p · ∂

∂p
A(V̄ (x, t, p)) = 0

となる。この式に p = 0と代入して

A0(V1(x, t)) + [A(V0(x, t))−A0(V0(x, t))] = 0 (3.6)

が得られるが,この時 A0(V0(x, t)) = 0 を満たす初期関数 V0(x, t)を選べば、n ≥ 1に関して

Taylor係数 Vn(x, t)は以下を満たすことがわかる。

A0(Vn(x, t)) + n · [A(Vn−1(x, t))−A0(Vn−1(x, t))] = 0 (3.7)
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よって各Taylor係数 Vn(x, t)は (3.7)を再帰的に解いていくことで求められ、その結果 V̄ (x, t, p)

が得られる (そして p = 1とすれば V̄ (x, t, p = 1) = V (x, t)となる)。初期微分作用素 A0 およ

び初期関数 V0は自由に設定することができるという意味で、ホモトピー解析法には柔軟性

がある一方、不適切に選択をすると Taylor展開 (3.5)の収束が遅くなる可能性があるため注

意して選択する必要がある。また Taylor展開 (3.5)の各 Taylor係数を解析的に求めるには、

(3.6)および (3.7)の解が解析的に得られるような微分作用素 A0 を選ぶ必要がある。以下の

例ではバリアンス・ガンマ・モデルを一例にしているが、ここで設定された初期微分作用素

A0 および初期関数 V0 を同様に用いれば characteristic exponent が解析的に求まるジャンプ・

モデルにも原則的に適用可能である。しかし収束性が遅くなる可能性もあるため、実際に

はモデル毎に初期微分作用素 A0 および初期関数 V0 の選び方を検討する必要があることを

注記しておく。

3.4 ホモトピー解析法によるヨーロピアン・オプション評価

ここでは一例として、バリアンス・ガンマ・モデル [52, 70, 97]におけるヨーロピアン・コー

ル・オプションのクローズド・フォームをホモトピー解析法を用いて求めていくが、同様に

characteristic exponent が解析的に求まるジャンプ・モデルであれば同様に求めることが可能

である。バリアンス・ガンマ・モデルの場合、(3.2)式から以下の常微分方程式を解いていく

ことになる。

Â(ω) · v̂(ω, t) = 0, v̂(ω, t = T ) = φ̂(ω) (3.8)

ここで Â := ∂t +ΦV G(ω)であり、

ΦV G(ω) := γiω − 1

κ
ln

(
1− iµκω +

σ2κω2

2

)
である。この時

φ̂(ω) =

∫ +∞

−∞
e−iωx[S0e

x −K]+ dx

であるが、[S0e
x −K]+は可積分ではないため φ̂(ω)を明示的に表すことができない。このま

までは (3.8)を解くのは難しいので、[26]にて適用された変換法を用いることにする。まず

eαxv(x, t) のフーリエ変換が存在可能な 実数 αを設定する。このとき

v(x, t) = e−αxF−1[F[eαxv(x, t)]]
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となり、Feαxv(x, t) を求めればよいことになる。v(x, t) → eαxv(x, t) の変換は v̂(ω, t) → 　

v̂(ω + αi, t)の変換に対応するので (3.8) の代わりに

Â(ω + αi) · v̂S(ω, t) = 0, v̂S(ω, T ) = φ̂(ω + αi)

を解いていけば良い。ここで v̂S(ω, t) = v̂n(ω + αi, t)、φ̂(ω + αi) = K
(

K
S0

)α
e
−iω ln K

S0

(−iω+α+1)(−iω+α)

で、αは α < −1をみたす実数である。この方程式の解は簡単に求めることができ、

v̂S(ω, t) = e−ΦV G(ω+αi)(T−t)φ̂(ω + αi)

となる。そして

v(x, t) =
e−r(T−t)e−αx

2π

∫ +∞

−∞
eiωxeΦV G(ω+αi)(T−t)φ̂(ω + αi) dω (3.9)

である。ヨーロピアン・オプションの場合このように直接求めることも可能であるが、ホモ

トピー解析法を用いてクローズド・フォームを導出すると以下のようになる。まず初期関数

v̂S0(ω, t) を、

Â0(ω + αi) · v̂S0(ω, t) = 0, v̂S0(ω, T ) = φ̂(ω + αi).

を満たす関数として設定する。初期微分作用素 Â0 は、v̂S0(ω, t)が解析的に表せるように、

後程設定していく。次にパラメータ p ∈ [0, 1]に関して以下のような微分方程式系を考える。

(1− p)[Â0(ω + αi) · V̄S(ω, t, p)− Â0(ω + αi) · V̄S0(ω, t)] = −p · Â(ω + αi) · V̄S(ω, t, p)

V̄S(ω, T, p) = φ̂(ω + αi)

ここで V̄S(ω, t, p) は V̄S(ω, t, 0) = v̂S0(ω, t), V̄S(ω, t, 1) = v̂S(ω, t) を満たす関数とする。更に

v̄S(x, t, p) := F−1V̄S(ω, t, p). とする。前節より n ≥ 1に対し以下の再帰式が得られる。

Â0(ω + αi) · v̂Sn(ω, t) = n · [Â(ω + αi)− Â0(ω + αi)] · v̂Sn−1(ω, t) (3.10)

v̂Sn(ω, T ) = 0

ここで

v̂Sn(ω, t) :=
∂nV̄S
∂pn

∣∣∣∣
p=0

である。次に、各 nに対して再帰式を解析的に解くため Â0(ω + αi)を設定する。ここで

ln

(
1− iµκ(ω + αi) +

σ2κ(ω + αi)2

2

)
= ln

[(
1 + µκα− σ2κα2

2

)
+ [σ2κα− µκ]ωi+

σ2κω2

2

]
:= ln(z0 + z1ωi+ z2ω

2)
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の ω = 0における Taylor展開は ln z0 +
z1
z0
ωi+ 1

2

(
2z0z2+z2

1

z2
0

)
ω2 + · · · となることから、

ΦV G(ω + αi) = γ (ω + αi) i− 1

κ

[
ln z0 +

z1
z0
ωi+

1

2

(
2z0z2 + z21

z20

)
ω2 + · · ·

]
= −γα− 1

κ
ln z0 +

(
γ − z1

κz0

)
ωi− 1

2κ

(
2z0z2 + z1

2

z02

)
ω2 + · · ·

:= Z0 + Z1ωi+ Z2ω
2 + · · ·

と表せる。Black-Scholes モデルにおけるヨーロピアン・コール価格の解析解は拡散方程式を

解析的に解くことにより得られることから、ΦV G(ω + αi)の拡散近似を用いて

Â0(ω + αi) = ∂t + (Z0 + Z1ωi+ Z2ω
2)

と選択することにする。更に

Z0 + Z1ωi+ Z2ω
2 = Z2

(
ω +

Z1

2Z2
i

)2

+
Z1

2

4Z2
+ Z0 := A1(ω +A2i)

2 +A3

であるため、v̂cSn(ω, t
′) := eA3t

′
v̂Sn(ω − A2i, t

′)、t′ = T − tと定義することにより n = 0の場

合は

[∂t′ −A1ω
2] · v̂cS0(ω, t

′) = 0、 v̂cS0(ω, 0) = φ̂(ω + αi−A2i) (3.11)

となり、n ≥ 1の場合は Gc(ω −A2i) := ΦV G(ω + αi−A2i)−A1ω
2 として

[∂t′ −A1ω
2] · v̂cSn(ω, t

′)− n · [Gc(ω −A2i)] · v̂cSn−1(ω, t
′) = 0、 (3.12)

v̂cSn(ω, 0) = 0 を解くことになる。(3.11)の解は

v̂S0(ω, t
′) = eA1ω

2t′ φ̂(ω + αi−A2i)

となる。同様に (3.12)の解は

v̂cSn(ω, t
′) = n ·

∫ t′

0

eA1ω
2(t′−τ)Gc(ω −A2i)v̂

c
Sn−1(ω, τ)dτ (3.13)

となる。更に (3.13)は再帰的に解くことで

v̂cSn(ω, t
′) = n · t′neA1ω

2(t′−τ)[Gc(ω −A2i)]
nφ̂(ω + αi−A2i) (3.14)

と変形可能である。よって (3.11)および (3.14)から t = 0における満期 T のヨーロピアン・

コール価格 v(x, 0)は、x = ln(S/S0)として

v(x, 0) =
∑∞

n=0
e−rT vn(x, 0)

n!
(3.15)
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と表される。ここで

vn(x, 0) = n · e
A2x+A3T−αx

2π

∫ +∞

−∞
eA1ω

2T · TnGc(ω −A2i)
n
φ̂(ω + αi−A2i) dω (3.16)

である。

3.5 ホモトピー解析法によるバリア・オプション評価

次にバリア・オプションの準解析解をホモトピー解析法を用いて求めていくことにする。前

節と同様にバリアンス・ガンマ・モデルの場合を考えていくが、同様に characteristic exponent

が解析的に求まるジャンプ・モデルであれば同様に求めることが可能である。更に例として

バリア・オプションの一種であるダウン・アンド・アウト・コール・オプションのクローズド・

フォームを求めているが、Black-Scholes モデルにおいてクローズド・フォームが存在するタ

イプのオプションであれば、同様に求めることが可能である。ダウン・アンド・アウト・コー

ル・オプションを解くために用いる微分方程式系は、以下のように前節のヨーロピアン・コー

ルにおける微分方程式系に境界条件が追加されたものとなる。

n = 0の場合、バリア価格を B、b := ln( B
S0

)として

[∂t′ −A1ω
2] · v̂cS0(ω, t

′) = 0, v̂cS0(ω, 0) = φ̂(ω + αi−A2i), vS0(x ≤ b, t′) = 0

を解く必要がある。この方程式を逆フーリエ変換して得られる境界条件付き拡散方程式の

解は、代入を試みれば明らかだが

vcS0(x, t
′) = vcE0(x, t

′)− vcE0(2b− x, t′), (3.17)

vcE0(x, t
′) =

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxeA1ω

2t′ φ̂(ω + αi−A2i) dω (3.18)

であることが容易にわかる (vcE0(x, t
′) は境界条件がない場合の解)。よって

v0(x, t
′) = eA2xeA3t

′
e−αxvcE0(x, t

′)− eA2xeA3t
′
e−α(−x)vcE0(2b− x, t′)

と求められる。n ≥ 1に対しては

[∂t′ −A1ω
2] · v̂cSn(ω, t

′) = n ·Gc(ω −A2i) · v̂cSn−1(ω, t
′), v̂cSn(ω, 0) = 0, vcSn(x ≤ b, t′) = 0

を解くことになる。まず n = 1の場合を考える。この時

[∂t′ −A1ω
2]v̂cS1(ω, t

′) = Gc(ω −A2i) · F[1(b,∞) · vcS0(x, t
′)], (3.19)

v̂cS1(ω, 0) = 0, vcS1(x ≤ b, t′) = 0
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であるが、方程式 (3.19)は

[∂t′ −A1ω
2]f̂(ω, t′) = ĥ(ω, t′), f̂(ω, 0) = 0, f(x ≤ b, t′) = 0 (3.20)

の形式であり、その解は Duhamelの法則 (例えば [48]を参照) を用いて

f̂(ω, t′) =

∫ t′

0

ψ̂(ω, t′; τ) dτ (3.21)

と表される。ここで ψ̂(ω, t′; τ)は t′ ≥ τ に対して

[∂t′ −A1ω
2]ψ̂(ω, t′; τ) = 0, ψ̂(ω, τ ; τ) = ĥ(ω, τ), ψ(x ≤ b, t′, τ) = 0 (3.22)

を満たす。よって n = 0の場合と同様、v̂cS1(ω, t
′)は

vcS1(x, t
′) = vcE1(x, t

′)− vcE1(2b− x, t′), (3.23)

vcE1(x, t
′) =

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxGc(ω −A2i)[

∫ t′

0

eA1ω
2(t′−τ)F[1(b,∞) · vcS0(x, τ)] dτ ] dω (3.24)

と表せ、

v1(x, t
′) = eA2xeA3t

′
e−αxvcS1(x, t

′)− eA2xeA3t
′
e−α(−x)vcE1(2b− x, t′)

と求められる。

n ≥ 2の場合も同様の議論を用いることにより、t = 0における満期 T のダウン・アンド・

アウト・コール・オプション価格は v(x, 0)

v(x, 0) =
∑∞

n=0
e−rT vn(x, 0)

n!
(3.25)

と表される。ここで n = 0の場合は、

v0(x, 0) = eA2xeA3T e−αxvcE0(x, 0)− eA2xeA3T e−α(−x)vcE0(2b− x, 0), (3.26)

vcE0(x, 0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxeA1ω

2T φ̂(ω + αi−A2i) dω (3.27)

vcS0(x, 0) = vcE0(x, 0)− vcE0(2b− x, 0), (3.28)

であり、n ≥ 1の場合は

vn(x, 0) = n · [eA2xeA3T e−αxvcEn(x, 0)− eA2xeA3T e−α(−x)vcEn(2b− x, 0)], (3.29)

vcEn(x, 0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωxGc(ω −A2i)

∫ T

0

eA1ω
2(T−τ)F[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)] dτ dω, (3.30)

vcSn(x, 0) = vcEn(x, 0)− vcEn(2b− x, 0), (3.31)
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である。

更に F[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)]は以下の等式より、ヒルバート関数を用いて表すことが可能で

ある。

F[1(b,∞) · f(x)] =
1

2
f̂(ω)− i

2
e−iωbH(eiηbf̂(η))(ω) (3.32)

ここでヒルバート変換 H(F̂ (η))(ω)　は

H(F̂ (η))(ω) :=
1

π
P.V.

∫ ∞

−∞

F̂ (η)

ω − η
dη

と定義される (導出は [49] を参照)。しかしこの場合ヒルバート変換を数値計算する必要があ

るため、数値実験では簡潔化のためフーリエ変換 F[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)] を数値計算していく

ことにする。(3.25)を用いて実際にオプション価格を求めるには、各 nにおいて、vcEn(x, 0)

および vcEn(2b− x, 0)の積分計算を行う必要があるが、必要であれば高速フーリエ変換を用

いて高速化を図ることも可能である。また n ≥ 1の場合は、vcSn(x, 0)および vcEn(2b− x, 0)の

数値計算をする前に ∫ T

0

eA1ω
2(T−τ)F[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)] dτ (3.33)

を計算する必要がある。しかしこの積分の数値計算に以下の台数近似を用いれば 2回のフー

リエ変換を行うだけで評価可能となる。∫ T

0

eA1ω
2(T−τ)F[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)] dτ ≈ T

2
[F[1(b,∞) · vcSn−1(x, 0)] + e−A1ω

2TF[1(b,∞) · vcSn−1(x, T )]]

更に必要であれば、高速フーリエ変換を用いて更なる高速化を図ることも可能であるので、

各項の計算負荷は小さい。更に後述の数値実験が示すように、(3.25)の収束は早いので少な

い項の和で精度の高い価格が計算できる。これらの点から、(3.25)の数値計算は非常に効率

的に行えることがわかる。

また今回数値実験は行わないものの、上記のダウン・アンド・アウト・コール・オプショ

ンにおけるクローズド・フォームを用いて、構造型モデルにおけるクレジット・デフォルト・

スワップ (CDS) を評価することも可能である。St を企業価値として幾何レヴィ過程に従う

場合、CDSのフェア・スプレッドは以下のように表される [19]。

C = (1−R)

(
BDOB(B, T )∫ T

0
BDOB(B, t) dt

− r

)
(3.34)

ここで BDOB(B, T )　は満期 T のバイナリー・ダウン・アンド・アウト・コール・オプション価

格、rはリスクフリーレート、Rは回収率、Bはバリアを表し、構造型モデルの場合 St ≤ B

となるとデフォルトが起こると仮定されている。[19]では有限差分法を用いて (3.34)の各項



38 第 3章 解析法におけるホモトピー解析法を用いた評価の高速化

を計算しているが、ホモトピー解析法によりバイナリー・ダウン・アンド・アウト・コール・

オプション価格のクローズド・フォームを用いれば T に関して積分を行うことにより、同様

にクローズド・フォームを求めることができる。

3.6 数値実験

まずヨーロピアン・コール・オプション評価において、Carr and Madan[26]による特性関数

を用いたクローズド・フォームを参照価格としてホモトピー解析法によるクローズド・フォー

ム (3.15)との数値比較を a = −0.28113とし、その他のパラメータ値は S = 100、K = 100、

r = 0.0549、q = 0.011、T = 0.1、α = −12.8 とした。図 3.1の上図における水平軸は、ホモト

ピー解析法のクローズド・フォームにおける Taylor展開近似に使われた Taylor項数を表し、

垂直軸はオプション価格を表す。一方図 3.1の下図における垂直軸は、参照価格との差異を

表している。クローズド・フォームは無限数列の和として表されるもののその収束は早く、

5つ程の Taylor項の和で十分に参照価格と近い値になることがわかる。よって実際には多く

のTaylor項を計算する必要がないことが判明し、更に各Taylor項は (3.16)の積分を数値計算

するだけで得られるため、アリゴリズム全体として計算負荷が少ない。これはホモトピー

解析法は実務おけるバリア・オプション評価に大変有効であることを示唆している。

次にダウン・アンド・アウト・コール・オプション評価において、有限差分法 [52]により数

値計算された参照価格としてホモトピー解析法によるクローズド・フォーム (3.25)との数値

比較を行った。使用したプログラミング言語は同様に C++である。バリアンス・ガンマ・モ

デルのパラメータ値は [70]の数値を使用して σ = 0.19071、κ = 0.49083、µ = −0.28113とし、

その他のパラメータ値は S = 100.01116、K = 100、B = 85、r = 0.0549、q = 0.011、T = 0.1、

α = −12.87 とした。また積分項　
∫ T

0
e−A1ω

2τF[1(b,∞) · vcSn−1(x, τ)] dτ の数値計算には前述の

通り以下の台数近似を用いた。

T

2
[F[1(b,∞) · vcSn−1(x, 0)] + e−A1ω

2TF[1(b,∞) · vcSn−1(x, T )]] (3.35)

図 3.2の上図における水平軸は、ホモトピー解析法のクローズド・フォームにおけるTaylor展

開近似に使われたTaylor項数を表し、垂直軸はオプション価格を表す。一方図 3.2の下図にお

ける垂直軸は、参照価格との差異を表している。ヨーロピアン・コール評価の場合と同様、

クローズド・フォームは無限数列の和として表されるものその収束は早く、5つ程の Taylor

項数の和で十分に参照価格と近い値になることがわかる。よって実際には多くの Taylor項
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を計算する必要がないことが判明し、更に各 Taylor項は前節で述べられている通り計算負

荷は小さくいのでアリゴリズム全体としても計算負荷が少ない。これはホモトピー解析法

は実務おけるバリア・オプション評価に大変有効であることを示唆している。
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図 3.1: ヨーロピアン・コールのクローズド・フォーム (ホモトピー解析法)と参照価格の比較
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価格の比較



42 第 3章 解析法におけるホモトピー解析法を用いた評価の高速化

3.7 第3章のまとめ

本章ではホモトピー解析法を用いてジャンプ・モデルの一種である バリアンス・ガンマ・

モデルのもと、ヨーロピアン・オプションおよびバリア・オプションのクローズド・フォーム

を求めた。クローズド・フォームは無限数列の和として表されるものの、数値実験によりこ

の数列は早く収束することが確認された。よって実務でも計算負荷は小さいのでホモトピー

解析法によるオプション評価が有効であることが判明した。更にこの手法は characteristic

exponentが解析的に得られるジャンプ・モデルに対しても適用可能であり、またBlack-Scholes

モデルでクローズド・フォームが存在するタイプのオプションであれば、この手法を用いる

ことによりジャンプ・モデルにおいても同様にクローズド・フォームを求めることができる。

そして得られたオプション価格のクローズド・フォームを直接微分することにより、各リス

ク指標のクローズド・フォームも求める事ができるため、ジャンプ・モデルにおけるリスク

管理の効率性向上にもつながる。また、Zhou[134]は Black-Scholesモデルにおけるアメリカ

ン・オプション価格のクローズド・フォームを導くことに成功したが、同様の議論によりジャ

ンプ・モデルにおいてもアメリカン・オプションのクローズド・フォームが得られると思わ

れる。今後の研究によりジャンプ・モデルのエキゾチック・オプション評価におけるホモト

ピー解析法の、更なる有効性が明らかとなることが期待される。
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を用いた評価の高速化

4.1 概要

高速多重極法は計算物理学の分野で効率的な数値計算法として用いられているものの、

金融工学の分野での注目度は低かった。本章では改良高速ガウス変換と呼ばれる高速多重

極法の一手法を用いてマートン型ジャンプ拡散モデルにおけるヨーロピアン・オプション価

格を算出する。改良高速ガウス変換は偏微分積分方程式に現れる積分作用素を効率的に計

算する事ができ、本章の数値実験結果からも、高速多重極法が金融工学において効率的な

数値計算法であることが確認できる。

4.2 本章の背景及び構成

Black-Scholesモデルはオプション市場で実際に観測されているスキューおよびスマイル効

果を説明する事ができないため、原資産モデルにジャンプ過程を追加したジャンプ・モデル

が近年注目を浴びている。ジャンプ・モデルの代表的なモデルとしてMerton型ジャンプ拡

散モデルおよび Kou型ジャンプ拡散モデルが挙げられるが、これらのモデルの長所として

Merton型ジャンプ拡散モデルの場合、ヨーロピアン・オプション価格の解析解が存在し、更

にKou型ジャンプ拡散モデルの場合には一部の経路依存型オプションに対しても解析解が存

在するので実務においても扱いやすい。解析解が存在しない他のタイプのオプションに対

してはモンテカルロ法または PDE法を用いるのが一般的であるものの、モンテカルロ法は

一般的に計算時間がかかり、また PDE法においても積分作用素を数値計算する必要がある

ため、Black-Scholesモデルにおける PDE法の場合よりも計算時間がかかってしまう。よって

PDE法においては FFT法と呼ばれる高速フーリエ変換を用いた手法が一般的に用いられる

ものの、この手法を直接用いるには等間隔の空間における格子点が必要となる事や、各時

間離散点ごとに２回の高速フーリエ変換を必要とするなどの問題点がある。

一方 [66]において、高速ガウス変換 [62] (the fast Gauss transform, FGT）と呼ばれる数値計
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算法が、Merton型ジャンプ拡散モデルにおける積分作用素の計算に対し試みられた。FGT

は高速多重極法 [61] (Fast multipole method)と呼ばれる、計算物理学の分野で研究の活発な

数値計算法の一種である。例えば、各時点においてそれぞれ C1, C2, ..., CM1 のウェイトを持

つM1 個のソースポイント x1, x2, ..., xM1 および指定されたカーネル関数 K(x, y)が与えら

れた時、M2個のターゲットポイント y1, y2, ..., yM2 に対して以下のような計算が行いたいと

する。

F (yj) =

M1∑
i=1

Ci ·K(xi, yj) (4.1)

このような計算は、例えば多数の粒子間におけるポテンシャルの相互作用を計測する際に表

れるなど計算物理学において頻繁に表れる。ポイント数が少ない場合は直接計算して問題な

いもののポイント数が多くなるにつれ計算負荷が高まるため、高速多重極法 (fast multipole

method, FMM)が効率的数値計算法として幅広く用いられている。高速多重極法の計算量は

O(M)で FFT法における計算量O(M lnM)よりも小さく、更に FFT法と違って空間方向にお

ける格子点が等間隔でない場合も直接用いることが可能である。しかし [66]では金融工学

において高速ガウス変換の使用は非効率な事が指摘されている。その理由として FFT法を

用いた場合と同等の精度を FGTを用いて得るには、より多くの空間格子点が必要となるこ

とが判明したためである。よって金融工学の PDE法では、FGTを含む高速多重極法の利用

は実用的ではないという事が認知されてしまい、この論文以降 PDE法における高速多重極

法の利用例は確認されていない (多項格子モデルを用いた算出では、FGTの使用が効率化

を向上させることが報告されている [17, 18])。しかし高速多重極法の研究自体は現在も活発

であり、例えば高速ガウス変換の改善版である改良高速ガウス変換 (the improved fast Gauss

Transform、IFGT) が近年開発された [112, 130]。本章における数値実験結果では、この改良

高速ガウス変換を用いた法が FFT法よりも効率的にオプション価格を計算できることを確

認する。

以降の本章の構成は以下の通りである。4.3節では改良高速ガウス変換を説明し、4.4節で

はMerton型ジャンプ拡散モデルを導入する。4.5節ではこのモデルにおけるヨーロピアン・

オプション価格の数値計算を改良高速ガウス変換を用いて行い、その効率性を検証する。4.6

節では、2次元Merton型ジャンプ拡散モデルに改良高速ガウス変換を適用する。最後の 4.7

節では本章の総括を述べる。
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4.3 改良高速ガウス変換

この節では改良高速ガウス変換 (improved fast Gauss transform、以下 IFGTと呼ぶ)の概要

を説明する (詳細は [112]を参照)。(4.1)の計算は、例えば多数の粒子間におけるポテンシャ

ルの相互作用を計測する際に表れるなど計算物理学において頻繁に表れる。ポイント数が

少ない場合は直接計算して問題ないもののポイント数が多くなるにつれ計算負荷が高まる

ため、高速多重極法 (fast multipole method, FMM)が効率的数値計算法として幅広く用いら

れている。基本的な考えは低いランクの行列の和として行列を解析的に近似するというシ

ンプルなものである。改良高速ガウス変換の前身である高速ガウス変換 (FGT)は、カーネ

ル関数K(x, y)がガウシアン・カーネル (K(x, y) = e−
1
h2 ∥y−x∥2

)の時に用いられる FMMの一

種であり、Greengard and Strainにより提唱された [62]。この手法は直接計算するより効率

的であるものの、FGT計算に用いられる e−
1
h2 ∥yj−xi∥2

のエルミート展開の項数 pが、多次

元の場合において計算量をO(pd(M1 +M2))と指数的に増加させてしまうという難点が指摘

され、このような難点を克服するために開発されたのが改良高速ガウス変換 (IFGT)である

[112, 130]。IFGTではエルミート展開の代わりに多変量 Taylor展開を用いており、この場合

多次元の場合においても計算量が指数的に増加するのを防ぐことができるため、近年高速

ガウス変換に代わり注目を浴びている。IFGTのスキームは [112]に詳細に書かれているが、

IFGTの目的はあるエラーバウンド ϵ(> 0)が与えられた時に、F (yj)の近似版 F̂ (yj)を以下

の条件が満たされるように効率的に計算することである。

maxj
|F (yj)− F̂ (yj)|∑M1

i=1 |Ci|
< ϵ

そのためにまず最遠点クラスタリング [55]を用いて、それぞれのポイントを L個のクラス

ター Sl (l = 1, 2, ..., L) に分類する。そしてそれぞれのクラスターの中心点 x∗l において、

e−
1
h2 ∥yj−xi∥2

= e−
1
h2 ∥∆yj∥2

e−
1
h2 ∥∆xi∥2

e−
2
h2 ∆yj∆xi

内の e−
2
h2 ∆yj∆xi に対して多変量 Taylor展開を以下の通り行う。

e−
2
h2 ∆yj∆xi ≈

pi∑
β=0

2β

β!
(
yj − x∗l

h
)
β

(
xi − x∗l

h
)
β

この pi は各ソースポイント xi に対して別々に設定することも可能である。すると

F̂ (yj) =

L∑
l=1

pi∑
β=0

C ′
β · e−

1
h2 ∥yj−x∗l∥2

(
yj − x∗l

h
)
β

(4.2)
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と表され、

C ′
β =

2β

β!

∑
xi∈Sl

Ci · e−
1
h2 ∥xi−x∗l∥2

(
xi − x∗l

h
)
β

である。更に pmax := maxi pi として指示関数を用いることにより (4.2) は以下のように表さ

れる。

F̂ (yj) =
L∑

l=1

∑
|β|≤pmax−1

C ′
β · e−

1
h2 ∥yj−x∗l∥2

(
yj − x∗l

h
)
β

、

C ′
β =

2β

β!

∑
xi∈Sl

Ci · e−
1
h2 ∥xi−x∗l∥2

(
xi − x∗l

h
)
β

· 1|β|≤pi−1

F̂ (yj)の計算量はO(M2)、C ′
β の計算量はO(M1)であるがこれらは別々に計算することができ

るため、トータルの計算量はO(M1+M2)となる。更にガウシアン・カーネルの場合 ∥ yj − xi ∥

が大きくなるにつれて急減少するため、[112]ではターゲットポイント yjより一定の距離 cly(以

下 カットオフ半径と呼ぶ)以上離れているクラスター内のポイントに関与する計算は行わな

いことにすることで、より高速な計算を可能とした。これの点を反映させると、(4.2) は更

に以下のように表される。

F̂ (yj) =
∑

|yj−x∗l|<cly

∑
|β|≤pmax−1

C ′
β · e−

1
h2 ∥yj−x∗l∥2

(
yj − x∗l

h
)
β

、

C ′
β =

2β

β!

∑
xi∈Sl

Ci · e−
1
h2 ∥xi−x∗l∥2

(
xi − x∗l

h
)
β

· 1|β|≤pi−1

上記の計算に必要な L、pi および cly を選択するためのアルゴリズムの詳細は、[112]を参照

していただきたい。また [112]では FGTと IFGTの違いについても詳細に説明されているが、

本論文ではその中でも以下の 2点を強調しておきたい。第一に、高速多重極法のアルゴリズ

ムは多重極展開式および局所展開式を用いており、その一種である高速ガウス変換も同様

である。しかしこの場合、二つの展開式の変換操作がアルゴリズム内と必要となり、その分

の計算負荷も存在する。一方、改良高速ガウス変換に用いられる展開式は、多重極展開式

および局所展開式両方の特性を持ち合わせているので変換操作を必要とせず、その分計算

負荷を減らすことができる。次に、IFGTの展開式に用いられる項数は、FGTにおいて同等

なエラー・バウンドを達成するために必要な展開式の項数よりも少なく済む、ということ

である。これは [66]で指摘されている FGTを用いて精度の高いプライスを算出するには多

大な格子点数が必要という問題点が、IFGTの場合には展開式の収束が速くなるため回避で

きる可能性があるのを示唆している。



4.4. 1次元Merton型ジャンプ拡散モデル 47

4.4 1次元Merton型ジャンプ拡散モデル

リスク中立測度のもと原資産 St は Merton 型ジャンプ拡散モデル [102] に従うものとし、

St = S0e
X(t) として表される。ここでX(t) は

X(t) = (r − 1

2
σ2 − λκ)t+ σW (t) +

N(t)∑
i=1

Yi

と表され、rはリスクフリー・レート、σはブラウン項のボラテリティ、N(t)は強度 λのポア

ソン過程である。また κ = E[eY ]− 1とし、ジャンプサイズ Yiの対数は平均 µ ，分散 γ2の以

下の正規分布 f(x)に従う。

f(x) =
1

2πγ2
exp(− (x− µ)2

2γ2
)

この時、満期 T のオプション価格 V (S, t)以下の偏微分積分方程式 (PIDE)を満たす [102]。

∂V

∂τ
=

1

2
σ2V 2 ∂

2V

∂S2
+ (r − λκ)S

∂V

∂S
− (r + λ)V + λ

∫
R

V (Seη, t)f(η) dη (4.3)

ここで τ = T − t は満期までの時間を表す。更に x = ln( S
K ), v(x, τ) = V (S, τ) とすることによ

り PIDE は以下のように変換される。

∂v

∂τ
=

1

2
σ2 ∂

2v

∂x2
+ (r − 1

2
σ2 − λκ)

∂v

∂x
− (r + λ)v + λ

∫ +∞

−∞
v(x+ z, τ)f(z) dz (4.4)

Kを行使価格とすると、ヨーロピアン・コールにおける初期条件は v(x, 0) = max(Kex−K, 0)、

境界条件は

v(x, τ)

→ 0, x→ −∞,

≃ Kex −Ke−rτ , x→ +∞.

として与えられる。一方デジタル・コールにおける初期条件は v(x, 0) = 1 (x > 0の場合)、境

界条件は

v(x, τ)

→ 0, x→ −∞,

≃ e−rτ , x→ +∞.

として与えられる。本論文では簡潔化のため上記 2種類のオプション価格を改良高速ガウス

変換を用いて計算するが、経路依存型などのエキゾチック・オプションも、付随した初期条

件および境界条件を付加すれば同様に計算可能である。M を空間方向の格子点数、N を時

間方向の格子点数とすると、クランク・ニコルソン法における (4.4)は 0 ≤ i ≤M、0 ≤ j ≤ N

として以下のように離散化される。

vj+1
i − vji
∆τ

=
1

2
D(vj+1

i + vji ) + λ · Int(xi, tj) (4.5)
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ここで D(vji )は微分項の離散型表現である。また Int(xi, tj)は積分項の離散型表現であり、

以下のように表される。

Int(x, τ) :=
1

2πγ2

∫ +∞

−∞
v(s, τ)exp(− (s− (x− µ))2

2γ2
) ds

≈ 1

2πγ2

M∑
i=0

v(si, τ)exp(−
(si − (x− µ))2

2γ2
)wi∆s

ここで wiはウェイト項で Int(xi, tj)の積分近似法に依存した定数である。今回は簡潔化のた

め Int(xi, tj)は陽的定式化するのでクランク・ニコルソン法は 1次精度となるものの、[65, 66]

における反復法などを用いて 2次精度を保つことも可能である。本論文では IFGTを用いて

Int(xi, tj)を数値計算していくが、従来用いられる効率的手法としては FFT法 [4, 65, 66, 125]

が挙げられる。この手法自体はシンプルであり、順序としてはまず vにフーリエ変換が用い

られ、次に f のフーリエ変換を vにフーリエ変換されたものが掛けられ、最後に逆フーリエ

変換することにより Int(xi, tj)が算出される。しかしサーベイの章で述べたとおり、この手

法は各時間ステップにおいて高速フーリエ変換を 2回必要とする。またラップ・アラウンド

効果による影響を小さくするため、空間方向における計算区間を拡張する必要がある。更

に空間方向における格子点が等間隔に分布していない場合は、FFT法を直接使うことがで

きない。一方 IFGTの場合は、各時間ステップにおいて 1回のみ用いればよく、計算区間も

拡張する必要がない。更に空間方向における格子点が等間隔でない場合も直接用いること

ができる。よって IFGTの場合、等間隔分布でない格子点を用いて更なる精度向上を図るこ

とも可能であるが、本論文では簡潔化のため等間隔分布の格子点を用いることにする。

4.5 数値実験

IFGTの計算はフリーに配布されている C++コードを用いて行い1、積分作用素 Int(x, τ)

には台形近似を用いた。またエラー・バウンド ϵは 10−6とし、クラスターの数の上限は 10に

設定した。更に簡潔化のため、全ての格子点 iに対して pi = pmaxと固定している。また空間

方向における格子点の分布は等間隔に固定しているため、IFGTの計算において必要な再遠

点クラスタリングは初期ステップのみに実施した。またラップ・アラウンド効果を持つ FFT

法との比較を行うため、Int(x, τ)の数値計算における空間方向の格子点数は 2αとしている

(αは M < 2αを満たす最小の整数)。また [102]における解析解を参照価格とした。また、使

1この C++コードは以下のサイトにてダウンロード可能である。
http://www.umiacs.umd.edu/labs/cvl/pirl/vikas/Software/software.html
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用したパラメータ値は r = 0.05、σ = 0.25、λ = 0.1、µ = −0.9、γ = 0.35、T = 0.25、K = 100

である。

表 4.1 および表 4.2 はそれぞれヨーロピアン・コール・オプションおよびデジタル・コー

ル・オプションにおける、IFGT法と FFT法の比較結果である。Max errorは、IFGT法また

は FFT法を用いて計算した価格と参照価格との差異における、スポット価格が 90以上 110

以下の範囲内での最大値を示している。また Ratioは、時間及び空間方向における格子点数

を 2倍にした時にかかる計算時間を比率として示している。更に Ratio(T)は、同格子点数

における IFGT法と FFT法の計算時間の比率を示している。まずMax Errorの数値から、有

限差分法において IFGT法および FFT法共に概ね 1次精度となっていることがわかる。また

IFGTの場合設定された pmaxの値が精度に影響を与えていることがわかる。例えば小さい値

(pmax = 15)では Int(x, τ) の精度は悪くなっており、この場合M およびN が増加してもMax

Errorは必ずしも減少していない。一方、大きい値 (ヨーロピアン・コールでは pmax = 20、デ

ジタル・コールでは pmax = 35)の場合では同格子点数で FFT法と同等の精度を得ることが

できている。これは [66]において指摘された FGTにおける問題点は IFGTを用いれば解消

できることを示唆している。更に FFT法に比べて IFGT法は計算時間が短く、またRatio(T)

の値は全てのケースにおいて 2以上であることから、FFT法における高速フーリエ変換１

回分にかかる計算時間と比較しても IFGT法にかかる計算時間が短いことがわかる。よって

これらの結果より、IFGT法は FFT法よりも効率的な計算方法であることが判明した。
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表 4.1: IFGT法および FFT法におけるヨーロピアン・コール評価

IFGT法 (pmax=15) FFT法

M N Max error Time (sec) Ratio Max error Time (sec) Ratio Ratio(T)

254 50 0.003335 0.015 - 0.003313 0.062 - 4.133

506 100 0.000878 0.062 4.133 0.000905 0.202 3.258 3.258

1010 200 0.000204 0.203 3.274 0.000172 0.889 4.401 4.379

2018 400 0.000097 0.839 4.133 0.000063 3.688 4.148 4.396

4034 800 0.000040 3.309 3.944 0.000021 15.844 4.296 4.788

8066 1600 0.000047 13.394 4.048 0.000012 68.314 4.312 5.100

IFGT法 (pmax=20) FFT法

254 50 0.003304 0.019 - 0.003313 0.062 - 3.263

506 100 0.000908 0.062 3.263 0.000905 0.202 3.258 3.258

1010 200 0.000166 0.265 4.274 0.000172 0.889 4.401 3.355

2018 400 0.000057 1.182 4.460 0.000063 3.688 4.148 3.120

4034 800 0.000023 4.275 3.617 0.000021 15.844 4.296 3.706

8066 1600 0.000011 16.330 3.820 0.000012 68.314 4.312 4.183

IFGT法 (pmax=25) FFT法

254 50 0.003304 0.031 - 0.003313 0.062 - 2.000

506 100 0.000908 0.074 2.387 0.000905 0.202 3.258 2.730

1010 200 0.000166 0.312 4.216 0.000172 0.889 4.401 2.849

2018 400 0.000057 1.212 3.885 0.000063 3.688 4.148 3.043

4034 800 0.000023 4.955 4.088 0.000021 15.844 4.296 3.198

8066 1600 0.000011 19.916 4.019 0.000012 68.314 4.312 3.430

IFGT法 (pmax=35) FFT法

254 50 0.003304 0.029 - 0.003313 0.062 - 2.138

506 100 0.000908 0.109 3.759 0.000905 0.202 3.258 1.853

1010 200 0.000166 0.418 3.835 0.000172 0.889 4.401 2.127

2018 400 0.000057 1.587 3.797 0.000063 3.688 4.148 2.324

4034 800 0.000023 6.446 4.062 0.000021 15.844 4.296 2.458

8066 1600 0.000011 24.972 3.874 0.000012 68.314 4.312 2.736

IFGT法 (pmax=45) FFT法

254 50 0.003304 0.031 - 0.003313 0.062 - 2.000

506 100 0.000908 0.124 4.000 0.000905 0.202 3.258 1.629

1010 200 0.000166 0.497 4.008 0.000172 0.889 4.401 1.789

2018 400 0.000057 1.975 3.974 0.000063 3.688 4.148 1.867

4034 800 0.000023 8.011 4.056 0.000021 15.844 4.296 1.978

8066 1600 0.000011 30.841 3.850 0.000012 68.314 4.312 2.215
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表 4.2: IFGT法および FFT法におけるデジタル・コール評価

IFGT法 (pmax=15) FFT法

M N Max error Time (sec) Ratio Max error Time (sec) Ratio Ratio(T)

254 50 0.001953 0.015 - 0.002129 0.046 - 3.067

506 100 0.000551 0.062 4.133 0.000558 0.202 4.391 3.258

1010 200 0.000205 0.234 3.774 0.000139 0.860 4.257 3.675

2018 400 0.000303 0.794 3.393 0.000035 3.663 4.259 4.613

4034 800 0.000327 3.386 4.264 0.000009 15.459 4.220 4.566

8066 1600 0.000335 12.881 3.804 0.000002 66.850 4.324 5.190

IFGT法 (pmax=20) FFT法

254 50 0.002127 0.015 - 0.002129 0.046 - 3.067

506 100 0.000618 0.062 4.133 0.000558 0.202 4.391 3.258

1010 200 0.000197 0.264 4.258 0.000139 0.860 4.257 3.258

2018 400 0.000096 0.970 3.674 0.000035 3.663 4.259 3.776

4034 800 0.000070 4.156 4.285 0.000009 15.459 4.220 3.720

8066 1600 0.000063 16.409 3.948 0.000002 66.850 4.324 4.074

IFGT法 (pmax=25) FFT法

254 50 0.002121 0.015 - 0.002129 0.046 - 3.067

506 100 0.000548 0.078 5.200 0.000558 0.202 4.391 2.590

1010 200 0.000130 0.302 3.872 0.000139 0.860 4.257 2.848

2018 400 0.000034 1.148 3.801 0.000035 3.663 4.259 3.191

4034 800 0.000012 4.543 4.957 0.000009 15.459 4.220 3.403

8066 1600 0.000008 18.438 4.059 0.000002 66.850 4.324 3.626

IFGT法 (pmax=35) FFT法

254 50 0.002127 0.031 - 0.002129 0.046 - 1.484

506 100 0.000556 0.093 3.000 0.000558 0.202 4.391 2.172

1010 200 0.000137 0.405 4.355 0.000139 0.860 4.257 2.123

2018 400 0.000033 1.551 3.830 0.000035 3.663 4.259 2.362

4034 800 0.000009 5.948 3.835 0.000009 15.459 4.220 2.599

8066 1600 0.000003 25.253 4.246 0.000002 66.850 4.324 2.647

IFGT法 (pmax=45) FFT法

254 50 0.002128 0.031 - 0.002129 0.046 - 1.484

506 100 0.000558 0.124 4.000 0.000558 0.202 4.391 1.629

1010 200 0.000139 0.486 3.919 0.000139 0.860 4.257 1.770

2018 400 0.000035 1.949 4.010 0.000035 3.663 4.259 1.879

4034 800 0.000008 7.842 4.024 0.000009 15.459 4.220 1.971

8066 1600 0.000002 29.802 3.800 0.000002 66.850 4.324 2.243
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表 4.3: IFGT法におけるヨーロピアン・コールのMax error値 (M = 8066、N = 1600)

pmax γ=0.40 γ=0.35 γ=0.15 γ=0.05 γ=0.0001

1 0.011004 0.002559 0.000119 0.000010 0.000010

5 0.021614 0.020654 0.004607 0.000010 0.000010

10 0.000765 0.002238 0.006046 0.000010 0.000010

20 0.000050 0.000011 0.006046 0.000010 0.000010

30 0.000050 0.000011 0.000264 0.000010 0.000010

40 0.000050 0.000011 0.000010 0.000010 0.000010

50 0.000050 0.000011 0.000010 0.000010 0.000010

60 0.000050 0.000011 0.000010 0.000010 0.000010

70 0.000050 0.000011 0.000010 0.000010 0.000010

表 4.4: IFGT法におけるデジタル・コールのMax error値 (M = 8066、N = 1600)

pmax γ=0.40 γ=0.35 γ=0.15 γ=0.05 γ=0.0001

1 0.000593 0.000639 0.000014 0.000002 0.000002

5 0.000336 0.001453 0.000268 0.000002 0.000002

10 0.000849 0.000981 0.000682 0.000002 0.000002

20 0.000085 0.000063 0.000484 0.000002 0.000002

30 0.000002 0.000006 0.000123 0.000002 0.000002

40 0.000002 0.000003 0.000007 0.000002 0.000002

50 0.000002 0000002 0.000002 0.000002 0.000002

60 0.000002 0000002 0.000002 0.000002 0.000002

70 0.000002 0000002 0.000002 0.000002 0.000002

表 4.3 および表 4.4 はそれぞれヨーロピアン・コール・オプションおよびデジタル・コー

ル・オプションにおける、Int(x, τ)の評価に使われる γ の値を変更した場合のMax Error値

を示している。これらの表より、γ の値が小さい場合 Int(x, τ)は急減少するため、その結果

多変量 Taylor展開の収束も早まることがわかる。例えば γ = 0.05の場合ではヨーロピアン

およびコール・デジタル・コール共に pmax = 1で FFT法と同等の精度を得られることがわ

かる。図 4.1はデジタルコールの価格および感応度 (デルタ、ガンマ)のグラフであり、原資

産に関して滑らかな関数であることを示唆している。本論文では 1次元ジャンプ拡散モデ

ルの一例としてマートン型ジャンプ拡散モデルを対象としたが、例えば IFGTを SVCJモデ

ル (stochastic volatility coherent jump model)[39]と呼ばれるボラテリティ変動型ジャンプ拡散

モデルに適用することも可能である (詳細は付録 4.Aを参照)。また、Kou型ジャンプ拡散モ

デル [86] に IFGTへの適用を試みることも興味深いものの、この場合既に IFGTと同等の計

算量が可能となる手法が存在している (例えば [28]が挙げられるが、その詳細は付録 4.Bを

参照)。
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図 4.1: IFGT法によるデジタル・コール価格および感応度
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4.6 2次元マートン型ジャンプ拡散モデル

前節では 1次元におけるマートン型ジャンプ拡散モデルを対象としていたが、IFGTを多

次元のモデルに対して適用することも可能である。その一例として本節では [71]にて提唱

された 2次元マートン型ジャンプ拡散モデルを考える。違う点としては、[71]ではジャンプ・

サイズの対数が非対称ラプラス分布に従うと仮定されていたが、本節では正規分布に従う

ものと仮定する。

リスク中立測度のもと原資産 S1 および S2 は S1(t) = S1(0)e
X1(t)、S2(t) = S2(0)e

X2(t) と表さ

れ、X1(t)およびX2(t)はそれぞれ

X1(t) = (r − 1

2
σ1

2 − λκ1)t+ σ1W1(t) +

N(t)∑
i=1

Y
(1)
i ,

X2(t) = (r − 1

2
σ2

2 − λκ2)t+ σ2[ρW1(t) +
√
1− ρ2W2(t)] +

N(t)∑
i=1

Y
(2)
i

に従うものとする。ここで κk = E[eY
(k)

] − 1であり、W1 および W2 は独立したブラウン運

動、ρはその相関係数、そしてN(t) は強度 λ = λc + λ1 + λ2のポアソン過程を表す。これは、

各原資産のジャンプ頻度がそれぞれ強度 λ1および強度 λ2の独立したポアソン過程に従うと

共に、強度 λcの共通ポアソン過程にも従う事を意味している。また Y (1)および Y (2)のジャ

ンプの大きさは対数正規分布に従うものし、強度 λ2 のポワソン・ジャンプが発生した場合

Y (1) = 0とする (同様に強度 λ1 のポワソン・ジャンプが発生した場合 Y (2) = 0とする）。こ

の時、(S1(t), S2(t))の無限小生成作用素 (infinitesimal generator)は以下のように与えられる

[71]。

ℑv = (r − 1

2
σ2
1 − λκ1)

∂v

∂x1
+ (r − 1

2
σ2
2 − λκ2)

∂v

∂x2
+

1

2
σ2
1

∂2v

∂x12
+

1

2
σ2
2

∂2v

∂x22
+ ρσ1σ2

∂2v

∂x1x2

+ λc

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
v(x1 + y1, x2 + y2, τ)f

C
Y (1),Y (2)(y1, y2) dy1dy2 − λcv(x1, x2, τ)

+ λ1

∫ +∞

−∞
v(x1 + y1, x2, τ)f

C
Y (1)(y1) dy1 − λ1v(x1, x2, τ)

+ λ2

∫ +∞

−∞
v(x1, x2 + y2, τ)f

C
Y (2)(y2) dy2 − λ2v(x1, x2, τ)

ここで fCY (1),Y (2) は、以下の平均 mc および分散 Jc の 2次元正規分布である。

mc =

(
m1,c

m2,c

)
, Jc =

(
ν21,c ρcν1,cν2,c

ρcν1,cν2,c ν21,c

)

そして fCY (1) , fCY (2) はそれぞれ平均m1、m2、分散 v21、v
2
2 の正規分布である。この時 x1 =

ln(S1

K )および x2 = ln(S2

K ) (K はストライク価格)とすれば、オプション価値 V は以下の積分
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偏微分方程式 (PIDE)を満たす [34]。

Vτ −ℑV + rV = 0

この 2次元 PIDEを数値計算して解くため、本論文では簡潔化のため以下のダグラス・ラッ

チフォード法 [38]と呼ばれる、最もシンプルな ADI法を用いることにする。

(1− θA1)Y = [1 +A0 + (1− θ)A1 +A2]V
n,

(1− θA2)V
n+1 = Y − θA2V

n

ここで A0 は混合微分作用素および積分作用素の離散形を含み、A1 は x1 に関する微分作用

素、A2 は x2 に関する微分作用素の離散形を指す。また 1次元の場合と同様、積分作用素は

陽的定式化する。ダグラス・ラッチフォード法は 1次精度であり、各時間離散点 nにおいて

Y および V n+1は、有名なトーマスのアルゴリズムを用いて計算される。また簡潔化のため

θ = 0.5と設定し、空間方向における格子点は等間隔分布に固定する。また本論文では更な

る簡潔化のため λ1 = λ2 = 0とすると、各時点 nにおいて以下の積分作用素を数値計算する

必要がある。

Int(x1, x2, τ) :=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
v(x1 + y1, x2 + y2, τ)f

C
Y (1),Y (2)(y1, y2) dy1dy2

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
v(s1, s2, τ)f

C(s1 − x1, s2 − x2) ds1ds2

ここで fC(s1 − x1, s2 − x2) は以下のように与えられる。

1

2πν1,cν2,c
√
1− ρc2

exp(− 1

2(1− ρc2)
[
(s1 − (x1 +m1,c))

2

ν21,c
+

(s2 − (x2 +m2,c))
2

ν22,c

−2ρc
(s1 − (x1 +m1,c))(s2 − (x2 +m2,c))

ν1,cν2,c
])

そして以下のように変形 (導出は付録 4.Cを参照)することで、IFGTが適用可能となる。

v(s1, s2, τ) · exp(−
(s1 − (x1 +m1,c))

2 + (s′2 − (x′2 +m′
2,c))

2 + (s′3(s1, s2)− (x′3(x1, x2) +m′
3,c))

2

2ν21,c(1 + |ρc|)
)

ここで

x2
′ :=

ν1,c
ν2,c

x2, s2
′ :=

ν1,c
ν2,c

s2, m2,c
′ :=

ν1,c
ν2,c

m2,c、

x3
′(x1, x2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
x1 − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
x2

′、

s3
′(s1, s2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
s1 − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
s2

′、

m3,c
′ :=

√
|ρc|

1− |ρc|
m1,c − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
m′

2,c
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表 4.5: IFGTおよび FFT法におけるバスケット・コール評価
IFGT法 (pmax=1) FFT法

M N Price Time (sec) Ratio Price Time (sec) Ratio Ratio(T)

61 32 2.040948 0.390 - 2.041042 0.933 - 2.392

123 64 2.067723 3.024 7.754 2.067734 7.399 7.930 2.447

247 128 2.072201 22.720 7.513 2.072202 63.020 8.517 2.774

495 256 2.073188 185.689 8.173 2.073188 561.027 8.902 3.021

となる。表 4.5はバスケット・コール・オプション価格 (ペイオフ関数はmax(Kex1+Kex2−K, 0))

における、IFGT法とFFT法の比較結果である。使用したパラメータ値は r = 0.05、σ1 = 0.15、

σ2 = 0.15、ρ = −0.5、λ = 0.1、m1,c = −1.00、ν1,c = 0.45、m2,c = −0.75、ν2,c = 0.40、ρc = −0.5、

S1(0) = S2(0) = 50、T = 0.15、K = 100とし、参照価格は 2.073939とし、これはモンテカル

ロ法 [56]によってソボル数列による百万回のパスから生成された値である。Int(x1, x2, τ)は

2次元台数近似を使用し、エラー・バウンド ϵおよびクラスター数の上限は１次元の場合と

同じ値に設定した。

1次元の場合と同様、積分作用素は陽的定式化されているため、Max Errorの数値より概

ね 1次精度となっていることがわかる。また IFGT法は FFT法と同等の精度保たれており、

計算時間も早いことがわかる。ここで注意すべき点は pmax = 1で FFT法と同等の精度を得

られていることである。これは、２次元の場合は被積分関数が 1次元の場合と比較してよ

り急減少するため、IFGT法に用いられる多変量 Taylor展開の収束もより早くなることが原

因である。この傾向は ρc = 0.5と固定して、v1,cの値を 0.1から 0.7の範囲で変化させた場合

でも同じであった。図 4.2はスプレッド・コール (ペイオフ関数は max(Kex2 −Kex1 −K, 0))

の価格および感応度 (デルタ、ガンマ)のグラフであり、原資産に関して滑らかな関数である

ことを示唆している (使用したパラメータ値は、r = 0.05、σ1 = 0.15、σ2 = 0.15、ρ = −0.5、

λ = 0.1、m1,c = −1.00、ν1,c = 0.45、m2,c = −0.75、ν2,c = 0.40、ρc = −0.5、T = 0.15、K = 4)。
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図 4.2: IFGT法によるスプレッド・コール価格および感応度
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4.7 第4章のまとめ

本章ではマートン型ジャンプ拡散モデルのもと、PDE法によるオプション評価において

IFGTを適用した。実装は簡潔であり、数値実験によると IFGT法は FFT法と比較して計算

時間が早く、同等の精度を得ることができた。また各格子点のオプション価格を用いて各リ

スク指標の近似解を容易に計算する事ができるため、ジャンプ・モデルにおけるリスク管理

の効率性向上にもつながる。今回は簡潔化のため、均等に分布された空間格子点のもと１

次元の場合はクランク・ニコルソン法、2次元の場合グラス・ラッチフォード法を用いてい

る。しかし不均等な空間格子点の下で不均一なより高精度な ADI手法 [32, 74]を用いれば更

なる効率化が期待できる上に、このような状況でも IFGTは簡単に適用可能である。IFGT

の欠点としては、基本的にガウシアン・カーネルを用いるマートン型ジャンプ拡散モデルに

のみ適用可能であるということである。他のジャンプモデルにおける代替案としては、カー

ネル関数に依存しない高速多重極法 [53, 132]を用いることが挙げられる。このように高速

多重極法は、金融工学の分野でも PDE法の効率化において有効なツールとなる事が期待さ

れるが、より詳細な検証は今後の研究課題とする。
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付 録 4.A SVCJ モデルにおける IFGTの適用

リスク中立測度のもと原資産StはSVCJモデル (stochastic volatility coherent jump model)[39,

50]に従うとし、St = S0e
X(t) として表される。ここでX(t) は以下のように表される。

Xt = (u− 1

2
Vt−)dt+

√
Vt−dW1t + dJt,

Vt = κ(θ − Vt−)dt+ ξ
√
Vt−dW2t + dJt

v

ここで (Jt, Jt
v)は2次元ジャンプ過程、W1tおよびW2tはブラウン運動を表す。またdW1tdW2t =

ρdtであり、κ は平均回帰パラメータ、ξ は Vt のボラテリティ・パラメータを表す。この時、

過程 (Xt, Vt)の無限小生成作用素 (infinitesimal generator)は以下のように与えられる [50]。

ℑf := (u− 1

2
v)
∂f

∂x
+ κ(θ − v)

∂f

∂v
+

1

2
v
∂2f

∂x2
+

1

2
ξ2v

∂2f

∂v2
+

1

2
ρξv

∂2f

∂xv

+ λ

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f(x+ x1, v + v1)p(x1, v1) dx1dv1 − λf(x, v) (4.6)

ここで p(x1, v1) は 2次元正規分布であり、

p(x1, v1) =
1

ν
√
2πs2

exp(−v1
ν

− (x1 −m− ρJv1)
2

2s2
)

と表される。これは Vtのジャンプ・サイズが v1の場合ジャンプ・サイズXtは平均 m+ ρJv1、

分散 s2の正規分布に従うことを意味してる。この時オプション価格 F は以下の偏微分積分

方程式 (PIDE)を満たす [34]。

Fτ −ℑF + rF = 0

この場合 2次元の積分を評価する必要があるが、以下のように (4.6)の積分作用素を書き直

せば PDE法で IFGTが適用可能となる。

λ

ν
√
2πs2

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
exp(−v1

ν
)f(x1, v1)exp(−

(x′(x, v)− (x′(x1, v1) +m))2

2s2
) dx1dv1

ここで x′(x, v) := x − ρJv である。このように適用可能であるものの、一般的に sの値は小

さいことが予想される (例えば [39]におけるキャリブレーション結果では s = 0.0001)。この

ように sが小さい場合 exp(− (x′(x,v)−x′(x1,v1)+m)2

2s2 )は急減少するため、単純に各 (x、v)近傍に

おける (x1, v1))の被積分値をいくつか足すことで、十分に精度の良い積分作用素の近似値が

得られる。この手法の方が IFGT法より効率的である。
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付 録 4.B Kou型ジャンプ拡散モデル

Kou型ジャンプ拡散モデルの下 PDE法を用いてオプション価格を計算する場合、以下の

積分作用素を数値計算する必要がある (モデルの詳細に関しては [86]を参照)。

∫ +∞

−∞
v(x+ z, τ)f(z) dz = A1

∫ 0

−∞
v(x+ z, τ)eG1z dz +A2

∫ +∞

0

v(x+ z, τ)e−G2z dz

= A1e
−G1x

∫ x

−∞
v(s, τ)eG1s ds+A2e

G2x

∫ +∞

x

v(s, τ)e−G2s ds(4.7)

ここで A1、A2、G1、G2はスカラー定数である。このモデルに関しては、すでに IFGT法と

同等の計算量を持つ手法が存在する。一例として、以下 [28]の手法を紹介する。まず (4.7)

の右辺の第 2項目を、以下のように変形する (第 1項は第 2項と同様に計算できるため、こ

こでは第 2項のみを考える)。

A2e
G2x

∫ +∞

x

v(s, τ)e−G2s ds = A2e
G2x

∫ +∞

0

v(s, τ)e−G2s ds−A2e
G2x

∫ x

0

v(s, τ)e−G2s ds (4.8)

(4.8)の不変の第 1項目は PDE法を数値計算した場合、初期時点のみに計算すれば良い。第

2項目に関しては以下のように再帰的に計算することで計算量のオーダーは 1次となる (wi

は積分近似法に依存したウェイト係数)。

∫ xi+1

0

v(s, τ)e−G2s ds =

∫ xi

0

v(s, τ)e−G2s ds+ v(xi+1, τ)e
−G2xi+1wi+1∆s,
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付 録 4.C 2次元マートン型ジャンプ拡散モデルにおける IFGT

の適用

まず ρc ≥ 0のケースを考える。すると

(s1 − (x1 +m1,c))
2

ν21,c
+

(s2 − (x2 +m2,c))
2

ν22,c
− 2ρc

(s1 − (x1 +m1,c))(s2 − (x2 +m2,c))

ν1,cν2,c

=
1− ρc
ν21,c

[s1 − (x1 +m1,c)]
2 +

1− ρc
ν22,c

[s2 − (x2 +m2,c)]
2 + ρc[

(s1 − (x1 +m1,c))

ν1,c
− (s2 − (x2 +m2,c))

ν2,c
]2

=
1− ρc
ν21,c

[s1 − (x1 +m1,c)]
2 +

1− ρc
ν21,c

[
ν1,c
ν2,c

s2 − (
ν1,c
ν2,c

x2 +
ν1,c
ν2,c

m2,c)]
2

+
1− ρc
ν21,c

[ν1,c

√
ρc

1− ρc

(s1 − (x1 +m1,c))

ν1,c
− ν1,c

√
ρc

1− ρc

(s2 − (x2 +m2,c))

ν2,c
]2

:=
1− ρc
ν21,c

[s1 − (x1 +m1,c)]
2 +

1− ρc
ν21,c

[s′2 − (x′2 +m′
2,c)]

2 +
1− ρc
ν21,c

[s′3(s1, s2)− (x′3(x1, x2) +m′
3,c)]

2

であるので、積分作用素における被積分項は

v(s1, s2, τ) · exp(−
(s1 − (x1 +m1,c))

2 + (s′2 − (x′2 +m′
2,c))

2 + (s′3(s1, s2)− (x′3(x1, x2) +m′
3,c))

2

2ν21,c(1 + ρc)
)

と表される。ここで

x2
′ :=

ν1,c
ν2,c

x2, s2
′ :=

ν1,c
ν2,c

s2, m2,c
′ :=

ν1,c
ν2,c

m2,c,

x3
′(x1, x2) :=

√
ρc

1− ρc
x1 −

√
ρc

1− ρc
x2

′,

s3
′(s1, s2) :=

√
ρc

1− ρc
s1 −

√
ρc

1− ρc
s2

′,

m3,c
′ :=

√
ρc

1− ρc
m1,c −

√
ρc

1− ρc
m′

2,c

また ρc < 0の場合に関しても同様にして

v(s1, s2, τ) · exp(−
(s1 − (x1 +m1,c))

2 + (s′2 − (x′2 +m′
2,c))

2 + (s′3(s1, s2)− (x′3(x1, x2) +m′
3,c))

2

2ν21,c(1− ρc)
)

となる。ここで、

x3
′(x1, x2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
x1 +

√
|ρc|

1− |ρc|
x2

′,

s3
′(s1, s2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
s1 +

√
|ρc|

1− |ρc|
s2

′,

m3,c
′ :=

√
|ρc|

1− |ρc|
m1,c +

√
|ρc|

1− |ρc|
m′

2,c.

である。よってこの 2つのケースを考慮すると結局

v(s1, s2, τ) · exp(−
(s1 − (x1 +m1,c))

2 + (s′2 − (x′2 +m′
2,c))

2 + (s′3(s1, s2)− (x′3(x1, x2) +m′
3,c))

2

2ν21,c(1 + |ρc|)
),
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として表されることがわかる。ここで

x2
′ :=

ν1,c
ν2,c

x2, s2
′ :=

ν1,c
ν2,c

s2, m2,c
′ :=

ν1,c
ν2,c

m2,c,

x3
′(x1, x2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
x1 − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
x2

′,

s3
′(s1, s2) :=

√
|ρc|

1− |ρc|
s1 − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
s2

′,

m3,c
′ :=

√
|ρc|

1− |ρc|
m1,c − sgn(ρc) ·

√
|ρc|

1− |ρc|
m′

2,c

である。
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5.1 概要

ツリー法は計算物理学における効率的手法として用いられているものの、これまでの金

融工学の分野における注目度は高くはない。一方近年 Black-scholesモデルの拡張版として

原資産のジャンプ過程を考慮したジャンプ・モデルの研究が注目を浴びているものの、PDE

法を用いてオプション価格を求める場合に積分作用素の計算負荷が問題となる。本章では

カルテシアン・ツリー法と呼ばれるツリー法を用いてこの積分作用素を効率的に計算する

方法を提唱する。

5.2 本章の背景及び構成

ジャンプ・モデルにおけるオプション価格の計算にはモンテカルロ法または PDE法を用

いるのが一般的である (Kou型ジャンプ拡散モデルの場合には一部の経路依存型オプション

に対しても解析解が存在する)。しかしモンテカルロ法は一般的に計算時間がかかり、また

PDE法においても積分作用素を数値計算する必要があるため、Black-Scholesモデルにおけ

る PDE法の場合よりも計算時間がかかる。よって PDE法においては FFT法と呼ばれる高速

フーリエ変換を用いた手法が一般的に用いられるものの、この手法を直接用いるには等間

隔の空間における格子点が必要となる事や、各時間離散点ごとに２回の高速フーリエ変換

を必要とするなどの問題点がある。前章では改良高速ガウス変換と呼ばれる手法を用いて、

マートン型ジャンプ拡散モデルにおける効率的 PDE法を提唱した。しかし他のモデルの場

合には改良高速ガウス変換を用いることはできないため、本章ではカルテシア・ツリー法と

呼ばれるツリー法を用いたジャンプ・モデルにおける効率的 PDE法を提唱する。ツリー法は

高速多重極法と同様に計算物理学の分野では効率的計算手法としてよく用いられている。

以降の本章の構成は以下の通りである。5.3節ではカルテシアン・ツリー法を説明し、5.4

節ではカルテシアン・ツリー法を PDE法に適用する。5.5節ではヨーロピアン・オプション
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価格の数値計算をカルテシアン・ツリー法を用いて行い、その効率性を検証する。最後の

5.6節では本章の総括を述べる。

5.3 カルテシアン・ツリー法

この節ではカルテシアン・ツリー法 [92]の概要を説明する。一般にツリー法は、前章にて

紹介された高速多重極法と同様、多体問題 (一分子内の原子間のクーロン力や一銀河内の惑

星同士の重力作用など)における相互作用を研究する際に効率的な数値計算法である。具体

的には以下のような計算を効率的に行うことが可能となる。

F (xi) =
M∑
j=1

Cj ·K(xi, zj). (5.1)

カルテシアン・ツリー法はカーネル関数K(x, z)が湯川ポテンシャル

K(x, z) :=
e−κ|z−x|

|z − x|

の場合に (5.1) を効率的に計算するツリー法の一種である。ツリー法などを用いずに直接

(5.1)を計算しようとすると、それぞれの xiに対しM 解の和算をする必要があるため計算量

は O(M2)となり、計算負荷が大きい。ツリー法の基本的なアイデアとしては、銀河系の多

体問題を例にするとわかりやすい。例えばある惑星とある銀河の距離が大きい場合、銀河

内の惑星それぞれの重力の影響を考慮する代わりに、銀河を一つの大きな惑星とみなして

相互作用をシンプルに計算して効率化を図ることである。具体的には、もしD/r(Dはある

銀河の大きさ、r はその銀河の中心から惑星までの距離)が小さければ、その銀河を質量が

銀河内の惑星の質量の和である一つの惑星とみなして計算するということである。要する

に遠くの銀河はシンプルに一つの惑星とみなしてしまうという事であり、この考えを再帰

的に用いることによりツリー法は計算量を O(M2)から O(M lnM)まで減らすことが可能と

なる。カルテシアン・ツリー法では、Barnes-Hut ツリー法 [7]を用いてクラスター階層を構

築し、湯川ポテンシャルの多重極展開における係数を再帰的に計算することにより、効率化

を可能としている。一方、高速多重極法 [13, 60, 61] は多重極展開に加えて局所展開を用いる

ことにより更に計算量をO(M lnM)からO(M)まで減らすことを可能としているものの、複

雑なアルゴリズムであるため実際の計算計算時間は想定よりかかることもある。一方、ツ

リー法は多重極展開のみを用いているので容易に実装可能である。この結果、実際の多体

問題におけるシミュレーションではツリー法が用いられることが多い。
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カルテシアン・ツリー法の基本的なスキームは以下の通りである (詳細は [92]を参照)。まずポ

イントを Barnes-Hutアルゴリズム [7]によってクラスター階層 c′sに分類したあと、K(xi, zj)

をクラスター・ポイント zc に対して多重極展開する。

F (xj) =
∑
c

Fc(xj), Fc(xj) =
∑
zi∈c

Ci ·K(zi, xj). (5.2)

K(xi, zj) =

p∑
k=0

1

k!

∂kK(xi, z)

∂zk
|z=zc(zj − zc)

k
(5.3)

(5.3)を (5.2)に代入すれば

Fc(xi) =
∑
zj∈c

Cj ·
p∑

k=0

1

k!

∂kK(xi, z)

∂zk
|z=zc(zj − zc)

k

=

p∑
k=0

1

k!

∂kK(xi, z)

∂zk
|z=zc

∑
zj∈c

Cj(zj − zc)
k
:=

p∑
k=0

Lk(xi, zc)Mc,k

となる。ここで Lk(xi, zc)は zj と独立、Mc,k は xiと独立であるため、別々に計算することが

可能となる。また係数 Lk(xi, zc)を再帰的に計算することで更なる効率化が図れる。次に、

それぞれのクラスター cに対して条件 r
R ≤ θを満たせば、上記の多重極展開が用いられる。

ここで θは多重極採択基準 (Multipole Acceptance Criterion、MAC)、rはクラスターの半径、

Rは xiからクラスター cまでの距離を指す。この条件が満たされない場合は、クラスター c

の下の階層のクラスターに対してこの条件を満たすか判定し、最終的にこの条件を満たさ

ない残ったクラスターに対しては、多重極展開を用いずに直接和を計算する。

5.4 PDE法への適用

リスク中立測度のもと原資産 Stは St = S0e
X(t) と表され、X(t)は (2.1)を満たすものとす

る。この時オプション価格 V (S, t)は以下の偏微分積分方程式 (PIDE)を満たす (導出に関す

る詳細は [34]などを参照)。

Vt =
1

2
σ2S2VSS + rSVS − rV +

∫
R

[V (Sez, t)− V (S, t)− S(ez − 1)VS ]f(z) dz

ここで ω =
∫
R
(1− ez)f(z) dz であり、rはリスクフリー・レート、t は満期までの時間、f(z)

はレヴィ密度関数である。更にK を行使価格として x = ln(S/K)とすると、

Vt =
1

2
σ2Vxx + rVx − rV +

∫
R

[V (x+ z, t)− V (x, t)− (ez − 1)Vx(x, t)]f(z) dz

となる。Kを行使価格とすると、ヨーロピアン・コールにおける初期条件は v(x, 0) = max(Kex−

K, 0)、境界条件は

v(x, τ)

→ 0, x→ −∞,

≃ Kex −Ke−rτ , x→ +∞.
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として与えられる。本論文では簡潔化のためヨーロピアン・コール・オプションのみの価格

をカルテシアン・ツリー法を用いて計算するが、経路依存型などのエキゾチック・オプショ

ンも同様に計算可能である。本章ではジャンプ・モデルの例として CGMYモデル [22, 128]お

よびバリアンス・ガンマ・モデル [52, 70, 97]を考える。CGMYモデルの場合 f(z)は

f(z) = C
e−G|z|

|z|1+Y
· 1z<0 + C

e−Hz

z1+Y
· 1z>0

で与えられ (C > 0、G ≥ 0、H ≥ 0、Y < 2)、Y < 1の場合有限変分であるが 1 < Y < 2では

無限変分となる。バリアンス・ガンマ・モデルは Y = 0の特別な場合を指す。本論文ではこ

の二つのモデルを対象とするものの、以下の Tempered stableモデル [34]ような、より一般

化されたジャンプ・モデルを対象とすることも可能である (C1、C2 > 0、Y1, Y2 < 2)。

fα(z) = C1
e−G|z|

|z|1+Y1
· 1z<0 + C2

e−Hz

z1+Y2
· 1z>0

空間方向における各格子点 iに対して、積分作用素は以下のように分解して数値計算するこ

とにする。∫
R
[V (x+ z, t)− V (x, t)− (ez − 1)Vx(x, t)]f(z) dz

≈
∫ xi−∆x

xmin

[V (z)− V (xi)]f(z − xi) dz +

∫ xmax

xi+∆x

[V (z)− V (xi)]f(z − xi) dz

− Vx(xi)

∫ −∆x

xmin

(ez − 1)f(z) dz − Vx(xi)

∫ xmax

∆x

(ez − 1)f(z) dz

+

∫ ∆x

−∆x

[V (xi + z)− V (xi)− (ez − 1)Vx(xi)]f(z) dz (5.4)

ここで (5.4)の最後の項に対し、[2]で用いられている近似を以下のように適用する。

∫ ∆x

−∆x

[V (xi + z)− V (xi)− (ez − 1)Vx(xi)]f(z) dz ∼=
(∆x)

3

2
[f(−∆x) + f(∆x)] · Vxx(xi)

最終的には、M を空間方向の格子点数、N を時間方向の格子点数とすると、0 ≤ i ≤M、0 ≤

j ≤ N として偏微分積分方程式は以下のように離散化される。

V j+1
i − V j

i

∆t
− r − q − L2

2
[
V j
i+1 − V j

i−1

2∆x
+
V j+1
i+1 − V j+1

i−1

2∆x
] +

r

2
[V j

i + V j+1
i ]

− L1

2
[
V j
i−1 − 2V j

i + V j
i+1

∆x2
+
V j+1
i−1 − 2V j+1

i + V j+1
i+1

∆x2
]

= L3(xi)− L4(xi)
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ここで

L1 :=
(∆x)

3

2
[f(−∆x) + f(∆x)], (5.5)

L2 :=

∫ −∆x

xmin

(ez − 1)f(z) dz +

∫ xmax

∆x

(ez − 1)f(z) dz,

L3(xi) :=

∫ xi−∆x

xmin

V (z)f(z − xi) dz +

∫ xmax

xi+∆x

V (z)f(z − xi) dz,

L4(xi) := V (xi) · [
∫ xi−∆x

xmin

f(z − xi) dz +

∫ xmax

xi+∆x

f(z − xi) dz]

である。反復法 [128]を用いてクランク・ニコルソン法を 2次精度に保つのも可能であるが、

簡潔化のため L3(xi)および L4(xi)は陽的定式することにより、1次精度とする。本章では

L3(xi)はカルテシアン・ツリー法を用いて計算して効率化を試み、更に f の多重極展開係

数は再帰的に計算して導く (再帰式の導出は付録 5.Aを参照)。本論文ではカルテシアン・ツ

リー法を用いて L3(xi)を数値計算していくが、他に使用できるスタンダードな効率的手法

としては FFT法 [4, 65, 66, 125] が挙げられる。しかし前章で述べられた通りこの手法には欠

点がある。まず各時間ステップにおいて高速フーリエ変換を 2回行う必要がある。次にラッ

プ・アラウンド効果による影響を小さくするため、空間方向における計算区間を拡張する

必要がある。更に空間方向における格子点が等間隔に分布していない場合は、FFT法を直

接使うことができない。一方カルテシアン・ツリー法の場合は、各時間ステップにおいて 1

回のみ用いればよく、計算区間も拡張する必要がない。更に空間方向における格子点が等

間隔でない場合も直接用いることができる。よってカルテシアン・ツリー法の場合、等間隔

分布でない格子点を用いて更なる精度向上を図ることも可能であるが、本論文では簡潔化

のため等間隔分布の格子点を用いることにする。

5.5 数値実験

カルテシアン・ツリー法の計算はフリーに配布されている Pythonコード1を用いて行い、

計算に必要なパラメータ値は θ = 0.5、p = 15、MP = 30とした。ここでMP はクラスター

階層内のそれぞれのノードにおけるポイントの最大数で、この値が小さいほど深いクラス

ター階層が構築されることを意味している。また L2、L3(xi)、L4(xi)の数値計算には台数近

似を用いている。更に空間方向における格子点の分布は等間隔に固定しているため、クラ

スター階層の構築は初期ステップのみに実施した。IFGT法における数値実験と同様、ラッ

1この Python コードは以下のサイトにてダウンロード可能である。
https://bitbucket.org/cdcooper/yukawatree
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プ・アラウンド効果を持つ FFT法との比較を行う。よって (5.5)の L3(xi)の数値計算におけ

る空間方向の格子点数は 2αとしている (αは 2M < 2αを満たす最小の整数)。また FFT法に

は Pythonの数値計算ライブラリ Numpyの fft関数を用いた。

図 5.1は GCMYモデルにおける、ヨーロピアン・コール・オプション評価に対する IFGT

法と FFT法の比較結果である。上下図における水平軸 iは、カルテシアン・ツリー法および

FFT法における空間および時間格子点数の設定に使用した整数を表している (i = 1、2、3に

対して (M , N)=(1000 · 2i−1, 150 · 2i−1)とした)。上図の垂直軸はカルテシアン・ツリー法ま

たは FFT法を用いて計算した価格と参照価格との差異を示しており、下図の垂直軸は計算

時間を示している。スポット価格および行使価格共に 100として他のパラメータは値は [22]

のを用いており (r = 0.06、C = 0.42、G = 4.37、H = 191.2、Y = 1.0102、T = 0.25)、Carr and

Madan[26]によるクローズド・フォームを参照価格とした。

”Treecode1”とは、カルテシアン・ツリー法を直接用いた結果を示しているが、この場合

FFT法と比較して計算時間がかかることが判明した。この理由として、カルテシアン・ツ

リー法が FFT法に使用される高速フーリエ変換と比べて広く普及していない、数値実験に

て使用したカルテシアン・ツリー法を計算する Pythonコードも試作用で最適化されてない

点が挙げられる。別の可能性としては、計算量がO(M lnM)と、高速フーリエ変換と同等で

あるものの、定数倍の数値が大きい事が予想される。しかしカルテシアン・ツリー法は大変

フレキシブルな手法であり、様々な工夫により計算時間を短縮させることか可能である。こ

れは FFT法にはない利点であり、例えば L3(xi)は xiに関して滑らかな曲線であるため、全

ての xiに関して計算しなくても補間法を用いることにより計算時間を短縮することが可能

である。”Treecode2”とは、あらかじめ用意された空間格子点から等間隔に置かれた 1/8個の

格子点を選び、それらの格子点のみに関してカルテシアン・ツリー法を用い、残り 7/8個の

格子点に関してはスプライン補間を用いて L3(xi)を計算した結果である。数値計算される

格子点の数が減らされている分計算時間も短縮され、FFT法の計算時間と同等の結果が得

られており、計算精度に関しても特段問題ない結果となっている。図 5.2は、(M、N) = (4000

、600)の下でカルテシアン・ツリー法の多重極展開近似における項数 pを変えた場合の、参

照価格との差異および計算時間を示している。”Treecode1” および ”Treecode2” 共に、概ね

p = 11で FFT法と同等の精度が得られている事がわかる。図 5.3は、(M、N) = (4000、600)

の下でカルテシアン・ツリー法を用いた場合の、GCMYモデルおよバリアンス・ガンマ・モ

デルにおけるヨーロピアン・コールの価格およびリスク指標のデルタのグラフである。バ
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リアンス・ガンマ・モデルに関しては [90]のパラメータ値を用いており (r = 0.00、q = 0.0、

C = 5.9311、G = 20.2648、H = 39.784、Y = 0.00、T = 0.5)、原資産に関して滑らかな関数と

なることが示唆されている。また Y = 0.75の場合 CGMYモデルは有限変分となるため、無

限変分である Y = 1.0102の場合よりも価格が全般的に小さくなっている事が確認できる。

5.6 第5章のまとめ

本章ではCGMYモデルおよび バリアンス・ガンマ・モデルのもと、PDE法によるオプショ

ン評価においてカルテシアン・ツリー法を適用した。数値実験から直接カルテシアン・ツリー

法を用いた場合では、FFT法と比較して計算時間がかかることが判明した。この理由とし

て、FFT法に使用される高速フーリエ変換は広く普及されており最適化された計算コード

も容易に入手できるが、数値実験にて使用したカルテシアン・ツリー法を計算する Python

コードは試作用で最適化されてない点が挙げられる。また計算量はO(M lnM)と高速フーリ

エ変換と同等であるものの、定数倍の数値が大きい事が予想される。しかしカルテシアン・

ツリー法の長所を活用することにより、これらの欠点が克服可能であることも判明した。例

えば FFT法と違い、カルテシアン・ツリー法は計算する格子点を自由に選択することがで

きるため、残りの格子点に関しては単純に補間法などを用いることによって全体の計算時間

を短縮することが可能である。また格子点が均等に分布していない場合でも FFT法を違っ

て直接カルテシアン・ツリー法を用いることができるので、[125]にカルテシアン・ツリー法

を用いて数値計算を行えば、より精度の高い結果が得られる事が期待できる。また本章で

は簡潔化のため、均等に分布された空間格子点のもとクランク・ニコルソン法を用いている

が、高精度な ADI手法 [32, 74]を用いれば更なる効率化が期待できる。またリスク管理の観

点からは、各格子点のオプション価格を用いて各リスク指標の近似解を容易に計算する事

ができるため、ジャンプ・モデルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。また使用

したカルテシアン・ツリー法の Pythonコードは 3次元まで使用することが可能なため、ス

プレッド・オプションやバスケット・オプションなどの価格評価にも使用可能である。このよ

うに経路依存型オプション評価や多次元ジャンプ・モデルにおいてカルテシアン・ツリー法

は有効なツールとなる事が期待されるが、より詳細な検証は今後の研究課題とする。
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付 録 5.A CGMYモデルにおける多重極展開係数

CGMY モデルにおける多重極展開係数の再帰式は、以下のようにして得られる。まず

Φ = e−κ|z−x|

|z−x|1+Y 、Ψ = e−κ|z−x|

|z−x| とする。ここで κ := G · 1z−x<0 + H · 1z−x>0 である。すると

|z − x|Y Φ = Ψ であり、両辺を zに関して k (≥ 2)回微分することにより

|z − x|2 ∂
kΦ

∂zk
+ [2(k − 1) + Y ](z − x)

∂k−1Φ

∂zk−1

+ (k − 1)[(k − 2) + Y ]
∂k−2Φ

∂zk−2
=

∂k−1

∂zk−1
(|z − x|2−Y ∂Ψ

∂z
) (5.6)

が得られる。一方

|z − x|2−Y ∂Ψ

∂z
= [1 + κ|z − x|]Φ

であり、この両辺を zに関して k (≥ 2)回微分することにより

∂k−1

∂zk−1
(|z − x|2−Y ∂Ψ

∂z
) = − (k − 1)(k − 2)κ|z − x|−1

(z − x)
∂k−3Φ

∂zk−3
· 1k≥3

− (k − 1)(1 + 2κ|z − x|)∂
k−2Φ

∂zk−2

− (z − x)[1 + κ|z − x|]∂
k−1Φ

∂zk−1
(5.7)

が得られる。よって (5.6)および (5.7)から、

|z − x|2 ∂
kΦ

∂zk
+ [2(k − 1) + Y ](z − x)

∂k−1Φ

∂zk−1
+ (k − 1)[(k − 2) + Y ]

∂k−2Φ

∂zk−2

= − (k − 1)(k − 2)κ|z − x|−1
(z − x)

∂k−3Φ

∂zk−3
· 1k≥3

− (k − 1)(1 + 2κ|z − x|)∂
k−2Φ

∂zk−2
− (z − x)[1 + κ|z − x|]∂

k−1Φ

∂zk−1,

となり、さらに計算して

|z − x|2 ∂
kΦ

∂zk
= − (z − x)[2k − 1 + Y + κ|z − x|]∂

k−1Φ

∂zk−1

− (k − 1)(k − 1 + Y + 2κ|z − x|)∂
k−2Φ

∂zk−2

− (k − 1)(k − 2)κ|x− z|−1
(z − x)

∂k−3Φ

∂zk−3
· 1k≥3

が得られる。最後に 両辺を k! で割り x = xi および z = zc を代入することで、最終的に

Lk(xi, zc)に関する以下の再帰式が得られる。

k|zc − xi|2Lk(xi, zc) = − (zc − xi)[2k − 1 + Y + κ|zc − xi|]Lk−1(xi, zc)

− (k − 1 + Y + 2κ|zc − xi|)Lk−2(xi, zc)

− κ|zc − xi|−1
(zc − xi)L

k−3(xi, zc) · 1k≥3
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本論文ではジャンプ・モデルにおけるオプション価格評価の効率化の観点から、解析法に

おける効率的手法を一つ、PDE法における効率的手法を二つ提案して数値検証を行った。

第 1章では、序論として現在実務において用いられているジャンプを考慮しない原資産モ

デルにおける問題点及びジャンプ・モデルの重要性を述べた。従来ジャンプ・モデルは実務

で用いられる Black-Scholes モデルよりも実際の市場の挙動をより正確に表現することがで

きるものの、Black-Scholes モデルと違い特にエキゾチック・オプションで解析解を得ること

が困難なため実務では敬遠されがちであり、効率的手法の普及が望まれる。

第 2章では、原資産モデルおよびオプション評価法における既存研究および問題点をまと

め、本研究における立場を明確化した。その結果課題は以下の通りである事が判明した。

1. ジャンプ・モデルにおける解析法に関しては、ヨーロピアン・オプションなどの非経路

依存型オプションの価格計算に対して解析法は有効となるものの、経路依存型オプショ

ンに関しては一部のジャンプ・モデルに対してバリア・オプションなど限定されたオプ

ションに対してのみ可能である。更に可能であるとしても実際には計算コストのかか

る数値計算が必要となり、実務において効率的な手法とは言い難い。

2. ジャンプ・モデルにおける PDE法では、高速フーリエ変換を用いた FTT法が標準的

に用いられているものの、この直接用いるには等間隔の空間における格子点が必要と

なる事や、各時間離散点ごとに２回の高速フーリエ変換を必要とするなどの問題点が

ある。

以上の課題を踏まえて次の第 3章、第 4章および 5章において以下の研究に焦点を当てるこ

ととした。

1. 近年 Black-Scholesモデルのアメリカン・オプション表示に用いられたホモトピー解析

手法は、スキーム自体がシンプルであり、ジャンプ・モデルにおける解析法にも適用可

能であることが期待される。
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2. また計算物理学の分野では、高速多重極法やツリー法などの高速フーリエ変換よりも

フレキシブルで同等以上の計算量であるツリー計算法が定着しており、金融工学にお

ける有効なツールしても使用可能であることが期待される。

(a) 改良高速ガウス変換を用いた PDE法。高速ガウス変換の様々な欠点が改良された

この変換法を用いることにより、更なる効率性が期待できる。

(b) カルテシアン・ツリー法を用いた PDE法。FFT法と同等の計算量 O(M lnM)であ

るにも関わらず、アルゴリズムが高速多重極法と比べてシンプルなため実装しや

すい。また空間方向における格子点が等間隔でない場合も直接用いることが可能

であり、更に FFT法と違い 2回のオペレーションを必要としないため、更なる効

率性が期待できる。

第 3章では、ホモトピー解析法を用いたオプション評価方法について述べられている。ジャ

ンプ・モデルにおけるオプション価格が満たす偏微分積分方程式をフーリエ変換により常

微分方程式に変換した後で、この常微分方程式にホモトピー解析法を適用することにより、

ヨーロピアン・オプション及びバリア・オプションのクローズド・フォームを導出した。数値

実験によりこの無限数列和で表されたクローズド・フォームは高速に収束し、実務における

有用性が確認された。更にこの手法は characteristic exponentが解析的に得られるジャンプ・

モデルに対しても適用可能であり、また Black-Scholes モデルでクローズド・フォームが存在

するタイプのオプションであれば、この手法を用いることによりジャンプ・モデルにおいて

も同様にクローズド・フォームを求めることができる。そして得られたオプション価格のク

ローズド・フォームを直接微分することにより、各リスク指標のクローズド・フォームも求

める事ができるため、ジャンプ・モデルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。

第 4章および第 5章では、PDE法を用いてオプション価格を求める際に計算の負担が問題

となる積分作用素の数値計算において、改良高速ガウス変換およびカルテシアン・ツリー

法を用いることにより、従来使用されている高速フーリエ変換を用いた手法よりも有効な

手法となることが確認された。また第 4章における改善高速ガウス変換はMerton型ジャン

プ拡散モデルにのみ適用可能であるが、第 5章においてカルテシアン・ツリー法を用いるこ

とによりバリアンス・ガンマ・モデルや CGMYモデルにおいて従来の高速フーリエ変換よ

りもフレキシブルな効率的手法であることが数値実験により確認された。また各格子点の

オプション価格を用いて各リスク指標を数値計算する事ができるため、解析法同様にジャン

プ・モデルにおけるリスク管理の効率性向上にもつながる。
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今後の研究課題については以下のとおりである。

1. ジャンプモデルにおけるホモトピー解析法を用いたアメリカン・オプションのクロー

ズド・フォームの導出。

2. 近年取引が活発なりつつある Variance Swapなどのボラテリティに関連したデリバティ

ブ評価においてもジャンプ・モデルが注目されているため [24, 25]、ホモトピー解析法

を用いたボラテリティ・デリバティブ商品のクローズド・フォームの導出も今後の重要

な課題となる。

3. ジャンプ・モデルにおけるボラテリティ・デリバティブ商品の、高速多重極法およびツ

リー法を用いた PDE法の開発。

4. 高速多重極法およびツリー法は高次元においても利用可能であるが、PDE法自体が 3

次元を超える高次元の場合計算負荷が大きくなる。よって高次元における効率的 PDE

法を開発することも今後の課題である。
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Lévy processes. Finance and Stochastics, 17, 685-716.

[26] Carr, P., and Madan, D. (1999). Option valuation using the fast Fourier transform. Journal

of Computational Finance, 2, 61-73.

[27] Carr, P., and Madan, D. (2009). Saddlepoint methods for option pricing. Journal of Compu-

tational Finance, 13, 49-61.

[28] Carr, P., and Mayo, A. (2007). On the numerical evaluation of option prices in jump diffusion

processes. The European Journal of Finance, 13, 353-372.

[29] Carr, P., and Wu, L. (2003). The finite moment logstable process and option pricing. The

Journal of Finance, LVIII(2), 753-777.

[30] Carr, P., and Wu, L. (2004). Time-changed Lévy processes and option pricing. Journal of
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