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研究成果の概要（和文）：有限温度・有限密度QCDの相構造とクォーク物質の熱力学的性質を、ウイルソン型格子クォ
ークを用いた格子QCDのシミュレーションにより研究した。ウイルソン型格子クォークは、理論的厳密さが確立してい
るが、多くの計算機資源を要求するので、T-積分法による固定格子間隔アプローチやヒストグラム法などの様々な技術
開発を行い、その実効性の検証を行った。それにより、ウイルソン型格子クォークを用いたものとしては初めての有限
密度状態方程式の計算を、フレーバー数２の場合、及び、より現実的な２＋１の場合に遂行した。また、静的クォーク
間ポテンシャルや、クォークが重い場合の有限温度・有限密度相構造を研究した。

研究成果の概要（英文）：By numerical simulations of lattice QCD with Wilson-type lattice quarks, we studie
d the phase structure of QCD at finite temperatures and densities as well as thermodynamic properties of t
he quark matter. Wilson-type lattice quarks are theoretically sound, but require large computational costs
. Therefore, we have developed several computational techniques including the fixed-scale approach armed b
y the T-integration method and the histogram method, and tested their efficiency. Applying these technique
s, we have computed the equation of state in two and 2+1 flavor QCD, for the first time with Wilson-type q
uarks. We have also investigated the inter-quark potential of static quarks and the phase structure of QCD
 at finite temperatures and densities in the heavy-quark region.
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１．研究開始当初の背景 
	 クォークは通常、陽子、中性子などのハド
ロンに閉じこめられているが、約１兆度以上
の超高温では溶け出して、クォーク・グルオ
ン・プラズマ(QGP)状態と呼ばれる、人類が
かつて経験したことのない物質の相に転移
すると考えられている。QGP の性質の精密
な理解は、初期宇宙の物質進化や物質創成メ
カニズムの解明への重要なステップである。
その実験的検証に向けて大規模実験が精力
的に進められているが、終状態に数千個以上
の粒子を含む複雑な重イオン衝突実験デー
タから QGP 生成の明確な証拠とその熱力学
特性を引き出すためには、格子 QCD による
QCD 第一原理からの理論計算が不可欠であ
る。特に、QCDの相構造において、1次相転
移の端の臨界点がどこにあるかは、重イオン
衝突実験の結果を分析する上で基本的な情
報である。しかし、相図の全体構造も細部も
未だに確定しておらず、格子 QCD の結果に
関しても不定要素が残されていた。 
 
２．研究の目的 
	 この研究の目的は、Wilson型格子クォーク
を用いた QCD において、相構造や状態方程
式の効率の良い計算手法を開発し、それによ
り、現実のクォーク質量に近い点で、有限密
度クォーク物質の熱力学的特性を解明する
ことである。 
	 有限温度・有限密度の格子 QCD 研究は、
現実に近いクォーク質量では、計算が楽なス
タッガード型格子クォークを用いた研究し
か行われていない。しかし、スタッガード型
クォークには、理論の対称性が QCD と違っ
ている、理論が非局所になる、などの未解決
の困難がある。有限温度・有限密度の解析で
は、ユニバーサリティーやスケーリングが重
要であり、スタッガード型格子クォークのこ
れらの欠点は深刻な問題を孕んでいる。原理
的問題が無い Wilson 型クォークの結果をス
タガード型クォークの結果と比較すること
により、格子による系統誤差をより精密に議
論することができるようになる。 
 
３．研究の方法 
	 研究方法としては、主に２つの手法を開
発・検証し、QCDの研究に適用した。 
 
（１）T-積分法に基づく固定格子間隔アプロ
ーチの改良とフル QCDへの展開 
	 格子 QCD において、系の温度は、松原理
論により、T = 1/(Nt a)で与えられる。ここで
Nt は格子の虚時間方向の格子点数、a は格
子間隔を表す。通常は、Ntを固定し、結合定
数を等物理線上で変化させることで aを変化
させて様々な温度を実現する。状態方程式は、
圧力を理論のパラメータ空間内の積分とし
て表す熱力学的公式により計算する（積分
法）。この固定 Ntアプローチでは、それぞれ
の結合定数におけるくりこみ等のために、計

算時間の多くはゼロ温度の計算に費やされ
ている。 
	 固定格子間隔アプローチでは、a を固定し
て（結合定数を固定して）Ntを変化させる。
結合定数が固定されているので、全ての温度
で等物理線上にあるという条件が自明に満
たされ、くりこみのためのゼロ温度シミュレ
ーションもその１点だけで十分である。他方、
結合定数のパラメータ空間内の積分を行う
通常の積分法は使えない。そこで、圧力を温
度の積分として表現する別の熱力学的公式
を用いることを考案した（T-積分法）。我々
は、この研究の前に、クエンチ近似 QCD で
方法の有効性を確認した。この研究では、そ
れをフル QCDに展開する。 
 
（２）ヒストグラム法による１次相転移と臨
界点の検出 
	 １次相転移や臨界点の位置は現象論的に
極めて重要である。観測量のヒストグラムや、
その対数として定義される有効ポテンシャ
ルは、そうした有限温度・有限密度相転移の
性質や次数を判定するうえで、最も直感的な
情報を含んでいる。しかし、系のパラメータ
依存性を詳細に調べる必要があり、多くの点
でシミュレーションを実行しなければなら
ない。また、相転移近傍では、各点のシミュ
レーションコストも高くなる。特に有限密度
シミュレーションは計算コストが高く、効率
の良い方法の開発が重要である。 
	 reweighting 法は、系のパラメータ依存性
を調べる上でも、統計的に難しい物理量の評
価を改善する上でも、有効であるが、系の作
用に現れる物理量に関するヒストグラムを
必ず計算する。そこで、ヒストグラムの評価
と reweighting法を組み合わせることにより、
相転移を容易に判定できる「ヒストグラム
法」を開発した。 
 
４．研究成果 
（１）Wilson 型クォークを用いた有限密度
QCD の状態方程式と重クォーク自由エネル
ギー	 ［Phys. Rev. D 82  (2010) 014508; 
Phys. Rev. D 81 (2010) 091501(R); 他］ 
 
	 この研究を開始した時点でWilson 型クォ
ークによる有限密度 QCD の系統的研究は無
かったため、Nf=2 QCD（動的なクォークと
して、縮退した u, d クォークのみを持つ
QCD）について有限密度の系統的シミュレー
ションを実行した。有限密度効果の評価には
化学ポテンシャルに関する Taylor 展開法を
用いたが、従来の方法だけでは誤差を十分抑
えられない物理量がいくつか有ることがわ
かったので、reweighting 法などを併用し、
加えて、有限密度の複素位相部分をガウス関
数でフィットしてシグナルを改善した。その
結果、統計ゆらぎをある程度抑えることに成
功し、Wilson型クォークとして初めて、状態
方程式やクォーク数密度揺らぎの化学ポテ



ンシャル依存性を計算した。密度ゼロ（化学
ポテンシャル＝ゼロ）では、有限温度相転移
は特異性のないクロスオーバーだが、化学ポ
テンシャルを大きくすると、密度揺らぎがピ
ークを形成するようになる。これは、化学ポ
テンシャルをもう少し大きくした所に臨界
点が存在することを示唆している。（図１） 

 
図１：クォーク数密度揺らぎの温度依存性。 

 
（２）T-積分法に基づく固定格子間隔アプロ
ーチによる有限温度状態方程式と静的クォ
ーク自由エネルギーの研究	 ［Phys. Rev. D 
85 (2012) 094508; 他］ 
 
	 2009 年に我々は、T-積分法に基づく固定
格子間隔法が、状態方程式を評価する上で極
めて有効であることを示した。この研究では、
それを現実的な Nf=2+1 QCD（縮退した u, d
クォークと、それらより重い sクォークを持
つ QCD）に適用した。CP-PACS+JLQCDグ
ループによる Nf=2+1 QCD のゼロ温度ゲー
ジ配位を利用することで、計算コストを大幅
に削減した。ウイルソン型クォークとして初
めて、Nf=2+1 の状態方程式の計算に成功し
た。（図２） 

 
図２：固定格子間隔アプローチによるウイルソン型

クォークを用いた有限温度 Nf=2+1 QCD の状態方
程式。pは圧力、εはエネルギー密度、ε- 3pはト
レース・アノーマリを表す。 
 

	 並行して、静的クォークの自由エネルギー
を研究した。通常の固定Ntアプローチでは、
自由エネルギーが温度毎に異なるくりこみ
を受けてしまうために、「近距離では温度効

果が小さい」等の物理的予想をインプットと
して使って、自由エネルギーの定数項を温度
毎に補正する必要がある。他方、固定格子間
隔アプローチでは、こうした作為的補正なし
に温度効果を調べることができる。 
	 図３に、静的クォーク自由エネルギーを示
す。固定格子間隔アプローチにより、自由エ
ネルギーが短距離で温度に依らないことが
直接示された。なお、図の右端の矢印は、ポ
リアコフ・ループ１個の期待値から期待され
る自由エネルギーの遠距離極限の漸近値で、
高温相ではクォークの閉じ込めが破れて、遠
距離で２個の独立なクォークに漸近するこ
とを示している。 

 
図３：固定格子間隔アプローチによる静的クォーク

の自由エネルギー。クォーク・反クォーク間カラー

１重項チャンネルの結果。黒はゼロ温度の自由エネ
ルギーで、その他は高温相における自由エネルギー。 

 
図４：デバイ遮蔽質量のフレーバー数依存性。縦軸

はデバイ遮蔽質量／T、Tcは相転移温度で、Nf=2+1
では 190MeVを仮定した。 

 
	 さらに、計算を様々なカラー・チャンネル
に拡大し、デバイ遮蔽質量の温度依存性やフ
レーバー数依存性を議論した。（図４） 
 
（３）変分法による格子スペクトル関数	 
［Phys. Rev. D 84 (2011) 094504; 他］ 
 
	 チャーモニウムなどのスペクトル関数は、
クォーク物質の性質を研究する上で重要な
情報を与えている。格子上ではこれまで主に、
最大エントロピー法(MEM)を用いた計算が
行われてきたが、結果の不定性の問題や、格
子上では離散的なはずのスペクトル関数が
連続関数になってしまう原理的な欠陥があ
る。我々は、変分法に基づいた対角化の方法



を用いて、離散的なスペクトル関数を仮定無
しに評価する方法を開発し、自由 Wilson ク
ォークの場合に、対角化の方法で用いる基底
の数を十分大きくすることで解析解が再現
されることを確認した。 
 

 

 
図５：クエンチ近似 QCDによる、擬スカラー チャ
ーモニウム質量（上図）とベクトル チャーモニウ
ム質量（下図）。MEMの結果と変分法（n：基底の
数）の結果を比較。横軸は中間子質量、縦軸はその

幅。縦の破線は中間子質量の実験値の誤差の範囲。 
 
	 次に、クエンチ近似 QCD で研究し、基底
状態に関しては、MEM によるスペクトル関
数のピークの位置とピーク周りの面積を再
現することを示した。他方、第一励起状態に
関しては、対角化の方法の方が実験値に近い
結果を導くことを示した（図５）。有限温度
では、格子サイズの制限により明確な結論は
得られなかったが、少なくとも臨界温度の 
1.4 倍 の温度まで、J/Ψやηc が消失する兆
候は確認されなかった 
 
（４）ヒストグラム法による有限温度・有限
密度 QCDの相構造の研究	 ［Phys. Rev. D 
84 (2011) 054502; Phys. Rev. D 89 (2014) 
034507; 他］ 
 
	 ヒストグラム法の方法論的検証を兼ねて、
クォークが重い領域の QCD の相構造を研究
した。クォークが重い極限は SU(3)純ゲージ
理論であり、弱い１次の有限温度相転移を持
つ。クォークを軽くすると、動的クォークの
効果により、１次転移が２次の臨界点を経て
解析的なクロスオーバー転移に変化すると
予想されている。 

	 まず密度ゼロ（µq = 0）の場合に、ヒスト
グラム法で臨界点を検出した。reweighting
法より、プラケット（ゲージ場のエネルギー
の自由度に対応する）に関する有効ポテンシ
ャルのプラケット微分は、ゲージ結合定数β
を動かしても、定数項が一定の変化をするだ
けであることがわかる。これを利用すると、
様々なβにおけるシミュレーション結果を
組み合わせて、有効ポテンシャルの微分をプ
ラケット期待値の広い範囲で高精度に評価
することができる。図６は、有効ポテンシャ
ルのプラケット微分を様々なクォーク質量
で計算した結果である。１次相転移に特徴的
な S字型の振るまいが、クォーク質量を小さ
くすると次第になだらかになる様子が見て
取れる。S 字のくびれが無くなるクォーク質
量が臨界点である。 

 
図６：有効ポテンシャルによる、重クォーク領域に

おける QCD 有限温度相転移の次数に関する研究。
Nf=2 QCDにおけるプラケット有効ポテンシャルの
微分を、ホッピングパラメータ(κ〜クォーク質量の
逆数)の関数として表す。 
 

 

 
図７：重クォーク領域における Nf = 2+1 QCDの臨
界面。上の図は、u,d,sクォークに均等に化学ポテン
シャルが作用する場合、下の図は、u,d クォークに
だけ化学ポテンシャル µudがかかり、s クォークに
はかかっていない場合の結果。 
 



	 次に、この解析を有限密度に拡張した。有
限密度によるクォーク行列式の位相項を無
視した「位相クエンチ QCD」に、位相の効
果を取り入れることにより、化学ポテンシャ
ルが小さい場合の有効ポテンシャルを評価
した。こうして得られた Nf = 2+1 QCDの臨
界面を図７に示す。上の図は u,d,s クォーク
に均等に化学ポテンシャルが作用する場合
で、下の図は、重イオン加速器実験で実現す
ると期待されている、u,d クォークにだけ化
学ポテンシャルが作用する場合の結果であ
る。図の臨界面の向こう側は有限温度 QCD
相転移が１次で、手前はクロスオーバーとな
る。 
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