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2002年度から 5年間， 2007年度から 5年間，合計 10年間の SSH研究で，大学での学びにつながる数学に注

目して「統計J，r微分方程式jなどを含む 62の教材とそれらを含んだカリキュラムをi7再発すると共に，教育研

究会や教員研修会などを実施し，教材実践の内容を公開した。今年度から新たに 5年間指定された SSH研究で

は，生徒の国際交流や研究発表を意識しながら，これまでの取り組みを継続し，内容のさらなる充実をiヨ揺す。

また，生徒の数学への興味関心を高めるための f特別講座j の実施，サイエンスコミュニケーション能力の

育成を図る取り組み，数学オリンピックや数学科学研究部など生徒の数学的活動の支援，筑波大学学生に向け

た基礎統計学の講義として自由科目「基礎から学ぶ統計の世界j なども継続して行っている。

キーワード:サイエンスコミュニケーション，中高大院連携

1 はじめに

本校数料ヰでは，筑波大学や他大学の数学関係者の協

力を得ながら，大学や社会で、の学び、につながる数学教材

の開発およひ守旨導法の研究を行っている。2002年度から

指定を受けたスーパーサイエンスハイスクーノレ(以下

SSHとi船研究『先駆的な科学者・技材渚を育成するた

めの中高一葉カリキュラム研究と耕ジ摘発』の中で数学

科は，大学で、の学び、につながる数学に注目し，特に「統

計J~長田の鞘数を掴む考え方や手法)および「微分方程

式J(微小な変イヒから関数の:断数を捉える考え方)に関す

る教材開発と授業実践を行った。また，それらを材交の

実態に即した中高一貫のカリキュラムへ配置するととも

に，教育研究会などで公開し，その効果を確認すること

ができた。さらに， 2007年度から 5年間の指定を受け

た SSH研究『国際社会で活躍する科学者・闘?者を育

成する中高一貫カリキュラム研究と耕オ開発』では，こ

れら以外の分野を含めて，生徒も教師も興味を持って取

り組めるような魅力的で有効な耕オを数多く関発し，中

高一貫カリキュラムの充実を告指した.指定最終の2011

年度までに 62の耕才を開発し カリキュラムに配置す

ると共に，教育研究会や教員研修会などで発表した。

今年度から新たに 5年間指定された SS託研究開lE広

い教養と深い探究心をもっ国際性豊かな最先立儲iJf究者を

育成する高大連携フ。ログラムの研究と潟j倒では，生徒

の毘際交流や研究発表を意識しながら，耕寸・カリキュ

ラム開発や教員研晴彦会などを忠世話莞し，内容のさらなる充

実，他校への普及を呂指す。今年度，既に2つの粉、オを

開発し， 2回の教員研修会も実施している。

また，耕イ・カリキュラム開発以外に，生徒の数学へ

の興味関心を高めるための「特別講座ムサイエンスコミ

ュニケーション能力の育成を目指した総合学習「ゼミナ

ーノレJ，rテーマ研究J，数学オリンヒ。ツクや数学研究部な

ど生徒の数学的活動の支援，筑波大学学生に向けた基礎

統計学の講義などを実施している。以下，その取り組み

を報告する。

2.今年度の研究

2.1.教材の開発

今屈の5年計画の『創造的な耕オ・指導法及びカリキ

ュラムの開発~中高6カ年から大学へJとし1うタイトノレ

には，中高一貫校である本校の特色を活かしたいという

願し 1がこめられている。

料交に入学してくる多くの生徒は，受験勉強の影響で，

<Proj ect research> 
Creative Teaching Materials， Method and the Development of the Curriculum 

幡 Fromsix years of a junior and senior high school to the university -
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答えを早く正確に出す一能力を持っており，特に中学の柔rr

入生の殆どは算数に熟達している。しかし，計算・轡j卒

は速いけれども，中学以降の数学で理解が深まらない場

合や，数学的思考・論理的思考になじめない場合，一般

化・公式にとらわれ，思考が発展しないケースなども見

受けられる。

中学の数学で文字に出会い，方程式を使えるようにな

ると，それまでの算数的思考を節約して誌題が解けてし

まう。微積分や複素数などでも一歩高い手段を学び，一

気に見婿らしが良くなる飛躍があるのは誰もが実感でき

るところだ。このような感激は実に大きい。また逆に，

眺望のよい高いところで、は小さい木々や花は見えなし¥。

一般性を追求すると課題に回有の意味や特殊性は見えに

くくなるが，自然科学・社会現象に数学を応用するとき

には，より原始的な位置まで戻る場合もありうる。要す

るに普通性も個別性も必要なので、あって，数学の勉強は

一般性・普遍性を追求しながらも，個別性・特殊性を味わ

うことも大切なのである。そのことは中高から大学への

蹴ものなかで意識しておきたい。それには，適切な耕i

が欠かせない。

そのためにはこれまで開発してきた「統計j と「微分

方程式j の耕枚、けでなく，様々な分野において，大学

で、の学び、につながる数学耕一イ，魅力的で有用な耕オを開

発する必要があると考えられる。そこでさまざまな場面

の教材を開発することにした。充実したカリキュラム作

成のために，生徒も劉市も意欲的に取り組めるような教

材をできるだけたくさん開発し，魅力的な学びを目指し

ていきたいと考えている。

今年度新たに我々が研究し開発している耕オは次の 2

つで、あるO

-平対:艮の連分愛知喪関

・正多面体の面や辺の作る角

2.2.その他のSSHの取り組み

開発した教材・カリキュラムは教員るi7f(1彦会などで公開

し，参加者から今後の研究の十旨針を得ている。本年度は

以下の布刊彦会を知志した。

(詳細は材交SSH報告書参照)

. SSH 数学科教員1l3f(~会由香川

(2012年8月29日実施，会場香川県立観音寺第一

高校，参加者約30名)

. SSH交流会支援教員研修数料ヰ教員研修会

(2012年四月 9日実施，会場本校オープンスペー

ス，参加者約 100名)

2.3.数学特別講麗

SSH事業として，魅力ある内容に関する「数学特別講

座Jを大学の先生や卒業生に実施していただいている。

この講座の目的は，中学高校の授業で学ぶ数学が将来ど

のように発展するのか，どのように活用されるのか等を

知ることを通して 生徒の数学への興味・関心を高める

とともに，数学に対する理解を深め，数学を学ぶ意義を

感じてもらうことである。なお，これらの内容も授業に

取り込める耕寸として研究する必要があると考えている。

本年度は次の講座を実施した。

(詳細は対交SSH報告書，特別講座講義録参照)

• r高次元;J標本のデータ科学j

講師青i嶋誠筑波'大学大学院数理物質系耕受

日時 2012年 12月 11日伏) 13:30~ 15:00 

参加生徒 中1から高3までの希望者79名
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{アンケートの自由記述より抜粋}

(中 2)内容はとても難しく あまりわからなかったが

要点はなんとなくつかめた。

(中 3)高次元になればなるほど，ガウス分布では球状

に，それ以外では十字伏に分布するとし1うのが面白し 1と

患っ7こ。

(高 1)ガウス分布に基づけば球密集中，ノンガウスだ

と座標車操中になるとし 1う鮮やかな説明が印象に残りま

した。

(高 2)マトリクス・ベクトノレは大事で、すね固定観念

を脱して相手のl断教をつかむ。実用性から飛ばなかった

のでわかりやすかった。続編に期待。

(高 3)CDM法によって誤差の少なし中佐測ができると

分かつた。

. r素数の不思議j

講師伊藤哲史京都大学大学院准初受

(本校44期卒業生)

日時 2012年 12月 13日 (木)13:30'"'-15:00 

参加生徒 中1から高3までの希望者45名

[アンケートの自由記述より抜粋}

(中 1)聞震が素数で3辺が有理数の三角形が興味深か

った。論理的な演算をコンピュータに行わせるという手

法を自分でも使いたいと思った。

(中 3)現代数学ってすごいな

(高 1)保型形式のxの係数を見ることで，

P =(2次話。を満たすpを調べられるのが意外でした。

(高 2)一見仰の法員Ijもなさそうな素数について，すで

にこのような杓互法射が発見されていて，さらにあのよ

うな予想がなされているとは知らなかった。素数，スゲ

』ー I I 

(高 3) 素数定理が蔀iきかった。 N 以下の素数が

N /logNで近似できるというのは興味深かった。

2.4.学年を越えた少人数学習の研究と実践

サイエンスコミュニケーション能力の育成を目 i~旨して，

高校2年生の総合学習「ゼミナーノレJを，オ司交他学年の

生徒やOBの学生も参加する形で実施している。これは，

高校3年生の総合学習(テーマ研究)につながる。生徒

は研免求泉ーをレポートにまとめるとともに，本|交のテー

マ研究発表会だ、けで、なく， SSH生徒研究発表会など'斜交

外でも発表している。今年度も OBの大学生の発表，中

学3年生も参加しての高2生徒のプレ発表，大学の先生

の講義などを実施している。今までの参加者のアンケー

トから，相互に刺激を受けていることがうかがえ，効果

的な取り組みであると考えている。

2012年の研究内容予定一覧抜粋

. 1列を平面で、

.コラッツの問題(名古屋大HPより)

・自然数累乗の和 t乗

・同値，背理法

-統計学

・チンチロリンゲーム

.幾何学

・フィボナッチ数， リュカ数，整数で公式

.微分方程式

・フィボ、ナッチ数

-ゲーム(花キυの確率

.組合せ

・統計学必勝法

.必勝法

・モノイドの微分

・パスカノレの三角形を3次元に

・3次元で複素数のグラブ，断面
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-統計学

・漸化式

・レゴ，点のラインの最小，シャボン玉

.ゲーム

なお，中学3年生対象の中学版ゼミナールで、あるテー

マ学習を，昨年度7年ぶりに復活させた。今年は「身近

にある統計学Jとしづ内容で， 8名の生徒が数学的な課

是悶究に取り組んでしも。

これらの研究を基に，今年度に学外で生徒が発表した

発表会のうちマス・フェスタJ，r高校生による MIMS

現象数理学研究発表会j について紹介する。

2.4.1.マス・フェスタ(数学生徒研究発表会)

「マス・フェスタ(数学生徒研究発表会)Jは，平成

23 年度にコア SSH の指定を受けた大~1ZR守立大手前高校

が数学jに特化した取り組みとして戴包しているコア

SSH事業の一環で，今回で4回呂である。この発表会は，

数学に関する生徒の取り組み等(課題研究，部活動等)

の研究発表を行うことにより，数学に対しての興味・関

心を高め，今後の数学教育活動の発展に資することを目

的としている。そのため，全国から日頃，数学に興味・

関心をもった高校生たちが集まり，互いの研究発表を通

して交流し，研究を深めていくことができる発表会とな

っている。今回初めて本校より生徒2名が参加した。

日時 :8月25日 (土) 9:00~16:00 

会場:ドーンセンター(大阪市中央豆大手前1-3-49)

内容:全国から 30校，約 500名の高校生が参加。生

徒による数学研究(熟習亦究等)についての発表会

(口頭発表34本，ポスター発表66本)を 3つの分

科会に分かれて実施し，その各発表について，大学

の先生方から講評をいただく。

以下，本校生徒の作成した要旨から一部を示すユ

. r交通の最適化j

(高校 1年 口頭発表&ポスター発表)

目的:自動車が普及した現在において，交通の最適化は

渋滞を減らすためには欠かせないものとなっている。そ

の中で，どのように最適化することができるのかを考え

るに当たり，まずは交惹I去における信号の最適化を数学

で考えることにした。

方法:まずは右図のような場合

を考える。この縦直進をα[台

/税，横高隼をβ[台/紛，横右

折・横左折・説走右折・縦左折を

r[台/秒]と置き，黄色は3秒，

赤は 3秒，車の間隔は 1台呂

は青になった 1秒後，それ以

降は平均 3秒おきに停止線を超えると設定し(学キ苅なの

計測データより)，計算を行った。また，今回は歩行者

を考慮に入れないことにした。

4
h
t
 

. r正多角形の面積と等しい面積の正方形の作図j

(高校1年ポスター発表)

目的:計算を利用することによって，正多角形の面積と

同じ問実の正方形を作図できるか工夫する。

方法:正n角形を，合同なn

偲の二等辺三角形に分割す

る。二等辺三角形の面積を三

角関数を用いて求めてn倍

する。正方形の 1辺の長さは

面積に根号をつけた値であ

るから，これを作図できる形

に変形する。
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参加した生徒は，数学好きな高校生が全由にたくさん

いることに感激して，次も是非この発表会に参加したい

という思いを強くもったようで，早速，新たな研究に向

けて取り組む意欲を示していた。このように，数学だけ

の生徒発表会に生徒が参加することで，数学についての

興味・関心がさらに高まったと考えられる。

2.4.2.高校生によるMI隠現象数理学研究発表会

「第2田高校生によるMIl¥在S現象数理学研究発表会j

は，明治大学先端数理科学インスティテュートの主催で

行われ身の回りの現象を数理の目で見るjというテー

マのもとに，全国の高校生が研究発表を行うものである。

今年が2回目の開催であり，本校では第 1IEJより口頭発

表，ポスター発表にて参加している。

E時:10月8日(月・祝)10:00'""16:30 

会場:明治大学駿河台キャンパス 紫紺館

(東京都千代田区神田小)'I町3-22-14)

内容:全国から高校生が集まり， 6件の口頭発表と 12

件のポスター発表を行う。その後，明治大学先立開計

の教員による生徒への講義の間に，中央大学藤田岳

彦耕受を審査委員長とする，大学教員による審査が

行われ，優秀な発表が数件表彰される。

料交からは，口頭発表2件，ポスター発表3件の，計

5件の生徒発表を出展した。題呂と発表の様子は以下の

通りである。

-口頭発表「交通の最適化J(高校1年3名)

-口頭発表「たし算とかけ算で告然数を作るとき

の最小値J (高校3年)

-ポスター発表「平面上の有限点集合のb~l~高;fí~'3守情報

から生成したある種の有向木の高さについてj

(高校 21~三)

-ポスター発表「立体の切断についての考察J

(高校 21~三)

-ポスター発表「四円柱の共通部分J

(高校 1年4名)

審査の結果交通の最適化jが奨励貰， r立体の切断

についての考察jが最優秀ポスター賞として表彰された

が，その他のし 1ずれも甲乙つけがたい優秀な発表で、あっ

たとの講評を受けた。
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生徒にとって，大学教員や全国の高校生に自分の研究

成果を直接見てもらえる機会は非常に貴重なもので、あっ

たように思う。また，今後京臨続して研究を深めていくた

めのヒントも大いに得られた様子で，発表を通して成長

する生徒の姿を実感できる発表会で、あった。今後もこの

ような発表会に生徒が参加することを奨励し，実施して

し¥きたい。

2.5.生徒の数学的活動の支援

特別講座間様，生徒の数学への興味関心を高めるために

数学オリンヒ。ック(品在0)・数学ジュニアオリンヒ。ック

(J，品在0)への参加を募っている。今年度もぬ在Oに89名，

JJMOに133名 (11年度はぬ在077名， J，品在0139名)

が応募した。

また，数学に興味関心を持った生徒が集まり研究活動

を行う部活動「数制斗学研究会j の支援を行っている。

本年震も文化祭での発表に多数の来場者を得るとともに，

研究レポート集を発行した。

2.6.筑波大学 自由科目「基礎から学ぶ統計の世界j

筑波大学が 2008年度から実施しているリメディアノレ

教育は，昨年度より単位認定の自由科目として設定され，

「統計学の基礎を学ぶJとし 1う目標で，本校数料ヰおよ

び筑波大学附馬高校(文京区)数学科の教員が授業を担

当している。

本年度は 5 月と 6 月の土曜日 10 時~15a寺に，大学の

普通教室とコンピュータルームで期信した。

大学への学びにつながる数学を目指す我々にとって，

高大連携とし 1う意味でも有用な取り組みである。

3.開発教材一覧

ヲ封印 今年度開発中のもの・本冊子に掲載したもの

fA.代数仏1gebra)J ， f An.角材斤仏nalysis)J，fG.幾何

(Geometry) J ， fp確率(Probability)J ， 

fS.統計(Statistics)J， fD.微分方程式(Differential

Equation) J ， f O.その他(Others)J

各項自を整理する際，中学を小文字，高校を大文字に

して，機重を区別した。また，教材開発の際に想定して

いる，もしくは，実際に授業をおこなった学年を数字で、

示した。学年を特定していない耕オや複数学年での取り

扱いを想定している教材は，数字の代わりに「むを用い

た。

(f:91J) an2. 合成関数とグラフ 中学2年の「角続的

Gl-2.デカルトの円定理 高校 1年の「幾何jその2

以下，今年度に開発した2つの耕才(大手p)を記載する。
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区分 教材名 年度 区分 教材名 年度

a1. 整数 2008 G2. 正 17角形の作図 2008 

al-2. 有理数 2007 G2-2. ベクトノレの内積と方べきの定理 2011 

a3. 暗号理論と整数論 2006 s1. 統計の基本 2006 

A1. 数と方程式 2008 s2. 標準偏差・近似直線 2006 

Al-2. 平方根の連分数展開 ヲた 2012 s3. 正規分布と標準化 2006 

A2. 離散な数列と連続な関数 2009 s3-2. シミュレーションによる授業 2006 

A2-2. エiぐ4と区分求積法 2011 S1. lill帰直線，相関係数 2007 

A3. 量換と正多面体群 2007 Sl-2. 数理統計学入門 2009 

A3-2. 1次変換の線形性 2008 S2. 残差分析によるデータ系列の関係 2007 

an1. 2元 1次方程式とその応用 2007 S3. 主成分分析入門 2007 

an2. 合成関数とグラフ 2009 S3-2. 正規分布の平均の推定 2008 

an3. 絶対値を含む関数のグラブ 2009 d1. 
自然数の手IJ，平方数の和，立方数の

2007 
flJ 

an3-2. 
絶対値とガウス記号を含む関数の

2010 
ソフトウェアによるグラフ描画

dl-2. 『数える』 2010 

An1. 2次関数 2007 d2. グラフや図形の移動・変形 2006 

Anl-2. 2次関数 (2) 2009 d3. 2次関数の接線 2006 

Anl-3. 和や積のグラフ 2010 d3-2. 面積・体積 2006 

An2. 円j奇率の近似 2007 d3-3. 最大・最小 2006 

An2-2. 二角関数表を作る 2006 D1. 包絡線 2006 

An2-3. 加法定理から導き出される多項式 2006 D2. 
グラフ描画の方法

ーテクノロジーへの挑戦-
2007 

An2-4. 三角関数の和と積の周期 2011 D3. 包絡線(その 2) 2006 

g1. 四角形の合同条件 2008 D3-2. 微分方程式 2006 

gl-2. 作函の教材 2009 D3-3. 微分方程式の応用 2006 

gl-3. 四角形の性質(包含関係) 2010 D3-4. 関数のグラブの描酪法 2008 

gl-4. 正多面体の面や辺の作る角 大 2012 D3-5. 曲線と面積 2008 

g2. チェバ・メネラウスの定理 2007 01. 4元数を高校数学へ 2007 

g3. 立方体の切断 2007 02. 有限世界の数学 2007 

g3-2. 反転法 2007 p2. 身近な確率・連続変量の確率 2011 

g3-3. 立方体の切断 (2) 2009 Pf1. 組合せの確率モデ、ル 2007 

G1. 四面体の幾何 2008 Pf2. EBIと確率・統計 2007 

Gl-2. デカルトの円定理 2009 Pf3. 無限集合の確率 2008 
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A1-2.平方根の連分数展開

関連分野:代数分野，解析分野

高等数学:角材庁

対象学年:高校1年生

関連単元:数と式

教材名:平方根の連分数展開

《平方根の連分数展開》

数学 Iの基本事項である分母の有理化では，

，1 =[2-1 
.. .1 2 + 1 

のような計算が登場する。技能の習熟に終始している

と見過ごしがちだが，この式は両辺に同じ平方根をも

つにもかかわらず，左辺は分数，右辺は分数でないも

のが等号で結ぼれている。これは一種の驚きをもって

迎えられるべきものであろう。本稿では，このような

平方根の計算に特有の現象から発展させ，正の数の平

方根を連分数で表示することについて考える。

1.平方根の連分数展開

上の例で，左辺と右辺をいれかえ，式を変形すると，

[2  -1，つまり[2の小数部分について，

[2  1= ~ ① 
2+(.J2 -1) 

という式が得られる。右辺に再びJ玄-liO朔れるの

で，①自身を代入してみると，

[2  -1= 人

2+2+(JI-1) 

2+ 

2+2+(止-1)

以後も同様に，代入を無限に繰り返すことができる。

これを，[2の連分数展開という。

[2  =1十人
2+ ..L 

2+十二一-
L 十・..

以下，これを高木貞治 (1971)W初等整数論議義第 2

版』にならって，

In 1 1 1 1 1 ，/2 =1+一 一 一

2 + 2 + 2 + 2 +・・・

と表記することにする。

同様にして，

I /3  -1 
/3  +1 - 2 

から得られる式

/3  -1= 乙
2+(.J3 -1) 

を用いれば，/3t以のように表されることがわかる。

，!3 =1+~ ~ ~ ? 一 十一一一一一一一一
_. 2 + 2 + 2 + 2 +・・・

2.平方根の連分数展開の一般化

これら[2，/3の連分数展開を一般化し，任意

の平方根.[;(xは整数)において連分数展開を行う

には，もとになる式を次のようにすればよい。

.[;の整数部分を ρとする。

(.[;汁)(.[; -a) = x -a2 であるから，

x-α2 
，/ X -a =--;:::::一一

，/ x +α 

2α+(.[; -a) 

よって，

I x -a2 x -a2 x -a2 

，/ X α十一一一一一 一一一一一一 一一一一一

2a + 2α + 2a +・・・

例えば，整数部分が2である平方根は，次のような

連分数で表される。

fア 111 1 
，/ 5 = 2 +一一一一

4 + 4 + 4 + 4 +... 

fア 2 2 2 2 ，/6 = 2十一一一一
曹 4+ 4 + 4 + 4 +... 

~ n .  3 3 3 3 ，/7 = 2 +一一一-
4 + 4十 4+ 4 +... 

~ n .  4 4 4 4 ，/8 = 2十一一-

4 + 4 + 4 + 4 +・・・

整数部分が3である平方根についても同様である。

パ-;:: 1") 1 1 1 1 ，/10 = 3 +一一一一

6 + 6 + 6 + 6 +・・・

庁丁 222  2 ，/11 = 3十一一一一

6 + 6 + 6 + 6 +・・・

斤γ33 3 3 ，/12 ニ 3+一一一一

6 + 6 + 6 + 6 +・・・

庁三1") 4 4 4 4 ，/13 = 3十一一-

6 + 6 + 6 + 6 +・・・
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この式には，次のようにすると根拠が与えられる。

1 111  
す+4 +す+4+...=X

l xニ

2+ 1_ 
Lt+x 

とおくと，

自然数の平方根は小数で表すと循環しない無限小数

となることカ咲口られているが，連分数で表すと循環す

ることになる。また，この連分数展開によって得られ

る連分数に現れる数は，ある一定の規則性をもつこと

も見てとれる。(ただし，後述の通り， 1つの数に対し

て，連分数による表現は何通りも存在する。)

が成り立つ。分母を払って整理すると，

4十 X

x = 9 + 2x 

x(2x+9) = 4+x 

2X2 + 8x -4 = 0 

x2 + 4x -2ニ O

3.連分数の約分

ここまでの概要を生徒に投げかけてみたところ，次

のような疑問があがった。

~ n 2 222  ，/6 = 2十一一一一

4 + 4 十4 + 4 +・・・

は，約分したら

2+~ ~ ~ ~ 一一一-

2 + 2 + 2 + 2 +・・・ x =-2土庁

明らかにx>oであるから，x=-2+江を得る。

一方，このような例もある。

lて 1 1 1 1 ，/2 = 1十一一一一

2 + 2 + 2 + 2 +・・・

10 n 4 4 4 4 ，/8ニ 2十一一一一

4 + 4 + 4 + 4 +・・・

[2の小数部分は[2-1，J志すなわち2σ
の小数部分は2Jτ-2であるから，J玄の小数部分

は，[2のd細分のちょうど2倍で、ある(整数部分

への繰り上がりがない)。したがって，

4 4 4 n (1 1 1 
4 + 4 + 4 +・・・ ¥ 2 + 2 十2 +ぃ.) 

211  
2 + 2 + 2 +・・・

になるように思えるが，先ほどの結果から，

+~ ~ ~ ~ =，!三一一一一一ご，/2+ 1 
2 + 2 + 2 + 2 十・・・ w ー

である。これでは， 16のd細分と[2の小数音1)

分が同じということになってしまうではないか，とい

うのである。本節では，この疑問を解決するために連

分数の約分，通分について考えてみたい。

いまの例では，

(ω
 

の約分を考えた。約分とは，分子と分母を同じ数で割

ることであるから，分子と分母を 2で、割ってみる。

であることが推測される。

実際に約分してみると，たしかに
2+ 2 ~ =2+_1 

4十とー 2十二

x x 
2 

2+ 2 
4十一一三一

4 + ... 

2 

2+ 1 

b ーとー
生+...

4 

4十 4ι

4十一三一
生十...

であることに留意すると，

2 

2+ 1 
2十一..L

2+ ... 

このことが示される。となるから，
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である。ここで，囲みの部分についてはすでに分子が

1になっていることに注目したい。次に約分が可能な

のは，囲みの部分の分母で“4十"の後ろにある分数，

つまり分子が2になっている部分で、あるD

以上のことから，次の結果が推測される。

rc 0.  1 1 1 1 ，/6 = 2 +一 一 一 一

2 + 4 + 2 + 4 +・・・



これらのことから，連分数の約分については，次の

ように一般化してまとめられる。

αp ar p r t 

+ aq + s 十 μ +... ・・・+q + S + μ + 
のような変形も考えられる。

また，

Ir ti 1 1 1 1 .. .15 =2+一一一一 <2+~
4 + 4 + 4 + 4 +・・・

であるから， 15については4淵分の捕まで考え

ることができる。すなわち，

はγ 44 4 4 ，/20コ 4+一一一一
8 + 8 + 8 + 8 +・・・

この計算規則によって，例えば，

r-;;- .， 2 2 2 2 
，/3 = 1 +一一一

2 + 2 + 2 + 2十

コ l+l 1 2 2 一一一一一1 + 2 + 2 + 2 + 

こ l+l l 1 1 一一一一一
1 + 2 + 1 + 2 + 

け~ r. 8 888  
，/ 45 = 6十一一一一一一

12 + 12 + 12 十 12 十・・・

ロ-;:;- () 16 16 16 16 ，/80コ 8+一一一一
16 十 16 + 16 + 16 +・・・

~ ti. 4 4 4 4 ，/8 = 2 +一一一
4 + 4 + 4 + 4 + 

コ 2+l 1 4 4 一一一一
1 + 4 + 4 + 4 + 

をそれぞれ約分してみると，たしかに小数部分が2倍，

3倍， 4倍になっていることが見て取れる。同様のこ

とは行芯でもにの場合は6倍まで)可能である。

=2+l 1 1 1 一一一一一
1 + 4 + 1 + 4 + 

4.正則連分数

前の節では，

fア 1 1 11  ，/6 = 2十一一一
2 + 4 + 2 + 4 十・・・

のような約分も可能である。

さて，先ほど、の12と仔 =212のような例が

他にもあるか見てみると，

Ir ti 2 2 2 ，/6 = 2 +一一一
4 + 4 + 4 + 

2 
4 +・・・

であることを 2次方程式によって示したが，この式は，

次のような方法によっても導くことができるD

について，

<
 

江

[6 -2= 2 より
，/6 + 2 

であQir~G，小知山

σ4 =4+~ ~ 8 8 ...， "L....I. 十一一 一一一一一-
" -ー 8 + 8 + 8 + 8 +・・・

F-2=(42) 

ー一
民-2= J より
乙，/6+ 2 

また，

であり，小数部分を取り出してみると，たしかに

8
一
8

8
一
8

4
一
8

2
一
4

十

十

8
一
8

4
一
8

2
一
4

2

7

十

+

+

+

4
一
8

2

7

2
一
4

2
一
4

十

4+([6 -2) ③ 

F-2 

したがって，
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続けて[7-1= ，i より
，/7 + 1 

(・.・②)

2十(べつ
f6 -2= 

Jナ-1 3 

2 [7  +1 

1+( 久-~J ⑥
さらに， [7  -2= ~ より

，/7 + 2 

J7 -2 1 

3 J7 + 2 

4十(汀-2) ⑦ 

これでようやく分配[7-2そのものが現れた

ので，④~⑦より

れ叫ん-2) 

以下繰り返し代入して，求める連分数展開を得る。

連分数において，分子がすべて 1である形のものを

正則連分数という。すなわち，

fア 2 222  ，/6 = 2十一一一
4 十4 + 4 + 4 十・・・

は正則連分数ではないが，

Ir (). 1 1 1 1 ，/6 = 2 +一一一
2 + 4 + 2 + 4 +・・・

は正則連分数である。

正則連分数を得るには約分をすればよいが，一方で，

(γ ③) 

[ 7-2= 1 
l 十一一 よ

1+ 

1+4+(汀-2) 

~ (). 3 3 33  ，/7 = 2 +一一一一
4 + 4 + 4 + 4 +・・・

のように，約分しでも正則連分数にできそうもないも

のもある。そのときは，本節の冒頭にあげた方法を用

いれば，正期連分数に展開することができる。

具体的には，次のようにする。まず，

であることがわかり，次の正則連分数展開が得られた。

r;; f). 1 1 1 1 1 1 1 1 .J7 =2+一一一一一一一一

1 + 1 + 1 + 4 + 1 + 1 + 1 + 4 +・・・

汀 -2= 3 より
，/7 + 2 

このアルゴリズムは，有理数に対して行うと，ユー

クリッドの互除法のアルゴリズムそのものとなる。す

なわち，

σ-2=1十)

ー一
このように分子はlにしておき，分母は整数部分と

小数部分に分けておく。次に，

コ 2+ _14 
3+ーと

18 
1= 6 より

，/7 + 1 
(山

ご 2+ 1 =2+_1J 
3十一よ 3十二

18 6 
3 

Jナ-1 2 

3 Jナ+1

といった具合で、あるO 分子を lにする操作は逆数を取

る操作，整数部分と小数部分に分ける操作が整除に対

応し，これによって除数(分母)が次のステップにお

ける被除数(分子)に，剰余(小数部分の分子)が次

の除数(分母)となっていることがわかる。

ー一
ここでも同様に，つねに分子を 1にし，分母を整数

部分と小数部分に分けるD これ非暴り返してゆく。
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この疑問を解決するには連分数として表現された

数が，有限の値に収束するかということを考える必要

がある。すなわち，無限連分数で表された数

b， b0 bっ bバ b..
。ハ+ーニ一 一よー -4- - 4ー ーニ」 こ α

V α1 + α2 + α3 + α4 +... a
l1 

+・・・

に対して，これをn番目で、打ち切ったものを

b， b0 bっ bA b.. 
。ハ十一」一一よ一一」一一」一 一」ムー =α-

a1 + α2 + α3 + a4 +・・・ α 

とおく O このとき，

が成り立っているかど、うかを調べればよい。

その証明に踏み込むことは本稿の趣旨から外れると

思われるので割愛するが，次のことが知られている。

各αk' bk (k = l， 2， 3， • • .)がo< bk三五引を満

たすならば，

limα11α 
11-今co

5.連分数の収束

これまでの連分数展開は，すべて平方根の整数部分

と小数部分に着目して式変形を行ってきたものであっ

た。しかし，河辺に向じ平方根を含む式であれば，ど

のような式から出発しても連分数展開は得られるのか，

ということも生徒から疑問としてあがった。例えば，

12 -1 = ~③ 
，/2 + 1 

12= ~ 
1+(、2

という 2本の式を用いると，

12 -1ご J
，/2 + 1 

...⑨ 
1) 

(γ ③) 

limαη=α 
11-今co

l節から 4節までであげた連分数は，その展開アル

ゴリズムの性実から，すべて各内，んがo< bk三三引

を満たすようになっているO 一方で，先にあげた

r-;:;- 1 1 2 1 2 
，/2 = 1 +一一一-

1 + 1 + 1 + 1 +・・・

(・.・③)

1+ 
， 1+(12 -1) 

であるから，連分数展開として

r-;:;- 1 . 1 2 1 2  ，/2 = 1十一一一
暫 1 + 1 + 1 + 1 +・・・

が得られる。しかし，

12=ーし
12 

のような連分数が，単なる形式的なものでなく，値と

して意味をもつかどうかについては，収束についてさ

らに検証することが必要である。

という式だけを用いて，

ι十=;二

σ マー
参考文献

[1]木村俊一 (2012)w連分数のふしぎ・無理数の発見
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十+
 

σ
 

ちす

これは許されそうにない。なぜと連分数展開すると，

なら，

2 
αコヲ-

0 

(2012須藤)

という式は， 0で、ない任意の数αについて成り立つも

のであり，連分数

2 222  
0+0 + 0 + 0 +・・・

が1つの値をとるとは考えられないからである。する

と，同様に先にあげた

1十 121 2 一 一 一 一
1 + 1 + 1 + 1 十・・・
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gl-4.正多面体の菌や辺の作る角

関連分野:空間図形、ベクトル

高等数学:幾何学

対象学年:中学 1， 2， 3年生

関連単元:空間図形

教材名:正多面体の面や辺の作る角

《正多面体を還して空間図形に親しむ》

図形の性質は論理的な思考を養成する格好の題材で

あるが、魅力的なものほど難しい。特に空間図形は立

体をイメージする必要があり苦手とする生徒も多い。

三平方の定理や相似の応用として空間図形が題材にな

るが、それ以前には基本的な空間図形しか扱っておら

ず、突然複雑な立体の計量に取り組むことも影響して

いると思われる。中学 1年で正多面体を通して空間図

形に殺しみ、空間での平面や直線の位置関係などの基

本事項や、切断面に注目する考え方を体得させたい。

具体的には、作図を通して平面図形の基本性質を確

認した後、それらの応用を兼ねて空間図形を扱う。空

間図形の基本'性質(平面や直線の位置関係、及び柱体

や円錐などの立体の構成など)を確認した後、実際に

正多面体の模型を作成する。そして作った正多面体を

手元に置きながら、面や辺の位置関係について考察す

る。

面や辺の位置関係、について、立方体(正6面体)や

正 4面体は基本的であるが、正 8面体、正 12面体、

正 20面体は考えにくい。しかし、模型を手にしてい

れば様々なことに気がつく。そしてそれらの作る角を

作図することを通して、正多面体の対称性や切断面に

注目することになる。

なお、教材~g3-1.立方体の切断Jは切断面の計量

を行わなければ中学 1年生で実施可能なものである。

こちらを先に扱うとより理解が深まるであろう。

以下、正多面体の面や辺の作る角について記載する。

平面や底線の作る角は通常ぴ ""'-'90
0

の方をいうが、

面や辺なので、ここでは特にこだわらない。また、正

12面体や正20面体については模型を見ながら考察す

ることを前提にしている。

末尾に、正多面体が 5程顎であることについての指

導例、正 12面体の模型を作るために必要なJE5角形

の作図についての指導例、及び事前に指導瞬、すべき

空間国形の基本性質ついて、{補足】として記載する。

いずれも材交中学 1年生に指導したものである。

gl-4.1.立方体艦正4蕗体の辺や富の作る角

基本的な立方体(正6面体)の場合で「函や辺の作

る角jについてどのように調べていくのかを石鶴宮、する。

なおここでは、面は平面に、辺は直線に広げ、平面

や直線の位置関係を考える。

正6面体(辺は 12本)

i面と面の位置関側

ある特定の面に注目して考える。

注目した面と他の面との位置関係

には次の 2通りがある。

①平行 (1個)

②垂直 (4個)

|面と辺の位置関側

ある特定のj蛮に注目して考える。

その面と 12本の辺との位盤関係は次の 3通り O

①面上 (4本)

② 司王行(①を除く、 4本)

③垂直 (4本)

i辺と辺の位置関側

ある特定の辺に注目して考える。

その辺と他の 11本の辺との位置関係、は次の 3通り D

①同一平面上で、作る角が 9ぴ (4本)

②同一平面上で、平行 (3本)

③ ねじれの位置で、作る角が 9ぴ (4本)

正400体について、間様に考察すると、次のように

なる。

正4面体(辺は6本)

監羽
①交わる (3個)

→このときの作る角をζx

100 ~ illJ 
①面上 (3本)

②交わる (3本)

A 

B 

→このときの作る角をどこy

1m ~ illJ 
①同一平面上 (作る角は 6ぴ、 4本)

②ねじれの位置(作る角は 90
0

、1本)

亡円

υ



の作るLx、面ABCと面ABC'位置関係が把握できたら、面や辺の作る角について見

取り図で確認し、その大きさを作図して示す。
の作図例の作るLy面ABCと辺氏'

正方形ACA'C'正三角形ABC蛮ABCと語BCDの作るζx、

A' 

~2 

2 
A 

C 

1 M 

AM=BM 

上図の CM，CC'を用いて、

B A 

の作図例

(以下、参考までに、図に主な長さを記載するが、作図は定規

とコン1¥スで行う。)

A 

-D 

V
ハ一
M

M
ふ

ん

す

る

戸
の
/
L
A 胤

蕗 BCDと辺ADの作るぷy

B 

2

一♂

C' 
2.J2 
d 

BH上HC'

H C' 

C 

である。

C 

ー一
dy

 
o
 

c
 

-A
一A13

x
 

o
 

c
 

BdMコdk

【参考}

g1-4.2.正8面体の辺や面の作る角

正8面体の見取り図は下の図 1がよく見かけるもの

だが、図2も位置関係を把握しやすい。また、平行移

動しでも作る角の大きさは変わらないので、交わる 2

C' 

男IJ解)

辺AB，A'B'の中点を

M，M'とすると、

四角形CMC'M'はひし形で、

その対角線CC'は、

正方形ACA'C'の対角線。

ムABCとムA'B'Cの作る角

図 1
A 

面の位置関係は1通りである。

8・3
正8面体(辺一一 =12本)

2 

~ 
①平行(1個)

②交わる (6個) MC=MC' 

=M'C=M'C' 
交わる 2面の作る角である。

また、線分 CC'の中点を Nとすると、四角形AB'A'B

は正方形だから、 NMI/A'B。

よって、 ζCl¥⑪Jは面ABCと辺A'Bの作る角であり、

もどこMCMヒ180
0

- x Lx 一一う

Eヨ
①面上 (3本)

②平行 (3本)
C 

(6本)→ζy③交わる
が成り立つO

cosx=十叫ん)ニト cos戸去

ζCMN=ζy 、また、 x=2y

{参考}

これらは正4面体と同じであり、正4面体と正 8面

体を、面を合わせて繋げると、 3組の面がそれぞれ平

面で繋がる。

円
/
]

「ひ

C'H~CM 

LCMC'ご ζx

どこHBC'二どこy

x，yの作図は色々な方法が考えられる。



gl-4.3.正 12ii富体の辺や面の作る角

正 12面体は面や辺が多いので考えにくいが、模型を

手にしながら、対税1性に注臣して考える。 2辺の作る

角はすべて求まる。

12・5
正12面体(辺一一ーェ 30本)

2 

l' 
H 

直直
①平行 (1個)

② 交 わ る (101酒)→ζx

1m] ~J4 
①面上 (5本)

②平行(①以外、 5本)

③交わる(交点が頂点) (5+5=10本)→ζy

④交わる(③以外) (10本)→ζ Z

Eヨ
① i司一平面上 108

0

(4本)

②同一平面上360 (4本)

③向一平面上平行 ( 1本)

④毘二主直よ5ι(CDよ皇民担'ft~"4杢}
⑤ ねじれ90

0 (CDとIH，AFなど4本)

⑥ ねじれ 108
0 (CDとC'B'，C'J'など4本)

⑦ ねじれ360 (CD と ~B'，J'F など 4 本)

③ ねじれ60
0 (CDとG'H'，

x，y，zの作図には色々な方法があるが、いずれにし

ても、頂点から面への垂線や面と辺の交点などを、

対称性を考えて、 2直線の交点として見取り図に書き

込むと長い。

例えば、頂点在から平面ABCDEへの垂線HTは、

Bを通る正 5角形の 2等分線 NBと交わる。同様に、

頂点 Cから平面DEI'H'G'へ号仏、た霊識は、 Dを通る

正 5角形の 2等分線MDと交わる。

また、 i亙線 GHと函 ABCDEとの交点は、 2辺

GH，CDが向一平面上にあるので、 2直線 GH，CDの

交点Kである。

なお、 3辺 GH，CD，I'J'は!司一平面上にあり、 3l亙線

GH，CD，I'J'で、出来る三角形は正三角形で、あるO

K 

l' 
M'は辺 H'I'の I~コ点

LC'MD=LX 

3辺GH，CD，I'J'は

[RJ一平面上

苗DG'H' l' Eと面 H'l' J' C' B'の作るζx、

面 DG'H' l' Eと辺CDの作るぷy

面ABCDEと辺倒の作るLz の作図例

x，yは平行な 2辺 CD，C'D'を通る平面での切断面に表

れる。

そこでまず正5角形

DG'H'I'Eの高さ DM'、

対角線D1'を作図する。

OE 5角形の作図は

末尾の[補足]参照)

D 

E 

円
、

υ
F
h
u
 



また、 CD//C'D'，CJ//C'J' 及び対事J¥'I生から、
DC'=CJ' 

さらに、 3直線

GH，CD，I'J' 

で正三角形が

できるので、

DI'=KC=KH 

DC'=CJ'=CD+CK 

イ乍図できる。
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m

形

氏
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C
長

よって、切断面及び

x，yは右のように

また、 zは、

見取り図のぷHKTであり、

HT=CL、

KT~τ11， 

KH=DI' 

であるから、

右のように作図できる。

K 

日T 

見Ij解)

K
1
交わる 2面の作るム!

①図で、在日CFは正方形であるから、

線分EH'，CFの中点をp，P'とすると、

PP'二 EC

図大

H 

狂

したがって、図大で、ムMJI'、ムMPP'は作図でき、

ぷJMI'二 ζPMP'こど x である。

Q 

H' 

②右図のように、

IJ，BC，ED，H'G' ，RFIま
1点Qで交わる。

また、下図より

QMご町二MJ

Q 

百

したがっそ、図宵で、ムQMJは作図でき、

どI'lVIJコどこ x である。

44 
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陣点で交わる面と辺の作じ河

H 

F 

上の図で、ムIFCは正三角形。

線分CF中点をLとすると、ム具Jは作12{]でき、

ζLJI= 180
0 

- y である。

|頂点以外で交わる面と辺の作るぷzl
面 CJF'G'Dと辺IHの作る角 Z について、

IHI/F'AI/JB であるから、

面 CJFG'Dとこれらの作る角を考える。

F' 

日

F 
①面CJFG'DとFA
CDの中点をM として、ムMAF'を作図すれば良し 10

班A，MA:は5角形の2等分る札また、 AF//T:..Fより

FA二(正5角形の辺と対角線の和)

=(対角線を 1辺とする正5角形の対角線)

②面CJFG'DとJB
Bから面CJFG'Dにヲ!し 1た垂線をBPとすると、 P

はCを通る密CJFG'Dの2等分線上にあり、どこPJB
を作図すれば良い。

{参考}

cosxこ . cos V = A 15 
-J5. cos z = .1竺室、一一一一一一一…J5  ' ~~U ノ V 10 '… V 10 

y+z =90¥χ+ 2z = 180
0 

gl-4.4.正20菌体の辺や面の作る角

正 20面体はさらに面や辺が多く考えにくい。これも

模型を手にしながら、対称性に注目して考える。

ACFB'D，ACD'E'F'などが正 5角形であることを活用

する。また、 2辺の作る角はすべて求まる。

20・3
正 20面体 (辺一一-=-= 30木)

2 

liii ~面
①平行 (1偲)

②交わる(辺を共有、 3+3=6偲)→Lx

③交わる(頂点を共有、 6+6=12) →Ly 

Eヨ
① 面上 (3本)

② 平行(①以外、 3本)

③交わる(頂点が交点、ムBE'F'とBCなど、 3十3)

→Lz 

④交わる(頂点が交点で③以外、 6+6) →ζw  

⑤交わる(Q③以外、ムBE'FとACなど、 6) →ζ U  

Eヨ
①同一平面上6ぴ (4本)

②同一平面上 1080 (4本)

③同一平面上36
0

(4本)

④ 同一平面上平行 (1本)

③ ねじれ90
0 (BCとEF，ADなど 4本)

⑤ ねじれ 108
0 (BCとB'F，B'Eなど4本)

⑦ ねじれ3b (BCとT:..F，AEなど4本)

③ ねじれ60
0 (BCとT:..B'，DB'など4本)
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面 CEFと面B'EFの作るLx、

面ABCと菌ADEの作るLy、

笛BE'Fと辺BCの作るぷZ、

面 BD'E'と辺BCの作るLw、

面 BD'E'と辺ACの作るLuの作図例

これらで平行な 2辺 BC，B'C'を通る平面での切断面が

作図でき、 x zは次のようになる。

見取り図で、辺 EFの中点をM とすると、

LCMB'ご ζx

2直線BC，DEの交点を Gとすると、

箇ABCと面ADEの交線は臨線AGである。

Cから AGにヲiし¥た垂線を CHとすると、

ζCHE=Ly 

辺 E'Fの1=1コ点をMとすると、どこMBC=ζZ

C 
BCB'C'は

長方形

h在

C'曹司B'

また、線分 CGは正5角形の対角線と間じ。

B C G 

F
 Cから面 BD'E'ヘヲ|し 1た到来 CPは、三角形の 2等分

線 E'Nと交わり、 ζCBP=ζW

また、直線ACと話 BD官の交点は、 2直線 E'D'，AC

の交点Qであり、どこCQP二ぷu AQ  

D 

これを用いてムABGを作図し、垂線CHをヲ!く O

B 唱 C 1i.1二 G

よって、ぷCHE=ζy は次のようになる。

CH=EH 

C¥ど/E

CPは初めと同じ留で、

右のように作図できる。
CP上E'N

P 

N 

J; -1 
2 

=Lz どこCHE=Ly
2.[2 

2 D 

以上を作図するために、まず、正5角形ACFB'Dの対 よって、 B 
角線 CB'、正三角形 CEFの高さ CMを作図する。 ζCBP=Lw 

は右の通り。

市1

3十J;

また CQ二CG
P J3 

日/ 7"Q
AI.....¥ /B' であり、 2 

どこCQP=Lu 13 
E 

は右の通り。D C 
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頂点が交点でない面と辺の作る角の別解)

面BD'Eと辺ACの作るLu

正5角形ACD'E'Fに注目して、 AC/ID'F

よって、ムBD官と D'Fの作る角を作図すれば良い。

辺 BE'の中点を Nとすると、ムND'Fは作図でき、

どND'F二Lu

{参考}

J5 1-J5 
sx= 3 ∞syニ3'∞szニヲマ3

[2 1+J5 
む ，cosuコ三万

(2) 

めよ。

(ィ)このJE20面体を水平な平面上に、一つの面を下

にしておいたときの高さをhcmとするG

h2の値を求めよ。

略解)

(1) 1 + J5 

(2) (ァ)x2 = (1 + J5) 2 + 22 = 10 + 2 J5 

(ィ) 平行な面ムADE，ムA'D官の中心をp，P'とすると、

PP'=hで、あるO

h2 = x2 _ r 4..)3 1 ♂ 16 ]4+6ゾ5
ニ x-'--1ーニ 1=10+2.J5一一= γ 

l 3 J 3 3 

OA =α， 

OD = dとする

次の間いに答えよ。

(1)内積 α.dを求めよ。

(2) OCラ OE' を、それぞれ、 ム bラ dで表せ。

(訪この正20語体を水平な平面上に一つの面を下に

しておいたときの、高さhを求めよ。

路解)(1)α .d 
1-)5 

ω心 L十(d-玄)

一一一 一、/') -ト1ァ
OE'= d 十二二一~b

2 

(3) 0 から平面 O'A'B'~こヲ i し\た垂線を OP とすると、

OP =00' +O'P 

ーァJ5+1で 2ーし
= α+b+一一一一一-(1 -a--b 

2 3 3 

1/- -:-" J5+1-:1 3J3+A 
bi OPi=iy+b)+-7d lz6 
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[補足] 1. 正多面体の種類について

正多面体とは、すべての面が合同な正多角形で、各

頂点に集まる面の数が等しい凸多面体である。

正多面体がちょうど5種類であることについて、 1

つの頂点に注目して次の様に必要条件を求め、実際に

模型を作ることでその十分性を確認する。

間.正多面体にはどのようなものがあると考えられる

か? 1つの頂点に集まる面の形や倍数に注目して考

察せよ。

解答停11)

1つの頂点に集まる面の{回数nは3以上で、集まる角

αの和αnは36ぴ未満であることが必要。

1)簡が正三角形の時、

a =600

だから、 60nく 360 よって、 n=3ラ4，5

2)面が正方形の持、

。=900

だから、 90nく360 よって、 n=3

3)面が正5角形の時、

a =1080

だから、 108nく360 よって、 n=3

4)函が正m角形 (m孟6)のとき、

α孟12ぴであり、条件を満たすnはない。

したがって、正多面体が作れるとすれば、次の場合に

限る。

①正三角形が各頂点に3枚ずつ集まっているもの。

②正三角形が各頂点に4枚ずミつ集まっているもの。

③正三角形が各頂点に5枚ずつ集まっているもの。

④正方形が各頂点に31附去っ集まっているもの。

⑤正5角形が各頂点に3枚ずつ集まっているもの。

十分性については、『オイラーの多国体公式Jを用い

ることも考えられるが、実際に作って石信忍させるO

工作用紙などで、実際に作ってみると、 )1慎に、正4面

体、正8面体、正20面体、正6面体(立方体)、正 12

面体ができることがわかる。

なお、正5角形の作図については、三平方の定理が

既知ならば、拡大縮小した図形の辺の比について確認

して、次の様に指導できる。

正5角形ABCDEの対角線AC，BE の交点を Gと

すると、ムABEとムGBAは形が同じ (3角がそれぞ

れ同じ)であるから、 AB:BE二GB: BA ---① 

AB=AE二 2、BE二 xとすると、

ムEAGは2等辺三角形であるから、

EG=EA=2 

GB二 x-2

よって①より

2 : x 

=x-2 2 

x(x-2)二 22

E B 

C 

ここで、

x-l=yとすると、

(y+l)(y-l)=22， y2 -e =22 

y2 = 22 + e 

よって、三平方の定理より、

yは、 i亙角を挟む2辺が 2，1の直角三角形の斜辺の

長さであり、対角線の長さはそれに1を加えたもので

ある。

したがって、線分ABを一辺とする正5角形の対角線

の長さは、下図のAQに等しい。

なお、図のMはABの中点で、 BM上BP、

BM=BP=PQである。

A 
M B 

口。
「ひ



{補足】 2. 空間図形の基本性質

事前に指導しておくべき基本性質は以下の通り。

(1)異なる 2直線の位置関係

交わるor平行orねじれの位置

交わる 2直線及び平行な2直線は、それぞれ、同一

平面上にある。

また、 2直線m，nがねじれの位置にある場合、平

行移動して交点を持つようにしたときに作る角を、も

との 2j亙線の作る角とし 1うO

直線m

(2)産線と平面の位量関係

一点で交わる or平行

or同一平面上(直線が平面上にある)

平面πと直線mが一点で、交わる場合で、直線mが平

面π上の2本の直線と垂直であるとき、直線mは平面

z上の全ての畠線と垂直となる。このようなとき、平

面iCと直線mは垂直で、あるとしづ O

i亙線m

/叩
また、直線と平面の交点をAとし、j]D線上lこ点P、

平面上に点QをとりどこPAQを考えると、どこ PAQが
最小になるのは、図のように、 Pから平面πに号|し 1た

垂線が直線QAと交わるときである。このときの

ど~PAQを平面と直線の作る角とし 1 う。

(3)異なる 2平面の位置関係

平行or交わる

平行な2平面にもう 1つの平面が交わってで、きる 2

本の交線は、ヰ三千子である。

交わる 2平面は交線を車IIJとして回転すると重なる。

それぞれの平面上にある直線で、交線に垂甚なものが

作る角を、 2平面の作る角という。 (2通りできるが、通

常は9ぴ以下の方をいう。)

(4)平面の決定条件

次の点及び直線で、それぞれ一つの平面が決まる。

・一直線上にない3点

・ 1つの直線とその直線上にない1点

薗交わる2直線

・平行な2直線

(5)三垂線の定理

平面π上に直線m、平面π上にない点Pがある。

Pから平面πにヲ品、た垂線を PH、Hから直線mに引

いた垂線を国在とすると、面 PHl¥在は直線mに垂直

となるので、 PM上直線mである。
P 

(2012 鈴木)
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