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ブートス終ラップ法を用ら鳥た防風隠餐悶推定億の

標準誤差の推定

筑波大学心理学系 服部 環

Bootstrap standard error estimates払r fÅBIN

℃1makiHattori（みぶ才め‘ね〆軸c如g昭弘挽才即β作物〆器以ゐ〟み仏器〝ゐ㍑あαβαトβ夕方，拗α紹）

Standard errors for
parameter estimates

are used to evaluate the precision of the parameter

estimatesin empiricalstudies．The bootstrap technique can often provide a convenient means of

estimati‡1g Standard errorsⅥ7ben t壬1ereis eitber

Or tbe requisite distributionalassumptions are

results．Tbe purpose oftbe present studyis to

estimate standard errorsねr
fA8IN

parameter

no aigebraic solutio王1払r obtainlng Standard errors，

untenable and，aCCOrdingly，WOuld yield distorted

propose an application oftbe bootstrap technique to

estimators，and evaluate the accuracy of bootstrap

estimates，eSpeCially wben the observed variables are not normally distributed．The results of

Monte Carlo simulation studies show that when observed variables are not norma11y distributed，

inferences based on bootstrap standard error estimates are more accurate thaninferences based on

algebraically obtained asymptotic estimates．Rlrthermore，bootstrap standard error estimates are

extremely precise，When an algebraic solution of standard errorsis unobtainable．
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1 はじめに

FABIN（払ctor Analysis ByINstrumentalvari－

ables）とはH畠gglund（1980，1981，1982）によっ

て提案された因子分析法である．最尤法や一般化最

小自乗法は因子パターン，独自分散，因子間共分散

などの推定に反復計算を必要とするが，fÅBINは

そのような反復計算を必要としない，いわゆる非反

復推定法の1つである（非反復推定法に関する研究

と して，この他にもCudeck（1991），Jennrich

（1987），Kano（1990），恥yoda（1997）な どがあ

る）．

現在，mBINは簡易推定法としての位置にあり，

最尤法や叫般化最小自乗法を用いた確認的因子分析

を実行する際の初期値を与える方法の1つとして利

用されている ひ6reskog＆S6ぬom，1996）．しか

し，mBINには計算量が少ないという利点に加え，

標本サイズが小さいときにも不適解が生じにくいと

いう特徴がある．しかも，H畠gglund（1983）のシ

ミュレーション実験によれば，標本サイズが小さく

ても（例えば，Ⅳ＝200以下），万ÅBIN推定値のバイ

アスは最尤法や最小自乗法よりも小さく，標本サイ

ズが比較的大きい場合でも（例えば，Ⅳ＝200～

400），バイアスの大きさは最尤法と最小自乗法とほ

ぼ同様であった．

一方，fÅBINにはこのような利点がある反面，

独自分散と因子間共分散の標準誤差を推定できない

という問題がある．そこで，本稿はブートストラッ

プ法をfÅBINに適用して独自分散と因子間共分散

の標準誤差および信頼区間を推定し，その推定精度

を評価する．また，fÅBINは因子パターンの標準

誤差を推定できるので，標準誤差のfABIN推定値

の精度とブートストラップ標準誤差の精度を比較す

る．
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2 方法

fÅBIN（m8IN2とfÅBIN3）による因子パター

ン，独自性，因子間共分散，因子パターンの標準誤

差の推定方法は付録に示した通りである．ここで

は，本稿で適用したブートストラップを説明する．

2‡1 ブートストラップ法

本稿で用いたブートストラップ法の手順（E缶on

＆Ⅵbsbirani，1993；Mooney＆Duval，1993）を以

下に示す．

（りバイアスの推定
（i）大きさⅣの標本打＝（的，以2，…，恥）がある

とする．そして，この標本びに基づくモデル母

数（因子パターン，独自分散，因子の分散共分

散）の推定値を∂とする．

（ii）標本びから重複を許して大きさⅣのブートスト

ラップ標本こげ＝（〟苧，磁，…，以是）を無作為抽

出する．

（iii）ブートストラップ標本こげを用いてモデル母数

（因子パターン，独自分散，因子の分散共分散）

を推定する．その推定値を∂雷とする．

（iv）上記の（ii）と（iii）をβ回線り返す．本稿で

はβ＝1，000とした．

（Ⅴ）以上のステップで得られたβ個のブートスト

ラップ推定値∂若を用いて，ブートストラップ

バイアス推定値は

Bias＝紆仙∂

と定義される．ここで，

∂・＊＝去姜∂′′＝ミミ
である．

（2）標準誤差の推定

バイアスを推定するための手順

（1）

（2）

（ii）～（iv）と

同様の手順を踏み，β偶のブートストラップ推定値

∂gを求める．そして，その標準偏差を母数の標準

誤差の推定値SE（∂）とする．すなわち，

SE（β）＝

である．

52（∂式う

l
l

一
β

〉ソ山

）
T針

一
（、鮎
／tβ∑似

（3）

（3）信頼区間の推定

本稿はパーセンタイル法を用いた．その手順は以

下の通りである．

（i）標準誤差を推定する手順の（i）～（Ⅴ）を実行

し，B偶のブートストラップ推定値∂苦を求め

る．

（ii）信頼度の大きさを100（1一α）％とすると，信

頼区間はB偶のブートストラップ推定値のう

ち，100（1巾α旭個の推定値が入る区間であ

る．したがって，100αノ2パーセンタイルの

ブートストラップ推定値を信頼区間の下限値，

100（1wα／2）パーセンタイルのブートスト

ラップ推定値を上限値とする．

なお，信頼区間に関する実験結果については紙数

を節約するために本稿では報告しないが，一部は服

部（2001）において発表されている．

2．2 モデルの真億と榎本データの生成

（1）因子分析モデルと母数の真億

以下の3つのモデルを仮定した．

（i）6変数1因子モデル

（ii）12変数2因子モデル

（iii）18変数3因子モデル

ここで，（ii）と（iii）の多因子モデルは各因子に負

荷する観測変数の数を6とした．母数の真備は1因

子モデルでは因子パタ｝ンと独自分散を全て1，因

子分散を2とした．また，2因子モデルと3因子モ

デルでは1もblelとTゝble2の通りとした．

（2）標本の大きさ

Ⅳ＝100，300，500の3通りとした．

（3）榎本データの生成

以下の手順に従い観測変数を生成した．

（i）モデル母数（因子パターン，独自分散，因子間

共分散）の其億βを用いて母集団の分散共分散

行列ヱ（β）払×カ）を再生し，次式のようにLU
分解する．

ズ（β）＝∑ェgぴ （4）

（ii）後述の乱数を入れた行列をか（Ⅳ×♪）とし，

次式を用いて標本データ行列g（Ⅳ×♪）を生

成する．

g＝ガズぴ （5）

（iii）gを標本の観測値とみなし，観測変数の分散共
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℃lble1 2因子モデルの真倦

項目 因子パターン 独自分散

（豆） （入豆1）（入省2）（少ぎ）
1 1 0 1

2 0 1 1

3 1

4

5

6

7

8

O

l

l

l

1

9 0

10 0

O

1

0

0

0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

11 0 1 1

12 0 1 1

因子問共分散 2．0

0．6 2，0

′hble2 3因子モデルの真値

項目 因子パターン 独自分散

（乞） （入il）（入盲2）（入i3）（ゆデ）
1 1 0 0 1

2 0 1

3 0 0

4 1 0

5 0 1

6 0 0

7 1 0

8 1 0

9 1 0

10 1 0

11 0 1

12 0 1

13 0 1

14 0 1

15 0 0

16 0 0

17 0 0

18 0 0

0 1

1 1

0 1

0 1

1 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

0 1

1 1

1 1

1 1

1 1

因子問共分散 2．0

0．6 2．0

0．6 0．6 2．0

分散行列Sを計算する．

（4）行列Dに代入した乱数

以下に示す3通りの乱数を用いた．（i）は正規分

布に従う観測変数，（ii）と（iii）は正規分布から逸

脱した分布に従う観測変数を生成するねらいがあ

る．

（i）標準正規乱数

（ii）自由度3のズ2分布に従う乱数

（iii）自由度1のズ2分布に従う乱数

213 シミュレーション実験

上記の因子分析モデル，標本の大きさ，乱数の発

生条件により27通りの標本データ生成条件が設定さ

れた．各条件についてブートストラップ標本の大き

さをβ＝1，000とした上で，1，000回の繰り返し実験

（月＝1，000）を行った．

（1）推定値の理論値

27通りの標本データ生成条件ごとに指定の標本の

大きさでモデル母数を推定する，というモンテカル

ロ実験を500，000回実行し，fABIN推定値のバイア

ス，標準誤差，信頼区間を求めた．これを理論値と

してブートストラップ推定値の精度を評価する．

（2）観測変数の分布

因子分析モデルと乱数発生条件の9通りの組み合

わせについて，大きさⅣ＝2×108のデータを生成

して観測変数の分布形を調べた．

（3）不適解

独自分散の推定値が負債，あるいは因子分散共分

散の推定値行列が負債行列となったとき，解は不適

解である．バイアスと標準誤差の理論値を求めるた

めに行ったモンテカルロ実験では，FABIN2あるい

はfABIN3において不適解が得られたとき，その

データを捨てて改めて観測データを生成した．ま

た，ブートストラップ推定値を求めた実験でも不適

解が得られた標本を捨てた．さらに，ブートスト

ラップ標本で不適解が生じた場合は，改めてブート

ストラップ標本を抽出した．

3 結果と考察

3．1 観測変数の分布

Mardia（1970）の節，p係数と〝1係数，観測変数

の平均歪度と平均尖度を取ble3に示す．g2，p係数

と仏係数の計算には次式を用いた．
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（6）

（7）

ここで，Ⅳは標本の大きさ，♪は観測変数の数，ぶ

は標本の分散共分散行列，ガまは標本去の観測値ベク

トル，女は観測変数の平均値ベクトルである．

本稿は式（5）の行列ガに乱数を代入して観測変

数を生成したため，直接的に観測変数の分布形を操

作していない．しかし，′払ble3に示した通り，ズ2

乱数条件でほ正規分布から逸脱した観測変数を生成

できた．特に自由度1のズ2乱数を用いて生成した

観測変数の分布形は正規分布から大きく逸脱してい

る．一方，標準正規乱数を用いて生成した観測変数

は正規分布に従っている．

3暮2 不適角琴

バイアスおよび標準誤差の理論値を求めるために

行ったモンテカルロ実験において，500，000偶の解

が得られるまでに発生した不適解の個数をTゝble4

に示す．

乱数の分布が正規分布から逸脱するにつれて，不

適解の発生件数が増加する傾向にある．しかし，Ⅳ

＝300とⅣ＝500条件の場合，不適解は1回の発生で

ある．したがって，観測変数の分布形が大きく正規

分布から逸脱しても，標本の大きさが300程度を越

えた場合，不適解は発生しにくいと考えてもよいで

あろう．

また，Ⅳ＝100の条件でも，［ズ2，軒＝3］乱数条

件では1，500，000偶の解を得るまでに不適解は43回

の発生に過ぎない．不適解の発生ほ［ズ2，軒＝1〕

乱数条件のⅣ＝100の場合に集中し，総計1，413回の

不適解が発生した．これを率に直すと9．42×10‾2％

程度であり，発生率は小さい．観測変数が分布が正

規分布から逸脱しても，fÅBIN法は不適解が発生

しにくいと言えよう．

3暮3 バイアスの推定

500，000匝‡のモンテカルロ実験によって求めた

fABIN推定値の平均から真倍を引いた倦をバイア

スの理論値とみなし，この理論値からブートスト

ラップ法によって求めたバイアス推定億（繰り返し

数虎＝1，000）の平均を引いた億をバイアス推定値

の精度とした．ここでは紙数を節約するために3因

子モデルにおけるバイアス推定値の精度を′指ble5

に示し，考察する．

1もble 3 観測変数の分布形

乱数発生条件

挿規】 【x2，邸＝3〕 【x2，邸＝1】

統計量＊
6変数 12変数 18変数 6変数 12変数 18変数 6変数 12変数 18変数
1因子 2因子 3因子 1因子 2因子 3因子 1因子 2因子 3因子

g2，p係数

柁1係数

平均歪度

平均尖度

0．00

0．00

0．00

0．00

0．00

0．00

0．00

0．00

0．01

0．00

0．00

0．00

24．03

0．50

1．13

2．04

48．07

0．29

1．10

1．96

72．10

0．20

1．07

1．90

72．10

1．50

1．95

6．12

144．15

0．86

1．90

5．88

216．26

0．60

1．86

5．69

サンプルサイズを2×108として計算した．

℃1ble4 不適解の発生回数

データ生成条件（乱数と標本の大きさ）

［正喝 ［x2，好＝3］ ［x2，好＝1】
モデル 100 300 500 ‘100 300 500 100 300 500

1因子モデル（6変数） 0 0 0 13 0 0 405 0 0

2因子モデル（12変数） 0 0 0 18 0 0 513 1 0

3因子モデル（18変数） 0 0 0 12 0 0 495 0 0

数値は500，000回のモンテカルロ実験が終了する前に発生した不適解の回数である．
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（り因子パターン

Ⅳ＝300とⅣ＝500条件では，推定法によらずブー

トストラップバイアス推定値の誤差は小さい．最大

の誤差でも，［ズ2，軒＝1］乱数のⅣ＝100条件で

見られたス41の0．0020である．

一方，N＝100条件の場合はス41の誤差が他の因子

パターンの誤差と比べてやや大きい．最大の誤差は

mBIN2の場合，［ズ2，ダ＝1］乱数条件で0．0174，

また，fÅBIN3の場合，正規乱数条件で】0．0142で

ある．このように観測変数1の誤差がやや大きい

が，全体的に因子パタ｝ンのバイアス推定値の誤差

は」、さい．

（2）独自分散

万ABIN2のブートストラップバイアス推定値の絶

対億誤差は，すべての条件において0．01未満であ

り，推定精度は高いといえよう．一方，fÅBIN3の

場合，参照変数の誤差が観測変数の分布が正規分布

から逸脱するにつれて大きくなっている．しかも，

ブートストラップバイアス推定値は一貫して過小推

定されている．Ⅳニ300とⅣ＝500条件の場合ほ誤差

も比較的小さいが，Ⅳ＝100条件の場合は参照変数

に絶対値で0．03～0．09程度の誤差がある．観測変数

の分布が正規分布から外れたとき，参照変数の誤差

が大きいのは2因子モデルも同様である．fÅBIN3

を適用する場合は，観測変数の分布形に留意すべき

であろう．

（3）因子の分散共分散

分散の誤差が共分散の誤差よりもー賞して大きい

1もble5 3因子モデルにおけるバイアス推定値の精度

推定方法 標本の大きさ（Ⅳ） 推定方法 標本の大きさ（Ⅳ）

挿L数】 母数 100 300 500 挿L数】 母数 100 300 500

m8ⅠⅣ2 人41（1） 0，0012 0．0000 0．0001

【正規】 入42（1）

入43（1）

ゆ11（1）

ゆ22（1）

－0．0002
0．0001

－0，0003
0．0000

0．0065 0．0026

0．0054 0．0030

ゆ33（1） 0．0057 0．0029

－0．0001

0．0001

0．0019

0．0017

0．0018

ゆ44（1） 0．0079 0．0032 0．0018

¢11（2） 0・0245 0．0069 0．0043

¢21（0・6）0・0058 0．0019 0・0010

¢22（2） 0・0236 0．0072 0．0042

FABIN3

【x2，好＝司

ス41（1）】0・0078

入42（1） 0．0031

入43（1） 0・0039

ゆ11（1）－0．0595

ゆ22（1）－0・0569

ゆ33（1）－0・0569

ゆ44（1） 0・0047

¢11（2） 0．0886

¢21（0・6）0・0038

¢22（2） 0・0873

ー0．0008

0．0002

0．0006

－0．0058

－0．0058

～0．0057

0．0028

0．0157

0．0020

0．0165

ー0．0002

0．0001

0．0000

－0．0015

仰0．0014

－0．0012

0．0016

0．0074

0．0008

0．0068

FABIN3 入41（1）－0・0142

［正規〕 入42（1） 0．0048

入43（1） 0・0048

ゆ11（1）－0・0391

ゆ22（1）－0・0415

ゆ33（1）－0・0394

¢44（1） 0・0138

¢11（2） 0・0703

¢21（0・6）0・0041

¢22（2） 0・0704

仙0．0016

0．0004

0．0008

－0．0027

－0．0024

－0．0025

0．0036

0．0122

0．0017

0．0126

－0．0005

0．0001

0．0002

0．0001

－0．0002

－0．0003

0．0019

0，0060

0．0010

0．0062

FÅBIN2

［x2，邸＝1】

入41（1） 0・0174

入42（1）－0・0025

入43（1）－0・0038

ゆ11（1）－0・0074

¢22（1）－0．0092

ゆ33（1）－0．0086

ゆ44（1） 0・0095

¢11（2） 0・0357

¢21（0・6）0・0029

¢22（2） 0．0382

0，0020 0．0012

ー0．0001

－0．0005

0．0005

0．0004

0．0007

0，0026

0．0086

ー0．0002

－0．0002

0．0007

0．0008

0．0012

0．0018

0．0055

0．0016 0．0014

0．0101 0．0044

FABIN2

［x2，邸＝3］

入41（1） 0・0069 0，0007

入42（1）－0・0017

入43（1）－0・0009

ー0．0003

－0．0001

ゆ11（1） 0・0011 0．0022

ゆ22（1） 0．0015 0．0021

如3（1） 0・0017 0・0024

ゆ44（1） 0・0077 0・0033

¢11（2） 0・0279 0・0077

¢21（0・6）
0・0053 0・0021

¢22（2）
0．0288 0・0087

0．0003

－0，0002

－0．0001

0．0016

0．0017

0．0018

0．0020

0．0042

0．0010

0．0038

FABIN3

〔x2，好＝1j

入41（1） 0・0052

入42（1） 0・0023

入43（1） 0・0018

ゆ11（1）－0・0905

ゆ22（1）－0・0940

ゆ33（1）－0・0904

¢44（1）一0・0104

¢11（2） 0・1188

¢21（0・6）0・0027

¢22（2） 0・1230

0．0015

0．0002

－0．0003

－0．0127

】0．0129

－0．0122

－0．0010

0．0217

0．0020

0，0234

0．0011

0．0000

－0．0002

－0．0048

－0．0045

－0．0038

0，0005

0．0111

0．0014

0．0097

数値は，理論値－ブートストラップ推定値の平均である，
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こと，観測変数の分布形が正規分布から逸脱するに

つれて大きくなること，fABIN2の方がfABIN3より

も誤差が小さいこと，観測変数の分布が正規分布か

ら逸脱しても共分散のバイアスがほぼ正確に推定で

きることを指摘できる．この点は2因子モデルも同

様である．また，fABIN3はⅣ＝100条件のとき，因

子分散のブートストラップバイアスは過小推定され

る傾向が強い．

3－4 標準誤差の推定

500，000回のモンテカルロ実験によって求めた

fÅBIN推定値の標準偏差を標準誤差の理論値とみ

なした．

そして，この理論値をブートストラップ法によっ

て求めた標準誤差（繰り返し数＝1，000）の平均値

で割った値を「払ble6に示した．ここでは，この備

に基づいてブートストラップ法の推定精度を評価す

る．紙数を節約するために1因子モデルと2因子モ

デルの結果については省略する．

（1）因子パターン

［ズ2，ダ＝1］乱数を用いたⅣ＝100条件におい

て，万ABIN3に基づくス41の標準誤差の理論値とブー

トストラップ標準誤差の比が1．1840とやや大きい

が，他の条件では相違は小さい．観測変数が正規分

布から逸脱するにつれて標準誤差の推定精度は低下

Tbble6 3因子モデルにおける標準誤差推定値の精度

推定方法 標本の大きさ（Ⅳ） 推定方法 標本の大きさ（Ⅳ）

挿L数i 母数 100 300 500 挿L劉 母数 100 300 500

FABIN2 入41（1）0．9852 0．9883 0．9962

【正規1 入42（1）

入43（1）

如1（1）

ゆ22（1）

0．9916 0．9896 0．9923

0．9941 0．9853 0．9981

1．0999 1．0329 1．0161

1．1072 1．0318 1．0188

軸3（1）1・09171．03831．0243

ゆ44（1）1．05101．01761．0133

¢11（2）1．01961．01371．0066

如1（0・6）1・01641．01001．0061

¢22（2）1．02461．01071．0077

fABIN3

【x2，好＝31

入41（1）1・11401・04691・0342

入42（1）1．02581・0030 0．9961

入43（1）1．02221．00001．0019

如1（1）1・13851・07581・0586

ゆ22（1）1．12931．08261．0509

ゆ33（1）1．13841．08451．0545

ゆ44（1）1．03361．00001．0078

¢11（2）1・09381・03271・0245

¢飢（0・6）1・03581・00761・0199

¢22（2）1．07191．02541，0339
FABIN3 入41（1）1．01191．00001．0020

【正規】 入42（1）1．02311．00151．0000

入43（1）1．0317 0．99851．0039

如1（1）1．05361．02651月175

¢22（1）1．06451．02751．0189

ゆ33（1）1．04731．03181．0216

ゆ44（1）0．9652 0．9776 0．9872

¢11（2）0．99381．0025 0．9989

¢飢（0．6）0．99110．99941．0000

¢22（2）0．9993 0．99871．0005

FABIN2

【x2，邸＝1】

入41（1）1・04801．03521．0195

入42（1）0．9385 0．9837 0．9874

入43（1）0．9486 0．9904 0．9891

ゆ11（1）1．19641．08471．0654

ゆ22（1）1．22301．08651．0511

¢33（1）1．19401．08191．0460

ゆ44（1）1・18371．10081．0587

如1（2）1．20581．07021．0721

如1（0・6）1．18291．朗951．0512

¢22（2）1・16291．07351．0533
FABIN2

tx2，好＝3】

入41（1）1．04871．00911．0118

入42（1）0．9819 0．9870 0．9868

入43（1）0．9804 0．9842 0，9925

ゆ11（1）1．15291、05111．0381

ゆ22（1）1．14131．05661．0285

如3（1）1．14721．06221，0320

¢44（1）1．14031．03101．0258

¢11（2）1．11801．04191．0294

如1（0・6）1．05921．01541，0258

¢22（2）1．09661．03451．0391

FABIN3

tx2，好＝1】

入41（1）1．18401．09871．0584

入42（1）1．01141．00871．0037

入43（1）1．01641．01751．0038

ゆ11（1）1．24731．13881．1045

ゆ22（1）1．26301．13851．0960

¢33（1）1．24071．13381．0878

¢44（1）1・舶451．06501．0412

¢11（2）1．18051．06231．0666

¢21（0・6）1．15851．04161．0470

¢22（2）1．13961．06481．0481

数値は，理論値／ブートストラップ推定値の平均である．
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する傾向にあるものの，ブートストラップ推定値は

全般的に高い精度を示している．

（2）独自分散

観測変数が正規分布から逸脱するにつれて推定精

度は落ちる傾向にあり，参照変数については，

fÅBIN2と万ABIN3では様相が異なる．fÅBIN2の場

合，観測変数が正規分布から逸脱しても，参照変数

と非参照変数の標準誤差の推定精度はほぼ等しい．

また，fÅBIN3の場合，観測変数の分布が正規分布

から逸脱するにつれて参照変数の標準誤差は過小推

定される傾向が強くなり，一方，非参照変数の標準

誤差は比較的良い精度を保つ．

（3）因子の分散共分散

全般的にブートストラップ標準誤差は過小推定さ

れる傾向にあるが，正規乱数条件では標本の大きさ

に関係なく推定精度は高い．一方，観測変数が正規

分布から逸脱するにつれて，ブートストラップ推定

値の精度は低下する．例えば，［ズ2，ダ＝1］乱数

を用いたⅣ＝100条件では，理論値とブートスト

ラップ標準誤差の比が1．15前後となっている．標本

が小さくて観測変数が正規分布に従わないときは，

標準誤差がやや過小推定される傾向にあるといえよ

う．

3－5 FAB】N推定値とブートストラップ推定値

fÅBIN2とmBIN3は，因子パターンの標準誤差を

それぞれ式（16）と式（18）の正平方根として推定

できる．ここでは，標準誤差のfABIN推定値と

ブートストラップ標準誤差とを比較する．′払ble7

から瀧ble9に，モンテカルロ実験によって求めた

標準誤差の理論値と標準誤差の万AB工N推定値の平

均（B－Mean），およびブートストラップ法（β＝

1，000）を適用して求めた標準誤差の推定値の平均

（B－SE）佃＝1，000）を示す．ただし，紙数を節約

するため，表には全体の考察が歪まないように配慮

した上で，一部の因子パターンのみの結果を示す．

（1）1因子モデル

正規乱数条件ではFABIN推定値（B－MEAN）と

理論値との相違が小さい．同様にブートストラップ

標準誤差（B－SE）も理論値との相違が小さい．

一方，［ズ2，軒＝3］乱数条件と［ズ2，ダ＝1］
乱数条件では，mBIN推定値は過小推定されてい

る．特にⅣ＝100条件において，人31の標準誤差の推

定値は理論値の0．5～0．6倍程度の大きさである．こ

れに対し，ス31のブートストラップ標準誤差もいく

らか過小推定されているが，fABⅣ推定値ほどで

はない．他の因子パターンについても，ブートスト

ラップ推定値はfABIN推定値よりも理論値に近い

億となっている．したがって，観測変数の分布が正

規分布から逸脱しているときは，ブートストラップ

法を適用することが望まれよう．

（2）2因子モデル

正規乱数条件ではfÅBIN推定値もブートスト

ラップ標準誤差も理論値と極めて近い値となってい

る．

ところが，観測変数の分布が正規分布から逸脱す

るにつれて，人31のfÅBIN推定値が過小推定されて

いる．特に，［ズ2，軒＝1］乱数条件では理論値と

mBIN推定値との相違が大きい．一方，ブートス

トラップ標準誤差は［ズ2，軒＝1］乱数条件でも，

fABIN推定とほどは過小推定されていない．1因

子モデルと同様，ブートストラップ法の有効性が示

されたと言える．

（3）3因子モデル

2因子モデルの実験結果と同様，正規乱数条件で

はFABIN推定値もブートストラップ標準誤差も理

論値と極めて近い催である．

また，観測変数の分布が正規分布から逸脱するに

つれて，人41のfÅBIN推定値が過小推定されてい

る．これに対し，ブートストラップ標準誤差は観測

変数が歪んでいても，fABIN推定値ほどは過小推

定されていない．

4 結論

モンテカルロ実験の結果，観測変数が正規分布に

従う場合，因子パターンのfABIN標準誤差推定値

は高い精度を示したが，観測変数の分布が正規分布

から逸脱するのにしたがい，推定精度は落ちた．こ

れに対して，ブートストラップ法を適用して求めた

標準誤差推定値は，万ÅBIN標準誤差推定値よりも

高い精度を示した．

また，独自分散と因子間共分散のブートストラッ

プ標準誤差推定値も同様に，観測変数の分布が正規

分布から逸脱している場合でも，実用的には十分な

高さの精度を示した．以上により，ブートストラッ

プ法による標準誤差推定値が実用的であることが示

された．
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「払ble7 1因子モデルにおける標準誤差推定値の比較

挿L数〕 FABIN2 FABIN3

標本の大きさ 母数 M－SE F－Mean B…SE M－SE F…Mean B－SE

［正規〕 入210．1092

Ⅳ＝100 入31 0．1094

入41 0．1091

入61 0．1092

0．1074 0．1096

0．1074 0．1098

0．1074 0．1100

0．1074 0．1101

0．1070 0．1064 0．1066

0．1072 0．1064 0．1065

0．1069 0．1064 0．1067

0．1070 0．1064 0．1069

し正喝 入210．0617 0．0615 0．0617

Ⅳ＝300 入31 0．0619 0．0615 0．0617

0．0613 0．0613 0．0611

0．0615 0．0613 0．0612

入41 0．0618 0．0615 0．0618 0．0614 0．0613 0．0612

入61 0．0616 0．0615 0．0619 0．0612 0．0613 0．0613

【正規］ 入210．0477 0．0475 0．0479 0．0475 0．0475 0．0477

Ⅳ＝500 入31 0．0477 0．0475 0．0480 0．0475 0．0475 0．0477

入41 0．0477 0．0475 0．0479 0．0475 0．0475 0．0476

入61 0．0477 0．0475 0．0479 0．0475 0．0475 0．0476

【x2，邸＝3】
Ⅳ＝100

入21 0．1509

入31 0．1421

入41 0．1402

ス61 0．1402

0．1106 0．1450

0．1106 0．1407

0．1107 0．1388

0．1107 0．1388

0．1445 0．1091 0．1337

0．1356 0．1091 0．1296

0．1335 0．1091 0．1273

0．1330 0．1092 0．1267

【x2，邸＝3］ 入210．0835

Ⅳ＝300 入31 0．0788

入41 0．0780

入61 0．0777

0．0621 0．0836

0．0621 0．0790

0．0621 0．0777

0．0621 0．0778

0．0824 0．0618 0，0813

0．0776 0．0618 0．0768

0．0768 0．0618 0．0753

0．0764 0．0618 0．0752

［x2，好＝3］ 入210．0642

Ⅳ＝500 入31 0．0607

入41 0．0599

入61 0．0597

0．0478 0．0625

0．0478 0．0595

0．0478 0．0590

0．0478 0．0589

0．0637 0．0477 0．0615

0．0601 0．0477 0．0585

0．0593 0．0477 0．0579

0．0591 0．0477 0．0577

［x2，邸＝1］ 入210．2263

Ⅳ＝100 入31 0．2044

入41 0．1998

入61 0．1987

0．1171 0．2230

0．1173 0．2080

0．1175 0．2020

0．1177 0．2015

0．2130 0．1147 0．1982

0．1881 0．1146 0．1797

0．1815 0．1146 0．1722

0．1783 0．1148 0．1683

【x2，材＝1】 入210．1178

Ⅳ＝300 入31 0．1067

入41 0．1045

入61 0．1040

0．0633 0．1142

0．0633 0．1041

0．0634 0．1020

0．0634 0．1019

0．1157 0．0629 0．1098

0．1038 0．0629 0．0983

0．1012 0．0629 0．0957

0．1002 0．0629 0．0948

【x2，好＝1］ 入210．0897

Ⅳ＝500 入310．0812

入41 0．0795

入61 0．0792

0．0484 0．0870

0．0484 0．0793

0．0484 0．0773

0．0484 0．0776

0．0887 0．0482 0．0850

0，0799 0．0482 0，0766

0．0780 0．0482 0．0742

0．0774 0．0482 0．0741

M…SE：モンテカルロ実験によって求めた理論値

fしMean‥モンテカルロ実験によって求めたFABIN法に基づく推定値の平均

B－SE‥ブートストラップ標準誤差の平均（月＝1，000）
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取ble8 2因子モデルにおける標準誤差推定値の比較

挿L数〕 FABIN2

標本の大きさ 母数 MトSE F】Mean B－SE

FABIN3

M冊SE F…Mean B－SE

托規］
jV＝100

3

4

5

1∧

lハ

1（

0．1158 0．1139 0．1181

0．1143 0．1125 0．1155

0．1161 0，1140 0．1172

入12，10．1144 0．1125 0．1163

0．1101 0．1112 0．1103

0、1095 0．1098 0．1080

0．1104 0．1113 0．1095

0．1095 0．1098 0．1091

［正規】 入310．0654

Ⅳ＝300 入410．0647

0．0651 0．0659

0．0644 0．0647

入51 0．0655 0．0651 0．0654

入12，10・0649 0．0644 0．0649

0．0643 0．0646 0．0644

0、0638 0．0639 0．0634

0．0644 0．0646 0．0639

0．0640 0．0639 0．0635

［正職 人310．0504 0．0504 0．0508

Ⅳ＝500 入41 0．0500 0．0498 0．0501

0．0499 0．0501 0．0501

0．0495 0．0496 0．0494

入510．0505 0．0504 0．0509 0．0500 0．0501 0．0501

入12，10・0500 0・0498 0・0501 0．0496 0．0496 0．0495

〔x2，好＝3一 入310．1565

Ⅳ＝100 入410．1220

0．1174 0．1558

0．1155 0．1266

入51 0．1479 0．1174 0．1467

入12，10・1210 0，1157 0．1252

0，1422 0．1140 0．1330

0．1153 0．1121 0．1154

0．1343 0．1140 0．1264

0．1142 0．1123 0．1139

〔x2，邸＝3j

．Ⅳ＝300

入31 0．0870

入41 0．0670

ス51 0．0823

入12，10・0666

0．0658 0．0857

0．0650 0．0678

0．0658 0．0810

0．0650 0．0669

0．0844 0．0652 0．0811

0．0659 0．0643 0．0659

0．0797 0．0652 0．0765

0．0653 0．0644 0．0649

tx2，邸＝3j ス310．0669

Ⅳ＝500 入41 0．0515

A51 0．0631

入12，10・0511

0．0507 0．0664

0．0501 0．0518

0．0507 0．0624

0．0501 0．0514

0．0657 0．0504 0．0642

0．0510 0．0498 0．0509

0．0619 0．0504 0．0604

0．0506 0．0498 0．0505

rx2，好＝1j 入310．2306

Ⅳ＝100 入41 0．1377

入51 0．2086

入12，10・1345

0，1246 0．2116

0．1215 0．1440

0．1248 0．1969

0．1223 0．1415

0．2015 0．1197 0．1677

0．1268 0．1165 0．1256

0．1785 0．1196 0．1548

0．1229 0．1172 0．1223

rx2，邸＝1】

Ⅳ＝300

入31 0．1214

入41 0．0718

入51 0．1102

入12，10・0703

0．0672 0．1181

0．0661 0．0731

0．0672 0．1076

0．0663 0．0722

0．1166 0．0663 0．1086

0．0701 0．0653 0．0698

0．1049 0．0663 0．0979

0．0683 0．0654 0．0684

［x2，邸＝1】
Ⅳ＝500

入31 0．0925

入41 0．0545

入51 0．0839

入12，10・0533

0．0513 0．0907

0．0506 0．0552

0．0513 0．0833

0．0507 0．0543

0．0903 0．0509 0．0864

0．0537 0．0502 0．0538

0．0814 0．0509 0．0786

0．0524 0．0503 0．0525

M…SE：モンテカルロ実験によって求めた理論値

F－Mean：モンテカルロ実験によって求めたFABIN法に基づく推定値の平均

B－SE‥ブートストラップ標準誤差の平均（月＝1，000）

15
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瀧ble9 3因子モデルにおける標準誤差推定値の比較

［乱数］ FABIN2 mBIN3

標本の大きさ 母数 MwSE ぎーMean B－SE MwSE F－Mean 】ヨーSE

【正規〕
〃＝100

4

5

6

、
1
ハ

1∧

1∧

0．1195

0．1184

0．1185

入1糾 0・1182

0．1176

0．1161

0．1161

0．1161

0．1213

0，1188

0．1197

0．1198

0．1104

0．1105

0．1107

0．1104

0．1130

0．1116

0．1116

0．1116

0．1091

0．1077

0．1082

0．1082

［正規〕 入410．0677

Ⅳ＝300 入51 0．0668

0．0673

0．0664

入61 0．0671 0．0664

入18，10・0669 0・0664

0．0685

0．0677

0．0673

0．0674

0．0659

0．0653

0．0655

0．0654

0．0664

0．0656

0．0656

0．0656

0．0659

0．0654

0．0650

0．0650

【正規〕 入410．0521 0．0520 0．0523 0．0513 0．0516 0．0512

Ⅳ＝500 入51 0．0515 0．0514 0．0516 0．0508 0．0510 0．0505

入61 0．0516 0．0514 0．0517 0．0509 0．0510 0．0507

入18，10・0516 0・0514 0．0517 0．0508 0．0510 0．0506

【x2，邸＝3】 入41

Ⅳ＝100 入51

入61

入18，1

0．1593

0．1253

0．1248

0．1241

0．1213

0．1193

0．1193

0．1195

0．1519

0．1277

0，1288

0．1277

0．1378

0．1153

0．1150

0．1142

0．1158

0．1139

0．1139

0．1141

0．1237

0．1130

0．1133

0．1128

【x2，好＝3〕 入41

Ⅳ＝300 入51

入61

入18，1

0．0890

0．0689

0．0687

0．0684

0．0680

0．0671

0．0671

0．0671

0．0882

0．0700

0．0698

0．0691

0．0848

0．0671

0．0669

0．0665

0．0670

0．0661

0．0661

0．0661

0．0810

0．0670

0．0667

0．0659

【x2，好＝3］ 入41

Ⅳ＝500 入51

入61

人格1

0．0686

0．0529

0．0527

0．0524

0．0523

0．0517

0．0517

0．0517

0．0678

0．0533

0．0529

0．0529

0．0666

0．0520

0．0519

0．0516

0．0519

0．0512

0．0512

0．0512

0．0644

0．0519

0．0515

0．0515

【x2，好＝1］ 入。1

Ⅳ＝100 入51

入61

入1叫

0．2316

0．1399

0．1389

0．1368

0．1289

0．1257

0．1257

0．1265

0．2210

0．1466

0．1469

0．1453

0．1885

0．1250

0．1241

0．1219

0．1215

0．1184

0．1184

0．1191

0．1592

0．1240

0．1233

0．1211

【x2，好＝1］ 入41

Ⅳ＝300 入51

入61

入18，1

0．1234

0．0730

0．0725

0．0714

0．0694

0．0683

0．0683

0．0684

0．1192

0．0751

0．0736

0．0730

0．1158

0．0705

0．0699

0．0687

0．0682

0．0670

0．0670

0．0671

0．1054

0．0706

0．0691

0．0683

［x2，材＝1】 入41

Ⅳ＝500 入51

ス61

入18，1

0．0940

0．0554

0．0549

0．0543

0．0530

0．0522

0．0522

0．0523

0．0922

0．0566

0．0564

0．0558

0．0906

0．0542

0．0537

0．0530

0．0524

0．0516

0．0516

0．0517

0．0856

0．0545

0．0543

0．0536

M－SE‥モンテカルロ実験によって求めた理論値

FIMean‥モンテカルロ実験によって求めたFABIN法に基づく推定値の平均

B仙SE‥ブートストラップ標準誤差の平均（月＝1，000）
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付録1 FABIN2

観測変数の数を少，因子数をゐ，ただし，少≧2ゐ＋

1とする．fÅBINは，各因子には当該の因子のみ

に負荷する観測変数が少なくとも1つはあるという

仮定を置き，その観測変数を要素とするベクトルを

∬1（ゐ×1）とする．また，他の観測変数から任意に

選んだ1つの観測変数を∬2，ズ1およびズ2以外の観測

変数を要素とするベクトルを∬3（抄一ゐ－1）×1）

とする．そして，因子分析のモデル式を次のように

表す．

∬

γル

〝ル

′′′∫し＼11．．．1ノ

し
r
卜
伯
卜
伸

＋

′
－
ノ

、＼1．．．tlノ
1

2

3

だll切ニ、1．．11．ノ （8）

ここで，／（ゐ×1）は因子得点を要素とするベクト

ル，ム1（点×ゐ），ス2（1×ゐ），ム3（払－ゐwl）×鬼）
は因子パターン行列である．ただし，前述の仮定に

より，

ム1＝J （9）

である．これはモデルを識別するための仮定であ

る．また，gl（ゐ×1），g2（1×1），g3（払一点－1）

×1）はそれぞれ独自因子得点を要素とするベクト

ルである．ズ3がgl，g2と独立であると仮定して，観

測変数∬2の因子パターンベクトルス2を式（10）に

よって推定する．これは重み付けをしない最小自乗

推定値になっている．

ズ2＝ぶ盟ぶ31（ふ3ぶ。1）‾1 （10）

ここで，5㍊はズ2と∬3の共分散ベクトル，531とS13は∬3

と∬1の共分散行列，およびその転置行列である．

式（10）により観測変数ズ2の因子パターンベクト

ルを推定できるが，残る∬3内の観測変数の因子パ

ターンベクトルについては，∬3内の観測変数を1つ

ずつ∬2の観測変数と交換し，式（10）を適用する．

結果的に因子パターンを推定するために，式（10）

を♪Ⅶゐ回適用することになる．また，独自分散行

列は次式により推定される．

¢＝（卜がか）¶お （11）

〈

ここで，βは因子パターン行列の推定値Aを用いて

β＝A（ズーA）－1ノr－ （12）

と定義される．＊は行列βの要素同士の積を取るこ

とを意味する．また，gはS－かぷ）の対角要素を要

素とする♪×1のベクトルである．ただし，5は観

測変数の分散共分散行列である．

さらに，因子間共分散行列の推定値¢は次式の

通りである．

壷＝（ズーズ）－1ズー（S…¢）A（ズーA）‾1（13）

H畠gglund（1982）はス2の漸近分散共分散行列を導

出している．計算式は以下の通りである．これをズ1

以外の観測変数に順次，適用する．

Cov（ズ2）＝去；－…（g13ゴ31）－1
×含13ゴ㍊ゴ31（ゴ13ゴ31）－1（14）

ただし，

誕＝ズ2州Å2∬1 （15）

♂“l‘－；詔－2ズ2；12＋ズ2ゴ11去ら（16）

ノヽ

ここで，∑ヴほ因子パターン行列，独自分散，因子

間共分散の推定値を用いて再生された観測変数の分
／ヽ

散共分散行列である．また，言ゎとして標本の分散

共分散行列5むを用いることもできる．H畠gglund

（1983）のシミュレーション実験では，標本分散共

分散行列を用いたほうが再生分散共分散行列よりも

安定した推定値を与えている．そのため，

H独glund（1983）は標本分散共分散行列を利用す

べきであると結論づけている．

付録2 FABIN3

fA8IN2は観測変数∬3とβ2一人2β1の共分散ベクト

ルが♂2∫と表されると仮定している．一方，この仮

定を外した重み付き最小自乗法が提案されている．

これをfABIN3という．mBIN3による因子パターン

ベクトルの推定値は

ズ2＝5詔5表1531（513ぶ壷1531卜1 （17）

である．∬3に入る観測変数の因子パターンについて

はfABIN2の場合と同様に，順にズ2と交換して式

（10）を適用して推定する．

独自因子分散行列と因子間共分散行列の推定に

は，fABIN2と同様に，それぞれ式（13）と式（11）

が適用される．
／＼

また，因子パターンベクトルス2の漸近分散共分

散行列は，

Cov（ズ2）＝志；“－‘（ゴ13ゴ詔ゴ31）‾1（18）
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である．ここで，㍑は式（15），；王‘！‘は式（16）の推 変数の分散共分散行列であるが，mBIN2と同様に，

定借の通りである．含りは因子パターン行列，独自 H護gglund（1983）は標本分散共分散行列Sゎを利用

分散，因子間共分散の推定値を用いて再生した観測 すべきであると述べている．




