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エクセルでダイナミック・プログラミング 

 

穂 刈   享＊・飯 村 允 基†・大 沼 嘉 子‡ 

 

１ はじめに 

 大学院レベルのマクロ経済学および労働経済学の授業において動学モデルを

分する際には必要不可欠なものとなっているダイナミック・プログラミングの

手法は，学部レベルの授業ではあまり取り扱われることがないようですが，ダ

イナミック・プログラミングの基本的な考え方それ自体は非常に簡単なので，

分析するモデルを限定すれば，学部レベルの学生にでも十分理解できると思わ

れます． 

 期間が有限である場合には，動学的最適化問題にダイナミック・プログラミ

ングの手法を適用するということは，いわゆる Bellman 方程式を backward に解

くことを意味し，この作業はエクセルを用いることで容易に行うことができま

す． 

 本稿では，学部生向けのダイナミック・プログラミング入門として，

McCall(1979)のモデルと Diamond(1982)のモデルを有限期間で考え，それぞれ

のモデルの Bellman 方程式をエクセルを使って解きます．1 この 2 つのモデル

の大きな違いは，McCall(1979)は 1 人の個人の意思決定モデルであり，Diamond 
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(1982)は複数の個人がいて各人が将来の状態を予想しつつ意思決定を行った

場合に全体としてどのような状態が実現するのかを分析する均衡モデルである

ということです． 

２ McCall(1970, QJE)のモデル 

 1 期から 50 期までの 50 期間を考えます．花子さんは失業中で仕事を探して

います．各期において，もし花子さんが仕事についていない場合はランダムに

選ばれた企業の面接を受けます．面接では，まずある賃金が提示され「この賃

金で 50 期までわが社で働いてください」といった内容のオファーを受けます．

このとき，花子さんには次の 2 つの選択肢があります: 

(ⅰ) このオファーを accept して，決められた賃金で 50 期まで働き続ける; 

(ⅱ) このオファーを reject して，サーチのコスト c を(今期に)支払って，次

の期にまたランダムに選ばれた企業の面接を受ける． 

 花子さんが企業から提示される可能性のある賃金のオファーは w1から w10ま

での 10 種類で，0 ≦ w1＜ w2＜…＜ w10であるとし，それぞれの賃金を提示され

る確率は p1, p2, …, p10であるとします． 

 花子さんの t 期における利得 Xtは確率的に決まる「確率変数」で， 

          w1 賃金 w1の仕事についている場合， 

          w2 賃金 w2の仕事についている場合， 

       Xt＝  …  

          w10 賃金 w10の仕事についている場合， 

          －c 次の期にも面接を受ける場合 

となります． 

 花子さんは 

X1 ＋βX2 ＋β2X3 ＋β3X4 ＋…＋β49X50 
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の期待値が最大となるように，各期におけるそれぞれの賃金のオファーを

accept するかどうかについての計画を立てるものとします．ここで，βは時間

割引因子(discount factor)で 0＜β＜1 とします． 

 t 期に wiの賃金を提示された場合の 

Xt ＋βX t＋1 ＋β2 X t＋2 ＋β3 X t＋3 ＋… ＋β50－t X50 

の期待値の最大値を Vt(wi)と書くことにします．このとき t ＝1 から t ＝49 につ

いて次の式(Bellman 方程式)が成立します． 

 

 

 

 ここで 

 

 

 

 

 

 

 

となるので，各パラメターの値を所与とすると，エクセルを用いて Vt(wi)を計

算することができ，その結果として花子さんにとって最適な計画を求めること

ができます．(図 1 を参照．サンプルファイルは McCall70qje. xls で，accept と

reject の表示については「条件付き書式」の機能を利用しています.) 

３ Diamond(1982, JPE)のモデル 

 ある島の住民はやしの実を食べて生活しています．島のやしの木には背の高
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い木と低い木の 2 種類があり，登る際のコストが異なります．各人はやしの木

を探して島を歩き回り，見つけた場合にはその木に登って実を採るか別の木を

探すかを選択します．やしの木が見つかるかどうか，背の高い木と低い木のど

ちらが見つかるかは確率的に決まります．また，島には自分で採ったやしの実

を食べてはいけないという掟があり，やしの実を採った人は交換相手を探して

島を歩き回ることになります．交換相手が見つかる確率はやしの実を持って歩

き回っている人の数に比例します． 

 1 期から 50 期までの 50 期間を考え，以下の記号を使います． 

● a1：各期において，やしの木を探している人全体の中で実際にコスト c1 の

木を見つけることになる人の割合． 

● a2：各期において，やしの木を探している人全体の中で実際にコスト c2 の

木を見つけることになる人の割合，0 ＜ a1 ＋ a2 ＜ 1．ここで 0 ＜ c1 ＜ c2． 

● y：やしの実を消費したときの効用(utility，満足度). 

● β：時間割引因子(discount factor)，0 ＜β＜ 1. 

● n̄ ：島の人口． 

● nt：t 期の始めにやしの実を持っている人の数，0 ≦ nt ≦ n̄ . 

● t 期の始めにやしの実を持っている nt 人の中で  だけの割合の人が実

際にその期にやしの実の交換相手を見つけることができると仮定します． 

 

 各個人の t 期における利得 Xtは確率的に決まる「確率変数」と考えられ，こ

れは次のようになります： 

       －c1 コスト c1のやしの木に登ってやしの実を採った場合， 

       －c2 コスト c2のやしの木に登ってやしの実を採った場合， 

        y  交換相手を見つけてやしの実を消費した場合， 

        0  その他の場合． 

nt
n̄ 

Xt＝ 
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図１ McCall(1970, QJE)のモデル 
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 各個人は各期における ntの値についての予想 n1, n2, n3, ..., n50を持っていて，

この予想の下で 

X1 ＋βX2 ＋β2X3 ＋β3X4 ＋…, ＋β49X50 

の期待値が最大となるように，t ＝1, 2, 3,…, 50 の各期における 

(ⅰ) もし t 期にコスト c1のやしの木を見つけた場合には，その木に登ってや

しの実を採るかどうか， 

(ⅱ) もし t 期にコスト c2のやしの木を見つけた場合には，その木に登ってや

しの実を採るかどうか， 

ということについての計画を立てるものとします． 

 t 期以降の予想 nt, nt＋1, nt＋2, ..., n50を所与とした場合の t 期のはじめに手ぶら

の人とやしの実を持っている人の 

Xt ＋βXt＋1 ＋β2Xt＋2 ＋β3Xt＋3 ＋… ＋β50－tX50 

の期待値の最大値をそれぞれ Vt(手ぶら)と Vt(やしの実)と書き，同様に，t+1

期のはじめに手ぶらの人とやしの実を持っている人の 

Xt＋1 ＋βXt＋2 ＋β2Xt＋3 ＋β3Xt＋4 ＋… ＋β50－tX50 

の期待値の最大値をそれぞれVt+1(手ぶら)とVt+1(やしの実)と書くことにします． 

 このとき，次の 2 つの式(Bellman 方程式)が成り立ちます． 

 

   Vt(手ぶら)= a1 max｛βVt+1(手ぶら), －c1 ＋βVt+1(やしの実)｝ 

        ＋a2 max｛βVt+1(手ぶら), －c2 ＋βVt+1(やしの実)｝ 

        ＋(1－ a1 － a2)βV t+1(手ぶら)， 

   Vt(やしの実)=  ［y＋βVt+1(手ぶら)］＋ 1－   βVt+1(やしの実). 

e    e   e        e

e   e      e           e

(   ) nt
n̄ 

ent
n̄ 

e
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 全員が「t 期にはコストが c1の木には登るがコストが c2の木には登らない」

という計画を立てている場合の実際の ntと nt+1 の値の関係は 

nt+1 ＝ a1(n̄ －nt)+ 1－   nt 

となり，全員が「t 期にはコストが c1の木にも登るしコストが c2の木にも登る」

という計画を立てている場合の実際の ntと nt+1の値の関係は 

nt+1 ＝ (a1＋a2)(n̄ －nt)+ 1－   nt 

となります． 

n1, n2, n3, ..., n50 の値について全員が同じように予想し，全員がその予想の下で

の最適な計画を実行した場合の実際の n1, n2, n3, ..., n50 の値とその予想値が一

致するような状態をこのモデルにおける均衡と呼ぶことにします． 

 次の 2 つの計画を考えます． 

 

● [計画 A] 1 期から 49 期までのすべての期間において，見つけたやしの木の

コストが c1であれば登ってやしの実を採るが，コストが c2であれば登らない． 

● [計画 B] 1 期から 49 期までのすべての期間において，見つけたやしの木に

はコストが c1であるか c2であるかに関わらず登ってやしの実を採る． 

 

 エクセルを使うと，所与の n1，例えば n1 ＝ 0，からスタートして全員が同じ

計画を実行すると仮定して n2, n3, ..., n50 を計算し，その n2, n3, ..., n50 を全員が

予想した場合に全員が実行すると仮定した計画が各人にとって最適な計画とな

っているかどうかをチェックすることができます． 

 

 

 

(   ) nt
n̄ 

e

(   ) nt
n̄ 

e
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 例えば，各パラメターの値が 

 

a1 ＝  ， 

a2 ＝  ， 

 y ＝ 40， 

β ＝ 0.9， 

 n̄ ＝ 300， 

 c1 ＝ 10， 

 c2 ＝ 25 

である場合を考えると，全員が計画Ａを実行する状態は均衡となり，全員が計

画Ｂを実行する状態は均衡とはならないのですが，計画Ｂを若干修正した次の

計画を全員が実行する状態は均衡となります． 

 

● [計画 C] 1 期から 47 期までのすべての期間において，見つけたやしの木に

はコストが c1であるか c2であるかに関わらず登ってやしの実を採る．48 期と

49 期においては，見つけたやしの木のコストが c1であれば登ってやしの実を

採るが，コストが c2であれば登らない． 

 

 したがって，上記のパラメターの下では，全員が計画Ａを実行する均衡と全

員が計画Ｃを実行する均衡が存在することになります．(図 2 から図 4 を参照．

サンプルファイルは Diamond82jpe. xls) 

 

1
6
1
3
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図２ Diamond(1982, JPE)のモデルで全員が計画Ａを実行している場合 
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図３ Diamond(1982, JPE)のモデルで全員が計画Ｂを実行している場合 
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図４ Diamond(1982, JPE)のモデルで全員が計画Ｃを実行している場合 
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４ その他のモデル 

 本稿で示したのと同様の手法で分析できる動学モデルの中で特に重要なもの

としては，Jovanovic(1979)の job matching のモデル(Ljungqvist and Sargent 

(2004)のSection 6.A.2を参照)とGomes, Greenwood, and Rebelo(2001)の景気循

環とサーチのモデル(Ljungqvist and Sargent(2004)の Exercise 26.2 と 26.3 を参

照)の 2 つが挙げられます． 
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