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2002年度から 5年間指定を受けた SSH研究で，大学で、の学び、につながる数学に注目して特に f統計Jおよび

「微分方程式j に関する教材・カリキュラムを開発し，授業実践などを通してその効果を確認することができ

た。そこで2007年度より新規指定を受けた SSH研究では，これら以外の分野を含めて，有効な教材を数多く開

発することを目指すこととした。本年度までに 54の教材を開発し，それらを含んだカリキュラムを作成すると

ともに，教員研修会などを実施し公開している。

また，生徒の数学への興味関心を高めるための「特別講座Jの実施，筑波大学のインターンシップと連動し

たサイエンスコミュニケーション能力の育成を図る取り組み，数学オリンピックや数学研究部など生徒の数学

的活動の支援，筑波大学学生へのメディアル教育などを行っている。

キーワード:サイエンスコミュエケーション，中高大焼連携

1. はじめに

本校数学科では，筑波大学や他大学の数学関係者の

協力を得ながら，大学や社会で、の学び、につながる数学

教材の開発および、指導法の研究を行っている。 2002

年度から 5年間指定を受けたスーパーサイエンスハイ

スクール(以下 SSHと略)研究『先駆的な科学者・技術

者を育成するための中高一貫カリキュラム研究と教材

開発Jの中で数学科は，大学で、の学びにつながる数学

に注目し，特に「統計J(集団の特徴を掴む考え方や手

法)および「微分方程式J(微小な変イヒから関数の特徴

を捉える考え方)に関する教材開発と授業実践を行っ

た。また，それらを本校の実態に即した中高一貫のカ

リキュラムへ配置するとともに，教育研究会などで公

開し，その効果を確認することができた。

そこで 2007年度より新規指定を受けた SSH研究

『国際社会で活躍する科学者・技術者を育成する中高

一貫カリキュラム研究と教材開発Jでは3 これら以外

の分野を含めて3 生徒も教師も興味を持って取り組め

るような魅力的で有効な教材を数多く開発し，中高一

貫カリキュラムの充実を目指すこととした。

本年度までに 54の教材を開発し，カリキュラムに

配置するとともに，教員研修会などで公開している。

また，教材・カリキュラム開発以外に，生徒の数学へ

の興味関心を高めるための「特別講座J，サイエンスコ

ミュニケーション能力の育成を目指した筑波大学イン

ターンシップと連動した総合学習 fゼミナーノレJiテー

マ研究J，数学オリンピックや数学研究部など生徒の数

学的活動の支援，筑波大学学生へのメディアル教育な

どを実施している。以下、その取り組みを報告する。

2.今年度の研究

2.1.教材・カりキュラムの開発

これまでに開発した 54教材の一覧，それらを配置し

たカリキュラム，および今年度開発した 3教材を以下

に記載する。
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2.1.1開発教材一覧

表左端のアルファベットの記号は次の絡であり，中学は小文字，高校は大文字，数字は実施学年である。

rA.代数(Algebra)J 「加.解析(Analysis)J rG.幾何(Ge叩 etrY)J rp.確率(Probabi I i ty) J 

ro.微分方程式(DifferentialEquation)J rs.統計(Stati st i CS) J rO.その他(Others)J 

年度 年度

al. 整数 2008 sl. 統計の基本 2006 

al-2. 有理数 2007 s2. 標準偏差・近似直線 2006 

a3. H音号理論と整数論 2006 s3. 正規分布と標準化 2006 

Al 数と方程式 2008 s3-2. シミュレーションによる授業 2006 

A2 離散な数列と連続な関数 2009 Sl. 間帰直線，相関係数 2007 

A3. 霞換と正多面体群 2007 S1-2 数理統計学入門 2009 

A3-2. 1次変換の線形性 2008 S2. 
残差分析によるデータ系列の

2007 
関係

anl. 2元 1次方程式とその応用 2007 S3. 主成分分析入門 2007 

an2 合成関数とグラフ 2009 S3-2. 正規分布の平均の推定 2008 

an3 絶対値を含む関数のグラフ 2009 dl. 
自然数の和，平方数の和，立方

2007 
数の和

an3-2 
描画ソフトを利用した絶対値と

2010 世r d1-2. 『数える』 2010 ヲk
ガウス記号を含む関数のグラフ

お11. 2次関数 2007 d2. グラフや図形の移動・変形 2006 

Anl-2 2次関数 (2) 2009 cl3. 2次関数の接線 2006 

Anl-3 手nや積のグラフ 2010 ヲk cl3-2. 面積・体積 2006 

An2. 円周率の近似 2007 d3-3. 最大・最小 2006 

An2-2. 三角関数表を作る 2006 Dl. 包絡線 2006 

An2-3. 
加法定理から導き出される多項

2006 D2. 
グラフ描画の方法

2007 
主に ーテクノロジーへの挑戦一

gl 四角形の合同条件 2008 D3 包絡線(その 2) 2006 

g1-2 作図の教材 2009 D3-2 微分方程式 2006 

g1-3 四角形の性質 2010 D3-3 微分方程式の応用 2006 

g2. チェパ・メネラウスの定理 2007 D3-4 関数のグラフの描画法 2008 

g3. 立方体の切Ilfr 2007 D3-5 出線と面積 2008 

g3-2. 反転法 2007 01. 4元数を高校数学へ 2007 

g3-3 立方体の切断 (2) 2009 02. 有限世界の数学 2007 

G1 四百体の幾何 2008 Pfl. 組合せの確率モデ、ル 2007 

Gl-2 デカルトの円定理 2009 Pf2. EBIと確率・統計 2007 

G2. 正 17角形の作図 2008 Pf3. 無限集合の確率 2008 

*掲載年度は、本校数学科研究報告の掲載年度である。

女は本論集に掲載した教材である。
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Anl-3.1. 2次関数

(1)和や積のグラフ

2.1.4.開発教材

中学で学習する y=ω2のグラフを確認した後、

既知関数の和や積のグラフの概形について考えさせ

る。注ヨすべきは、担ヱ広一方が Oとなる場合や異

符号で絶対値が等しい場合、盤工庄一方がO及び

:1:1となる場合、に対応する点である。また、元のグ

ラフとの上下関係、や接点に関して、和のグラフは、

問符号なら外側に、異符号なら双方の間に、盤0)-7"

ラフは、絶対値がともに 1より小さいなら内側にあ

る。さらに積のグラフについて、絶対値がともに 1

より大きいなら外側に、それ以外は双方の、或いは

一方をx軸について反転させたものとの間にある。

なお極大極小となる点は、相加相乗平均の大小関

係を用いて考えることもできるが、深入りしない。

An1-3.和や積のグラフ

関連分野:関数

高等数学:解析学

対象学年:高校1年生、高校2年生

関連単元:2次関数、三角関数

教材名:和や積のグラブ

《既知の関数の和や積で表わされた関数のグラフ》

グラフの指導は、通常、 2次関数ならば平行移動、

三角関数ならば合成公式などを用いて演緯的に行う。

しかし、基本的なグラフが描ければ、それらの和や積

で表わされる関数は、特徴的な点をプロットすること

や包摂関係などから、その概形を描くことができる。

またその過程で未知の関数の様子を探ることになり、

関数についての興味関心を培うことができる。

とりわけ三角関数は高校になって初めて学習する関

数であり、その表現や式変形に絡む公式の多さから、

生徒が不安を持つ関数である。特に、加法定理及びそ

れから導かれる合成や和積の公式に戸惑う生徒が多い。

そこでこれらの導入も兼ねて、基本的な三角関数の和

や積で表される関数のグラフについての考察を行し、

周期の重要性や『うなり』現象の面白さを感じるとと

もに、『波の合成』のイメージを掴んでもらうことは有

効であろう。

具体的には、基本的な三角関数のグラフ及びその移

動変形(平行移動、座標軸を基準とする引き延ばし、

相似拡大縮小)を扱った後に、学習済みの関数

(y=x，yzx29Y21)を含めた、和や積で表され
x 

る関数のグラフについての考察を行う。グラフの概形

は、特徴的な点(和では一方が Oとなる場合や異符号

で絶対値が等しい場合、積では一方がO及び:1:1とな

る場合に対応する点)をフ。ロットし、元のグラフとの

大小(上下)関係なども考慮、してかくことになる。未

知の関数をこれらのことから合理的に推理する楽しさ

を味わわせるとともに、関数のグラフ描画の基本事項

である「点、をプロットするj ことを再認識させたい。

いずれもグラフ描画ソフトを用いれば簡単に書くこ

とが出来るが、手作業で行うことに意味があると考え

ている。

なお、これらのことは2次関数でも扱うとよいので、

以下、 2次関数の和や積のグラフを含めて、指導の流

れを記載する。

y:= f(x) + g(x)のグラフの概形をかけ。

y=x
2
に漸近する

>弓3/!=2
~~ 4 ミ!4

同

x ぅOのとき

y=ーに、
x 

X →±∞のとき

霊{直に関して

X>Oのとき、

-a，ノ
ウ
ムx

 

〆
'
E
1+

 
x
 

一一
、

、

，

，

ノ

-

X

1

、、-

f

'

E

1

-

¥

 

σ

O

¥

¥

 

.
晶
司
引

い

ρ
¥
¥
¥

X

1

1

1

1

1

‘
 

〆
'a
‘
、
、
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘
‘

J
f
/
-
I
t
-
-

1
i
 

接点

(2) f(x) + g(x):= x2十工
x 

J' • 
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(3) ((x)十g(x)=x+i
x 

(4) f(x) + g(x) = -x +工
x 

A 
J 

I 

、、
、
、-1¥ 、

、、
、
、、、、、、、、、、、、

=1のとき)

x→ 0のとき y=L 
x 

X →土∞のとき y=-x

、、、、
、
、、、

、
、、

、

>-
J 

、

(2)/(x)g(x)=(x+I)i 
x 

(3) f(x)g(x) = (x2 -1)土
x 

間2. y = f(x)g(x)のグラフの概形をかけ。

(1) f(x)g(x) = x2 
• X 

-2.0 

-34-
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間3. 次の関数のグラフの概形をかけ。

(1) y = X2 + (-x + 1) 

吐ー←一一一

ー3

(2) Y=_X2 +(x+2) 

(3) y=(x+1)(-x+2) 

(4) y=x2(-x2+1) 
¥yA  

1白5

-2.0 YNく:!、

l -2.0 \~ 

cD艇{直に関して

O<x<lのとき、

x2(-x2+1) 

三(H
(等号は

4 

x=去のとき)

(2) 2次関数のグラフの移動・変形

平行移動、対称移動、回転移動、及び拡大(縮小)に

ついて、確認する。(数学科研究報告 2007 ~d2 グラフ
や図形の移動変形』参照)

問4.次の移動・変形①~③について各問いに答えよ。

①x軸についての対称移動

②y軸についての対称移動

③x軸方向へ-1、y~!由方向へ 2 の平行移動

④原点を中心とする 180
0

回転

⑤原点を中心とする 90
0

回転(反時計回り)

@原点を中心とする 2倍の拡大

⑦x軸を基準とする(上下への) 2倍の引き伸ばし

(左右への)~倍の引き伸ばし
2 

③y軸を基準とする

(1) 点P(2，1)を①~③で移動した点をかけ。

解)略

(2)点(α，b)を①~③で移動した点の鹿標を求めよ。

解)①(a，-b)、②(一α，b)、③(α-1，b+2)、

④(-a，-b)、⑤(-b，a)、⑥(2a，2b)、

⑦ωb) ③φ) 
(3)直線y= 2x+1を①~④で、移動した図形をかけ。

また、その式を答えよ。

解)①y= -2x-l、②y=-2x+ 1、③y=2x+5 

④y = 2x+l グラブは略)

(心双曲線y=iを⑤~③で移動した図形の概形をか
x 

け。またその式を求めよ。

1 _ 4 _ 2 
解)⑤y口一一、⑥y=一、⑦y=一、③y=て-

x X X LX 
(グラフは略)
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間5.次の移動・変形①~⑤について各間いに答えよ。

①x軸方向へ2、y軸方向へ-1の平行移動

②原点を中心とするi倍の縮小
2 

③x 軸を基準とする(向上下への)~倍の引き伸ばし
3 

④原点を中心とする 450

回転(反時計百り)

⑤原点を中心とする -1200

回転(反時計四り)

【注】回転に関しては、複素数の積を利用。

点の 45。回転。×14、-450

回転。ど
、/2 -...12 

-1--...I3i 
-1200

回転。×
ド

2 

-1十、/3i 
120

0

回転。×
ド

2 

(数学科研究報告 2008~A1 数と方程式』参照)

(1)点(α，b)を①~⑤で移動した点の座標を求めよ。

解)①(α+2，b-l)、②(E，旬、③(α，E)、
2<2 

α-b a+b. (a-ba十bi 
④(α+ bi) -; =一一+一一 :.1一一一一 lJ2 J2' J2' ，.~ J2 ' J2 ) 

-} -)3 i ( -a +)3b -)3a -b i ⑤(α+bi) :.1 ~''1 -'U '1-'''' u 1 
2 22  

(2)放物線y=x2
を①，②，③で移動した図形の概形を

かけ。また、その式を答えよ。

解)①y=(xーが-1 ②y=2x2 
③yzjx2 

グラフはl略

(3)放物線y=がを、④(反時計四りに 450 回転)

で移動した図形の式を求めよ。

(f(x，y) = 0の形でよい。)

解)求める図形上の点(x，y)を-45。回

転した点は、

(x+yi)ii より日二ょととよ)
J2 ~/l J2'J2) 

これがy=x2上にあるので、

x+y Ix-y¥ 

J2 -~ J2 ) 

x2 
+ 2xy + y2 + J2x-J2y = 0 

(4)放物線y=x2を、⑤(反時計四りに-1200 回転)

で移動した図形の式を求めよ。

(j'(x，y) = 0の形でよい。)

解)求める図形上の点(x，y)を120
0

回転した点は、

川ーヅi より
[

-xア今ょ)
これがY=X2上にあるので、

与よ=[=xld~J' 
x2 

+ 2)3xy + 3 y2 -2)3x + 2 y = 0 

Anl-3.2. 三角関数

(1)三角関数のグラフの移動・変形

三角関数のグラフの基本的事項を確認した後、次の

ように、その移動・変形を取り上げる。

問6. 図の点線はy= Slnxのグラフである。これを

次のように移動変形したグラブの概形をかき、そ

の式を求めよ。(グラフは省略)

1r 
(1) x軸方向へ

2'
Y軸方向へ2平行移動

(2)上下 (x軸の垂直方向)へ2倍

(3)左右 (y軸の垂直方向)へ2倍

(4)原点を中心に 2倍に相似拡大

1r 
解)(1) y = sin(x -.~) + 2、(2)y = 2sinx 

2 

ωy =si十 ωy=吋 x

間7，図の点線はy= cosxのグラフである。これを

次のように移動変形したグラフの概形をかき、そ

の式を求めよ。(グラフは省略)

(此右 (y軸の郵方向)へj倍

(2)原点を中心によ倍に相似拡大
2 

角解卒引) ル ωx  包ω)y戸戸戸戸二二=二:十:

間8，図の点線はyニ tanxのグラフである。これを

次のように移動変形したグラフの概形をかき、そ

の式を求めよ。(グラフは省略)

z 
(1) x軸方向へ

2' Y軸方向へ-1平行移動

(2)原点を中心lこ2倍に相似拡大

解) ル t an u 7 -1 ωω) Yヂド:ニ:二吋二

;rr 
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間9. 次の関数のグラブの概形をかけ。

1 . 1 
(1) y = sin 3x (2) y =一一Sln-x

2 2 

(3) y =土x
2+sinx 

10 
A Y 

ω y口 cosj(… )+ 1 (4) y = 2ω寸)-1

(5)y=tan2x+I(6)y =-ita11(x÷fE) 
2 2 

解)略

(2)三角関数の和や積のグラフ

まず、既知の関数との和や積のグラフを扱う。

問 10.次の関数のグラフの概形をかけ。

(1) y = x + sin x 

側 4n -2π 

(2) y = ~+ sinx 
x 

A Y 

12 

-8 

ー12

A Y 

2n 

'/ 

F 

4n x 

(4) y =土x2
十cosx

10 

-2 n 

国 2

-6 

y"  

個 2

-4 

-6 

間11.次の間数のグラフの概形をかけ。

(1) y = xsinx 

-37-

A y 

-6 

-8 

接点¥

極小ではな川

〉

2n x 



(2) y = !sinx 
x 

A司

y 

調 2

cD 
x →Oのとき

三E三→l
x 

-3 

ωy=十

-12 

付)y十2COSX 

-2JT 
~ 

2][ x 

-8 

ー12

次に、三角関数の和や積で表わされるもののグラフ

について考察する。これらを通して、周期が等しい三

関数の和や積が一つの波になることなどを予想させ、

合成公式や和積の公式の導入とする。

例 1. Y = sin x + cos x 

.. ... 

例2. Y = sin x . sin x 

』

」町

ト ¥'e//t¥、/命¥¥/

\ベvJ2\\~イ=\〆/

間12.次の関数のグラフの概形をかけ。

ωy = sinx+的?
A Y 

(2) y = 2sinx+cosx 
A Y 

-2 

-3 

。。
η
J
 

>-
x 

" x 
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(4) yェsinx+sin4x
yA 

-2 

ー3

閉13.次の関数のグラフの概形をかけ。

(1) y = sinxcosx 
A Y 

l.5 

1.0 

ω0.5 

-1.0 

ーl.5

ωy=山 n(斗)
A Y 

1.5 

1.0 

0.5 

-1. 0 

国1.5

(3) y = sin xsin 2x 
A Y 

1.5 

1.0 

-1.0 

-1幽 5
グラフはy=土Slnxの間にある

(4) y = sinxsin4x 
yA 

1白5

~ 

x 

同1.0

-1. 5 グラフはy=土Slnxの間にある

ny 

q
J
 



{補足}

2つの三角関数の周期が等しいとき、それらの和

や積は 1つの三角関数となる。

加法定理及び合成、半角、 2倍角、和仲積の公式

などを扱った後、このことを次のように確認する。

例 1 円 i山 COSX = .J2 sin(寸)

例2yqinxsinx=j(l-ωx) 

間12.

仰=Sln日 in(寸)

= Slll X + Sln X COS一一-COSXSlll-

立 (1よ }iιCOSX=日 …)
12 ・

(ただし、m u -l cosα1+.J2 
J2(2 +.J2) ，-~~ ~~ )2(2 + )2) 

55IJ解)和積の公式を用いて

y = sinx+ω? 

X十x-4 xーか_J[) 
= 2sin 斗 cos 斗

2 2 

=2cosflsin(x-fE) 
8 8 

(2) y=2sinx+cosx=-J5sin(x十 α)

(七だし sin -l COS α= ~) ， α 一一一 一一寸~…--J5' VVI..J lA" - -J5 J 

問 13. (1) v = sin xcosx = ~sin 2x 
2 

=卦OS伽子)寸)

また、 2つの三角関数の周期が異なる場合、それ

らの和や積は周期的に複雑な増減をする。(これは、

音波の場合の fうなりJ現象に対応するものである。)

間 13. (3) y = sin x sin 2xは、 y=土smxのグ

ラフの簡に、 y= sin2xのグラフが上下から押し込

まれて入ったものとなり、 (4)y = sin xsin 4xは、

y = Isinxのグラフの間に、 y=sin4xのグラブが

入ったものになっている。

一般に、 O<m<nのとき、 yZ sin mxsiI111Xは、

Y = Isinmxのグラブの間に、 y=smnxのグラフが

入ったものとなる。

周期が異なる三角関数の和の場合も、次のように

積の形に変形して考えると、グラフの概形をつかみ

やすい。

問 12.

x+2x x-2x 
(3) y = sin x+的 2x=2sin-7-cos-τ-

b
一2n

 

n
h
u
 

x
一2

Fδ o
 

c
 

勺
ム一一

yA  

、、
、、、

『

一0
-J

♂、4〆r
 ，

 
J
 〆

，
 

f
 ，

 ，
 

・r

J
 

，
 

、、、

X+4X Xー ιfX
(4) y = sin x + sin 4x = 2 sinヲニωτ一

FU
一2

n
 

pa 

k

一2
Fδ o

 
c
 

q
ム一一

-2 

(2010 鈴木)

- 40-



解求める関数を絶対値とガウス記号を含む関数のソフ

トウェアによるグラフ描画

an3圃 2.

y=乞αiIx -P.i I + bx + c 、、‘•. 
e
，F'
 

*
 

，，t
t
，、、

一α1-α2一・・・一 αn十b= k1 

α1一α2ー・・・ー αn+ b = k2 

とおく.傾きより，

α1十α2一・・・ -αn+b=ん

α1十α2+・・・ー αn十b= kn 

関連分野:解析分野

高等数学:解析幾何

対象学年:中学 3年生，高校 2年生

関連単元:関数のグラフ

教材名:絶対値とガウス記号を含む関数のグラ

フの GRAPESによるグラフ搭画

α1十α2十・・・十 αn十b= kn十1

k'i-l-1 - k，; ，_ ~ . ~ " k，十 k71-1-1
α けよ~(l 壬 i 壬 T仏 b = i 2HTi  

また，左端を含む直線は

y=-玄αi(X-P'i)十批判

μ

ヤ
μ
凶

UZM これらを(*)に代入して，求める関数

ぷ""¥ki+l- k.i， 11 k1十 kn+
ν=) :十 2(12-pi|-pz)+2 ↑ x+ア

{=::? 

を得る.

であり，点 (0，T)を通ることから

である.

〈不連続な線をグラフとする関数の作成〉

与えられた関数のグラフを描くことは，よヒ較的容易

である.特に， GRAPESやFunctionViewなどの関

数グラフソフトを利用すれば 陽関数や陰関数のグラ

フを一瞬で描くことができ，手計算で描いたグラフが

正しいのかを生徒自ら確認できる.これは，さらに発

展した内容へ進むための土台となり得る.また，関数

グラフソフトは，与えられた関数のグラフを措く作業

の逆，つまり，与えられた線をグラフとする関数を作

成する際に，生徒の試行錯誤の手段となる.

本稿では，特に，不連続な線をグラフとする関数を，

GRAPESを利用しながら作成する方法について考察

する. GRAPESの使い方については，巻末の付録を

参照していただきたい.使用する関数は，基本的に絶

対値とガウス記号を含む関数のみなので，一部を除い

て中学 3年生でも利用できる教材である.

口

例えば， 2回折れ曲がる折れ線をグラフとする関数

を求めるには，問 1でn=2の場合を考えて，

を得る.an3-2.1.折れ線をグラフとする関数の作成

最初に，折れ線をグラフとする関数の作成しておこ

う.これは，次の間題で完全に解決される.

間1. x = Pl， P2，・・.， Pn (PlくP2く・・・く Pn)で

折れ曲がり，傾きが左端からJII買に k1lk2l .・.， kn+l 

となる折れ線

y=αllx -Pll +α21 x -P21 + bx + c 

GRAPESではとおけばよいことが分かる.しかし，

添え字を使えないので，例えば，

ν=αIx -pl十 b同-ql + cx十 d

GRAPESでは， IXI を陽関数で描くとよい.ただし，

はabs(x)で表されるので，

U 

チ音色 「α*abs(x -p) + b * abs(x -q) + cx + dJ 

を陽関数で描くことになる.このとき，民 b，c， d， pヲ q

は自動的にパラメータとなり，初期値がすべて 1とな

る.パラメータの値を変えることによって，さまざま

な折れ線を描けることを確認できる(函 1).
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Z 

で左端を含む直線が点ゅう T)を通るものをグラフ

とする関数を求めよ.



図 1:ν=αIx-pl + blx -ql十 cx+dのグラフ

an3-2.2.ガウス記号を含む関数のグラフの描画

GRAPESで，ガウス記号 [x]を含む関数のグラフ

を描画するには， int(x)を用いる.実際，陽関数に

fint(x)Jを入力してそのグラフを描画すると，図 2の

ようになる.

ごl二!日 J

図 2:y = [x]のグラフ

ここで，端点が描閲されていないことに気が付くだろ

う.端点を描画するには，陽関数で lint(x)(int(x) = 

x)Jを追加して描画すればよい.

一般に，狭義単調増加または狭義単調減少であるよ

うな関数f(x)に対して，y = [J(x)Jのグラフで端点

もあるものを描きたければ，理論的には，陽関数で

lin七(f(x))Jと li凶 (f(x))(int(f(x)) = f(x))J 

描画すればよいことになる.しかし， GRAPESのグラ

フ描画では，値として有限小数を用いているため，端

点が必ず描画されるとは限らない.

例えば，陽関数で

li凶 (3x)JとIint(3x)(int(3x) = 3x)J 

間くと，図 3のようルてしまい点Gぅヤ
どが描かれていない.

図 3:y = [3xJのグラフ

このような点を GRAPESで描くには工夫が必要で、あ

るが，値だけ知りたいのであれば， 1ツール」タブから

「関数や式の値を表示Jを選択し)1 x =Jに 12/3Jを

入力して， 1y1Jの値が 12.000000000000Jであること

を確認できる.

国4:ド [3x]の22;における値
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an3-2.3.単位ステップ関数の作成

実数 Z に対して，

11 (xミOのとき)
u(x) = < 

10 (xく Oのとき)

で定義される関数u(x)を単位ステップ関数とよぶ.こ

こでは，単位ステッフ。関数u(x)を場合分けすることな

し絶対値とガウス記号を含む関数で表現する方法を

考察する.次の間 2で考えている線は，y= u(x)のグ

ラフで、ある.

間2. 次の線をグラフとする関数を次の手}II買に従っ

て4種類以上作れ.手}II真:関数を作る→ GRAPES

で確認→証明(説明)する.

U 

解答例 (1種類のみ) まず，次の折れ線

y 

Z 

をグラフとする関数を作る.uzαIx十11十blxl+C.T十d

とおくと，

ー α-b + c = 0 (xく -1の傾き)

α-b+c=l (-l~x く O の傾き)

α+b 十 c= 0 (xきlの傾き)

α+d=l 点(0，1)を通る)

より α=lbz-lC =O d =:なので，この折2' ~ 2' ラ 2
Ix十 11-lxl+ 1 

れ線をグラフとする関数は ν= であ

る. GRAPESの陽関数で 一

i(abs(x + 1) -abs(x) + 1)/2J 

を描けば，実際に求める折れ線であることを確認でき

る(図 5). このとき，

壬Ix+ 11-lxl + 1 
q く 1 (xく Oのとき)

Ix + 11-lxl-+ 1 

より，ガウス記号を用いて

[J2十 11-1日 1= ) 1 日
2 J I 0 (xく 0)

を得る. GRAPESで2つの陽関数

lint((abs(x + 1) -abs(x) + 1)/2)J 

lint((abs(♂+ 1) -abs(x)十 1)/2)(x = O)J 

を描けば，実際に求める線が得られることを確認でき

る(図 6). 

Ix十 11-lxl+ 1 
図5:7.1 = のグラフ

2 

図川=[Ix十 11;lxl+l]!f)Y3 

よって，y = fl2十 11-lxl+~l 一一一l' ， 2' I .カ求める関数の 1つ

である.ロ

生徒の解答をすべて挙げておく. (1)は解答例で求

めたものである.

rlx + 11-lxl +II (1) Y = 11
'- . -1 2 1'-1 • -1 

(2)ド [1ぺ1~I什]

仰 Uドベ=イ[~Iμ肘川Z叶川十+1什|μト山日Zト一川一→斗11
(4) ν = [rrロ泊，x(1忽叫1，lx忽+1引1)一 i同阿附Z叫叫|日] 
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何)y = [x + ~十 Ix 十 ~I] -[x + !x!l 

(6)U=i[叶 ljiyi小 1

(7)ド I[叶1712十!l]I_I[千!い
何)y=件 lri-i|+j

(10)ν= [正1+ 1] 

ο仰問2勾)νド=[~此凶吋叩州(仲Z

(山1日問3)y = [イ百+1] 

(14) Y = [Sin古十1]

(15)ド[品十 1]，ド[古川l
一般イヒ ν=[ホ+1] 日ぅ日 ) 

(出)y = [示;十1]
「
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当然，これらはすべて単位ステッフ。関数u(x)と等し

い関数である.作成の手順を確認しておこう. (1)一(4)

は，折れ線にガウス記号を施している.表現方法は違

うが， (2)と(4)は同じ折れ線を利用している.(5)一(9)
は，階段形の差でu(x)を作っている.(10)-(12)は，似

た曲線にガウス記号を施している.(13)， (14)は， (10) 

に他の関数を合成している. (15)， (16)は， (10)と同

じ発想、で作れ，似た形の曲線にガウス記号を施してい

る.(17)一(20)は，多少複雑になるが，平行移動などを

うまく利用している. (21)は，折れ線の除算にガウス

J 1 (x註0)
記号を施している. (22)は， υ(x)= < 

1-1 (xく 0)

l [x] 十 ~I
で定義される関数 υ(x)を階段形の除算 i :iで

[x] + ~ 
り(x)十 1

作ってから， 円 = u(x)であることを利用して

いる. この考え方は， (6)のI[x十 1]¥-¥[x]¥ =ν(x)， 

(9)の [2X
]_¥[2x

] - 11 = v(x)でも見られる.

(1)一(22)における 'u(x)の構成方法に共通するのは，

ガウス記号を含むことである.不連続な関数を扱って

いるので，当然かもしれないが，念のため注意してお

こう.

an3-2.4.単位ステップ関数の活用

単位ステップ関数

11 (x主0)
u(x) = { 

10 (xく 0)

の作り方を，問 2で確認したが，すべてガウス記号を

含むものであった.以後，簡単のため，

flx + 11-lxl +11 
(z)=|2|  

として話を進める. GRAPESでは，関数定義で

fint((abs(x + 1) -abs(x) + 1)j2)J 

とすればよい.ただし GRAPESで最初に定義した

関数の名前は f(x)となるので， GRAPESにおける画

11z十 11-I.TI+11 面では，f(x) = II~ I -¥  n I'~I I - Iと定義すること
2 

11 (x主0)
になる.当然，f(x) = < である.単位ス

10 (xく 0)

テップ関数u(x)(GRAPESでは f(x))の応用として，

まず，次の間を考えてみよう.
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間3.次の線をグラフとする関

数を GRAPESで確認しながら

作れ.

解 y= 2x十 1とy=u(x)のグラブ

:|μ= 2x+l U 

1 x 

U 
3 t.. . . 1. 

1 

OT lx 

Y = 'u(x) 

を考えて，それぞれの関数の積をとれば，

12x + 1 (x言。)
Y = (2x + 1) u ( x) = < 

10 (xく 0)

である.実際，図 7のように求める線が得られる.

図7:Y = (2x十 l)'u(x)のグラフ

よって，Y = (2x + l)u(x)が求める関数である.口

ここでは，単位ステップ関数との積を利用したが，

和を利用する解法も考えられる.

問3の別解 Y= x + !x!とy=u(x)のグラフ

U 

Y = u(x) 

Z 

を考えて，それぞれの関数の和をとれば，

12:τ 十 1 (x注0)
Y = x + Ixl十 u(x)= < 

10 (xく 0)

である.実際，図 8のように求める線が得られる.

図8:ν =x + Ixl + u(x)のグラフ

よって，Y = x + Ixl + u(x)が求める関数である.口

2つの解法を紹介したが，単位ステップ関数 u(x)

の積と和によって，次のょっなグラフの変化が確認で

きる.前者では IU(x)を掛けるjことによって，直線

y = 2x十 lの領域zく Oにおける部分の U座標の値が

Oになり，後者では IU(.T)を足す」ことによって，折れ

線y=x十 !x! の領域x~O における部分がu軸方向に

11 (x詮0)
1だけ平行移動する.これは，'u(x) = < 

10 (xく 0)

であることから明らかであるが，積に関する単位元1，

和に関する単位元Oの特徴がよく現れている.u(x)を

有効に使うために知っておいた方がよいだろう.

さて，間 3を一般化してみよう.

間4. 次の線をグラフとする関

数を作れ.

解直線y=αx+1の領域 Z く Oの部分の ν座標の

値を Oにするために， αx+lにu(x)を掛ければ，

lαx + 1 (x言。)
(ω + l)u(x) = < 

10 (xく 0)
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なので，y=(αx+1)u(x)が求める関数である.口

男IJ解 ν=x+lxlのグラフをy軸方向

』こ2倍だけ拡大して， U=2(叶 Ixl)
のグラフを作ると，右図の-ようにな

る.このグラフの領域 Z 三Oの部分

をy職方向に 1だけ平行移動すれば

よい ;(z+121)にの)を足して，

Y.傾き α

lαx+1 2(け Ixl)+ u(←) ~~ I 

(x詮0)

(xく 0)

α 
を得るので，求める関数は y= ~(x + Jxl)十u(x)で

2 
ある.口

問 4でイ乍った関数を以後，Uα(x)と表す.つまり，
α 

Uα(x) = (αx+1)u(x)や Uα(x)=三(x十 Ixl)+ u(x) 
とおけばよく，

jαz十 1 (x言。)
Ua(x) = < 

10 (xく 0)

である. GRAPESでは 関数定義で順番に

rlx + 11-lxl十 11f(x) = 11
- ， -1

2 
1-1 ' -1) g(x) = (αx + l)f(x) 

のように定義すればよい.この関数は，次のような問

で有効に利用できる.

問 5.次の線をグ

ラフとする関数を

GRAPESを利用し

ながら作れ.

，
 

匂
u

つム

2x 

〆:fjli
解上で述べたように，

に一 (xミ0)

(xく 0)

とおいて，この関数を用いる.作りたい線は，

I x (xく -1)

ド{十-j(-1臼く 1)

l2x -2 (xき1)

のグラフであり，左端から順に，傾きがL-!?2の直

線よりなる.左端から)JI買に，求める線を構成Cていく.

まず，直線υ=xを考え，領域 Z き-1の部分の傾き

を1から -lに変化させ，かつ，y軸方向に 1だけ平

行させる.そのために， U=U-i(z+1)との和を考

える.

?17U-3(
川 1)

GRAPESでy=X十 U-2(z+1)のグラフを描くと，

図9のように，領域 Z く 1の部分で正しい線となって

いることカ可在EEできる.

図9:y = X十 Uーさ(X+ 1)のグラフ

よって，さらに，y x 十 U-3(z十 1)のグラフにお

1 1 
ける，直線ν=--X一一の領域 Z 三1の部分の傾き

'~.""v 

2 2 
-'.ー

を
1
から 2に変化させ，かつ，y軸方向に 1だけ

平行移動させる.そのために，y=U~(x-1) との和

を考える.

y = XI+ U-t(x + 1) 

/ 
1 x 

yl= U~(x -1) 

GRAPESで

ν= x + U_~(x + 1) + U~(x -1) 

のグラフを描くと，図 10のように，求める線となって

いることが確認できる.
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図 10:y = x十 U-3(z+1)十 Ut(z-l)のグラフ

よって，求める関数は U ニ Z十 U-3(z 十 1)+U~(x-1)

である.口

この解法は，U，α (X) を利用して左端から }II~ に線を作

るものであるが，もっと直観的な考え方もある.

別解下図において 階段形と折れ線を表すグラフの

関数の和を考えればよい.

y=叫z十 1)+u(x-1)

Z 

jlz+ペIx-11 +ト-2

階段形は y= u(x十 1)+ u(x -1)のグラフである.ま

た，折れ線を表す式を間 1の結果に従って

y=α1 x + 11 + bl x -11 + cx + d 

とおくと，

-α -b十c=l

α-b+cz-i 

α十 b+c=2

α+b+d=一;(ベo，-D出)
3. 5 3 

より， α=--=-， b = -=-， c = -=-. d = -2を得るので，4'V 4'~ 2ヲ

5 
折れ線は y= -: Ix + 11 + ~Ix -11 + ~x -2のグラ

4 
7である.これらの関数の和のグラフは，図日のよう

に求める線となっている.

図 11:階段形と折れ線の関数の和のグラフ

よって，求める関数は

3 
y=u(x+1)十u(x-1)-~lx+11 + ~lx-11 + ~x-2 

4 

である.口

この別解は，間 3，4を解かずに，問 1，2から直接，

間5を扱えることを示している.生徒の理解の程度や

時数を考えて，問 3，4を扱うか，扱わないか選択して

みるとよいだろう.

an3酬 2.5.不連続な曲線の単位ステップ関数による表現

単位ステップ関数'u(x)を用いて，不連続な曲線を

グラフとする関数を作ってみよう.とりあえず， 4つ

の関数fI(x)，f2(X)ぅ j・';)(x)ヲ f4(X)のグラフよるなる不

連続な曲線を，次の間で考察する.

間6. 次の曲線をグラフとする関数を，u(x)， fl(X)ヲ

f2(X)， f3(X)うん(x)を用いて作れ.

U 

O Z 

解 まず，u(x)を用いて，次の図の右側の線を作る.

y = 1 -u(x) 

Z 
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次の 2つの折れ線をグラフとする関数を作る.

Z 

U 

Jど

解そのためには，y = u(x)のグラフを Z軸に関して対

称移動してから， ν軸方向に 1だけ平行移動すればよ

いので，y = 1-u(x)である.この線を Z軸方向にp

だけ平行移動して， ν=1 u(x-p)のグラフを考え

れば，次の留の左側を得る.続いて，右側の線も作る.

it y = 1 -u(x -p) 

ト ーIxl 中

右側は刀工一万一一 あ
x+ Ixl 

左側は y= 2ーであり，

る.これらの関数は，

(xく 0)

(x言。)

(xく 0)

(xき0)

1 f --ャー叩

p q 

y = u(x -p)(l -u(x -q)) 

ν= 

p Z x 

そのために，

ラフ

よって，求める関数は，

=-j守山z一山ベー当)
をみたす.

y='u(x-p) 
11---τ 

Z 

を考えれば，積をとり ，y = 'u(x -p)(l -'u(x -q)) 

のグラフでよいことが分かる.よって，求める関数は

2 p 

ここでは， 4つの関数のみによる曲線を考えたが，

何個の関数であっても，連続な箇所があっても，同じ

方法で曲線を表現することができる.つまり，例えば

flz十 11 Ixl +Il (x)= II~ I ~I 2 I~I I ~I のようにの)をガウス記

号で表現したことを思い出せば， r u(x)を用いるJ，す

なわち， rガウス記号を用いる」ことによって，どのよ

うな曲線でも表現可能である.ただし，連続な箇所の

みであれば，u(x)もガウス記号も用いることなく，絶

対僚による表現が可能である.最後に，このことを次

の間で確認しておこう.

である.

y =fl(X)(l -'u(x -p)) + f2(X)'U(x -p)(l一 旬(x-q)) 

+f与(x)叫;r;-q)(1 'u(x r))十 f4(X)U(X-r) 

口である.
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GRAPESでの描画によって 求めた関数が正しいこ

とも確認できる(図 12).ロ

次のページから， r附録:GRAPESの使い方jも載

せであるので，参照していただければ幸いである.

間 7.次の線をグラフとする関数を，u(x)もガウ

ス記号も用いずに作れ.
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an3-2.6.附録:GRAPESの使い方

uGRAPESのインストール

関数グラフソフト GRAPESは，主に次のような特

徴を持つ.

(1)無料で利用できる関数グラフソフトであり， ¥iVin-

dows OS (Willdows 7， Vista， Xp， 2000)での

み使用できる.

(2)レジストリを使用しないので， USBメモリ，外付

けハードディスク等の記録メディアからも起動で

きる.

(3)陽関数，陰関数のグラフ描画等が簡単にできる.

(4)定数の値を変えることによって，軌跡の描画がで

きる.

インストールは次のようにしてできる.GRAPESの

ウェブサイト“ht七p://www.osaka-kyoiku.ac.jp/

""tomodak/grapes/"で rgrps675a.exeJ (原稿執筆時

点での最新パージョン)をダウンロードして，実行す

る(図1， 2参照).このとき IGRAPESJフォルダが

作成されるので，その中にある rgrapes.exeJを実行

して GRAPESを起動する.例えば， r grapes.exeJを

むSBメモリに保存しておけばそこから起動すること

も可能である.USBメモリを持っている生徒も多いの

で，そのように指示しておくのもよいだろう.

〕

一一

日乙2
どごι?"')AJ-.

蓑蝕日4

議議題盟覇軍盟

(IB'¥ージョン}GR!討をS6.491~sm ij 古いフ?イルが最新版で動力、弘、場合，この1¥-ジョンの i引ね9自作

GRAPESか，下にあるGRAPES6.16で読み込んでから，別名怪立出j
i でイ新手してみてマこさt¥. 

3D.m~Al'ES 1.54 
一一一円-.，..---ームキ4←':.，...，'"年」一-.切戸内~一一目同一叩山~ ‘ー ーー-.~噌九年一司 4 、伊句 1

1 本体一+ザンブ)1-+丈守二ユアル i 、 ↑ 

.， I _~~!~に叫んだ方専用です いがd154.dtd拙 1
I I 更新情報(;1マニュア)[;の最後にあります

図1:GRAPESのウェブサイト

igrps616.exe i G RA P ES 

主主html

品sample
曜鑑静;語正長卜記品込え込.込-

量塾色iぷぷi沿逗占ap'込己peぶ瓦iζ;両両両耐i届両=記品Lゐ一向df

図2:インストール手順

実際に GRAPESを起動して，いくつかグラフを描

くと，図 3のような画面になる.

図3:スクリーンショット

ここでは，陽関数 y= X2 
- 2， y = xのグラフと陰関

数 x= y2 -2のグラフを描いている.

0陽関数のグラフの描部方法

GRAPES の;桑作のð~細については， rGRAPESJフ

ォルダ内にある rgrapes_lllanual. pdむを参照していた

だきたい.ここでは，できるだけ簡潔に，陽関数のグ

ラフの措直における手)11震を，直線ν= 2x+ 1を例と

して説明する.

(1)データパネルの「陽関数jにある「作成Jボタン

をクリックする.

(2) I y1 =Jのテキストボックスに 12x十1Jを入力

して， r定義終了jボタンをクリックする.
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(3) 1 ylのプロパティ」ウインドウで IOKJボタン

をクリックする.

ここでは，色，太さ，線種，残像などの変更も可能で

ある.

(4)この段階で，次の図のように産線ν= 2x十1が描

画される.

ここで，データパネルの「楊関数」における 1y1 =J 
ボタンをクリックすると，グラフの表示・非表示を切

り替えられる.

(5)この陽関数のグラフを再編集する場合は，データ

パネルの「陽関数」における 12x+ 1Jボックスをク

リックして， (2)， (3)と同様な作業をする.具体的に

は， (2)における 2x+ 1， (3)における色，太さ，線種，

残像などを変更できる.

(6)陽関数のグラフを追加する場合は， (1)， (2)， (3) 
と同様な作業を繰り返す.追加した陽関数の名前は，

1 y2 =J ， 1 y3 =J ， ・・・のようになる.

定義域の指定

括弧内で定義域を指定することができる.例えば，

12x + 1Jの後ろに I(X>= O)Jを追加すれば，半直

線を描画できる.いくつか例を挙げておく.

@半直線:12x十1(x >= O)J 
• 1点:12x十 1(x = O)J 

@線分:12x十1(0く=x <= l)J 
• 2点:12x + 1 (x = 0 or x = l)J 

図4:端点を表示した半直線

GRAPESの描画では，端点を含むか含まないかが分

かりにくい.例えば半直線の描画において端点を黒

丸で明確に表したい場合には，図 4のように，半直線

12.T十 1(x >= O)Jと1点 12x十 1(x = O)Jの両方

を描くとよい.

0数式の記述の基本

GRAPESにおける最も基本的な数式の記述をまと

めておく.

• 2乗:x~2 ， 3乗:x~3 ， … 

・平方根:Sqrt(x)，立方根:Cbrt(x) 

.絶対値:abs(x)または [x]

・ガウス記号:int(x) 

・三角関数:sin(x)， cos(x)， tan(x) 

・和:十，差積*，商 :j

[x]はガウス記号ではなく，絶対値を表すので，間違え

ないようにして欲しい.文字の扱いについては，次の

ようになる.

• x， yは変数を表す.

• a， bヲ Cぅ dぅ m，n，...などは自動的にパラメータ

になり，適当な刻み値で増減できる.
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@ε は自然対数の底 eを表す.

• Piは円周率 πを表す.

εやおなどのように予め意味の定められた文字も

存在することに注意しておきたい.

0パラメータの使い方

ここでは，パラメータの使い方について紹介しよう.

例えば，陽関数で「αx+ bJを描画すると，自動的に

仏 bがパラメータとなり，その初期値は α=1ヲ b=l

に設定される(図 5).

図5:y口 αx+bの描顕 (α=1， b = 1) 

データパネルの「パラメータ」にあるムボタンをクリッ

クすると，刻み値 0.1でパラメータ α，bの値を増減で

きる.例えば，パラメータ αのムボタンを 5回クリッ

クすれば， α=1.5となり，図 6のような描画が得ら

れる.

国6:y =αx+bの描画 (α=1.5ぅb= 1) 

また， I y1のプロパティ」で「残像」にチェックを入れ

ておいて(図 7)，先程と同じ作業をすると，図 8のよ

うに残像を描画できる.

図 7:残{象にチェック

図8:残像の描画

残像は，特に軌跡や包絡線の確認で有効に利用できる.

。関数定義

GRAPESでは関数の定義も可能である.例として，

f(x) = x2を定義し，y口 f(x)とν=f(x -1) + 2 

のグラフを描いてみる.

(1)データパネルの「関数定義」にある「作成Jボタ

ンをクリックする.

(2) I f(x) =Jのテキストボックスに Ix-2Jを入力

して， I定義終了jボタンをクリックする.
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(3)データパネルの fl湯関数jにある[作成」ボタン

をクリックして，ff(x)Jと ff(x-l)十 2Jを入力し

て， 2つの陽関数を)11買に描画する.

(4) I謁数定義を追加する場合は， (1)， (2)と同様な作

業を繰り返す.追加した関数の名前は，fg(x) 
fh(x) =J ， f fl(x) =J ， f f2(x) =J ，…のように

なる.

おわりに

本研究は， 2009年度科学研究費補助金「数式処理シ

ステム n1axIlnaで確認し創造する態度を育む数学教材

の開発と普及J(奨励研究，課題番号:21913006)の

補助を受けて行われた.

(2010年 須田)
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d1-2. W数える』

関連分野:代数分野

高等数学:数列3 数列の和， JI慎列組み合わせ

対象学年:中学 1年生

関連単元:r文字と式j

教 材名 :r数えるj

《個数の処理の考察》

!日学習指導要領では，高校の数学 Iの中に r1回数の

処理j とし 1う単元があった。それ以前は，ものの個数

を数えるような教材は「確率j の分野に入っており 3

確率・統計の前座的な存在であった。また，現行の指

導要領ではどうかといえば，数学Aの中の「場合の数

と確率Jr集合と論理」としづ単元に吸収されている。

自然数の和のような身近な和については，数学Bの中

の「数列Jの中に入っている。

高校において，規則性や数列の和やJI慎列組合せを学

出 -2.1. 規剥探し基本舗

l 国(以下，問題文は同じ)

次のように小石を並べたo

規則を考え， 10番目 n番目の小石の数を求めよ。

( 1 ) 

1番喜• •• 
2番目• •• ••• 

3番目• •• • • •••• 
4番目• •• • • • • ••••• 

上手に 3つに分ければ

nx3 

ぶとき，大抵すぐにエやnP r，凶 rといった記号 図のように分ければ， (ト1)x3+3
を導入する。これらの記号や式は，非常に合理的で，

しばしば美しい一般化を可能にし，魅力的だ。これは，

中学で文字式を学習したときに面倒な算数の文章題

(し1わゆる~算といった名称、のもの)を全て連立 1次

方程式で機械的に解けるようになったときの感動と似

ている。また，初等幾何の図形の性質が，座標やベク

トルの計算によって簡単に示される場合も同じような

新鮮な驚きがある。しかし高校の授業でZ記号等はそ

のような魅力を発揮しているだろうか。残念ながらそ

うは思えない。その理由として，算数や初等幾何のよ

うにひとつひとつ性質を考えながら「ものを数える」

f規則を見つける」という『遊び』のような段階が足

りなし、からではないだろうか，と考えた。

一方，小学7年生のような中 1は，クイズのような

謎解きが大好きである。そこで今回私は中学 1年生の

授業の中で，以前の高校数学 1 r1~数の処理J にあっ

たような内容を文字の威力を実感するための教材のひ

とつとして取り入れてみた。実際に最近授業中に取り

組んでみておもしろかった教材を紹介する。流れとし

て， 自然数の和，平方数の和にも触れたが，中学生で

あるからエ記号は使わなかった。また，厳密な文字計

算や一般化も要求していない。

なお，自然数・平方数・立方数の和については3 本

校数学科によ『創造的な教材・指導法及びカリキュラ

ムの開発一大学での学びにつながる数学教材一 (2007

年度)~を参照されたい。

(2) 

1番目

••• • • ••• 
2番目

••••• ••••• •• •• ••••• ••••• 
これも答えは簡単である。

やり方は(1 )の応用として

-・・・1・・・・・・・1・・・••• ・・・Il・・・••••••• ••••••• ••••••• 

3番目

••••••• ••••••• ••••••• ••• ••• ••••••• ••••••• ••••••• 
n(n+1)x4 

または真ん中の穴に注目して，(2n + 1)2 -1 
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d1-2.2. 多角形数

(3 )三角数(自然数の和)

1番目

• 
2番目 3番目

• •• ••• 
4番目

• •• ••• •••• • •• 
n(n十1)

これは台形の面積などとからめて考えると
2 

1番目

• 

• .. ..... •••• •••• 金皇室
金負

(4) 四角数(平方数)

2番目

•• •• 目---

番

.

.

 .
 

3
 
.

.

 .
 

4番目

•••• •••• •••• •••• これをただの正方形とだけみるのではなく，いろいろ

な区切り方を考えるのが面白い。

正方形なので nxn •••• •••• •••• •••• 
斜めに区切ると

1+2+3+・・・+(n-l)+n+(n-l)+・・・+3+2+1

-正方形に分けていくと奇数の和

議惇

(n-1)n I n(n十1)
.三角数2つにわけると

2 2 

'n番目の三角数2っから重なった対角線をのぞ「くと

n(n+l2x2-n 
2 

(5 )五角数

1番目

• 
2番目 3番自

G
 

-四角数と三角数に分ける

n番目の四角数(平方数:)+ (n-l)番目の三角数

η2十(トl)n
2 

. n番目の三角数3つに分けて重なったところを引く

n ( n + 1) " ..， '"l __ 

x3-2n 
2 

この見方は，多角形数に拡張できる。

4
 

phu 



これについては，本校数学科作成の『創造的な教材・

指導法及びカリキュラムの開発一大学での学びにつな

がる数学教材 cr集団の特徴をつかむJr関数の微小な

変化をとらえるJ)の完成と普及一 (2007年度)Jlの中

で詳しく取り上げたのでp 最近の授業で出てきたユニ

ークなものを紹介する。

平方の和d1-2.3. 
( 6 )六角数以上

三角数に分けるようにすると， P角数は全てl可じよ

うに表せる。

n番目の P角数は

Thb-2)+η=?((P-2)n-(日)}

(1)奇数の和が平方数になることを利用する

.1 ⑦ 

• • ⑤ • • • • ⑤ • • • • • ③ • • • • • • ③ • • • • • • ③ • • • • • • • ① • • • • ←四一一一一• • • • ① • • • • トー一一四一• • • • ① • • • • ←一一一一一• • • • ① • • • • 

4番目

•••• ••••• •••••• ••••••• •••••• ••••• •••• 
-真ん中をとって残りを正三角形6個に 6等分すると

(n-l)n 
1+6x 

2 

3番目

••• •••• ••••• •••• ••• 

( 7)蜂の巣型

2番自

•• ••• •• 
1番目

• 

平方の和 Sは奇数の和に分解できるから，

on個告の三角数6個が重なってみるとみれば

l1(n+l) 
x6-6n +1 

2 

1
2 
== 1 

-外側から玉ねぎのようにむいていき

6角形の皮の和とみると
2
2 
==1+3 

3
2 
==1+3+5 1+6+12+18+・=1 + 6{1 + 2 + 3 +・ +(n-l)}

とわかる。

図のように並べて番号をふると，

(n+1) 
3Sベ

戸

h
u

円

h
d



3X5 

(2)三角数の和が平方数になることを利用する

⑨ ⑬ ④ 

• • • • • • • • • 
2X3 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
lXl 

右のマス自の個数は幻x(2n -1) 
• 

平方の和 Sは三角数の和に分解できるから，
• • • • • • • 

1
2 = 1 

2
2 = 1 + 3 240 。1 2 0

0 

， (5)次のような三角形を考え，

3つを組む。

(4) 2辺が 1，がの長方形を並べる

~----t---斗一一一一一一一一一一一一一-

回転させ，3
2 = 3 + 6 

4
2
=6+10 

とわかる。

留のように並べて番号をふると，

3S=(2n+l)xη(γ) 

となっているこ(2 n十 1) 3S=三角数X

とがわかる。

ハh
U

F
h
d
 

すると，

図で足りない部分も 12+22+・・・なので

とわかる。Sx6=(2n+1)xい+n2)



(6) 立体を利用する(工作編)

1辺 lの立方体を写真のように積み上げる。

これを 6個作り，組んで立方体にする。

(7)立体を利用する(数え上げのアイデア)

1辺 1の立方体をi玄!のように積み上げる。

例えば3段の場合

グ正面

①上から見たときの個数は

②正面から見たときの個数は

①①十②を作り

左に l列増やす

④ ②を対角線に対称に移

し，

右に 1列増やす

O 

O 

3 

O 

O 

O 4 

3 2 

3 2 

3 O 

2 

2 

O 

2 

3 

2 

4 

4 

。
O 

/ ラ 今 勺 ¥ 3+4 
③ート④を作ると UL + 2L + 3L }x 3 =一一一x3x4

、 2

n段について同様に考えると，

3 

2 

2 

3 

4 

4 

4 

。
。
O 

(れ22+32 +ば)x3=~γ1 × n × (n+1)

これは数年前の授業からでてきたアイデアで，実にユ

ニークである。

-57-



d1-2.4. 2つの和

(A) 1 x 2 + 2 x 3 + 3 x 4 +・十刀x(n孔)

と

(B) 1 x n + 2 x (n -1) + 3 x (n -2) +・・+nx 1 

(A) 連続2数の積の和

1x2+2x3+3x4+・・ +nx (n+ 1) 

園面〉ように小石を並べたo

n番目の小石の数はどうなるか。

l番目 2番目 3番目 4番目

•• •• •• •• ••• ••• ••• ••• ••• ••• •••• •••• •••• •••• •••• •••• ••••• ••••• ••••• ••••• 
高校生ならば，

Lk(k+1)と表現してから展開して

Lk(k十1)=Lk2 + Lk 
k=l k=1 k=l 

1(n+ 1)(2n+ 1l+~(11+ 1) 

F1(11+1)(n+2) 

、‘』ノ*
 と計算するだろう。

引富十い)い+2)

とかくと，自然数の和の和が連続3数の積を 3で割っ

たものになっていることがわかる。

中学生からでた解法を紹介する。

匪回
一番左 1列を切り離すと 三角数と四角数の和

となっている。これは式(*)を図示したものといえ

る。

(4番自)

•• ••• 

匪国
長方形の形が足されていくので，各長方形を斜めに半

分にすると，三角数の和X2 とわかる。

(4番目)

匪国
つい先13，今年の中学1年生の授業から出てきた解

法である。次のような鮮やかな式変形が授業中に飛び

出した。

求める和1x2+2x3+3x4+・・ +n x (n + 1) 

のすべての項を 3倍し，

Q
o
 

p
h
u
 



1.2x(3-0)+2.3x(4-1)+3.4x(5-2)十

十(η-1)nx{(n+1)-(η-2)}
十仰+1)x{(n+2)ーい-1)}

= (1 . 2 . 3 -0 .1 . 2) + (2 . 3・4-1.2.3)+・

十{n(n+ 1Xn + 2)-(n -l)n(n + 1)} 

= -0 .1'2+n(n + lXn +2) 

=n(η+lXn+2) 

これを考えた生徒のコメント

f2つ並んで、いるのだから 3掛ければうまくずれる

のではなし、かと考えたJ

この計算法なら，連続3数の和を 4倍すると，連続

4数になることもわかる。

匪日

nが偶数ならば， 2個ずつ組にして，

1x2+2x3+3x4十4x5+5x6+6x7+・..

と 2(1+ 3)十4(3+ 5)+ 6(5 + 7)… 

=2x2
2 
+2x4

2 
+2x62 +・・・

ととらえる。 n=2mならば，

lx2+2x3+3x4+...+刀 x(n十 1)

ニ 2x刈2十22+ 32 
+十m2

)

=8xm(m+1X2m+1) 
6 

=~x(~)(~ +l)n十1)

n(n+l)(n+2) 

I~Ut51 
次のような三角形を考え 120

0

， 2400

回転さ

せ 3つを組む。

回転

(n十lXn+2)
すると， 3 S = 2nx となっている。

2 

これは平方の和の解法の発展と見ることができる。
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(8) 1x幻十2x(n-1)+3x(n-2)十・・+nx1

この問題では，授業中に多くのアイデアが発表され，

印象的な問題となった。

圃次のように小石を並べた。

n番目の小石の数はどうなるか。

1番目 @ 

2番目

3番目 @
@
晶
曹

鎖
倒
i
i

e
@
 

@
 

@
 

@
 

4番目 晶
曹
@
@
e

J
噂
A
曹
晶
守
E
E
E
z

e
@
@
 

」
頓
d
司

E
E

@
@
 

晶
曹
@

@
 

@
 

@
 

@
 

この数列の和1xn+ 2x(n-1)+3x(n-2)+・+nx1

は，高校生ならzを用いて

Ik(n+1-k)と表現してから，

Ik(l川 -k)=(n+l)エk-1:/(2
k=1 k=l k=l 

n(l1+ 1) n( n + 1) ( 2n + 1) 
=(肘1)~γ6

n(n+1)(n+2) 

. (女)

というふうに計算するのが一般的だ。

この計算は，2::の便利さを実感できるものではあるが，

Zの中に項数nが入っており，わかりにくいという高

校生もいる。過去に大学入試問題にも出題されている。

この数列の和をエ計算を使わず求めることはでき

ないだろうか。授業でとりあげてみたところ，中学生

からいろいろな解法が発表された。

匪日

横に区切ると，下から三角数が順に並んでいる。

(4番目)

ここで，連続2数の積の和Aと比較する。こちらは

縦横交互に分け，すべて半分に分割してみる。すると，

結果は半分になっていることがひとめでわかる。

(4番目)

申
豊盆.tl
@母e

..蹄e..陽@.... 

...骨..
@@唱骨..唱静....
4島....

これは三角数の和という点では前述の斜め半分と同

じだが3 よりわかりやすく Bとの比較がしやすい。授

業中に驚かされた解法で、あった。

匪臼

逆さにして 1行あけて配量すると，真ん中の部分は

(4番自)

@ 

@ 

@ .1. 
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1行自=今 n

2行自=今n十 (n-1) -1 =2 (n-1) 

3行自 斗n十 (n-1)+ (n-3) -1-2 

=3(n-2) 

となり 3 求めたい和と同じものとなっている。

したがって和は

(η+ルペ+11+3= ~ (n +ナ+2) 

匪国

平方数を加え3 長方形を作る。これは高校生がエを

用いて計算する(式女)を図示したものといえよう。

図示するとわかりやすい。

(4番目)

匪E

(A) の連続2数の積の和を加え，長方形を作る。

今年の中学 1年生の授業から出てきたものである。

(4番目)

• 
式で見れば，

lxn+2x(n-l)十3x(n-2)+…+nxl

二 lxn+2x(n-l)+ 3x(n-2)十一 +nx(n+l-n)

ニ (1十2+3+.. +n)n-{l. 2+ 2.3+ 3.4十十(n-l)n}

十
一

J
W一

い川一

3
n
 

川一
2

一一

、、‘，
s
，J
一

今
ム
一+一幻一

刈明一

/
O

+一
制
川
一

'''sa
・‘、.、白

幻
一

一一

匪E
次のような三角形を考え， 120

0

，240
0

回転

させ 3つを組む。

すると，三角数X (n十 2) となっている。

よって

一一民Jij詰

回転

n(アlx(n+2)+3=~ (n+l;(n+2)

鮮やかな印象を残した解法である。これはパズル好

きの生徒が思いついた解法だが，平方の和を求めたと

きに三角形を使う解法があったので思いついたそうだ。

po 
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これも今年の中学 1年生の授業からのアイデア。

隣り合う結果の比をとる。

1・1=1

l ・2+2・1ニ 4

1.3+2.2+3.1=10 ~ 2 6 
--ーもx-

1・4+2・3+3・2+4.1=2ハに:::::;..; 3 

このようになっていることから

n番目の結果は

4 5 6 7 n+2 n(n +l)(n +2) 
一×一×ーx-x・..x一一一一一=
1 2 3 4 n () 

医日
これも今年の中学 l年生の授業から。

パスカノレの三角形から探し出せる。

1 ? 1 ()  

d1-2.5. 等比数列か?

これは高校では頗列・組合せの練習問題としてよく取

り上げられる数列である。

円席上にn1固の点をとり，それらをすべて弦で結ぶ。

そのとき，分割によってで、きる領域の個数が最も多く

なるようにする。円は何個に分割されるか?

①n=l ②n=2 ③n=3 

O 
④n=4 

⑤n二二 5

nが 1'""'-'5のときには 1，2， 4， 8， 16とな

るので，殆どの生徒が6番目は 32と予想する。高校

生でとりあげると，多くの生徒は等比数列の導入かと

思い， nニ 6の図を描きもせず「次は 32 Jと答える。

しかし点が6個の場合，何度数えても 31個しか分

割偶数がない。これは不思議だ。中学生はこれをどう

考えるか。
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|アイデア11 アイデア21
6値目の点からでる 5本の弦について，新しい交点

をすべて数える。 図の中の弦の数，交点の数を表にしてみる。

1X4ト1

2X3+1 

3X2+1 

4X1+1 算数で登場する「植木算」を思い出す生徒もいた。
0-ト1

1本目上の交点

2本自上の交点

3本目上の交点

O 

1 X 3 

2X2 

4本目上の交点 3 x 1 

5本目上の交点 O 

これらに端の 1を足して

O十 1

1X3+1 

2X2十 1

3X1+1 

O十 1

C 

を合計すると 15あるので新しい領域は 15個

16+15=31個

同様に考えると n=7のときは

0+1 

合計26増えるから 5 7個

これをnを使って表せば

{ (n-1)一O} XO+1 

{ (n -1) -1} X 1 + 1 

{(n-1) -2} x2十 1

となるので{(n -1)一α} Xα 十 1

(αはOから n-1までの整数)

を加えていけばよい。

n=8のときは 42個増えて 9 9個

n=9のときは 64個増えて 163個

とわかる。

これは多くの中学生が思いついていた。

n 3立 ス-'̂ヲ、=，占s、、 領域の最大数

1 O O 

2 1 。 2 

3 3 O 4 

4 6 1 8 

5 1 0 5 1 6 

6 1 5 1 5 3 1 

7 2 1 3 5 5 7 

8 2 8 70 9 9 

Dすると，

弦の数x，交点の数yに対し，領域の数は

X 十 y+1

となっていることがわかる。

高校生なら

Xがn個の点から 2個を選ぶ組み合わせ よ2

yがn{回の点から 4個を選ぶ組み合わせ よ4

であるから， nC2+よ4十 1 と表現できる。

x本の弦はy個の交点により X 十 y本の線分に分け

られ3 それにより，領域はx+y十 l個となる。

つdpo 



彼は 3回 (3階)の差をとって， rやっと自然数にな

った」と喜んで，次は下の段から右へ広げていき，他

上の表の数値である弦の数 のアイデアによる解と一致したことを確かめてから，

fでもなぜだろう ?J と考えていた。

この数列の一般項の式はnの4次式なので 3階階

差数列が 1次式になるわけであるが，その理論は中学

生には無理があろう。

なお一般項は

|アイデア 31

X， 

パスカノレの三角形の構成を考えれば，

端から 5f回目までの数の和となっていることがわかる。

これを高校生なら

n-1 C 0十 n-1C1十 11-1C 2十トIC3
十 n-1C 4 

と表現できる。

人は増加数列をみて規則を探すとき 3 どう増えてい

るのかをみる。それは階差数列としづ言葉は知らない

中学生でも向じである。 l回でうまくし、かなくても諦

めずになんども差をとっている生徒がいた。

1 2 57 4 8 16 

8 

31 

1 2 4 15 26 

1 24  

123  

7 11 

4 

A
『
一

弓

L

一

十
一

幻
一

o
δ
-

4
2

・・且-
一
一

q

L

-
幻
一

4

「
コ
一
勺
ム

内
/
』
一

十
一

今、d

闘

相
川
一

f
O

一
一一

A
U寸
-

幻
一

となる。

何人かの生徒が差の差の差が自然数列であることか

ら和の和の和をとって計算してレポートを提出してき

た。また，パスカルの三角形から 4次式になると考え，

係数を未知数とした5元連立方程式を立てて決める，

とし、う方法で計算してきた生徒もいた。

d1-2.6. おわりに

「ものを数える」としづ基本的な行為は， 日常生活

の中で役立つのみならず，古くは古代ギリシャ数学か

ら現代科学まで広くに繋がっている。授業中にピタゴ

ラスやガウスのような数学者の話も盛り込めるので，

親しみゃすい。また，マグネットや模型を利用できる

場面があり，教具の工夫が楽しい教材である。『数列』

WJi慎列・組合せ』などとかしこまった単元になってエ

やP，Cとともに高校数学に登場する頃には，いろいろ

な数え方を探すという楽しい「遊びj の要素が減って

しまいもったいないと感じてきた。実際に授業で取り

絡んでみると，中学生からは高校生にない柔軟な思考

法が飛び、出す場面も多かった。高校の範囲だからと言

って先送りせず，設定が単純で奥が深い題材は中学生

にもどんどん挑戦させてみたいと考えている。

【参考文献】

1. 中村義作『代数を図形で解くJ講談社

2. W代数学辞典(上・下)~聖文社
(2010年更科)
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開発した教材・カリキュラムは教員研修会などで公

開し，参加者から今後の研究の指針を得ている。本年

度は以下の研修会を実施した。

(~判明は本校 SSH 報告書参照)

. SSH交流枠支援教員研修数学科教員研修会

(2010年 12月 5日実施，会場本校 50周年会館，

参加者 129名)

. SSH数学科教員研修会 in熊本

(2011年 3月 18日実施，会場熊本県八代中高校，

参加者 40名(予定)) 

2.2.数学特別講座

SSH事業として，魅力ある内容に関する「数学特別

講座」を大学の先生や卒業生に実施していただいてい

る。この講座の目的は，中学高校の授業で学ぶ数学が

将来どのように発展するのか，どのように活用される

のか等を知ることを通して，生徒の数学への興味・関

心を高めるとともに，数学に対する理解を深め，数学

を学ぶ意義を感じてもらうことである。なお，これら

の内容も授業に取り込める教材として研究する必要が

あると考えている。

本年度は次の講座を実施した。

(詳細は本校SSH報告書，特別講鹿講義録参照)

. r数学を経済学からみつめてみよう j

講師吉)11洋東京大学大学院経済学研究科教授

実施日 2010年 7月 12日

参加生徒 中1から高 3までの希望者 39名

• r宇宙工学を支える数学J

講師 中須賀真一東京大学大学院工学研究科教授

実施日 2010年 7月 12S 

参加生徒 中1から高 3までの希望者 63名

2.3.学年を越えた少人数学習の研究と実践

サイエンスコミュニケーション能力の育成を目指し

て，高校2年生の総合学習「ゼミナーノレ」を，本校他

学年の生徒や筑波大学大学院生も参加する形で実施し

ている。これは筑波大学大学院数理物質科学研究科

(DC)の講座「数学インターンシップJ(1単位)と連動

したものであり，高校3年生の総合学習(テーマ研究)

につながる。生徒は研究成果をレポートにまとめると

ともに，本校テーマ研究発表会， SSH生徒研究発表会

などで発表している。
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本年度ゼミナーノレへの大学院生の参加は4名で，高

校 3年生3名の発表，中学3年生も参加しての高2生

徒のプレ発表，大学院生の講義などを行った。参加者

のアンケートから，相互に刺激を受けていることが窺

え，効果的な取り組みで、あると考えている。また，生

徒は様々な研究発表会に参加し発表しており，全自

SSH生徒研究発表会優秀賞(ポスター発表)，全毘 SSH

数学系研究レポートコンテスト(明治学園主催)最優

秀賞および優良賞などを受賞した。

ゼミでの高校3年生の発表

ゼミでの高 2生徒の中間発表

テーマ研究発表会

全国 SSH生徒研究発表会での発表

2.4.生徒の数学的活動の支援

特別講座同様3生徒の数学への興味関心を高めるため

に数学オリンピック (JMO)・数学ジュニアオジンヒ。ツク

(]JMO)への参加を募っている。今回もJMOに94名，JJMO

に205名 (09年度は j59名、 jj184名)が応募した。

また，数学に興味関心を持った生徒が集まり研究活

動を行う部活動「数学科学研究会j の支援を行ってし、

る。本年度も文化祭での発表に多数の来場者を得ると

ともに、研究レポート集を発行した。

2.5.筑波大学リメディアル教育

筑波大学が 2008年度から実施しているリメディア

ノレ教育は3 高校の「数学J科目非履修学生を主な対象

としたもので，本校数学科および筑波大学附属高校(文

京区)数学科の教員が授業を担当している。

本年度も 5 月と 6 月の土曜日 10 時~15 時に，大学

の普通教室で¥統計・微積分初歩・微積分発展の 3講

座を本校，ベクトル・行列の 2講座を附属高校が担当

して実施した。

大学への学び、につながる数学を目指す我々にとって，

高大連携としづ意味でも有用な取り組みである。来年

度は f統計Jの内容について，自由科目として単位化

されて実施することになっている。
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3.おわりに

本校数学科では専任7名がそれぞれ同じ生徒をでき

るだけ継続して担当し3 中高6年間さらに大学をも見

通した授業を行うように努めている。そこでの共通し

た目標はれ、ろいろな現象や事柄に潜む仕組みゃ法則

を数学的に解析し，その本質を捕まえ，そしてそれら

を表現できるようになるJことである。入学直後の中

学一年生の多くは，答えが求まればよい，速く答えを

出す方が良いと考えている。そのような生徒に「な

ぜ?J rどうしてそうなるの ?Jと間し1かけ，その説明

に他の生徒が「なるほど，そんな風にも考えられるの

かJrへうまい考え方だな-Jと理解を深めていく

ことは大切なことである。たとえ「答えJは同じでも，

そこに至る考えは多様にあり，それらを知り理解する

ことは，様々な人の個性を認めることと同様，とても

重要なことである。そして自分の考えを発表し，また

色々な考え方を知ることは その中に潜む仕組みを一

層はっきりと認識させてくれる。

中・高一貫の良さは，生徒達が，ゆとりある学校生

活を過ごしながら，自分を見つけ出し，何かに熱中し，

自分の個性を伸ばすことにある。生徒は教科の勉強だ

けでなく，学校行事や校外学習，部活動，水田学習な

どいろいろなものを通して成長してし、く。数学におい

ても，教科書の内容や授業の宿題だけでなく，自分で

見つけた自分の課題を大切にして納得いくまで個人で

研究したり，数学研究のクラブ活動で友人らと[こん

な証明はどうなんだろうJなどとわいわい議論して楽

しんだり 3 数学オリンピック・情報オリンピックなど

に積極的に挑戦したり 3し1うなれば“数学の特別活動"

が大切であろう。以前数学オリンピックに出た生徒は

「世界が広がった。多くの友人が出来たJと言ってい

た。人生が豊かになるために，成長していくために，

数学は大きく貢献できるのである。

SSH研究に連動した様々な取り組みを本冊子で、報

告した。これらは我々が日々議論し 教科会を重ねて

まとめたものであるが，まだまだ研究中のものもあり 3

考察が不十分であるものもある。教師も生徒もわくわ

くする授業を毎日行えるよう今後も研究を継続してい

く。内容について，忌』揮のない御意見をお寄せいただ

ければ幸いである。

(数学科共同執筆、取り纏め文責鈴木)
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