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， .研究意圏

1 . 1 .研究呂的

小学校算数科の第 5学年では，乗数が小数になる問題場面において，釆:i去の意

味を同数累力1]から r(基準量)x (割合)Jへと拡張する必要があるが，児童が拡張

された乗法の意味を理解することは閤難であるため， r言葉の式jを):目いて立式す

るという指導が伝統的に行われてきた。しかし，このような立式するための方j去

の指導だけで済まされてしまうと，演算そのものの意味が指導されていないため，

問題場面に応じて判断するための根拠を失い 適切に立式することができなくな

ってしまうことが指摘されている(杉山， 1986)。

この問題点に対して，これまでにも先行研究において小数の乗除法の意味指導

についての指導改善が検討されてきた。例えば，田端(1989，1990， 2007， 2008) 

は，乗除法の問題解決場面を比例的推論の力を伸ばす場と捉え直すことで乗除法

の意味指導を改善できると主張し， 1あたりの大きさが示されていない問題場面

で比例関係を顕在化する指導を提案している O また，中村(1996，2007) は，

r(基準量)x (割合)Jの意味を理解するために必要な r1とみる」見方の国難性は

乗法の問題場面に起因するとして，まず整数で解決できる 1あたりの大きさを示

さない問題場面で乗法の意味を累加から割合へと拡張させてから， rX小数」と立
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式する必要がある問題場面で乗法の意味を整数倍から小数倍へと拡張する指導を

提案している O

このように，先行研究において様々な観点から指導改善について検討されてき

たが，これらの指導を通して児童の持つ乗除法に関する概念がどのように変わる

のかについては十分に検討されていない。児童が乗除法に関する概念を獲得し，

発達させるためにより有効な指導内容の構成や，意味指導の設計を可能にするた

めには，児童の乗除法に関わる学習過程をたどり，学習段階ごとでの見童の持つ

乗除法に関する概念を精般に明らかにするとともに 先行研究で提案されている

指導による乗除法に関する概念の変容を明らかにする必要がある O

そこで，筆者は，子どもの持つ数学的概念を問題場面の構造に基づいて捉えよ

うとしたフランスの数学教育学者 G.Vergnaudが提唱する概念野理論を枠組みと

して理論的考察を進めてきた。なぜなら，算数科において児童は具体的な問題場

面と関係づけて数学的概念を獲得し，発達させていくという事実と照らし合わせ

て，問題場面の構造に基づいて子どもの思考を捉えるという Vergnaudの主張は

妥当であると考えるからであり，数学的な構造と子どもの学習の双方を視野に入

れた概念野理論を枠組みとして子どもの思考を捉えることで，子どもの持つ数学

的概念とその変容を明らかにできると考えるからである O

概念野理論において数学的概念は，①概念を意味づける問題場面の集合，②問

題場面を扱うための不変項(数学的な性質や関係)の集合，③不変項ヤ問題場

面・手続きを表す記号表現の集合の三つ組で捉えられる O そして，概念野理論で

は，子どもが問題を解決するために用いた手続きを，その問題場面に内在する構

造と用いられた不変項の観点から数学的に記述することで子どもの思考を捉え，

子どもがより複雑な問題場面に対して不変項を適用できるようにするための道具

として記号表現を位置づける (Vergnaud，1988)0 

筆者はこれまでに，概念野理論を枠組みとして，現行の算数科のカリキュラム

に沿って学習した場合には，乗数が小数の乗j去を学習する際に複合的な国難性が

あることを明らかにし，その解消のために整数の乗除法で解決できる問題場面で

予め f“2つの大きさの倍関係"と“比例関係"を認識し，それを用いる考え方j

である乗法的な見方を習得することを提案した(渡会， 2009)。さらに，児童が

整数の乗除法の意味に基づいて問題を解決していく場合には，整数の乗除法で解

決できる 1あたりの大きさを示した問題場面及び lあたりの大きさを示さない間
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題場面のいずれを指導で扱ったとしても 乗法的な見方が必然、的になされるわけ

ではないことを指摘した(渡会， 2010)0しかし，上記の分析結果は，問題域福

の構造と，そこで用いられる不変項から導かれた探結であり，記号表現は考慮さ

れていない。不変項という概念的なものだけでは乗法的な見方を用いることは国

難であるが，記号表現という視覚的な媒体の助けによって，乗法的な見方を用い

ることができる可能性がある O 従って，児童の問題解決過程において乗法的な見

方を生じさせるために，乗除法の問題場面において月札、られる記号表現がどれだ

け有効であるのかを明らかにする必要がある O

以上の問題意識から，本稿は，乗法的な見方の生じる可能性の観点から，小学

校算数科における乗除法の問題場面を表す記号表現の有効性を評価することを目

的とする O

1 . 2.研究方法

1.1.で述べた自的を達成するために，本稿では，概念野理論を枠組みとして，

記号表現を用いて乗除法の各問題場揺を表すとともに，整数の乗除法は既習で，

小数の乗除法は未留の児童に，その表現された問題場面が提示された場合に想定

される記号表現に基づいた解決の手続きを示す。そして，その手続きにおいて立

式の根拠となっている TIAを記述する。

上記の分析方法により，児童が乗除法の意味に基づいて問題を解決する場合に

は用いる必然性のなかった乗法的な性質が，記号表現を媒介することによって用

いられる可能性があるのかを明らかにできる O また，記号表現を媒介として児童

が乗法的な性質を用いて問題を解決できるならば，概念野理論の記号表現の有効

性の観点からみて，問題場面の構造から乗法的な性質を導き出して解決できるよ

うにするために有効な記号表現と言える O

2. 分析の枠紹み

2. 1. G.Vergnaudの概念野理論の枠組み

( 1 )問題場面の構造

概念野理論において，乗法・除法の問題場面は， r解決に乗法・除法が関わる問

題場面全体の集合jと定義される乗法的構造に属し 小学校算数科で扱われる乗

法・除法の問題場面は，正比例の関係にある 2つの測度空間 Ml，M2で構成され

る「単比例jの構造を持つ(関 2.1 )。国 2.1において lとbはMl~こ属す測

司
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定値であり aとCはM2に属すjNIJ定値である O

Ml M2 Ml M2 Ml Mz 

M「1「l+l+?二-aGMGC 2 G G 口

口t
Xb 

b C b b C 

{図 2.1 ] [密 2.2] {図 2.3 ] [函 2.4 ] 

Cが未知数の場合には乗j去の構造を表す(図 2.2)0rx bJ はMlにおいて 1

をbに対応させるスカラー演算子であり，この rxb Jを M2のαに適用するこ

とでαxbとなる O

αが未知数の場合には等分除の構造を表す(図 2.3)0r-:-bJ はMlにおいて

bをlに対応させるスカラー演算子であり，この r-:-bJを M2の Cに適用する

ことで、 c-:-bとなる O

bが未知数の場合には包含除の構造を表す(図 2.4)01-:-aJは上行におい

てGをlに対ー応させる関数演算子であり，この 1-:-αJを下行の Cに適用するこ

とで c-:-aとなる O

乗法及び等分除のスカラー演算子 rxb J及び l-:-bJのbはスカラー比 (Ml

における bの 1に対する割合)であり，包含除の関数演算子 1-:-α」の αは関数

比(正比例f:Ml → M2， f (x) = a xの比例定数)である O

Vergnaudは，乗法・除法の問題場面における子どもの思考の分析を，上記の

ようなー来法的構造に基づいてのみ行っている (Vergnaud，1988)0 しかし，小学

校算数科において克童が最初に学習する乗除法の意味は，例えば乗法が同数累加

で意味づけられるように，比例関係に基づいた乗法的な状況ではなく，加法的な

状況と結びつけられている D そこで，本研究では，乗法的講造に基づいた乗除法

の意味の解釈だけではなく， r解決に加法.i，成法が関わる問題場面全体の集合Jと

定義される力1]法的構造に基づいた乗除法の意味の解釈も行う D

加法的構造において，乗除法の問題場面に関わるのは

f測定値の合成Jの構造である o rml]定値の合成Jの構造

は，部分の社{IJ定値を全て合成すると全体の測定値になる

問題場面に内在する構造である(例えば，図 2. 5) 0 図

2. 5において，口は測定値を表し，記号}は同じ性質
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を持つ要素の合成を表す。つまり，部分の測定億白，回を合成すると全体の

測定値目になる状況 (a十 b十 c= s)を表している。そして，この構造におい

て，部分の測定値が全て等しい場合には，例えば図 2.5において α=b=cな

らば， α十 G十 a=sという同数累加の状況になる。

( 2) theorem-irトactionの定義

概念野理論には，子どもの思考を捉えるための不変項として， r児童が問題を解

決するために“操作"または“操作の}II真序"を選ぶときに，児童によって考議さ

れる数学的な関係jと定義される theorem-in-action(以下， TIAと略記する)

の概念がある (Vergnaud，1988) 0 TIAは，子どもが活動するときに行動を決定す

るための根拠として{動いている数学的な関係であるが 児童は必ずしも TIAを意

識して行動を決定しているわけではない。大抵は TIA が暗黙13~ に働いて鬼叢の行

動は決定される O

例えば，小学校第 2学年で乗法を学習したばかりの児童が， r 1個別円のリン

ゴを 3個買ったときの代金を求めましょう。jという問題において， r80円の 3つ

分だから， 80X 3 Jと立式した場合には，児童は同数累加の状況に対して乗j去を

用いる学習をしているから， r VnE7L+について a十…十 α(n11百)ェ αXnJ 

と表される TIAが働いたと見なせる O

theorem-in-actionを直訳すれば， r (開題を解決する際に)働いている定理」

であるが，数学における定理は「証明された性質Jである O 一方，子どもの思考

の中でTIAとして働くのは 児童によって証明された数学的な性質ではなく，そ

れにつながる萌芽のような数学的な性質である。また， TIAは定義によれば|数

学的な関係Jであるが，上記のように数学における「関係」とは別の意味で、):FJい

ている O そこで，本研究では，数学で用いる用語との混同を避けるとともに，本

研究における TIAの意味をより明確にするために TIAを「子どもが!叩起を解

決するために“操作"または“操作の!順序"を選ぶときに，意識的に，もしくは

暗黙的にでも，子どもの思考の中で働いている数学的な性質jと定義して用いる D

( 3 )記号表現の有効性

概念野理論において，記号表現は，子どもがより複雑な問題場面に対-して不変

項 (TIA)を適用できるようにするために，問題場面やそこで用いられる不変項

(TIA)を呉現化するための道具として位置づけられる O その前提として，

Vergnaudは，数学教育における記号表現の有効性を評価するために次の 2つの
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基準を提案している (Vergnaud，1982) 0 

基準記号表現は 子どもが記号表現を用いなかったら解決することがで

きない問題を解決することを助けるべきである。

基準 2:記号表現は，子どもが様々な問題場面の構造を見分けることを助け

るべきである O

上記の基準はそれぞれ独立したものではない。困難な問題を数学的な根拠に基

づいて解決するためには，開題場密を記号表現を用いて表すことで開題場面の構

造を見分け，その構造から問題場面に内在する不変項を導出することが解決の手

掛かりとなる O 従って，概念野理論における記号表現の有効性の基準からみると，

小数の乗除法の指導において伝統的に用いられてきた[言葉の式Jは，数値を代

入して解答を求めることはできるが，問題場面や不変項を表現することはできて

いないため，算数教育において有効な記号表現とは言えないと結論づけられる D

2幽 2.概念野理論を枠組みとした記号表現についての分析の方法

2.2. 1.分析対象とする記号表現

記号表現には，数字，演算記号，数式といった言語的なものだけではなく，図

やグラフといった非言語的なものがある O その中から，問題場面の状況や数量の

関係を視覚的に捉えやすい記号表現として，本稿では図に焦点をあてる O さらに，

小学校算数科で扱われる図には，面積図やベン図，樹形図など様々あるが，乗法

的な見方の生じる可能性について議論するために，本稿では，離散図，線分図，

数直線留の 3種を分析対象とする O

バて口一¥(円 o

、ご二 3ー/ノ(個 o

加
1
7
1

口(円)

3 (1医)

{図 2.6 ] 

( a )離散~

図2.6のようなOを並べた図及びそれに類似する図の総称、を本稿では離散盟と

定義する。例えば，第 2学年で指導される乗法の意味が「一つ分の大きさが決ま

っているときに，その幾つ分かに当たる大きさを求める演算jであるように，児

童はまず「一つ分の大きさJを要素とした乗除法の意味を学習する。従って， r一つ

{図 2.7 ] {図 2.8 ] 
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分の大きさJを1つのまとまりを表す記号を用いて問題場面を表すことで，児童が

問題場麗と乗除法を関連付けやすいと考えられるから，離散区!を分析対象とした。

( b )線分~

線分図は，問題の中の数量を長さで表し，未知の数量も含めて，数量と数量の

関係を視覚を通して捉えやすくした函である(図 2.7)。数量の大きさを綿分の

長さで表わす留は他にもテープ図(帯毘)があるが，数量の大きさを総分の長さ

で表わす留の代表として本稿では線分図を扱う。線分図は離散図をより抽象化し

た図とみることができ，その抽象性によって離散図とは異なった見方が必要にな

ると考えられるから，線分図を分析対象とした。

( c )数直線毘

数直線図は，一定の長さを単位として測った数を直線上~こ自盛ったものである

(国 2.8)。乗除法の意味指導において数直線留を用いる場合には，数量の大きさ

を直線上の位置で表わす。数産線図は乗法構造を構成する測震空間のモデルとみ

なすことができる O よって，数直線図上で(もしくは 2本の数藍組問の並列で)

2種の量の大きさを表すことで，単比例の構造図に類似した表現をすることがで

きるから，数直線図を分析対象とした。

2. 2. 2.分析において記号表現を用いる乗法的構造の問題場面

筆者はこれまでに，児童が小数の乗法を学習する際の複合的な臨調E性を解消す

るために，整数の乗除法で解決できる問題場面における乗法的な見方の習得につ

いて議論してきた(渡会， 2010) 0 そこで，本稿も整数の乗除法で解決できる 11~J

題場面に焦点を当てて問題場面を表す記号表現について分析する O

分析において記号表現を用いる問題場面は，乗法的構造の単比例の構造の分類

に基づき， (1)乗法の問題場面， (2)等分絵の問題場面， (3)包含除の問題場f1i:i， 

rule-of-three問題の問題場面(1あたりの大きさが示されていない問題場面)の

4種である O

また， rule-of-three問題は，問題場面の数値の関係によって用いることができ

る手続きが変わる。そこで，整数の乗除法で解決できる rule-of-three問題を， 2 

つの数値の比と商の観点から分類したものが表 2.1である O 渡会 (2010)では，

表 2.1の分類により， rule-of-three問題は， (4)既知数のスカラー比が整数の

場合， (5)既知数の関数比が整数の場合， (6)既知数のスカラー比-関数比がと

もに整数ではない場合によって用いられうる解決の手続きが異なることを示したG
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そこで，本稿では，上記の 3通りの場合について rule-of-three問題における分

析をする。

さらに，それぞれの問題場面において，スカラー比-関数比の数値が l桁の数

の場合と 2桁の数の場合の両方について検討する D なぜなら，スカラー比・関数

比の数値が l桁の数の場合とそうでない場合では，記号表現からスカラー比や関

数比を求めるための思考が変わると予想、されるからである。

表 2.1 : rule-of-three問題の分類

a， b， c， d，m，ηεN、α有企 1、αく Cであり、 bかdのどちらか一方が未知数である。

α<b α>b 

αb  α b = 1: n α:bョf;:.1 : n α b=π1  αb学 η:1

d b-7-αεN b-7-α(lRl b-7-α(lRl 

MI M2 MI お12 MI 

回 回2 3 6 
C-7-αεN 

回 国6 9 18 

M1 M2 Ml M2 Ml 

国 自 9 3 9 
C-7-α(lRl 

4 回 12 図 12 

3.乗除法の問題場面を表す記号表現についての分析

3. 1 .離散図についての分析

( 1 )乗法の問題場面

例えば， r 1個別円のリンゴを 3個買ったときの代金

を求めましょう。jという乗法の開題場面の離散図は図

3. 1のように表せる口この図から，児童は， 180円が3

つあるから， 80X 3 Jと立式することができる O この場

合，児童は， 1 1つ分の大きさが決まっているときに，

そのいくつ分かに当たる大きさを求める演算Jという乗

法の意味に基づいて立式したと見なせるから，立式の根

拠として働いているのは次の TIA.lである o TIA. 1は

図3.2で、表わされる加法的構造の性質であり，乗法的

な性質で、はない。
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TIA.1 :同数累加の乗法

'ijnE71+について， 。十・・・十 α(nf間)=α ×η

また，乗数の数値が大きくなった場合，例えば， 24髄

の代金を求める問題になって，間 3. 3のように偶数を

省略する記号を用いたとしても， r同じ大きさがいくつ

あるのかを表した図Jといっ点で本質的な違いはないか

ら，立式の根拠として働くのは TIA.1である D

( 2 )等分除の問題場面

例えば， r同じ値段のリンゴを 3僧買ったら代金が240

円でした O リンゴ 1f自の植段はいくらでしょう。Jとい

う等分除の問題場面の離散図は図 3.4のように表せる。

この図から児童は， r同じ値段のものが3つで240円だか

ら， 240円を 3つに分けた 1つ分の大きさを求めればい

い。よって， 240 -;.-3 Jと立式することができる。この

場合，児童は， rある数量を等分したときにできる lつ

分の大きさを求める演算」という等分除の意味に基づい

て立式したと見なせるから，立式の根拠として働いてい

るのは次の TIA.2である o TIA.2は図 3. 5で表わされ

る加法的構造の性質であり，乗法的な性質ではない。

TIA. 2 : n等分した iつ分の大きさを求める等分除

'ijnEruについて，bX(l/n)=b-;.-n 

、⑪
ヨ一仏
u

f

⑪
 241菌

{国 3.3 ] 

240円

③③⑪ 
{図 3.4 ] 

国

回
回

ni盟国

{図 3.5] 

また，除数の数値が大きくなった場合，例えば， J可じ 480円

値段のリンゴを12個買ったら代金が480円だったときに，

リンゴ 1個の値段を求める問題を図 3.6のように表し ( 円)(円〕・・・( 円)

たとしても，乗法の問題の場合と同様に， r同じ大きさ 一 一 ー

がいくつあるのかを表した図jという点で本質的な違い 12個

はないから，立式のために働くのは TIA.2である図 3. 6] 

( 3 )包含除の問題場面

例えば， r 1個別円のリンゴをいくつか買ったら代金が240円でした。買ったリ
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ンゴの偶数を求めましょう。」という包含除の問題場面

の離散圏は図 3.7のように表せる O この留から，児童

は， 180円がいくつかで240円だから， 240円の中に80円

がいくつあるのかを求めればよい。よって， 240--:-80J 

と立式することができる O この場合，児童は， 1ある数量

がもう一方の数量のいくつ分であるかを求める演算Jと

いう包含除の意味に基づいて立式したと見なせるから，

240円

8...8 
仁王〕
{密 3.7 ] 

立式の根拠として働いているのは次の TIA.3である。 TIA.3は菌 3.8で表わさ

れる 2つの加法的構造を結ぶ写像であり，乗法的な性質ではない。

TIA. 3: rいくつ分Jを求める包含捻

f:M2→ Ml， f( x) = x--:-α， b = a十…十 Gについて， f (b )ニ b--:-α

が 311ftlで200円で売っている O このリンゴを 9個買った 000000000 

ときの代金はいくらでしょう。jという既知数のスカラ

ーよヒが整数で，dが未知数の場合のi問題場函の離散屈は

図3. 9のように表せる口この図から，児童は， 13侶で

200F9だから， 3個をそれぞれ lつのまとまりにするj

という操作によって，図 3.9を容易に図 3.10のように

表すことができる。これにより，乗法の問題場面に帰着

される O

iVJ述の乗法及び等分除の離散図は，それぞれの問題場

面だけでなく， TIA.lやTIA.2を表していると見ること

できる。それに対して，包含除の離散図では， TIA.3の

持つ r1つ分の大きさ (a)を lに対応させるj という

関数iめな操作は表されていない。

また， I徐数が大きくなった場合でも，菌 3.7と同様に

表すことができるから， TIA.3が立式の根拠として働く D

( 4 )既知数のスカラー比が整数の問題場菌

既知数のスカラーよヒが整数の問題場面は，表 2. 1で

示した乗法構造留において，bが未知数の場合と dが未

知数の場合で解決の手続きが変わる D 例えば， 11)ンゴ

日

6FO
 

i図3.8] 

仁二百
200円
-----̂-田園、

{図 3.9] 

仁コE

⑩⑩⑮ 
[図 3. 10] 



一方で， rこのリンゴを841由貿ったときの代金はいく

らか(図 3.11)Jを関われた場合には，リンゴ3個のま

とまりをいくつ作ることができるかを容易に判断するこ

とは難しい D そこで 図 3.11のような問題場面から離

れ，図 3.12のような r841屈の中に 3個のまとまちはい

くつあるかjを求める包含除の問題場面を想起する必要

があるo そして，包含除によってリンゴ3偲のまとまり

がいくつあるのかを求められたら 最初の問題場面を図

3 .13のように表すことができ，乗j去の問題場面に帰着

される O

また， rリンゴを 9偲買ったら600円だった。同じリン

ゴを 3個買ったときの代金はいくらでしょう。Jという

既知数のスカラー比が整数で，bが未知数の場合の問題

場面の離散屈は園 3.14のように表せる o dが未知数の

場合と向J憶に， r 3傭をそれぞれ lつのまとまりにする」

という操作によって，図 3.14を容易に鴎 3.15のように

表すことができ，等分除の問題場面に帰着される O

一方で， rリンゴを84偶買ったら5600円だったときに，

同じリンゴを 3個買ったら代金はいくらかJを問われた

場合には，リンゴ3個のまとまりをいくつ作ることがで

きるかを容易に判断することは難しいため，dが未知数

の場合と同様に包含i訟の問題場面を想起する必要があ

るO そして，包含除によりリンゴ3僧のまとまりがいく

つあるのかが求められたら，等分除の問題場面に帰着さ

れる O

( 5 )既知数の関数比が整数の問題場面

例えば， r同じ値段のリンゴを 3個買ったら代金が480

円だった。同じリンゴを25侶買ったときの代金はいくら

でしょう。Jという既知数の関数兆が整数の問題場面の

仁E

。。
畑
一

m
841盟

[函 3.11] 

84個

⑩
 

⑮
 

仁E

⑩⑩  
3 i留のまとまりが 28儲

{図 3. 13] 

600円

ZE 
000000000 

{図 3.14] 

600円

ぐ~~⑩
[図 3.15] 

離散図は図 3.16のように表せる O この図において， 0が3つで480円の部分に着

自すると，その部分は等分l設の開題場面であり， 01つ分の大きさを求めること
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ができる o 01つ分の大きさを求めることができれば，

乗法の問題場面に帰着される O 上記の問題は乗法構造図

において dが未知数の場合であるが，bが未知数の場合

も同様の手続きで解決できる O

( 6 )既知数のスカラー比と関数比がともに整数ではな

い問題場面

例えば， r同じ値段のリンゴを 9個買ったら代金が750

亡E

。。
剛一川

25f閤

{図 3.16]

円だったO 同じリンゴを12個巽ったときの代金はいくら

でしょう J という既知数のスカラー比と関数比がともに整数ではない問題場酉の

I~lfi散閣は図 3.17のように表せる。この図において， 91屈で750円の部分に着目し，

031屈を lつのまとまりと見れば， 9個で750円の部分は図 3.18のように等分除

の問題場部に帰着することができる D そして，等分訟によって 3個分の代金を求

められたら，区13.17は図 3.19のように乗法の問題場面に帰着することができる O

亡二百
750円

仁二回

~⑮⑬⑮⑮⑮⑮ 

3. 2.線分留についての分析

( 1 )乗法の問題場面

3. 1 . (1)の乗j去の問題場面の線分図は図 3.20ま

たは1Z13.21のように表せる。国 3.21のように 1単設

の大きさで区切った線分図は，加法的構造の測定値の

合成を視覚的に表しており，この国を加法的構造として

捉えた場合には，高It:散図と同様の思考で、解決すること

ができる O これは乗法の問題場面に探らず，他の問題

場面についても言える G そこで，本稿での絞分留の分

析は， ~諌分間を加法的構造と捉えない場合を想定する o 図 3.21 ] 

加法・減j去の問題における親分留を用いた指導により，子どもは部分と全体を

差で比較することを学習している。この問題を加法的構造として捉えず，乗法的

000000000000 

[毘 3.171 {図 3. 18] 
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バて口一¥(円)

{図 3.20]



構造として捉える場合には，部分と全体を円出で比 三三ff一一
〆ターtiUく¥ ¥¥(Pl) 

較する必要がある O つまり，冊数の 1と3に藩自し， ぐUV ) J 
¥ト 1./" ぺ{翠)

lと3の倍関係 r1二斗3Jを求める O そして偶数と ¥--x1-3一 戸 /

代金の比例関係に基づいて， rx 3 Jを代金の80に適 [溜 3‘22]

用することで80X3と立式できる O この手続きは 図 3.22のように線分留に矢

印を書き加えることで表すことができる D

上記の手続きは，間数累加の状況を参照して乗法が用いられているのではなく，

線分図における数値の関係(同じ測度空間内の 2つの大きさの倍関係と 2つの制

度空間の比例関係)に基づいて乗法が用いられているから 立式の根拠として次

のTIA.4が働いたと見なせる o TIA.4は図 3.23のように乗法的構造における乗

法的な性質である。

TIA.4 :乗j去に関する向型性

VnE7L十について， !( 1 xη)=!(l)Xn 

また，乗数が大きくなった場合も，毘は 3.20のよう

に表せる O

Ml I M2 

xnl I lxn 

{図 3.231

乗数の数値が大きい場合には，離散鴎では全て書き表す場合には手間がかかり，

省略して書き表す場合には省!日告の記号ト.Jを用いた。それに対して線分図は，

数値の大IJ、に関わらずi奇じ形式で書き表すことができる O また，線分間を乗法的

構造として捉えた場合の解決の手続きは，数値の関係に着自するため，数値の大

小に関わらず同じ手続きを用いることができる O これは乗法の11丹題に眼らず，他

の問題についても言える O よって，以降の分析では数値の大きい場合の分析は省

略する。

( 2 )等分除の問題場面

3. 1 . (2)の等分除の問題場面の線分図は図 3.24

のように表せる O 乗法の問題の場合と同様に，まず倍

関係を求める口さらに乗法と除法の逆演算の性質 fα

こ~ b~ b 二~aJ を用いることにより，図 3.25のよう

に表すことができる D そして，比例関係に基づき， r-:-
3Jを代金の240に適用することで240十 3と立式でき

る(図 3.26)0 

1
3晶

司

i

パ壬ご240一一¥(郎
、二二 3一/メ倒}

{密 3.24]

パ~240ーヘ\(町

、守;ーノ俗)
[図 3.25]



上記の240-:-3の立式は 3等分するという状況を

参照して等分除が用いられているのではなく，線分図

における数値の関係(同じ測度空間内の 2つの大きさ

の倍関係の逆と 2つの測度空間の比例関係)に基づい

て除法が用いられている。従って，この場合の除法の

立式の根拠として，次の TIA.5が働いたと見なせる O

TIA.5は図 3.27のように乗法的構造における乗法的な

性質である O

TIA. 5 :乗法(論法)に関する!司型性

VnEN について，f(η-:-n)=f(n)-:-n 

( 3 )包含除の問題場面

3 . 1 . (3)の包含除の問題場面の線分図は図 3.28

のように表せる口包含除の問題の場合も乗法・等分除

の問題と間続に同じ制度空間内の 2つの大きさの倍関

係に着呂する必要があるが，乗j去・等分除の問題の場

活手24ト¥(円)

~1ど/畑)
工33

{図 3.26]
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合は記号表現から倍関係を表すスカラー比を容易に読みとれたのに対して，包含

除の問題の場合は容易に読みとることができない。そこで，代金の測度空間にお

ける80と240の倍関係を求めるために，包含除240-:-80を立式する D 既習の整数倍

の意味は「いくつ分の大きさJであるから，何倍を求める場合には f240の中に

80がいくつあるのかを求めるjという包含除の意味を用いる O よって，何倍かを

求める包含絵の立式の根拠となる TIA.3'は， TIA. 3と同じ性質である O

iIr山:附かを求める包含除の TIA= TIA. 3 ，1 

さらに，包含除によって求められた fx3 Jを，個数

の lに適用することで 1x 3と立式できる(図 3.29)0

この乗法は，比例関係に基づいて立式されているから，

ぷ~3 .{}.10 

A<L'"IU--¥(丹)

1ふ パ個)

{図 3.29]

立式のt.良f処として TIA.4が働いている O

乗法的構造の枠組みにおいて，包含除は関数演算子を用いる演算である O つま

り，図 3.28ならば，代金の測度空間における80を個数の制度空間における lに

対応させる関数演算子 f-:-80Jを，代金の測度空間における240に適用すること

円
/
】

寸

i



で240-;.-80となる。しかし，上記の手続きで用いた包含除は 代金の制度空間に

おける80と240の倍関係に着呂して包含除が用いられており 記号表現における

80とlの対応、が考意されているわけではない。

( 4 )既知数のスカラー比が整数の問題場癌 ー「つ一

3. 1. (4)の未知数がdの問題場面の練分間は図 3. ?-200¥ (門)

、二一一ノ飽)
30のように表せる O この図において，組数の時度空間内

の2つの大きさの倍関係に着目すれば， TIA. 3'によっ {図 3.30]

て包含徐を立式してスカラー比 13Jを求めることができる口そして，倍数と代

金の比例関係に基づいて， IX 3 Jを代金の200に適用することで200X3と立式

できる O この乗法の立式は 線分図における数値の関係(同じ測度空間内の 2つ

の大きさの倍関係と 2つの測度空間の比例関係)に基づいて乗法が用いられてい

るから，立式の根拠として次の TIA.4'が働いたと見なせる(図 3.31) 0 

TIA.4' :乗法に関する向型性

VnE7L+について，f(αXn)=f(a)Xη 

また， 3. 1. (4) の未知数が b の問題場面の線分I~

は図 3.32のように表せる o dが未知数の場合と同様

に，個数のjNlj度空間内の 2つの大きさの倍関係に着iヨ
すれば， TIA. 3'によって包含除を立式してスカラー比

13 Jを求めることができる O そして，乗法と除法の

逆演算の性質「α三:;bコ b二::a Jにより，スカラー

演算子を反転させ，個数と代金の比例関係に基づいて，

1-;.-3Jを代金の600に適用することで600-;'-3と立式

できる O この除法の立式は，線分留における数値の関

係(同じ測度空間内の 2つの大きさの倍関係の逆と 2

つの制度空間の比例関係)に基づいて除法が用いられ

ているから，立式の根拠として次の TIA.5'が働いた

と見なせる(図 3.33) 0 

TIA.5' :乗法(除法)に関する向型性

VnE~ について ， f(b-;.-n)=f(b)-;.-n 

つd
可

i

M1 I M2 

xnl I lxn 

{図 3.31]

活ご600_¥(内)

~3ノ 9 ー/{偲)

{密 3.321

÷ 



( 5 )既知数の関数比が整数の問題場面

3. 1 . (5)の問題場面の線分図は鴎 3.34のように

表せる口この問題場面は，既知数の倍関係に着目して

も整数値でスカラー比を求められないが， 3個で480

円の部分に着目すれば，等分除の問題場菌を想起する

ことができる(図 3.35)0 そして，等分除によって l

個分の代金が求められれば，乗法の問題場面に帰着さ

れる。乗法構造匿において bが未知数の場合も同様の

手続きで解決できる O

パ80て口一¥{内)

[~ 3 .34] 

泊ご480_¥町

、二3λ飽)

[~ 3 .35] 

( 6 )既知数のスカラー比と関数比カずともに整数ではない開題場面

3 . 1 . (6)の問題場面の線分図は図 3.36のように

表せる O この問題場面は，既知数の倍関係に着自しで

も整数値でスカラー比を求められない。また， 9個で

750円の部分に着目しでも，既知数の関数比が整数の

場合のように，等分i拾の問題場面に帰着できない。そ

こで， 9 11o!で750円の部分に着目して，等分割を試み

るo 9偲を 2等分すると4.5個となってしまうが， 3等

分すれば3偶になる。よって，図 3.37の問題場面を

想起できる。このとき，図 3.37の問題場面の想起に

は， r i関数を η等分すれば，代金も n等分される」とい

う比例関係に基づいた性質が使われている D しかし，

rn等分するjという操作は加法的構造における操作

であるから，問題場面の想起の根拠となっているのは

次の TIA.6である(図 3. 38) 0 TIA. 6は比例関係に

基づいた加法的な性質であり，乗法的な性質ではない。

TIA. 6 : n等分に関する同型性

!(b X(l/n))=!(b)x( l/n) 

図 3.37は既知数のスカラー比が整数で，bが未知

数の問題場面であるo この問題場面において， 3 {圏分

の代金を求められれば，図 3.39の既知数のスカラー

A
サ

ヴ

i

バに口一¥¥判)

{密 3.361

活ご7ト¥(郎

、二二 9~(OO)

[図 3.37]

M1 I M2 

i聞は函}

一 l同! !出a)!I _一一
出くて，-.げ(凶

・
E ・ 3 ・ I

{回目国)

{図 3.38]

パ50て口一¥(拘)

{図 3.39]



比が整数で，dが未知数の問題場面に精着できる。

3. 3.数直鰻函についての分析

3. 1 . (1)の乗法の問題場面の数直総図は図 3.40のように表せる o ~ 3 .40を

図3.41のように 1単位の大きさで区切って解釈した場合には，線分i翠と同様に

離散図に帰着される D

図 3.41のように加法的構造として解釈しない

場合には，線分図の場合と同様に， I司一制度空間

内における 2つの大きさの倍関係に着目し，それ

をもう一方のifi.IJ度空間に適用することで解決する

ことができる(鴎 3.42) 0 

しかし，この数直線図における数値の関係

自した手続きは，線分図の場合と全く同じわけで

はなく，倍関係に着呂するための思考が線分図の

場合とは異なっている D つまり，線分間の場合は

部分と全体の関係に着Eすることで 2つの大きさ

の倍関係を比較したが，数直線図ではそれぞれの

回
4
1

口問)

3 (~国)

{図 3.40]

(円)

({I図)

{図 3.411

X3 一、

叩一一一一→L，J(伺)
----!>J  3 (飼)

X3 

大きさは点で表わされており， 2つの大きさに部

分と全体の関係はないD そのため，数痘線IKlで倍関係を見るためには，線分間に

[s13.42] 

帰着するか，純粋に数の関係として 1と3の関に r1二与 3Jという関係がある

ことを見つけ出す必要がある O

数値の関係への着目以降の手続きは，線分図を乗法的構造としてみた場合と同

様の思考で解決できる D これは，他の問題場面についても言える O よって，以降

の分析は省略する O

4.分析結果についての考察

4. 1. 記号表現に基づいた解決の手続きにおいて働く theorem-in-action

3. 1.において示したように，離散図に基づいた解決を想定した場合には，整

数の乗除法で解決できる単比例のどんな問題場面であったとしても，既習の乗除

法の意味がTIAとして働くことで乗除法の立式をすることができたD 概念野理論

を枠組みとすると，算数科の第 2・3学年で指導される乗除法の意味は乗法的構

造ではなく加法的構造によって適切に説明されることから，児童が離散図に基づ
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いて解決する場合には児童の思考は加法的な見方の使用に止まり，乗法的な見方

は用いられない。このことは，線分図，数産線留を加法的に解釈した場合につい

ても同様に言える O

一方で， 3. 2.で示したように，親分図に基づいた解決を想定した場合には，

線分l:mを加法的構造として解釈することから離れて， 2つの大きさの部分と全体

の関係を「倍jで比較することに着目することで，整数の乗除法で解決できる単

比例のどんな問題場面であったとしても，乗法的構造において説明される性質が

TIAとして働いて，乗除法の立式をすることができた。この見方は，数直線図に

も適用できる口

このように，問題場面の数学的な構造を前提とすると，離散図に基づいて解決

する場合には乗法的な性質が用いられないが，線分函・数直線図に基づき， 2つ

の大きさの部分と全体の関係を「倍」で比較することに着冒した場合には乗法的

な性質を必然的に用いることができた。離散図についても乗法的な見方をするこ

とは可能であるが， r記号表現は，問題場面の中にある必要のない特徴を無視さ

せ，関わる要素と関係に集中させる (Vergnaud，1988) Jという観点からみると，

離散l:mは問題場面の視覚的状況を端的に表しているため 問題場面の加法的な側

面が優先して捉えられてしまうと考える。それに対して，線分図・数@:線図は，

問題場面の数量の対応関係を端的に表しているため， 2つの大きさの関係に着B

することを通して，問題場面に{半う乗法的な性質を暗黙的にでも認識し，解決の

ために用いることができると考える口

4. 2.乗法的な見方の生じる可能性に関する記号表現の有効性

既習の乗除法の意味に基づく問題の解決を想定した場合には，整数の乗除法で

解決できるどんな問題場面であっても乗法的な見方を用いる必然性はなかった

(f度会， 2010)0従って，乗法的な見方をする必然性のない問題解決場面では児童

が自発的に乗法的な見方を用し】ることは困難であるし，例え乗法的な見方を指導

したとしても，児童は加法的な見方で解決できてしまうため，乗法的な見方の必

要性を実感することができない。同様に， i月間交関に基づいて解決する場合も，既

習の乗除法の意味がTIAとして働くことで問題を解決できてしまうため，児童が

乗法 1~11 な見方を用いる必然性はなく，乗法的な見方の必要性を実感することがで

きなし」

それに対して，線分図・数直線図に基づき， 2つの大きさの部分と全体の関係
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を「倍Jで比較することに着目した場合には 整数の乗除法で解決できるどんな

問題場面であっても，留を媒介として乗法的な性質を認識し，暗黙的にでも必然

的にその性質を用いることができる O 従って，乗除法の立式の根拠となる「一方

が侍倍になれば，もう一方も何情になるjという比例の性紫を顕在化する

面において線分間や数産総I~ に基づいた解決の手続きを扱うことで，児童は岳分

が暗黙的にでも使った性質として必要性を実感して乗法的な見方を学習できると

推察する D

以上のように，児童が乗法的な見方の必要性を実感して学習できるようにする

ためには，問題解決の過程において乗法的な見方が必然的に生じる必要があり，

そのためには指導において続分図，数直線図を用いた解決の手続きを扱い， 2つの

大きさの部分と全体の関係を「倍jで比較することに着目することが必須である O

5.まとめと今後の課題

本稿の呂的は，乗法的な見方の生じる可能性の観点から，小学校算数科におIj-

る乗除法の問題場面を表す記号表現の有効性を評価することであった。そのため

に，概念野理論を枠組みとして，記号表現に基づいた児童の想定される解決の手

続きを分析した結果，離散図に基づいて解決する場合には，児童の思考は力司法的

な見方の使用に止まるのに対して，続分図・数直線図に基づいて解決する場合に

は，問一測度空間内の 2つの大きさの倍関係に着目することによって，暗黙的に

でも乗法的な見方が必然的に用いられることが示された。

今後の課題は，整数の乗験法で解決できる単比例の各問題場面の児童にとって

の圏難性と，問題解決場面において児童が記号表現を用いる必然性の双方を考癒

して，整数の乗除法で解決できる問題場面において乗法的な見方を指導するため

に適した問題場面について検討することである O
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An Analysis of Symbolic Representations Expressing Situations 

of Multiplication and Division in Elementary School Mathematics 

Yohei WATARAI 

The purpose of this study is to assess the effectiveness of symbolic r・epr・esentations

expressing si凶ationsof multiplication and division in elementary scho01 mathematics for 

acquiring multiplicative properties. 

In order to accomplish the above purpose， this study analyzed the assumed student's 

procedure for problem-solving based on symbolic representations in situations of 

multiplication and division by applying the framework“The Theory of Conceptual 

Fields" (G.Vergnaud， 1982， 1983， 1984， 1988， 1996)， as follows. First， this study expressed 

multiplicative situations with symbolic representations. 

Multiplicative situations are classified into six kinds; mu1tiplication of whole numbers， 

partition of whole numbers， quotition of whole numbers， rule-of-three problems 1:ha1: the 

scalar ratio is a whole number， rule回of-threeproblems that the function ratio is a whole 

number， and rule-of-three problems that neither the scalar ratio nor the function ratio are 

whole numbers. Three kinds of symbolic representations were selected; a discrete fi巴1re，

a line segment figure， and a proportional number line figur・e.Second， this study clarified 

theorems-in-action for writing expressions of multip1ication and division， which are 

mathematical properties used by students when writing those expressions， in the 

assumed student's procedure for problem-solving based on symbolic representations. 

The results of analysis reveal that (1) only additive properties are used in the procedure 

for problem-solving based on a discrete figure. In contrast， (2) multiplicative properties 

are used spontaneously， although it may be implicit， by focusing on the relationship of 

同70measures in a measure-space in the procedure for problem暢solvingbased on a line 

segment figure and a proportional number line figure. 
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