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〈研究論文〉

学校数学における証明の構想、の過程

一-argumentationを視点として一一

1 .研究の目的と方法

(1)問題の所-在及び研究の目的

学校数学における証明の学習にs9難を抱える

生徒が多いこと，とりわけ，証明の記述の問題

に燕解答の生徒が多いことは，長く数学教育の

課題とされてきた。この現状を打開するために，

証明の構想、に焦点を当てた指導が必要であると

指摘されるようになった(清水，1994;国立教育

政策研究所教育課程研究センター，2006)(九こ

れらの指摘を背景として，これまでに，証明の

構想の意義及び方法に関する研究がなされてい

る(宮崎，2007;辻LlJ，2008， 2010) 0 

証明の構想 (devisinga plan to prove)が学

習指導において意義あるものとして実現される

ためには，証明の構想の方法に加えて，証明の

構想、の過程を明らかにする必要がある。なぜ、な

ら，いかなる方法で証明の構想、に取り組んだと

しても，生徒は最終的な証明の所産を知らない

ゆえに，誤りや不十分さを含む推論をみつける

可能性を避けられないからである O 誤りや不十

分さに直面した生徒に対する指導の方法を考え

るためには，まずもって，誤りや不十分さが証

明の構想の過程でどのように解消されていくの

かを明らかにしなければならない。

先行研究において，証明の構想の過程は演縛

という論理の型に着目して分析されてきた O

Heinzeら (2008)は，証明の構成に至る過程に

は，仮定に着目したj傾向きの推論あるいは結論

に着目した逆向きの推論に加えて，それらによ

って得られた推論の中から適切なものを選択す

ることなどが含まれると指摘し， I調整Jという
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視点を導入した (Heinzeら，2008，p.446)o同様

の着眼点による実証的な考察もなされており，

仮定あるいは結論に着目して得られた演機的な

推論の不十分さに生徒が気づき，その不十分さ

を補う過程が分析されてきた(牧野，2007)。こ

のように，証明の構想の過程は演緒的な側面か

ら捉えられてきた一方で、，蕗:然、的な側面からは

捉えられてこなかった。

生徒は証明の構想の過積において，純粋な論

理にもとづく推論ばかりでなく，蓋然的な推論

をも用いることが予想される口このことを考癒

して証明の構想の過程を捉えるためには，証明

の所産に現れる演縛的な推論の魁を考慮しなが

らも，それよりも広い視点を導入する必要があ

るD その視点として，蓋然性を含む理由の説明

とその11今i床を含む概念である argumentationへ
の着目が有効であると期待される D

以上から，本研究は，学校数学における証明

の構想の過程を， argumentationを視点として

考察することを目的とする。

(2)研究の方法

この目的を達成するために，本研究は次の理

論的考察を行う O まず， argumentationに関す

る先行研究の検討にもとづいて，証明の構想の

過程を捉える視点を得る。次に，その視点を設

定することにより，証明の構想、の過程をどのよ

うに捉えることが可能になるのかを，想定上の

例に即して説明する D 例示する過程は，実際の

生徒によるものではなく，筆者の想定によるも

のを用いる D 最後に，本研究の視点によって捉

えられる証明の構想の過程を，先行研究で指摘

されてきた過程との比較によって特定する O
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このうち，証明の構想の過程を捉える視点を

得るために，本研究は主にToulmin(195812003) 

に依拠して argumentationの特性を整理する O

その理由は以下の通りである G

(1)で述べたように 証明の構想あるいはそ

れに相当する局面に特化し，その過程を蓋然的

な側面から分析する研究は これまでになされ

ていない。他方，推測から証明へと向かう一連

の過程の藍然的な側面を， argumentationに着

留して分析する先行研究があるO この種の先行

研究の分析の視点及び結果のうち，証明の構想

に特徴的な部分を同定することにより，証明の

構想の過程を捉える視点に関する示唆が得られ

ると期待される O

先行研-究の焦点は，推測や証明に関する生徒

の活動が，証明の所産にどのようにつながりう

るのかに当てられている O それゆえ，証明の所

産に現れない過程を捉える視点は十分に検討さ

れていなし」他方， Toulmin (195812003)によ

れば， argumentationは論のn今味を含む概念で

ある。そのため，この概念の特性に着目するこ

とにより，吟味を通じて論が棄却される過程

にも焦点を当てることが可能なはずである O

したがって，本研究は， Toulminに依拠して

argumentationの特牲を抽出し，その特性に上

述の先行研究の知免を合わせて整理することに

よって，証明の構想の過程を捉える視点を得るO

以上の理1:1::1から，次節では，まず，証明活動

における証明の構想の位置を確認する D 次に，

推測と証明の活動を argumentationに着目して

分析している先行研究の視点及び知見のうち，

特に証明の構想、の過程に特徴的な部分を同定し，

その意識と限界を検討するo そして， Toulmin 

に依拠して argumentationの特性を整理し，そ

の特性を先行研究の視点と合わせて検討するこ

とにより，証明の構想の過程を捉える視点を得

る。

以下では，海外の先行研究と同様に，所産と

しての証明 (proof)と過程としての証明 (proving)

を区別するために，前者を単に証明，後者を証

明活動と表す。

2.証明の構想、の過程を捉える視点

(1)証明活動における証明の構想の位置

問題解決に関する Polya(1957/2004)の研究

に依拠することにより，証明活動は，問題の理

解，証明の構想，証明の構成，振り返りという

四つの相から捉えられる(辻山，2008)0証明問

題の解決には，ある事柄が「真であるか偽であ

るかという向いに答えることjが求められる

(Polya， 1957/2004， p. 154) 0それゆえ，問題の

理解において，真偽が関われている事柄の仮定

と結論を明らかにし，意味を把握し，真偽を予

想する必要があるO 証明問題の解決は，証明の

構成，すなわち，根拠を明らかにして演鐸的な

推論の連鎖によって事柄の真であること(また

は偽であること)を確立する行為によって実行

されるO

証明の構想、とは，証明の構成のための構想を

練る行為，すなわち， I事-柄の真であること(ま
たは偽であること)を確立するために，その事

柄と他の事柄との間に演鐸的なつながりをみつ

ける行為JであるO 振り返りには，証明の所産
の誤りや不十分さを確認する行為に加えて，得

られた結果やそれを得た方法の他の問題への適

用を検討する行為など，証明や証明活動を他の

問題の解決に活用しようとする行為が含まれる

(Polya， 1957/2004，pp. 14-16)0 

問題の理解，証明の構想，証明の構成，振り

返りという四つの棺はこの順で進むとは限らず，

これらの相にかかわる活動は一連の過程におい

て繰り返し現れる o 例えば，証明の構成の所産

を振り返って不十分さを明らかにして，その不

十分さを解消するために再び証明を構想し構成

することや，証明の構想の過程を振り返って疑

問を明らかにして，その疑問を新たな問題と捉

え直して解決することなどが，証明活動には含

まれる O

(2)証明，証明活動及びargumentationに関す

る先行研究

①先行研究の概観

形式的証明の所産とは異なり，証明にかかわ

る数学者の研究の営みには非形式的な側面が
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備わっており，その側面こそが数学者にとって

重要であるという指摘がある (Lakatos，1976; 

Thurston， 1994)。これらの指摘を背景として，

学校数学においても，生徒の証明や証明活動の

非形式的な側面が注目されるようになった。そ

の中でも， argumentation概念への着目によっ

て，脱文脈化以前の生徒の活動を，i寅緯的な推

論だけでなく葦然、的な推論にも焦点を当てて分

析している一連の研究があるω。その主な焦点

は論の「内容jに当てられており，近年では，

論の構成要素のつながりにも当てられるように

なった (Pedemonte，2007)0 

argumentationとは， r論 (argument)及び
その連鎖を立てて吟味する行為，及びその所産J

である or論jとは「主張の成立する理由を示す
(演緯的，形式的とは限らない)論理的につなが

った推論jであり (3) r論理的につながった推
論Jには， ?寅緯的な推論に加えて帰納的な推論
やアブダクテイブな推論が含まれる D

②蓋然的な内容を含む論

論の「内容jとは，論が何を参黙して立てら

れるのかを意味する口代表的な研究として，

Douek (1999)は， r参照物jを，数学的な理論
だけでなく図などの視覚的効果を含めた広いも

のとしてJ定えた (Douek，1999， p. 275)。すなわ

ち，定理，公理や定義など，証明の所産に現れ

る理論に加えて，図や数の例などにもとづく蓋

然的な推論を含めて推測や証明の活動を捉えた

のであるO 例えば，事柄ア「平行四辺形の対-角

線はそれぞれの中点で交わるjの場合，図 lの

参照にもとづく「ムADOとムCBOは合同にな

りそうであるJという蓋然的な推論に相当するo
Douekらの分析を証明の構想の過程に制隈す

ると，蓋然的な推論と，その推論の内容の不確

実さの解消を視点としていると考えられる O 実

A" .....，D 

/~O1"'- / 

B
fG "c 
[図 l 事柄アの図]

際， Douekらが実証的に指摘した証明活動の過

程の特鍛のうち，次の二つは証明の構想の過程

に関するものと捉えられる O 第一は，蓋然的な

内容を含む論を立て その蓋然性を解消する過

程カf証明の構成の鍵になることであり，第二は，

蓋然性の解消の結果， r合同な三角形において対
応する辺は等しいjなどの根拠が証明の所産に

おいて明示されない場合があることである(前

pp. 278-279) 0 

③蓋然的なつながりを含む論

論の内容に加えて，近年，論の構成要素のつ

ながりにも焦点が当てられるようになった。そ

の先駆者である Pedemonte(2007)は，分析の

道具として Toulmin(1958/2003)の「論のレイ

アウトJの一部分を制限的に用いて，推測を正
当化する過程で立てられる論がどのようなつな

がりをもち，それが証明の所産にどのように反

映するのかを分析した。図形領域においては，

アブダクティブな推論，すなわち「観察された

事実からはじめて主張を構成することを許す推

論jに着-目した (Pedemonte，2007， p. 29) 0 Jこ

の事柄アの場合を例にすれば， r結論 OAロ OC
は成立するに違いなしづと考え， r合|可な三角形
において対応する辺は等しいことを用し、れば結

論を導けそうであるjとする蓋然的な推論であ

るO

Pedemonteらの分析を証明の構想の過程に制

限すると，蓋然的な推論と，その推論のつなが

りの飛躍の解消を視点としていると考えられる O

実i際， Pedemonteは，過程における帰納的ある

いはアブダクテイブな推論を，演緒的な推論へ

と整理して証明を構成する際の姻難を実証的に

指摘している O

以上の先行研究の知見にもとづいて，証明の

構想の過程を捉える視点「蓋然的な内容とつな

がりを含む立論，及び，内容とつながりの蓋然

性の解消」が得られる O

④先行研究の眼界

上の視点を設定することによって，蓋然的な

推論の活用と蓋然性の解消にかかわる過程を捉

えられることが期待されるO 上述の先行研究の

焦点は，妥当な証明を構成するために，推測や
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証明の活動の過程において生徒は何をすればよ

いのかを実証的に分析することである O それゆ

え，証明の所産に特に関連する部分の蓋然的な

推論が分析されている一方で，過程で棄却され

て所産に現れない論や，誤りや不十分さの解消

されない論は分析されていない。本来，蓋然的

な推論は，その蓋然性ゆえに予想しやすい反面，

誤りや不十分さを含む可能性を避けられないは

ずであるO したがって，誤りや不十分さを考慮

して，蓋然的な推論の活用の過程を捉える視点

が必要である O

argumentation理論において， argumentation 

は修正や棄却を含む概念であり， argumentation 

の過程において論争 (controversy)を一つひと

つ乗り越えることで，所産の合意が得られると

捉えられている (Krummheuer，1995， p. 232) 0 

したがって， argumentationの特性を確認する

ことによって，誤りや不十分さを考癒した視点

を得られると期待される O そのために，本研究

は， Toulmin (195812003)に依拠する D

(3) argumentationの特性

Toulmin (1958/2003)の「論のレイアウト」

は，集団的な発話の分析ツールとして広く用い

られており，数学教育研究においても，証明の

学溜以前の小学生が合意を形成する過程や，証

明の学留以後の生徒が推測し証明する過程やそ

の所産などを記述するために，近年多く使われ

ている (Krummheuer，1995 ; Inglisら， 2007;

Pedemonte， 2007)0 r論のレイアウトjは， r主
張J，r論拠J，rデータJの三要素によって演緒
的な推論を捉えることが可能であり，同時に，

E丑?比聞固
なぜならば ，---l一、

五五i 巴主j
でない限り

によれば

[図2 論のレイアウト

(Toulmin， 195812003) ] 

[様相限定子(以下では限定と表す)J， r反証J，
f裏づけJの三要素によって不確実性や相対性を
捉えることが可能である O それゆえ，証明の構

想、の過程における蓋然的な推論の活用という本

研究の焦点に合致するO

argumentationは，立論と吟味というこつの

行為によって特徴づけられる。立論に関して，

Toulminは， r論のレイアウトjの構成要素の
中で，何よりも述べたい主張が先行すると捉え

ている (Toulmin，1958/2003， p. 90) 0 そして，

大衆の臼常的な行為への着目から，入手可能な

要素にもとづいて主張を正当化するという立論

の特徴をあげている(前掲書， pp. 90-91) 0こ

の特徴ゆえに，数学における形式的証明の所産

とは対照的に，論は蓋然性をもつのである口

それと向時に，立論に関する Toulminの議論

は，論の吟味を前提としているD 実捺， r論のレ
イアウトjの各要素の必要性を説明する際に，

Toulminは，論が他者からの挑戦や批判を受け

ることに言及している O このように，入手可能

な要素にもとづく蓋然的な立論と，その論の吟

味による蓋然性の解消という両面が， argumen-

tationには備わっている D 以下ではこの両面を

前提として， argumentationの特性を整理するD

まず，立論にかかわって，データ，論拠，主張

の間のつながり及び限定という論全体にかかわ

る特性を，次に，反証と裏づけにかかわる特性

を，最後に，吟味にかかわる特性をあげる O

①構成要素のつながり

Toulminは，入手可能な隈られたデータや論

拠にもとづく立論を前提として，データ，論拠

及び主張の間のつながりに唆味さが含まれでも

よいこと，さらには，それらの要素すべてが明

らかである必要はないとした (Toulmin，19581 

2003，pp.92-93)oこのことから， argumentation 

の特性①として「飛躍を含みうる立論jがあげ

られる。

②限定

限定は， rおそらくJなど，論に量かれる信頼
の強さを表す要素である oToulminがこの要素

を必要としたのは，データ，論拠，主張が演緯

的，形式的でない限り，反証される可能性を避
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けられないからである (Toulmin，1958/2003， p. 

93)。このことから， argumentationの特性②と

して[不確実さを含みうる立論jがあげられる。

③反証

Toulminは，論が飛躍や不確実さを含みうる

という前提の下で，論が意義あるものになるた

めに必要な要素のーっとして反証をあげている O

反証は「例外の条件jを表す要素であり，デー

タと論拠を用いても一般に主張を導けない際に，

論が妥当性をもっ範囲を制限するために必要で

ある (Toulmin，1958/2003， p. 93) 0 反証を示す

ためには主張が成立しない特殊の場合を特定す

る必要があり，そのためには，データの意味を

様々な条件下で検討する必要がある。このこと

から， argumentationの特性③として「条件の

変更jがあげられる O

以下では，図2の「論のレイアウトjにおけ

る「反証jと「でない限りJを，肯定的な形に
も用いやすいように，それぞれ f条件jと「の
下でjと表すことにするO

④裏づけ

裏づけは， r論拠がなぜ成立するのか」という
拠り所を示す要素である (Toulmin，195812003， 

p. 96) 0 この要素が必要である理由は，論拠に

相当する一般法員Ijが認められるかどうかは「場

(自eld)Jに依存すること，すなわち，論の真理
性が相対的であることからである(前掲書， pp. 

14-15) 0 Toulminは，論の性質を場に依存す

るものとしないものに分けて考察し，そのうち

場に依存しない形式を「論のレイアウトJとし
て示した。その要素のうち，論拠の場への依存

性を表すはたらきをもっ要素が，裏づけである

(前掲書， p.96)。このことから， argumentation 

の特性④として「論拠の妥当性の裏づけjがあ

げられる O

⑤蓋然性の解消と明示

以上の四点によって，論は蓋然性をもっO 論

の蓋然性に関して，蓋然性の解消だけでなく，

蓋然性の明示に言及している点に Toulmin

(1958/2003)の特徴を指摘することができる O

例えばデータに関して，データが挑戦された場

合に，そのデータを主張として捉え直しそれを

く論を新たに立てること，及び，そのデータ

を棄却してより適切なデータを選ぶこと(前掲

pp.90-91)によって，データの蓋然性を

解消することが嵩及されているO これに加えて，

反証を明示することによって，データと論拠の

適用範臨を制限しながら，論を擁護すること

(前掲審， p.95) もが言及されている o 後者は

Toulminの哲学的立場，すなわち，形式論理へ

の偏重を批判し，実質的な論はそれi自ヨ{体本に窓議

があると捉える立場に直結する俄側1商であるω

このことカか、ら， argumentationの特性⑤-1 

f蓋然性の解消」及び⑤-2 r蓋然性の f~î示j が

あげられる D

(4)証明の構想の過程を捉える祝点

以上の argumentationの特性のうち，①，②

及び①-1，すなわち，飛躍と不確実さを含み

うる立論とそれらの解消は， Pedemonte (2007) 

や Inglisら (2007)などの先行研究で頗繁に議

論されているO また Toulminに依拠していな

い Douek(1999)や， argumentation の言~を

用いずに意味論的な証明の構成と統結論的な証

明の構成に言及した Weber& Alcock (2004) 

も，証明の構想に限ればi可主旨の議論をしてい

るものと捉えられるO 他方，③， @，及び⑤-

2，すなわち，条件と裏づけ'の明示による論の

擁護を考慮した証明活動の過程の分析はされて

こなかった。

(2)④で述べたように，本研究は，証明の構

想、の過程における，所産には残らない論の活用

にも焦点を当てる D このような論を活用するた

めには論の擁護が必要と考えられるため，本研

究は， argumentationの特性⑤-2にも焦点を

当てる O

⑤-1と⑤-2の両者からみると，①と②は

先行研究で議論されているように，特に⑤-1

にかかわる側面である。他方，③は論が成立す

る条件を示し，@)は，ある論拠をその場で用い

てもよいことを示すことであるゆえに，③と④

は特に⑤-2にかかわる側面である。

以上を整理して，本研究は，証明の構想の過

程を捉える視点として次の四点を設定する o 1) 
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飛躍と不確実さを含みうる立論， 2)論の飛躍と

不確実さの解消， 3)論の成立条件の明示， 4)論

拠の裏づけの明示。このうち， 1)は2)----4 )の

前提となる論の蓋然牲に， 2)は蓋然性の解消に，

3 )と 4)は論の擁護に対応している G

3. argumentationを視点とした証明の揖想の

過程の説明

上の視点 1) ~ 4)を設定することにより，証

明の構想の過程をどのように捉えることが可能

になるのかを，想定上の例に却して説明する O

本節で例示する過程は，実際の生徒によるもの

ではなく想定上のものであり，留 5~1lもまた，

想定上の過程を筆者が「論のレイアウトjを用

いて記述したものであるO

四つの視点のうち， 1)は2)~ 4)のいずれに

おいても前提となることであり，かつ， 3)ある

いは4)に相当する活動では， 1)に加えて 2)に

相当する活動が合わせて行われると考えられる。

また，前節で述べたょっに， 1)及び2)を視点

とした分析は先行研究において既になされてい

るO 以上を考慮して，本節では， 3)及び4)を

主たる視点とする O

例として，図3の事柄イを証明する開題を取

り上げる O この問題は，中学校第二学年におい

て，仮定や結論などの用語及び証明の意味の学

習後に，証明の構想と構成の方法に関する学習

の初期において取り組まれることが多い(例え

ばi河本他， 2007) 0 結論 rLDAB=L乙BCDJを
く合同な三角形をみつけ，三角形の合同条件

のうちどれを適用できるのかを検討することが

中心となる O

事柄イの証明の主な方法は二通りであるo一

基盤こL
長さの等しい 2つ

の線分ABとCDが

交わっているとき，

LABD=ぷCDBな

らlまぶ DAB= L 

BCDである。

[密3 事柄イ]

A
，J
/
/
 O 

C
I
-
-
1
 

D品・・・・・・・・・・・・…..・................・・・・…・・・・''''B

[図 4 ABとCDの交点 O

を付記した事柄イの図]

方は「ムABD=ムCDBJへの着目によるもので

あり，他方は「ムADO=ムCBOJへの着昌(図

4のように， ABとCDの交点をOとする)によ

るものである O いずれによっても証明可能であ

るが，後者の証明の構想、は前者に比べて複雑で

ある上に，生徒にとって未知の事柄 f二角の等

しい三角形は二等辺三角形であるjの真偽が開

題となるO 以下では，それぞれの証明に至るま

でに想定される証明の構想の過程を説明する口

(1)論の成立条件の明示

前者の証明を得るために 証明の構想の過程

において必要なことは，主に，合同な三角形と

して「ムABD=ムCDBJに着呂することと，そ

れを導く合同条件として二辺挟角相等を選択す

ることである D 合同な三角形を探る際，事柄イ

の仮定，結論及び留から必要な情報を読み取れ

るならば，生徒は， rムABD=ムCDBJと二辺
挟角相等をみつけることが可能であるG 他方，

生徒は，意図せずに特殊の条件を加えてしまう

可能性がある (5)。事柄イの場合，ムABDやム

CDBが二等辺三角形であると考えてしまう「可

能性jである O 以下では この考えにもとづい

て証明を構想し，ムABDやムCDBが二等辺三

角形でないことに気づき 証明を構想し直す際

に想定される過程を，上述の 1)， 2)及び3)を

視点として説明する O

データ①fムABDは二等辺三角形である」及

び①，rムCDBは二等辺三角形であるJが成立す
ると考えたとすると，これらは事柄イの結論に

含まれるLDABとどBCDをそれぞれ角にもつ。

このことから，生徒は，データ①と①'にもとづ

いて主張①rLDAB = LBCDJを導けそうであ
るという論を考える(図 5)0 
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なぜならば

i論拠:?I 
[図5 飛躍と不確実さを含む論①]

データ①:ムABD

は二等辺三角形

データ①ムCDB

は二等辺三角形

データ①ムABD

三ムCDB

なぜならば

論担問:合同な三角形において

対応する角は等しい

[図6 論①の飛躍の解消]

この論の吟味により，データ①及び①'と主張

①の簡に飛躍があることが明らかになる。この

飛躍を解消するために，生徒は新たなデータと

論拠を探り，データ①"iムABD=ムCDBJと

論拠①「合同な三角形において対応する角は等

しいJをみつける(図6)。

論の吟味により，データ①"は不確実であるこ

とが明らかになる O この不確実さを解消するた

めに，生徒は，データCD"を主張②と捉え直し，
それを導く論を探る O ムABDとムCDBにおい

て成立することを探ることにより，事柄イの仮

定であるデータ②fどABD=ζCDBJをみつけ
るO このことに加えて，暗黙に条件に加えてい

るデータ①と①'からデータ②， iAB=CD=BDJ 

が得られることから，生徒は，二辺扶角相等に

よって主張②を導くことができると考える(図

7) 0 

論の吟味により，データ②'は事柄イで仮定さ

れていないことが明らかになるO このことから，

データ②'は一般には成立せず，その不確実さを

なぜならば

論授ゆ:二辺挟角相等の三角形は

互いに合同である

[密7 論①(論①の不確実さの解消)] 

なぜならば

二辺挟角相等の三角形は

[1iI 8 論②の成立条件の明示]

解消できないことが明らかになる O それゆえ，

生徒は，論の成立条件②iAB =CD = BDJを

明示して一連の論を擁護する(図8)。

論の吟味によって，生徒は，条件②を除いた

場合に，一連の論②と①のどの部分が成立しな

くなるのかを探るO この吟味により，論②にお

いて， BDは共通する辺であるため iBD=DBJ

が成立すること，それゆえ主張②は導かれるこ

とが明らかになるO 同様に，論①において，デ

ータ①及び①'が成立しないこと，その反田，主

張①「どDAB=どBCDJは依然、として導かれる

ことが明らかになる O 以上を整理し，生徒は，

「ムABD=ムCDBJを中心とした証明の構成へ

と向かう D

(2)論拠の裏づけの明示

「ムADO=ムCBOJへの着目によって事柄イ

の証明を得るために，証明の構想、の過程におい

て必要なことは，主に「ムODBが二等辺三角形

であるJを示すことである。「ムODBが二等辺
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三角形であるjへの着目に至る過程には， rム
ADO=ムCBOJを導く合同条件の選択，仮定

「ζAOD=LCOBJ及び rAB =CDJから二辺

挟角相等への着目， fOD=OBJと rOA=OCJ

のいずれかを示せばよいことの確認などが行わ

れる D 以下では， rOD=OBJを示そうと考え，

仮定と結論の論理関係を誤った結果，未知の性

質「二角の等しい三角形は二等辺三角形であるJ
に着目する際に想定される証明の構想、の過程を，

上述の 1)， 2)及び4)を視点として説明するO

不確実なデータ rOD= OBJを導くために，

データを主張①と捉え直し，これを導く論を探

るO このことから，生徒は，データ④[ムODB

は二等辺三角形であるJが成立しそうであると
予想する O そして，論のn今味により，データ@

の不確実さを解消するために，これを主張⑤と

捉え置す。

主張①を導く論を探ることにより，生徒は，

仮定からデータ①「どABD=どCDBJが成立す

ること，及び，未証明ではあるが既知の事柄

「二等辺三角形の弼底角は等しいjを論拠⑤とし

て使えそうであると予想する(図 9)。

論⑤の11今味によって，論の飛躍が明らかにな

るO この飛躍を解消するために，生徒は，論拠

⑤ではなく①， r二角の等しい三角形は二等辺三
角形であるjを論拠とする必要があることに気

づく(図10)0論のl吟味により，論拠⑤'は未知

の事柄であることから，一連の論を擁護するた

めには論拠①'の裏づけが必要であることが明ら

かになる。このことから，生徒は，作関と観察

によって論拠⑤'が成立しそうであることを確か

め，その裏づけ③f作図と観察jを明示して一連

の論を擁護する(図11)。以上を整理し，生徒は，

論拠⑤'を前提とした証明の構成へと向かう o

ゆえに

なぜならば

論説!l@:二等辺三角形の

雨底角は等しい

[図9 飛躍を含む論⑤]

ゆえに

なぜならば

論拠⑤二角の等しい三角形

は二等辺三角形である

[函10 論⑤の飛躍の解消]

ゆえに

なぜならば

によれば

[図11 論拠⑤'の裏づけの明示]

4.証明の構想の過程を捉える視点の意義

蓋然的な推論の中には 証明の構想、の過程に

おいて棄却され，所産に現れないものがある O

本研究の視点を設定することにより，このよう

な推論の活用の過程を捉えることが可能になる。

このことの意義を議論する O

(1)論の成立条件の明示を視点とする意義

証明の構想の過程において，ある条件下にお

いて成立するが一般には成立しない論を予想す

ることがある O 特殊の論の意図的な利用につい

て， Polya (1954)は，問題を単純な場合に特殊

化し，特殊化した問題の解決をもとの問題の解

決に利用するという f先導的特殊の場合(leading

special case) Jの利用に言及した (Polya，1954， 
p. 25) 0 このように特殊の場合を意図的に利用す

ることに加えて，生徒が証明を構想する際に，

データ①「ムABDは二等辺三角形であるJのよ
うに，意図せずに特殊の条件を考えてしまうこ

ともあると思われる O

このように，特殊の論を用いた証明の構想の
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過程は， l喪鐸という論理を視点として捉えるこ

とはできない。さらに， argumentationを視点

とした先行研究においても十分に分析されてい

ない。例えば，参照物を数学的な理論よりも広

く捉えた Douekは，数の例や留などの特殊の場

合にもとづく飛躍を含む論に言及している

(Douek，1999，p.278)が，その修正の過程は分

析していない。

本研究の視点「論の成立条件の明示Jの設定
によって，意図的にせよそうでないにせよ，生

徒が特殊の場合における論を活用する過程を捉

えることが可能になる。例えば， 3 (1)で述べ

たように，データ①「ムABDは二等辺三角形で
あるJを考えてからそれを棄却するまでの過程
を，単にデータ①の誤りと捉えるのではなく，

データ①にもとづく一連の論が条件②IAB=
CD=BDJの下で成立することの確認，及び，

条件②を除いた場合に論のどの部分が成立する

のかの検討を含む過程として捉えることが可能

になる O

(2)論拠の裏づけの明示を視点とする意義

証明の構想、の過程において，成立すると予想

されるが証明されていない事柄を前提として用

いることがある G このような活動を通じて，生

徒自身が前提を吟味し定めていくことは，数学

における相対的な真理観を背景とした先駆的な

研究において描写された (Fawcett，1938)口近

年では，ある現象をうまく説明できる事柄を探

り，その事柄を前提として演緯的に推論すると

いう活動を証明学習に取り入れることが，経験

科学における「仮説演緒的な方法Jを背景とし
て提唱されている Oahnke，2007) 0 このように

自覚的に前提を探ることに加えて，生徒は，葉

然的な推論の修正を通じて，論拠になりうる未

知の事柄に着目することもあると思われる D 上

の例で言えば，予想された論拠⑤f二等辺三角

形の両嵐角は等しいJの誤りの解消を通じて，
論拠⑤，I二角の等しい三角形は二等辺三角形で
あるJという未知の事柄をみつけることである O
これまでに，不確実なデータを含む立論，飛

濯を含む立論，及び，論の飛躍と不確実さの解

消に関する分析は，論理を規点とした研究を含

め，数多くなされてきた。地方，生徒が論拠の妥

当性を問う過程は分析されてこなかった。例え

ば，推測や証明の活動の過程におけるアプダク

ティブな推論の科用に焦点をさ当てた Pedemonte

(2007)は，妥当な証明の構成に至った生徒と歪

らなかった生徒の過程を， Toulmin (1958/2003) 

の「論のレイアウトjのうちデータ，論拠，主

張の三要素を用いて分析した。分析の結果，過

程でアブダクテイブな推論を用いるゆえに，そ

の推論を演縛的な推論へと構成し産すのが菌誕生

になりうるという，論理にかかわる生徒の国離

が指摘されている (Pedemonte，2007， pp. 38-

39)。他方，いずれの生徒の活動に関しでも，ア

ブダクテイプな推論のっち，証明の所産に現れ

ないものは分析の対議とされていない。また，

後の研究において， Pedemonte (2008)は， I論

のレイアウトJのうち裏づけに焦点を当ててい

るが，論拠の裏づけを生徒が考える過殺を分析

するのではなく，生徒の発話に表出したデータ

や論拠にもとづいて 算術あるいは代数のいず

れの場においてその生徒が活動しているのかを

分析している。

本研究の視点「論拠の裏づけの I~~示j の設定

によって，成立の予想される事柄を論拠として

活用する過程を捉えることが可能になる。例え

ば， 3 (2)で述べたように，論拠⑤を予想して

から論拠⑤'とその裏づけ⑤を提示するまでの過

程を，単に論拠の誤りと捉えるのではなく，論

税3⑤にもとづく一連の論が論拠⑤'を前提とすれ

ば成立することの硲認，及び，裏づけ⑤による，

前提となる論拠①'の擁護を含む過程として捉え

ることが可能になる O

5.研究のまとめと今後の課題

本研究の呂的は，学校数学における証明の構

想の過程を， argumentationを視点として考察

することであった。この目的を達成するために，

本研究は，まず， argumentationに関する先行

研究の検討にもとづいて，証明の構想の過程を

捉える視点として次の四点を設定した:1)飛躍

と不確実さを含みうる立論， 2)論の飛躍と不確
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実さの解消， 3)論の成立条件の明示， 4)論拠

の裳づけの明示。次に，これらを視点とするこ

とにより，証明の構想の過程をどのように捉え

ることが可能になるのかを，想定上の例に即し

て説明したc 最後に 本研究の視点によって捉

えることが可能になる証明の構想の過程と，先

行研究で指摘されてきた過程とを比較すること

によって，本研究の視点を設定することの意義

を議論した。

3で例示した証明の構想、の過程は，実際の生

徒によるものではなく，あくまで筆者の想定に

よるものである O したがって，本研究で設定し

た視点を用いて，生徒による実際の証明の構想

の過程を分析し，蓋然的な推論の活用の可能性

や眼界を特定する必要がある O この分析のため

には，表出されにくい蓋然的な推論を顕在化す

る方法の検討・が必要であるO これが第一の課題

である D

第二の課題は，証明の構想の過程を，問題の

理解，証明の構成及び振り返りという証明活動

の他の棺との関係において考察することである D

例えば， 3 (2)で述べた論拠①，I二角の等しい
三角形は二等辺三角形であるjを新・たに証明す

べき問題と捉えることは，振り返りに相当する

活動である O 何時に，この振り返りが実現され

るためには，論拠①'とその裏づけ⑤の明示によ

る…連の論の擁護によって，振り返りの対象が

明怖になる必要があると考えられる O 証明の構

想、と振り返りの関係を含め，証明活動全体へと

考察を広げる必要がある O
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注

(1)近年の盟内の大規模調査において，単に証明

の記述を問う従来型の問題でなく，証明の所産

に至る局面をいくつかに分けて問う開題が出題

されている。平成16年度に実施された「特定の

課題に関する調査Jの中学校第二学年II8は，

f中村さんJによる証明の構想、及びその構想にも

とづく証明の構成の過程が提示され，それを参

考に，似た事柄の証明を記述する問題であった。

結果として，通過率は63.9%，無解答率は17.9%

と，従来型の証明の記述の問題に比べて，通過

率は高く，無解答率は低かった。この結果の分

析にもとづいて，指導上の改善について次のこ

とが指摘された。「証明の構想、を練る段階を重視

して，着目する要素を明らかにしたり，証明の

方針を確認したりするなど，証明の過程をいく

つかの部分に分けて指導することが有効であるJ
(関立教育政策研究所教育課程研究センター，

2006，p.24)。

( 2) 1990年代にフランスやイタリアで行われた共

同研究がきっかけとなり 推測から証明へと向

かう一連の過程における生徒の活動とその所産

が盛んに分析されるようになった。その共同研

究の経過や成果の一部は， Boero (2007)によっ

てまとめられている。

(3) Douekは， argumentationを「与えられた主

題について，論理的につながった(演鐸的，形

式的とは限らない)ディスコースを生成する過

程及びその所産J(Douek， 1999， p. 274) と規定

した。本研究は，証明の所産でなく証明活動の

過程を分析するという点でDouekと問題意識が

共通するため， Douekと同様の立場を取ってい

る。

(4) Toulminは，問書が2003年に再版された際の

序文において， r論のレイアウト」が予期に反し
てコミュニケーション学者たちに過程の分析に

用いられてきた経緯と，それに対して自身の問

題意識は，当時の哲学において「どんな意義深

い論も，形式的な言葉で置き換えられるjと捉

えられていたことに対ーするt比判であったことを

述べている (Toulmin，1958/2003， p. vii) 0 

(5 )生徒の認知的な問題だけでなく，国形という

領域の問題でもあるo 実際 現在の証明の原型

とも言えるユークリッド f原論jにおいても，

暗黙の前提を用いている証明や，一放の場合に

ハ
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適用できない証明が数多く存在する。同時に

これらの不十分な証明にもとづいて，後の数学

者や校訂者が探究を進めてきた (Heath，1908/ 

1956)。
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Processes of Devising a Plan to Prove in School Mathematics: 

Focusing on Argunlentation 

Yosuke TSUjIYAMA 

The purpose of this study is to explore the argumentative processes involved in devising a plan to prove a 

statement in school mathematics， in order to provide us with a wider perspective on analyzing students' proving 

processes. First， this study summarizes existing literature concerning proof/proving and argumentation and 

outlines a framework， drawing on various viewpoints， for analyzing the processes students go thr・oughin 

devising a plan to prove刷Next，a hypothetical process of devising a plan to prove is illusb"ated by considering 

this framework and the nature of argumentation. Finally， we analyze the processes Identified from the framework 

by comparison wIth findings from existing related literature. 

In mathematics education literature， processes of devising a plan to prove a statement have been analyzed 

in terms of students' logic， I.e. deductive reasoning. In addition， some studies analyze the wider aspects of the 

processes by looking at st凶ents'argumentation， but do not focus on the reasonIng which does not appear 

explicitly in a product of proof， for example， reasoning students dismiss to reach a proof. To overcome this 

limited analysis， this study reexamines the nature of argumentation based on Toulmin's s加dy(1958/2003) 

which takes into account thoughts which are dismissed and modi五edwithin a process. By synthesizing this 

broader understanding of argumentation and existing related 1iterature， this study identifies the following four 

steps (not necessarily sequential) involved in the processes of devising a plan to prove: 

1) making arguments which might include a leap andlor uncertainty; 

2) removing the leap andlor uncertainty; 

3) clarifying conditions under which the arguments hold; and 

4) clarifying 'backings' for the ‘warrant¥ 

Final1y， a hypothetical process is considered to illustrate the four points， and this exempli品edprocess is 

used to show that steps 3) and 4) have not been sufficiently studied in the existing related literature. 
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