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一昨年度まで指定を受けていた SSH研究『大学で、の学びにつながる数学』で3 卒業生対象のアンケート結

果から f統計Jと「微分方程式jが重要であることが浮かび上がり，教材・カジキュラムを作成したが，統計

や微分方程式以外の分野においても魅力的で有用な題材を開発する必要を感じた。

そこで¥今年度から 3年計部で¥今までの研究に加え，様々な数学の分野で¥生徒も教師も興味を持って取

り組めるような題材をできるだけ多く開発し，中高6年間の更に充実したカリキュラム作成を目指していくこ

とにしf二。

また，昨年度より新規指定を受けた SSH研究では，これまでの取り組みを継続しつつ，サイエンスコミュ

ニケーション能力の育成を図る取り組みもおこなっている。さらに，今年度から筑波大学で「数学」の非履修

学生を主な対象としたリメディアル教育を行うことになり，筑波大学附属高校(文京区)数学科および本校数

学科の教員が実施した。

キーワード:サイエンスコミュニケーション，中高大混連携

1 はじめに

ヰ根数学科では3 筑波大学の数学関係者や他大学の数

学関係者の協力を得ながら，大学や社会で、の学びにつな

がる数学耕寸の開発およひ精導法の検討をおこなってい

る。-~戸手度まで指定を受けていた第 1 回目の「スーパ

ーサイエンスハイスクール〈以下SS宜と絡)J研究の中で，

卒業生対象のアンケートの分析から，大学で学ぶ数学を

スムーズに理解するには，高校までにある程度統計j

とf微分方程式jの学習が必要であるとし 1う結果を得た。

そこで， r統計jでは f集団に潜む特千数をつかむJ，r微分
方程式jでは「関数の微小な変化をとらえるJとし¥う教

材開発方針のもと，指導に関連する項目を策定し，老財寸

開発と実際に授業実践を行った。それらをオ寸交の実態に

郎した中高一貫のカリキュラムへ語己置し，昨年までの3

年計画の研究のまとめとした。

新たな3年計画の1年次にあたる本年度は，昨年度新

規指定を受けた第2自白 SSH事業と連動し，これまで

の取り組みを鮒亮しつつ，より広い分野での耕オ開発や，

サイエンスコミュニケーション能力の育成を図る取り組

みも引き続きおこなっている。生徒が自ら学び，そして

学びあう場として，大学院生のインターンシッフ。や，本

校生徒による沼野ト朝交におけるワーク、ンョップを実践

している。また，今年度から筑波大学1年生の中の f数

学III• CJの非履修学生を主な対象としたりメディアル

教育を行うことになり，利交数判ヰの教員が期留した。

以下，本年度の取り組みについて紹介する。

<Pr句ectresearch>Creative Teac恒ngMaterials，Method and the Development ofthe Cur丘culum

-From six years of a junior and senior high sch∞1 to the university -
- 33 -



2 今年度の研究

2.1.教材の開発

3年計画の初年次にあたる今年度は，間Ij造的な耕寸・

指導法及びカリキュラムの開発~中高6カ年から大学

へ』のし¥うタイトノレiこ，中高一貫校であるオ司交の特色を

活かしたし、とし、う願し1をこめたG

オ戒に入学してくる多くの生徒は，受験勉強の影響で，

答えを平く正雄に出引能力を持っており，特に中学の新

入生の殆どは算数に熟達している。しかし，計算・理解

は速いけれども，中学以降の数学で理解が深まらない場

合や，数学的思考・論理的思考になじめない場合や，一

月財ヒ・公式にとらわれ思考が発展しないケースなども見

受けられる。

中学の数学で文字に出会い方程式を使えるようにな

ると，それまでの算数的思考を節約して課題が解けてし

まう。払矧議分や複素数などでも一歩高い手段を学び，一

気に免11寄らしが良くなる飛躍があるのは誰もが兜惑でき

るところだ。このような感激は実に大きし¥。また逆に，

眺望のよい高いところで怯小さい木々や花は見えない。

決|生を追求すると関趨にI~有の意味や期来性は見えに

くくなるが，自然科学・社会現象に数学を応用するとき

には，より原虫合的な位置まで戻る場合もありうる。要す

るに普通性も個別|生も必要なので、あって，数学の勉強は

一般性・普通性を追求しながらも，個別性・特殊性を味わ

うことも大切なのである。そのことは中高から大学への

流れのなかで意識しておきたい。それには，適切な耕~

が欠かせない。当然これまで開発してきた「統計jと「微

分方程ぬの樹オもその一例であると考えている。

そのためには昨年度までの統計・微分方程式を中心と

した耕オだけでなく 様々な分野において，大学での学

びにつながる数学紛寸魅力的で有用な題材を開発する

必要がある。そこで今河三度から 3 さまざまな場面の教材

をどんどん探していくことにした。充実したカリキュラ

ム作成のために，生徒も鞠部もわくわくして取り組める

ような題材をできるだけたくさん取り込み，魅力的な学

びを目指してし、く。

今年度新たに我々が研究し開発している耕寸は次の通り

である。詳細は別掲する。 (5ページ~)

-整数(昨年度からの絡網

.数と方程式

1次変換の総秒性

四角形の合同条件

四車体の幾何

.正17角形の作図

・無限集合の確率

・正規分布の平均の推定

.関数のグラフの描商法

曲線と面積

なお，昨年までの開発動|才はタイトノレのみ掲載した。

詳しくは『創造的な教材・指導法及びカリキュラムの開

発一大学で、の学びにつながる数学教材の完成と普及一

(2007) J]を参照されたい。

2.2.その他のSSHの取り組み

昨年度より新規協尺されたSSHの研究テーマは国際

社会で活躍する科学者・梯憶を育成する中高一貫カリ

キニェラム研究と教材開発一中高大院の連携を生かしたサ

イエンスコミュニケーション/能力育成の研究-Jとなっ

ている。数特ヰでは，耕オ開発の他に， SSHの研究のキ

ーワードとなっている「サイエンスコミュニケーション」

の能力育成に対する取り組みとして 2008年8月28日

に近隣の白黒区立駒場小学校の「サマースクーノレjの講

座に「高校LEGO同好会」の生徒が参加し，小学生の児童

に対してワークショッフ。を開いた。これは昨年に引き続

き2回目の取り組みである。講座「レゴで数学」には，

10名の児童が参加し，同好会の生徒が指導にあたった。

ワークショッフ。の前に，生徒はレゴ、を使った絵を描く仕

組み(樹帯)を作成し， 教耕↑材オ作成ならびび、に吋静案の叫1検食討を
おこなつたι。

2.3.大学院生インターンシップ

筑波大学大学院数理物質科学研究利DC)の講座「数学

インターン、ンッブ。J(1単位)を履修している修士課程の大

学続生が3 高校2年生の総合学習「ゼミナーノレ」に参加

し生徒とともにデイスカッションをおこなっている。

これも昨年度に続き2回目の取り組みである。数学の研

究が専円である大判完生とともに学び合し¥を通じて，サ

イエンスコミュニケーション能力育成と向上が期待され

る。

2.4.筑波大学リメディアル教育

筑波大学の初年次教育の充実を図るため，今年度から全

学的な体制の下「数学jの非履修学生を主な対象としたリ

メディアノレ教育を行うことになり，筑波大学卒付属高校(文京

区)数料ヰおよび本校数学科の教員が授業を裁をした。以

下は受講生募集の案内の中の一文である。

「数学は，理系分野においては，あらゆる科目の基礎と
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なるものです。現在はあまり必要性を感じなくとも将来必ず

必要となってきます。必要と感じたときはこのような授業の

履諺ができなしゅも知れません。積極的に受講をするこ

とを望みます。j

具体的には5月から6月にかけて，全部で5自の諮主

を開講し， 2つ(ベクトノレ・行列)を附属高校， 3つ(統

計・微積分初歩・微積分発展)を本校で担当しむすべ

て土曜呂の10 時~3時で場所は大学の普通教室を使

用した。高校の教員が大学初年度の講座を担当する試み

は3 昨年度理科で実施されていたが，数学では筑波大学

で初めての試みである。大学への学びにつながる数学を

目指す我々にとって，高大連携としづ意味で有用な取り

組みであると感じた。

3 開発教材一覧

実印は今年度開発中のもの。「代数仏1gebra)J お1.

解析仏nalysis)J r G.幾何(GeomeむがJrp確率
(Probabili匂r)Jrs.統計(Sta垣stiω:)JrD鴫微分方程
式むi笠eren凶1EquatiorV J r O.その他(0也ers)J各
項自を整理する際，中学を小文字高校を大文字に

して，関重を区別した。また，桝ー開発のj擦に想定

している，もしくは，実際に授業をおこなった学年

を数字で示した。学年を特定していなし¥樹オや複数

学年での取り扱いを想定している教材は，数字の代

わりに町を用いた。

({列u) ..sI四角形の合同条件 中学1年の f幾何J

A位二主 曲線と面積高校3年の「角科斤」その2

al-l. 整数女(昨年度から崩滋殻

al-2. 有理数

Al 数と方程式女

A3-1. 置換と正多面体群

A3-2. 1次変換の線形|生女

anl. 2元l次方程式とその応用

Anl. 2次関数

お12. 円周率の近似

gl 四角形の合同条件大

g2. チェパ・メネラウスの定理

g3-1. 立方体の切断

g3-2. 反転法

Gl 盟国体の幾何 ヲ貨

G2. 正17角形の作図女

Pf-l. 組合せの確率モデル

- 35 -

Pf-2. 

Pf-3. 

s1. 

s2. 

s3. 

Sl. 

S2. 

S3-1. 

S3-2. 

五BIと確率・統計
無限集合の確率貨

統計の基本

近似直線

正i彰士布と標準化

副議i直線，相関{系数

残差オ析によるデータ系列の関係分析

主成分分析入門

正規分布の平均の推定ヲ貨

d1. 自然数の和，平方数の和，立方数の和

d2. グラブや図形の移動・変形

d3. 錘{本の{村議，球のf判。議・表面積，

放物線とi副議

01. 包絡線

02. グラフj昔前の方法

ーテクノロジーへの挑戦-

D3-1 微分方程式の応用

。3-2 羽数のグラフの拙i商法女

03-3. 曲線と臨積女

Of. 4元数をi高校数学へ

02. 有!樹立界の数学

以下女の耕寸を記載する。(ただし， Pf'3を除く)



4 今年度の開発教材

a1-1.整数

関連分野:代数分野

高等数学:整数論

対象学年:中学1年生

関連単元:数と式

教材名:整数・方程式・不等式

《文字式の活用に繋がる整数の教材》

『文字』を活用することによって数の世界は無限に

広がってし 1く。また，整数の性質は簡明なものから奥

深いものまで多岐にわたっており 3 生徒にとって興味

深いものがある。

整数の指導を過して，文字の有用性を認識させP そ

れを活用できるようにする。

a1-1.1.紫因数分解

(1)約数， 1音数
例1.12の約数は， 1，2，3，4，6，12 

1 2の倍数は， 12，24，36，・・・

→12n (nは自然数)
例2. 2の倍数(偶数)は 2n (nは自然数)
奇数は 2n-l (nは自然数)

(2)素数

1より大きい整数で 1とその数以外に約数を

持たないものを素数という。また 1より大きい

整数で素数以外のものを合成数とし、う。

例3. (エラトステネスのふるい)100以下の素数は 25

{1M 

f~U 4. (エラトステネスのふるい)

6の倍数で並べなおすと素数のふるいが平易に行

うことができる。 2の倍数， 3の倍数 4の倍数，

6の倍数が縦にすべて並ぶようになり，その列の2，

3を除くすべての合成数を縦に見ると，除くことが

で、きる.

円むつ.u



例4より，すべての素数を6で害IJると余りが必ず1か

5になること，つまりすべての素数は6の倍数の憐に

存在する.従って 6以上のすべての素数は3

6m+1または6m+5

とあらわすことができる.

間1.100以下の素数を求めるには， 2，3，5，7の徒数を

除けばよいのはなぜか?

解)αが 100以下の合成数とすると， α=bxc

となる 1より大きい整数bラc (b ~玉 c) がある。

b > 10とすると， c > 10だから bx c > 100 と
なり条件に反するので，b三三100
よって 100以下の合成数は 10以下の数の倍数。

従って， 10 以下の素数は2.3.5.7 だから 3 これら

の倍数を除けば， 100以下の全ての合成数が徐か

れる。

さて，間 1と向様lこ，自然数Xが素数か否かに関し

問3. 次の数が素数かどうか調べ，合成数については

素

罰数分解せよ。(龍卓利用可)

(1)76 (2)113 (3)667 (4)797 

(5)962 (6)1764 (7)1960 (8)3463 

解) (1)76=22.19 

(2)113:(7以下の素数の倍数ではないので)素数

(3)667 = 23・29

(4)797:(30未満の紫数の信数ではないので)素数

(5)962=2・13・37

(6)1764 = 4・212

(7) 1960 = 23 .5・72

(8) 3463 : (60未満の紫数の倍数ではないので)素数

発援:指数法則とo) 

0>0， m，nが自然数の11寺 0111・011 α
州国

11 (*) 

て，x<α×αとなる自然数αを考えると xがαよ

り小さい素数の倍数で、ないなら xは素数で、あること (ol11f =α11111 が成り立つ。
がわかる。

間2.次の数が素数か否かを調べよ。

(D 247 (~337 

解)(D 247 < 172 = 289より 13以下の素数で、害IJつ
てみると， 247 = 13x19 よって， 247は合
成数。

(2) 337 < 1 92 = 361より 17以下の素数で、割ってみ
ると，いずれも割り切れないので， 337は素数。

(3)素因数分解

自然数Gのn{屈の積をαJJと表す。ここのηを指数
とし¥う。

。×α×・・・×α=α11
111司の積

自然数を素数の積の形で表すことを素因数分解とい

っ。

例4. 12 = 2 x 2 x 3 = 22 X 3 

72 = 2 x 2 x 2 x 3 x 3 = 23 X 3
2 

発展:約数の{回数と総和)

12の約数の個数は， 3x2=6個

約数の総和は， (1 + 2 + 4)(1 + 3) = 28 

72の約数の個数は， 4x3=12個

約数の総和は， (1+2+4+8)(1+3+9)=195 

am-11 (m>ηのとき)

また，Om 70
11 
= ~ 1 (m=刀のとき) であ

(m<ηのとき)
αn-m 

る。

そこで，4ι=♂ と定義すれば mηn，n
α 

関わらず om-7α11 α111-11 となる。

上の式で，m=nのときを考えて， α0=1 と定め
る。

さらに mスが自然数でないときも(*)が成り立っ

と考えると，たとえば，

0.5 0.5 0.5+0.5 
0 ・α =α =α=α となるので，

G0.5は2乗すると Gになる数と考えられる。

同様に， (0.5) は2乗すると0.5になる数

(0.4) 0.4は5乗すると(0.4)2=0.16 になる数

ウ
tつυ



(0.2) 0.2は5乗すると 0.2になる数

(0.1)o i は10乗すると 0.1になる数 であり，指数

計算が出来る電車では，計算して，上の値を表示して
し、る。

げについて，関数的には次の3通りの場合で xを

Oに近づけたときの値から考えることが出来る。

ハU①
 

② X
O 

③ X
X 

(4) 12，30，42 
解)

(5) 45，50，105 

(1) 12 = 22.3，18 = 2・32より

G=2・3=6ラL= 22.32 = 36 

(2) 60 = 22 .3・5ラ72= 23 .32より

G口 22.3=12ラL= 22 .32 .5 = 360 

(3) 72 = 23 .32
ラ
108= 22.33より

G = 22.32 = 36ラL=23.33=216

(4) 12 = 2
2 
. 3， 30 = 2・3・5う42=2・3・7より

G=2・3=69L=22.3・5・7=420

①の立場では00=0，②の立場では00= 1 である。 (5)45 = 3
2
.4，50 = 2・52J05=3・5・7より

X 

また③では xがいろいろな値の時の x の値を

求めて，グラフをかくと次のようになるので， 00 = 1 

と考えられる。
X 

y止 X のグラブ

;2 ;0 ;4 ;b x 

(3)公約数，公告数

何個かの自然数について，全ての数に共通する約数

を公約数，共通する倍数を公倍数としづ。公約数の中

で最も大きい数を最大公約数，公倍数の中で、最も小さ

し1数を最小公倍数とし 1う。

2つの自然数の最大公約数が 1であるとき，それら

は互いに楽であるとし¥う。

例5.24の約数は， 1，2，3，4，6，8，12，24 
32の約数は， 1，2，4，8，16，32 
24と32の公約数は， 1，2，4，8 

24倍数は， 24，48，72，96，120，144，168，192，'" 
32の倍数は， 32，64，96，128，160，192， .. . 
24と32の/tミ倍数は， 96，192， .. . 

同Q4.次の各組の数の，最大公約数Gと最小公倍数L
を求めよ。

(1) 12ユ8 (2) 60，72 (3) 72，108 

G=3・5=15うL=2・32.52 .7 = 3150 

2つの自然数A，Bの最大公約数をGとするとき，
A=a.Gラ B=b.G(a，bは互いに素)と表せる。

。うbには 1以外の公約数がないので，A，Bの公約数
は最大公約数Gの約数である。

また，A，Bの最小公倍数をLとすると，L = abG 

であり，A，Bの公倍数はLの倍数である。

また，このとき AB=GL である。

間5. (ユークリッドの互除法の原理)

2つの自然数A，B(A>B)に対して， A.-;--Bの余

りをCとする。

A，Bの最大公約数と， B，Cの最大公約数が等し

いことを示せ。

証明)A.-;--Bの商をQとすると，

A=BXQ十C ・・・①

①より， B，Cの公約数は， Aの約数でもあるの

で，A，Bの公約数である。
また，①より， c二A-BXQ . . .② 
②より， A，Bの公約数は， cの約数でもあるの
で， B，Cの公約数である。

したがって， A，Bの公約数と B，Cの公約数は全

て一致し3 最大公約数も等しい。

関6.次の2数の最大公約数を求めよ。

11137.11063 

解)11137'-;--11063の余りは74

11063'-;--74の余りは 37

74 =37・2

したがって， 2数の最大公約数は37

no 
qa 



a1-1.2.整数の剰余

いろいろな整数について，

rA-:-Bの簡をQ ，余りをRとすると，
A=BXQ+Rと表せる。ただしO豆RくBJ

と考えて，様々な問題を考える.

間1.ある数の 2乗を 3で

ことを示せo

解)

ある数をM とする。すべての整数を 3で、割った時の

余りは， 0か1か2のいずれかであるので

M = 3k，3k+1，3k+2 

と表すことができる。従って，

M2 = (3ky ，(3k + 1y， (3k+ 2y 
= 9k2

ラ
9k
2
+6k+1， 9k

2 
+12k+4， 

=3×3K2，3×(3K2十及)+1，か2十4k+ 1)十]
となり，余りは必ずOまたは 1となる a 

このような考え方は 大学での数学にも繋がり，さら

に合同式や，不定方程式の解法などにも応用が可能で

ある。そこで，生徒からいろいろな解法が出た次の問

題を紹介する。

間2. (百五減算)

3で害IJると 2余り， 5で害IJると 3余り， 7で害IJると 4

余るような正の整数を求めよ。

解 1) 3と5の公倍数の中で 7で害IJると 4余る数を

P， 3と7の公倍数の中で， 5で割ると 3余る数を Q，
5と7の公倍数のなかで， 3で割ると 2余る数をRと

したとき， P+Q十Rは題意を満たしている。
(7で、害Ijった余りは Pを7害IJった余りになり， 5で割

った余りは， Qを5で、害IJった余り， 3で、割った余りは3

Rを3で害IJった余りとなる。)

まず， 3と5の公倍数を並べる。

15， 30， 45， 60，・

この中で， 7で割ると， 4余る数を考えると， 60が最

小の数とわかる。

すなわち， 60=8x7十4・・・①

次に 3と7の公倍数の公倍数を並べる。

21， 42， 63， 84，・

この中で， 5で害IJると 3余る数を考えると， 63が最ノト

の数とわかる。

すなわち， 63二5x12+3・・・②

同様に25と?の公倍数の中で， 3で割ると 2余る数

を考えると， 35が最小の数で、あるとわかる O

すなわち， 35=3x11+2・・・③

ここで，①十②+③を考えると，

60十63十35ニ (8X7十4)十(5X12十3)十(3X11十2)

仲 158ニ:60+63十35

これは，趣意を満たす整数となる。

ここから， 3と5と?の最小公倍数 105をヲ|し、た数で

ある， 53も，やはり題意を満たすので，求める整数は，
10511 + 53...(容)

となる。

解2)法良IJ性を考えた解答

5で害1]ると 3余る数は，

8， 13， 18， 23， 28， 33， 38， 43， 48， 53， 58・・

とlのイ立にえ!?目すると必ず J 3または8となるο

そして， 7で害IJると 4余る数で 1の位が 3または 8

となるような数を考えると，

11， 18， 25， 32， 39， 46， 53， 60・・・

と並べれば，

18， 53， 88， 

とわかる。

18は， 3の倍数となり，題意を満たさない。

53は3で割ると 2余る数なので，題意を満たす。

ここから3と5と?の最/J、公倍数105を足していけば，

その数は必ず題意を満たす。

従って，求める整数は，

105n + 53...(答)

である。

解 3)生徒から出た文字式を用いた解答

求める数を，M とする。

条件より 3

M=7α+4 

M = 5b+3 
M = 3c+2 

それぞれ，辺々を2倍すると，

Q
J
 

つd



2M = 14a + 8 = 7(2a + 1)+ 1 

2M = 10b + 6 = 5(2b叶)十1
2M = 6c + 4 = 3(2c + 1)+ 1 

となり，辺々から 1を引くと，

2M -1 = 7(2a + 1) 

2M -1 = 5(2b + 1) 

2M-l寸 (2c+ 1) 

より， 2M-1は， 3と5と7の公倍数となる。

従って

2M -1 = 3・5・7k.・・①
と書ける。

ここで，左辺が奇数なので，kは奇数。

ゆえに，

k=2n十]

と置けるので，①に代入して，

2M-1口 3.5.7(2n + 1) 
105.2η+105 

Q 2M = 105.2n十106

M 105n+53.ー(答)

上記の整数の剰余についての議論は，簡単に剰余類

の合同式に霞き換えることができる Q

この解法の場合，合同式の両辺を 2で害IJることになる

が3合同式の両辺をある数で割ることを考えるときは，

f法と割る数が互いに素であるj

ことに留意して害IJらなければならない

|誤りの例1

3x == 36 (mod6)・・・①

二今x== 12(mod6)・・・②

と両辺を 3で害IJるような変形であるが，x=20を

①に代入すると成立するが，②に代入すると成立しな

い。(ただし②功①の逆は成り立つ)

a1-1.3.倍数判定法

自然数が2の倍数かどうかは 1の位の数が偶数

か奇数かで決まり 5，4， 8の倍数かどうかも，

このJI慎に平易である。このことを確認した後，様々

な数の倍数判定法を考えさせるとともに，それらを

発表させ，文字の活用をはかる。

文字計算の基本(簡単な加法，減法3 乗法)を指

導した後，上記を確認し，次の例題を扱う。

例題1.自然数が3の倍数かどうかは，各位の数の

和が 3の倍数か否かで判定できる。このこと

を証明せよ。

(証明は生徒の実状に合わせて行うが，以下は4桁

岡
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く解3で，合同式に書き換えた解答>

求める数をM とする.

1¥11 == 2 (lTIod 3 ) 

A1三 3(n1od 5) 。2Al== 1 (modl05) 

Q 2M == 106 (n1odl05) 

Q A1 == 53 (n1od 105) 

従って，M は 105で害IJると 53余る数となるので，

Al =105n+53…(答)
となる。

x=α+ 1 Ob + 1 OOc + 1000d 

=(a十b+c + d)+ (9b +99c+999d) 

上の式で，9b+99c+999d は3の倍数で
あるから xが3の倍数かどうかは各位の数
の和α+b十c+dが3の倍数か否かで決ま
る。

もとの数が5桁以上の場合も同様に示すこ

とが出来る。

証明)生徒が考えた合同式による証明

x == a + 1 Ob + 1 OOc + 1 OOOd (mod 3) 

Qx==a 十b+ c + d(mod3) 
従って 3 題意は示された。

合同式の性質，すなわち 3の倍数を引くことは，来日
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1 1 -@  : X = P + 100qのとき，区ヨ
余の{直に影響がない為， 9の倍数の判定でも同様の
証明が可能である。

く 13の倍数判定法>

のとき， I4a+ pl 13-① x=α+10p 

13-②: X = P + 100qのとき， Ip+9ql 

続いて，自然数が8，6の倍数かどうかの判定法
を作り，その理由をそれぞれ説明させたのち， 7及

び 11以上の数についての判定法を考えさせ3 発表

させる。

以下は，生徒が考えた判定法を纏めたもので、ある。

すべて，合同式による証明が平易に行われる.

。〉

く 17の倍数判定法>

17-① x = p + 100q のとき，/p-2ql 

17-① x=α+ 10b + 100qのとき，

位一空三到
17-② xニa+10pのとき， 1-5α+pl 

17-② 

xα 十10p + 1 OOq + 10001'十10000s+・・・

とき， Ia -2p + 4r -8r + 16ト j 
(各項の係数に注目)

a，b，c，d，'" 

(ーの位)の

なお 3 もとの自然数はXであり，

X =a十10b+ 100c + 1000d +・・.

は， xの各位の数が，ーの位から)1演に
であることを表し，

また x= a + 10p は xの1者?呂

2桁呂以降の数全体でできる数がp (即ち，数がa，

p=三二三)， x = p + 100qは， xの下2桁の数がp
10 

3桁百以降の数全体でできる数が q
く 19の稽数判定法〉

19-① xャ 100 q 0) c'.:: 2:， I p + 5 q I 
19-②: 

( ~n ち，

x = p+] ooq+l oo r÷l O015+]004i f十・・・

のとき， Jp十5q十6r十11s+ 171十 i 
(各項の係数に注巨)

1 9 -@: X = P + 20q のとき，~ヨ
(繰り返すと， -7-20を痛について繰り返し

行ったときの， I余りの和!となる)
く 23の倍数判定法>

q口三二互にであることを表しているものとし，他
100 

も間千葉とする。

のとき，lp+&Jl 

x = p+1000qのとき，Ip+ql 

x = p + 100q 

く 27の倍数判定法>

27-①: 

23-①: 

く 29の倍数判定法>

のとき， Ip-5ql x = p + 10000q 29-①: 

日
キ
Cとのαi 

ハり「コ+
 
p
 
x
 
(繰り返すと， -7-30を商について繰り返

し行ったときの， I余りの和|となる)
く 37の倍数判定法>

のとき，Ip+ql x = p + 1000q 3 7一①:

判定法:以下の亡コ淵り切れるか否かで，

xが害iり切れるか否かが判定できる。

7-①: X = P + 1000qのとき，区ヨ

(注:この判定法は11及び， 1 3にも使える。

また3 これを繰り返し用いると，

Xロ p+l03q+106r + 109 s + 1 OJ2 t十・..

のとき， Ip-q+ト什f一一|を得る。
以下，繰り返し用いた場合については，省略する。)

7-① x=α+lob ÷102c + 10
3 
q 

ia + 3b + 2c -q I 
7-②: x = p + 100q のとき， Ip+2ql 
7一③ x=α+10p のとき， I-2α+ pl 

7-④ :x=p+106qのとき，区ヨ

さらに，p+q=u+10ν+1ow 

として， I(10ν+u)-(10w+ν)1 
< 11の倍数判定法>

く 7の倍数判定法>

のとき，

2 9一②:

く47の倍数判定法>
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47一① x= p + 100q のとき，[2ヨ

<49の倍数判定法>

4 9一① x= p + 100q のとき， Ip+2ql 

く 97の倍数判定法>

97-① x=p十100q のとき， Ip+3QI 

く 101の倍数判定法〉

101-① x = p + 100q のとき，[Iヨ

a1-1.4.不定方程式

未知変数が 2つの不定方程式も，整数を当てはめて

考えることでp 解の法則性をつかむことができる。そ

して 2 合同式を用いていろいろな不定方程式を解くこ

とを試みる。単純な方程式も 3 ここまでの議論のよう

に，倍数および，剰余について着目させて指導をして

し¥く O

例 1. 3で警IJると 2余り， 5で菩IJると， 3余るよう

な，ある自然数を 15で、書1]ったときの余りを

求めよ。

解 1)ある自然数をxとする。このとき，

x = 3k +2 
x = 5l + 3 
より，両辺それぞれ5倍， 3倍すると，

5x = 15k + 10 
3xコ15l+ 9 
辺々差をとると，

2x = 15( k -l) + 1 
。2x-1 = 15(k -l) 
左辺が奇数なので，k -l = 2n + 1 
と置けるから，

2x -1 = 15(211 + 1) 

。2x= 3011 + 16 
<=>x=15n+8 

従って， 15で害IJった余りは， 8 ...(答)

解2)合同式を照いた解答

「2M
X三 3(mod5) 

[5x == 10 (mod15) . 
<=> < 

-・①

・・②13x三 9(mod15)・

①-②より，

2x三 1(mod15)・・・③

②-③より，

x == 8 (mod15) 

従って， 15で、割った余りは8・・・(答)

解3)合同式を用いた解答(生徒から多く出た解答)

ある自然数をXとする。このとき，

x = 3k + 2 = 51 + 3 

<=> 3k = 51 + 1 

<=> 51 + 1 == O(mod 3) 

<=> 51-5三 O(mod3)

<=> l == 1(mod3) (': 3と5は互いに素)

f追って1= 3n + 1 であるから，

x = 5(3n + 1) + 3 = 15η+8 

よって， 15で、割った余りは8'''(答)

例 2. x，yを整数とするとき，方程式
3x十5y=1 .・・①

を解け。

解 1) x= 2ラy=-1という解が見つかるので，

①から3・2+5・(-1)= 1 を両辺から引くと 3

3(x-2)+5(y十1)ヱ O

<=> 3(x-2)立 5(1-y) 

より ，x-2は5の倍数。
従って，x-2 = 5kとかけるので，

x = 5k+2 
これを①に代入すると，

y = 1-3k 

以上より，(x，y)=(5k+2，1-3k)…(答)
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解2)合間式を用いた解答

3x十5y::::1 . .・①

より，

3x+5y三 1(mod5) 

。3x== 1 (mod5)・・・②
ここで， 5x三o(mod5)・・・③
より，②-③から 3

-2x三 1(mod5)・・・④

②+④より 3

x == 2 (mod5) 

従って， x:::: 5k+2 

これを①に代入すると，

y:::: 1-3k 

以上より， (x，y):::: (5k + 2，1-3k)…(答)

この解法はひとつの式を変形するjことに慣れてい

る生徒にとってはなかなか浮かばない解法のようだっ

た。ただし，合同式のルールを考えれば¥この解法の

ほうが平易であることは間違いないだろう。

解3)合間式を用いた解答(生徒から多く出た解答)

①<=> 5y:::: 1-3xより，

1-3x三 O(mod5)

。:三3x(mod5)
<=>6三 3x(mod5)

。x== 2(mod5)(γ3と5は互いに素)
.・.x:::: 5k+2となり，①より y::::1-3k 

以上より， (x，y):::: (5k + 2，1-3k)…(答)

生徒の合同式を使った解法を見てみると，解3におい

6 == 3x(mod5) 

。x三 2(mod5) (・.-3と5は互いに素)

と変形するところで，

6 == 3x(mod5) 

。3x-6== 0 (mod5) 
<=> 3(x -2)三o(mod 5) 

と変形し， 3と5が互いに素なので，

(x-2)が5の倍数であることから，

x-2 == 0 (mod5) 

<=> x == 2 (nlod5) 

と考える生徒が非常に多いのが印象的で、あった。やは

り3 慣れていないせいなのか複数の文字式を見る力

がまだ養われていないと言える。

合同式を使うと，このような不定方程式において，ど

んな大きな数にも対応することができる。

関1. x，yを整数とするとき 3 方程式

37x+43y:::: 75・・・①
を角平け

解 1)合同式を用いた解答

①<=> 37x十43y== 1 (mod37) 

∞6y==1 (n1od37) 
。36y== 6 (n1od37)・・・②
ここで¥

37y主 o(n1od37)・・・③
より，③-②から，

y == -6 (nlod37)・・・③
...y::::37k-6となり，①より

37x::::333-43・37k

。x::::9-43k 
以上より， (xラy)::::(9-43kラ37k-6)…(答)

解 2)合同式を用いた解答(生徒から多く出た解答)

①<=> 37x:::: 75 -43yより 3

75 -43y三 O(lnod37)

。75== 43Y(lnod37) 
<=> 1 == 6y(mod37) 

。-36三 6y(mod37)
。-6三 y(mod37)(γ6と37は互いに素)

.・.y口 37k-6となり，①より

37x::::333-43・37k

<=> x:::: 9 -43k 

以上より， (xぅy)::::(9 -43k，37k -6)…(答)
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A1-1.数と方程式

関連分野:代数

高等数学:解析幾何，複素関数論

対象学年:高校1年生

関連単元:数と式，方程式

教材名:複素数 3次方程式

《数の拡張と方程式の解》

方程式の解を求めて数は拡張されてきたともいえる。

3次方程式を解くために数を複素数に拡張し，方程式

の解を求めることに関しては複素数で完結することを

知らせる。 (W代数学の基本定理』複素数の範臨で、n次
方程式はn1臨の解を持つ)
また複素数の演説tに関連して 複素数平面でのその

性質合確認すると共にP 特に積の自転拡大を活用でき

るようlこする。

3次方程式を解くことを目標に3 複素数など必要な

ものを学習してし、く。ここで示したい教材は，謹塞撃

の織の回転拡大と 3次方程式の解法であるが，扱う教

材の流れといくつかの問題をあわせて記述するO

Al-1. 1. 複素数
(1)実数

有理数(有限小数&循環小数)，無理数(循環しない

無線小数)J 平方根の計算などを通常通り扱う。

(詳細は省略)

(2)実数から複素数へ

αλスートbx-トc= 0 (aラb，cは定数で¥a:;t:0)の解は，

判別三.，(D= b2 -4ac孟Oのとき，

+一70
 一x

 
2α 

D<Oのとき，実数解はない。

次に，3次方程式の実数解について考えよう。

例えば，x.， -3x + 1 = 0 ...①について3
①の左辺を f(x) とすると

f(-10)く0，f(10) > 0であり ，y = f(x)のグラブ

は連続なので，①は実数解を少なくとも 1つ持つ。

ここで¥

x3 +α3 +b3 -3abx 

=(x十α十b)(x2十a2+b2 -ax-bx-ab) 

であることから a3十グェLαb= 1・・・②となる

αラbを考えると，①は，

(x+α+b) {X2一(α+b)x+α2-ab+b2} = 0 

と因数分解でき，実数解x= -(a+b)を得る。

従って，②を満たすα，bを求めればよい。

②より，a3 + b3 = 1， a3 b3 = 1・・・③

α3pb3を解に持つ方程式は，

(y-α3)(y_b3)=0 

y2 _(α3 +b3)y+ a3b3 = 0 

すなわち3Y2-y+lZ O ---④ 

④は，判別式D= -3 < 0より，実数解を持たない。
しかし， 3次方程式①は実数解を持つ!

そこで，④のような 2次方程式も解を持つように，

数の範囲を拡張する。

[虚数単位i) 

x
2 =-1を満たす数を 1つ考え それを iで表し，

虚数単位としづ o 従って，i
2 =-1 である。

[J童数単位iを含む数の演算}

虚数単位iは数であり，iを含む数の計算は通常どお

り行えるものとする。

伊IJ1 . 

3i -i = 2i 

2i x 2i = 4i2 =-4 

(1 + i) + (3 + i) = 4 + 2i 

(1 + i)(3 + i) = 3 + 4i + i2 = 2 + 4i 

とよ=i1+ i)(3 -iL=~+2iJ=主主=2」i
3 + i (3 + i)(3 -i) 9 -iL 1 0 5 5 

iと実数の加減乗除で出来る数は3全て， α+bi (αラb

は実数)の形で表すことができる。

A
斗
-
A
ゴ



与式より，(a，bは実数)

α2 _b2 +2abi = i 

a2 _b
2 = 0ラ2ab=1 

とすると，

解)

(1) x =α+bi 

(α+bi)2=i， 

α，bは実数だから，

[複素数1
0十bi(α，bは実数)の形で表される数を援素数とい

し¥ Gをこの複素数の実部，bを虚部としづ。
また3 複素数α+biで，b=Oのときは実数であるが，

b=;eOのとき虚数としづ。
また特に，a = 0， b =;e 0のとき 3 純虚数 M

一一占±マZよって，a=b 2式よワ 3とし¥う。

{共役な複素数}

複素数Z=α+biに対して，

Z で表す。

(2) (1)と同様に，x=α+bi(α，bは実数)とすると，

α2 _b2十2αbi=-1+13 i 
Zと共役a-biを，

与式より 3な複素数といい，

a2 _b2 = -1， 2ab = 13 α，bは実数だから，

2式より bを消去して，

コ

伊~ 2. 共役な複素数の和，穣は実数である。

z+ z α+bi+α-bi = 2a 
=-1，α4+4α2-3=0 2 a -

z z = (α+bi)(α-bi) = a2 -b2i2 = a2 + b2 

(2a2 -1)(2a2十3)= 0 

する。

(1)次の式が成り立つことを示せ。

Z十W=Z+W， Z'W=Z'11ノ

(2) f(x) =αx3 +bx勺 cx+d

とする。複素数。について，

f(α)=0 

(証明略)

(被号同)1慎)

α--

1 . .13 
a=一万円=主Ji

d十-I6i
x=土

。2;;;;;0であるから 2

よって，

w=r+si (p，q，r，sは実数)と

(α，b，c，dは実数)

f(α)=0 ならば

Z = P +qz， 間1. 

?走って，

(3) t2 = p + qi (pラqは実数)の解の 1つを必弓;
で表すことにして， 2次方程式の解の公式を利用する。

与式より，

b2 -4αc = (-1 + 3i)2 -4(-8+i) = 24-10i 

x=i1-3i):t.J24-10i 

であ

x2 =-1の解

であることを示せ。

であり，i2=-l，(-i)2=f=-1 

は，x =:ti である。

一般に x2 α

x =:tfa i 
の解は，a > 0) (ただし，

2 

ここで) (α+bi)2 =24-10iとすると，

a2 _b2 = 24う2ab= -10 
2式より bを消去して，

25 _. 
a2一ーす=24ラ。4-24α2 -25 = 0 
G 

(a2 -25)(a2 +1) = 0 

a
2
主主 Oであるから a

2 
= 25ラ a=:t5 

α+ bi = :t(5 -i) 

(1-3i)土(5-i) 
= 3-2i.-2-i 

2 

るから，

よって，

従って，

とする。

例3.

2次方程式似2+bx+c = 0 (αムcは実数， α=;e0 ) 
において，半U)3IJ式D=b2-4acくOのときの解は，

-b:t .Jb2 -4ac -b土.J-b2+4ac i 
x= 

である。

{負の数の平方根}

ょんJ;i
特に， である。

α>0 のとき，

よI=i

2つの係数が虚数の2次方程式も，複素数の範囲で，

解を持つ。

2α 

間2.次の2次方程式を解け。

(1) X
2 = i (2) x2 = -1 + 13 i 

2a 

- 45 -

(3) x
2 + (-1 + 3i)x -8 + i = 0 



(3)複素数平面

次のものは，それぞれ 1対1に対応し，同一視す

ることがで、きる。

①複素数z==α+bi(aラbは実数)

②座標平i面上の点p(αラb)

③座標平面で，原点Oから点p(aラb)までの矢印 OP

{複素数平j百}

座標平面で，点p(。ラb)に複素数z== a +biを対応

させたものを，複素数平面といし¥そのx軸とy軸

を，それぞれ，実軸と虚軸ともしづ。

また p(α，b)を， P (a十bi)，P (z))点zなどと

表すことがある。

伊~4.複素数平面で，共役な複素数z，zが表す点は，

実[!ilhについて対称である。

間3.αラβを複素数，pを実数する。次の催又は点

を表す複素数を， αラαラβぅβ，pの式で表せ。

(1) α の実まI~及び虚部
(2)α と直線x==pについて対・称な点

(3)α と直線y==pについて対称な点

(4)線分αsの中点
(5)ムOαβ の重心

解)

(1)実部竺ι 虚昔I~ 土空
2 2i 

(2)一α+2p

(4)竺土立
2 

[複素数の絶対値}

(3)α +2pi 

(5)竺土立
J 

複素数z= a +bi (α，bは実数)に対応する点を
P(z) 
とするとき，点Pと原点Oとの距離を zの絶対値
といし¥1zlとかく。

1 zl=la十bil=長可F である。
また，z.z=(a十bi)(α-bi)=α2 +b2であるから，

1 Z 12= Z. Z である。

間4. z = P + q i， w = r + si (p， q， r， Sは実数)と

するとき， 1 zw 1=1 z 1 .1 w 1 であることを示せ。

(証明略)

{複素数の偏角]

複素数z==α+bi(αラbは実数)に対応する点をP(z)

とするとき，実軸の正の部分と続分OPの作る角を，
Z の偏角といい，arg(z)とかく o

ただし角は3 実軸の正の部分を基準に，反時計回り

の向きを正として表すものとする。

例5 z=-d-i のとき p
Izl=2 
arg(z) == 210

0 

注:偏角について3 回転の向きや1回転以上の角を考

えると，表し方は 1通りではない。すなわち，

arg(z) == 210
0

ラ 570
0

，.・'， -150
0

ラ -510
0

•

一般に，arg(z) == 210
0 

+360
0 

xη(η は整数)

である。

{和の性質}

複素数αに対応する点をαとする。

αを加えると，複素数平面上で¥矢印 Oα だけ平

行移動し， αを引くと矢印 αOだけ平行移動する。

Z 十α

O 

関5. z == 2 + 2i， W = -1 + 3iとする。
3点0，z， W を頂点とする平行四辺形の，

残りの頂点を表す複素数を求めよ。

解)

Z+W == 1+5i 
円-

Z-l-V=.)-1 

p、.
W-Z=-j+l 
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zα= zp+zqi'"①であり ，B(zp )，C(zq)とすると，

B，Cは直線OA上にある。
また D(zqi)とすると，積の性質Iより， ODは， OC

を原点を中心に 90
0

回転したものであり，

①より ，BA'こOD=OC，BA'上OB

従って，ムOPQ∞ムOA'B より LこQOP=どBOA'

また， I OA' 1=1 zα1=1 zllαI=OAxlαi 
よって示されグニ。

z = 3 + i， W = -1 + 3i， u = 1 + 4iとする。
3点z，W ， Uを頂点とする平行四辺形の，
残りの頂点を表す複素数を求めよ

間δ

z = 3 + i，α=l+i のとき，

za =2十4i，zα2= -2+6i，zα3 = -8 +4i 

伊jブ.

-z+W+υ 
解)

-z+W 十μ=-3 +6i 

z-W+u = 5+2i 

z+w-u=l 

例8.

z = 1 +i 

w=2+i 
のとき，

幻グ=1十3iより，
右図の角は等しい。

{積の性質 11 
虚数単位iをかけると，複素数平面上で¥原点を中

心に 90
0

回転する。

(証明略)

1 

例 10.

点(4ユ)を，

原点を中心に

300 回転した点は，

j、13 1. ¥ 
(仙4糾十リd引2i均iけ川)

= (-1 + 2J3)+ (2 +J3)i 
より，

(-1+は 2+J3)

{列9.

z = 2+i 
のとき，

Z2 = 3 + 4iより，
右図の角は等しく，

Op2 =OQ 

例6.

.3 
1 =-l 

複素数平田上で，原点を中心

arg(α)だけ回転する。

[積の性質III
複素数αをかけると，

に， 1α|倍に拡大し，

(証明)

α= p+qi (pラqは実数)とし複素数平面上でy

原点を 0，また， P(α)，Q(p )，A(z )，A'(zα)とする。

ワ
i
A
せ

l<pラo<q <1の場合の図
A'(zα) 



間7.座標平面上で，原点0，点A(4ラ2)とする。
ムOABが正三角形となるような点Bを求めよ。

解)

A(4ラ2)を，
原点を中心に

土600 回転した点は，

仲 2i)X(~手)
= (2=F-J3) + (1土2-J3)i Ji 
より 2

B(片山士2F3) 附同i民)

間8.)謝祭平面上に点A(4ユ)， B(2う6)及びCがあ
る。ムABCが正三角形のとき， Cの座標を求めよ。

解)

A(α)， B(β)とすると p

α=4+2i 

β= 2+6i 

Cを表す複紫数は，

(s-α)x[ ~土ム1+α
l2 2 ) 

円十引)X(~土手i)+4 十 2i
= (3平2J3)+(4土-J3)i 
よって

C(η2J3，4:tJ3)蜘向)1頃)

間9.点P(4，1)と，直線y=3xについて対称な点Q

の座標を求めよ

解)

y=3x上の点(1，3)について， y=3x 

11+3il= JIO であるから，
…，

.
dぃ一
l

円。

y=3xとX判iの正の部分との

作る角をθとすると，

g=「」↓ム1(司(3μ川÷打U吋iリ~)山ると原点
、ゾ110

αをかけると一θ回転する。

y=3xを原点を中心に-θ自転すると実軸に重なり，

共役な複素数は実軸について対称であるから，

p=4+i， Q(q)とすると，

q=p.α-α 

= p.α2 

=山(方(1イ

=七一13十16i)

13 16 
よって， Q(-ーラー)

5 -5 

Z2=iを満たすzは3

右図のzl'Z2で，

五十万l

ろ=-(去す)
間10.次の方程式を解け。

勺 -1十、l3i 勺 r
(1) Z L = ~... -. (2) zコ=-i (3) ZL = 1 +..J3 i 

2 

(4) Z4 = -2 + 2J3 i (5) Z2 = 2 + 15 i 

解)

(1) 1 Z2 1=1 Z 12 = 1より

I Z 1= 1 

訂g(z2)=1200 より

arg(z) = 60
0

，240
0 

1+、/3i 
よって z=士一

2 
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(2) 1 Z3 1=1 Z 1
3 
= 1より

1 z 1= 1 

紅g(Z3)= 2700 より

ぽg(z)= 90¥210
0

，330
0 

十...n-7 
よって z = iーし W 

2 

Z 

z"I=-i 

(3) I Z2 1=1 Z 1
2 
= 2より

Izl=12 

紅g(Z2)= 600 より

訂以z)=30¥210 
よって，

口F2x(ム J=士山i
2 2 

方
ム

Z
 

z 

(心 1z 
4 
1=1 Z 1
4 
= 4より Izl=12 ¥ 

arg(z4) = 120 0 より

arg(z) = 30
0

，120
0

，210。ラ300
0

よって，

z=.fi十キ)
σ( +-=1+占~I=:tふσ-+-12+16i 
"¥/LXI::t 1=一 一
222  

Z 

(5) 1 Z2 1=1 Z 1
2 
= 3より Izl=F3

また角の2等分線の性質よりー
図のwについて， 、j31

_ 2.J5 
w=乙十一一一一l

=会(ふi)
よって，

吋
ノ
-

Z
 

Z 

，w 

F3 (G  .¥ . JiO+12i 
z=十一一一I'¥/':>+zl=十

~16\V~'J ~ 2 

注:zl1 =α・・・①の 1つの解をZl zL=α 

とするとき，①のη個の解は3

複素数平面上で，原点を中心と

する半径1z]1の円に内接し，

点、z]を1つの頂点に持つ正

η角形の，頂点である。

Al-1. 2. 方程式

(1)菌数定理と高次方程式

菌数定理・剰余定躍を通常通り扱い，高次方程式を

因数分解によって解く。(詳細は省略)

(2)方程式の諸性質

次のことを擁認する。(詳細は省略)

① 実数係数の2次方程式の解の半iJ531J

② f(x)が11次の整式であるとき 11次方程式
f(x) = 0は，複素数の範囲で， 71個の解を持つ。
また，f(x)の係数がすべて実数の時，

f(α)口 Oならばf(α)=0

向様に，f(x)の係数がすべて有理数の11寺，

f(p + q.fi) = 0ならば[Cp-q12)= 0 

(ただしp，qは有理数)

③ 解と係数の関係

2次方程式ax2+bx十c=oの解がα，β

。(x-α)(x-β)= x2十L十三。。
φα+β =-~ ， aß= 三

G α 

α'x3 +bx2十cx十d=Oの解がαラβぅY

。(x-α)(xーの(x-y)
、 b 今 c d = x~ 十 -x- +-x+-
a. αα  

Cコ〉

α÷β+λ bαβ÷βy+}'iα=三ラαβy=-ff
a a a 

αX 
4 
+ bx
3 
+ CX
2 
+ d'( + e = 0の解がα，s，yぅδ

。(x-α)(x-β)(x-Y)(X-δ) 
b c ゥ d e = x' +-X~ +-X-十-x十-
a a αα  

o α+β+y+d=ーと
α 

αβ+αy+αδ+βy+βδ+yd=三，。
αβy+αβδ÷αyd+βyδ dラ

α 

αβyδ e 
G 
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(3) 3次方稜式

[3乗根}

実数。に対して， X
3 
=:a ・・・* を満たす実数xを

長で表し W3乗根α』という。

注 :f(x) =: X3が単青島jに増加する関数であることから，

*を満たす実数がただ 1つ存在する。

例 1. x
3 
=: 2を満たす実数x は，

x=:右=1.259921 

また， (-お卜-(ZI2)二-2であるから，
x3 =-2を満たす実数xは，

x=:~二三=ーお

(参考) 11来根の定義

一般に，実数。と自然数ηに対して，

nが奇数の1]寺，

xn=α を満たす実数xが ~ 
a>O， 11が偶数の時，

x
17 
=α を満たす正ゐ実数xが *' 

なお a-コOのとき 3 ザ5=0

[ 3次方程式i3-3αbt+α3十b3=: 0 ... '* 
ほうbは定数)の解}

背より，

(t+α+ b){t2ー(α吋 )t+α2-ab+川口O
t =-(α+b) 

または t2 _ (α+b)t+ a2ーαb+b2 =: 0・・・①

①の判別式をDとすると，

D=(α+ b)2 -4(a2 -ab +b2) =: -3(α_b)2 

= {(a-b)f] ir 
したがって，交の解は，

α+bi:.(a-b)ゾ3
t=一(α+b)， 宅一 大

問 1.次の3次方程式を解け。

(なお， (1)，(2)ども有理数角卒を持たない。)

(1) X3 -9x2 +18x-12 =: 0 

(2) x3十6x2+6x-6 =: 0 

解)(1) x = t + 3とおくと，与方程式は，
(t+3)3 -9(t+3)2 +18(t+3)-12 = 0 
これより，t3 -9t -12 = 0 ・・・①

ここで，a3 +b
3 = -12ラαb=3・・・②

となるa，bを考えると，①はすとなり，

解は大で表される。

②より，a3 +b3 = -12ラa3b3 = 27・・・③

〆ラグは，y2+12y+27=0の解である。

この解はy=-9ラ-3より，〆 =-9ラb3=-3は③を

満たし，a = -if9， b = -if3 は，②を満たす。
従って，大及びx=t+3より，与方程式の解は3

x=~十点+3，

-if9-お i:.(ーミ(9+点)~i+3
2 

注:②を満たす複素数a，bは， α=-if9ラb=一語以
外にもあるが2 このa，bに対して与3次方程式の

3解が求められているので，他のa，bについて貨

を用いて解を求めても，同じものが求まる。

(2) x = t-2とおくと 3 与方程式は，
(t-2)3 +6(t-2)2 +6(t-2)-6=0 

これより t3-6t-2 = 0 ④ 

ここで，a3 +b3 =-2ラαb=2・・・⑤

となる α，bを考えると，④の解は女で表される。

⑤より，a3+b3=-2，a
3b3=8・・・⑤

a3ラb
3
は， y2+2y+8=Oの解である。

よってy=-li:.-!7iであり，

a
3 
= -1 +..J子i，b3=-1-J7iは⑥を満たす。

1 a
3 
1=1 b
3 
1= 2J2より，

lal=lbl=J2 

複素数平面で3

右図のようにa，bを定め，

a=p+qi (p，qは実数)

とすると，b= pーが
であり，これらは⑤を満たす。

実及びx=t-2より 与方程式の解は，

2pi:.2qi、J3i 今
x = -2 P -2， 

-.l 

2
・---2 

=-2p-2， P 平 q~-2

メ¥

注 :a，bは虚数で、あったが， 3解とも実数である。
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A3-2. 1次変換の線形性

関連分野:代数分野

高等数学:隷形代数

対象学年:高校3年生

関連単元:r行列J(数学C)
教材名:r 1次変換の線形性とその逆j

《大学での学びへつながる高校での学び》

高校で学ぶ行列の応用では座標平面上において，

2つの 1次式によって定められる点から点への移動を

1次変換という.一方，大学で学ぶ線形代数学では，

有限次元ベクトノレ空間からそれ自身への写像で線形条

件をみたすものを 1次変換(または線形変換)という.

これらは異なる定義のように見えるかもしれないが，

実数体上の2次元ベクトノレ空間に限って考えれば向値

となるので，このことを証明する.大学の数学におけ

る抽象的な内容を高校で扱うことによって，高校から

f:V→ yが3 次の線形条件

「すべてのV，WEVとすべてのkεKに対して

r(v + W) = f(v) + f(-I11)， f(わJ)=ザ(v)J 

をみたすとき，fを1次変換(または線形変換)とい

う.以下では，特に，Kを実数体Rとして
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の場合を考える.ここで RL.の要素I Iと座標平面

'¥Y) 

上の点P(X，y)は1対lに対応するので， 2次元ベク

大学へ円滑に学びを進めるための土台を築けることと トノレ空間R2と座標平簡は向一視できることに注意し
期待する.

A3-2.1. 高校における1次変換の定義

座標平面上の各点P(xぅy)を点Q(x¥y')に移す移

動が，a，bラムdを定数として，定数項のないx，yの1

次式で

{;'，:日
y'=α+めJ

と表されるとき，この移動を1次変換という.この 1

次変換をfと書くことにすると，条件式が行列を用い

て
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A3-2.2. 大学における 1次変換(線形変換)の定義

{本K上の有限次元ベクトノレ空間Vにおいて，写像

ておく.

A3-2.3. 高校における 1次変換の定義の書き換え

高校における 1次変換と大学における 1次変換の繋

がりを調べるために，高校における 1次変換の定義を

媛昧なものから厳密なものに書き換えておく • R2で

座標平面を表すことにする.写像f:R2→ R
2
が，

山子ザ刊刑亨折列!り仁j

の(;J巴R2に対して
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fα bi 
と表されるとき，fを行列lcdJの表す1次変換と

いう.より簡潔に，写像f:R2→どが，2x2行列

Aによって，すべてのνER2に対して
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f(ν) = Av 

と表される 3 とも書けることに注意しておく.

A3-2.4. 1次変換の線形性とその逆(授業実銭)

1次変換が線形条件をみたすことは，行列の基本的

な性質さえ分かっていれば，容易に示される.しかし，

線形条件をみたすR2から R2への写像が 1次変換と

なることは容易には示されない.しかし，適切なヒン

トを与えれば，高校生でも証明できる内容であると考

える.数学Cを履修している本校の高校3年生に厳密

な1次変換の定義を教え3 さらに次の問題を出題して

みた.

j誼盤上写像、f:R2→R
2
に対して，次の 2つの命

題がi司却をであることを示せ.

(1) 1は行列の表す 1次変換である.つまり，ある

2x2行列Aが存在して，すべての

引 ER2に対して内)= Avである
(2) fがすべての V，W E R2とすべてのkERに対

して，

f(ν+W) = I(ν) + f(w)， f(か)=ゲ(ν)
をみたす.

盤 (i) (1)コ (2)を示す. (1)を仮定すると，すべて

のV，W E R2とすべてのkERに対して，

f(v十w)=A(ν十w)= Av + Aw = f(ν)+/(11')， 

f(kv) = A(か)= k(Av) =ザ(ν)

であるから， (2)が成立する.
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てつよるあで

νE  R2に対してf(v)= Avであり， (1)が成立する.

ゆえに， (i)， (ii)より(1)と (2)は向{産である.口

(1)コ (2)は1次変換が線形性を持つことを意味す

る.この証明については ほぼすべての生徒が容易に

I X 1 
解答できた.問題文にν=11と書いておいたためか，
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のように成分表示を使った解答が多かったが 3 行列の

基本性質に注目して，本稿のような成分表示を使わな

し吉正明をした生徒もいた.

q
L
 

P
h
u
 



一方) (2)コ(1)は線形性を持つR2からR2への写

像が 1次変換になることを意味する.この証明につい

ては)(2)が抽象的な表現のためか，ほとんどの生徒が

手を出せずにいた.そこで，基本ベクトノレe
1
，e
2を思

iαi 内

い出させて，f(e])=1β) E RLのようにおけること

を確認した.すると，数名の生徒は証明できた.証明

できない生徒は，仮定である(のばかり見ていて，示す

べき (1)に注目できていなかったように患える.このよ

うな生徒にはr(1)を示したいのだから，仮定である (2)

I (X ¥ 1 
はとりあえず置いておいて)f(ν) = fll 11がどの

l¥y) ) 

ようになるか調べてみよj のようなヒントを与えると

よし¥かもしれない.

一見すると， (2)の方が弱し、条件のように感じられる

が，実際は(1)と同値であるのは，この事実を知らない

生徒にとっては驚くべきことだろう.また，開催であ

りさえすれば，どちらを定義に採用してもよいという

大学の数学ではよくある方法を教えることが，大学の

数学への興味を引き出すことに繋がると期待する.

A3-2.5. 1次変換を表す行列の一意性

問題1の(2)コ(1)の証明において，気になる点が

1つ残る.(2)をみたす/に対して(1)における行列A

のとり方が一通りに定まるかどうかである.問題 1で

はそこまで言及していないが もし一通りに定まるの

であれば3 単に存在すると言われるよりも明確になる

ので，このような素朴な疑問も考える意味があるだろ

う.一般に次のことが成立するので，結論は，一通り

に定まるということになる.
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さらに f(v)= A'vでもある.よって，すべての

V E R2に対してAv= A'vが成立する.特に v= e1 

とすれば
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である. よって):(子列の}求;う?を比ij~たして

α:α¥b = b'， c = c'， d = d' 

を得るので)A=A'で、ある.口

本稿の解で吋， 2つの行手IJA;A'で表されることを

仮定し結果としてA=A'となることから一;間企を示

しているが，背理法を用いてもよいだろう.つまり，

異なる 2つの行列AラA'で表されることを仮定して，

矛盾を導く方法である.一意性の証明は高校ではあま

り扱われないので このような考え方に触れさせるの

もよいだろう.

A3-2.6. 1次変換と行列の対応

問題1の(2)コ(1)と問題2の結果から，線形条件

をみたす写像f:R2→どを 1つ定めると，それに

対して，ただ1つの2x2行列A= (f(ej) f(e2))が

定まることが分かる.つまり，線形条件をみたすR2か

らR
2
への写像全体の集合をHOffiR(RヘR2)，2x2 

行列全体の集合をM2(R)と表すと，この対応は，す

べての/εHOffiR(R乙R2)に対して，
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F(f) = (f(e
J
) f(り)で、定められる写像

F: HomR (R
2 ，R2)→M2(R) 

である.これらの記号のもとで，すべてのνER2に対

してf(ν)= F(f)νであることに注意しておく.また，

逆に写{象

G:M2(R)→HomR(R2，R2) 

がすべてのAE M2(R)に対して，Aの表す 1次変換

をんと表すことにして，G(A) =んで定められる.

問題3 上記の写像F，Gについて，Fの逆写像がG

であることを示せ.

盤すべてのfE HOlnR (RヘR2)に対してp すべて

のVE R2で

[(G 0 F)(f)わ)= [G(F(f) )]cv) =ん(.f)(ν) 

= F(f)ν= (f(e
J
) f(e2))v = f(ν) 

なので， (Go F)(f) = fを得る.また，すべての

A巴M2(R)に対して，

(F 0 G)(A) = F(ん)=(ん(りん(り)

= (Aej Ae2) = A 

である.ゆえに，Fの逆写像はGである.口

問題3の結果から F: HomR (R
2 
，R2)→M2(R) 

により， Hom R (R 2 ， R 2 )の要素とM2(R)の要素が

一対ーに対応することが分かる.つまり ，Fの対応に

より J 1次変換と 2x2行列を同一課できる.さらに，

1次変換における写像の合成と行列の積について次の

関係がある.

盟理生 f，g E HomR(R
2 
，R2) ~こ対して，次のこと

を示せ.

(1) fogEHomR(R
2，R2) 

(2) F(f 0 g) = F(f)F(g) 

盤 (1)すべてのv，WeR2とすべてのkERに対し

て

(f 0 g)(刊 w)= f(g(ν十w))= f(g(ν) + g(w)) 

= f(g(ν))十f(g(w))= (f 0 g)(ν) + (f 0 g)(w)ラ

(f 0 g)(か)= f(g(わう)= f(kg(v)) 

=ゲ(g(ν))= k(f 0 g)(v) 

より ，f 0 g E HomR(R
2 
，R2)である.

(2)すべてのνER2に対して，

F(f 0 g)ν = (f 0 g)(v)エ f(g(v))= f(F(g)ν) 

= F(f)(F(g)ν) = (F(f)F(g))ν 

が成立するので，特にν=ejとν=e2のときを考えれ

ばJ F(f 0 g) = F(f)F(g)を得る.口

問題4の(2)は，Fにより 2つの l次変換/うgの

写像の合成fogが 2つの行列 F(f)，F(g)の積

F(f)F(g)と対応することを意味する.つまり ，Fは

単に 1次変換と 2x2行列の対応を与えるだけでなく，

写像の合成と行列の積についての関係を保つ性質を持

つ.これらから，さらに，逆写像の存在性と行列の正

必
斗
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射性に関する次の性質が導かれる

毘塁5 fεHOffiR (R
2
， R2)について，次の命題が

同値であることを示せ.

(1) fが逆写像f-lを持つ.

(2) F(f)が正期行列である.

盤 (i) (1)二字 (2)を示す.写像11/:R2→どを，す

べてのνε R 2 に対してし•(ν)=vで定義すると，

lv EHoffiR(RヘR2)である- (1)から

f 0 f-1 = lv = f-l 0 f 

であり，

F(f 0 f-l)ェF(lv)= F(f-l 0 f) 

より 3

尺m叫川1しいγv)= 仏川(い何川e1

と間題4の(ω2幻)に注意すれば，

(1 0 i 唱

F(f)F(f一1)= l 0 1 J = F(f一I)F(f)

より F(f)は正則行列であり ，(F(f) t1 = F(f勺
を得る.

(ii) (2)コ(1)を示す. gを(F(f)t
1
の表す l次変

換とすると 3 すべてのνε R
2
に対して，

(f 0 g)(ν) = f(g(ν)) = f((F(f))九)

= F(f)((F(f))吋=(F(f)(F(f))う
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(g 0 f)(ν) = g(f(ν)) = g(F(f)ν) 

= (F(f))吋F(f)ν)= ((F(f))ヤ (f))V

が成立するので，f 0 g == 1，-= g 0 fである.つまり，

/ーizgである.口

A3-2.7. まとめ

1次変換についてp座標平面R2での議論を進めてき

たが 3次元空間R3や，より一般のn次元空間RJ7で

も同様な性質が示される-4寺に， R
J
ではコンピュー

タ・グラフィックスでの応用があるので3 その基礎と

なるような 1次変換を考察するのも面白いだろう.
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g1.四角形の合同条件

関連分野:幾何分野

高等数学:平面幾何

対象学年:中学1年生

関連単元:f平行と合同J(中学2年)

教材名:f凶角形の合同条件j

《合同条件の発展》

三角形の合同条件の学習後に四角形の合同条件を

考えることで3 図形の性質に対してより深く考察する

力を育てる。

g1.1. 三角形の合同条件

次のような三角形を作留する。

(ア)3辺が4cm， 5 cm， 6 cm 

(イ)3つのf:EJが 500 ， 600 ， 700 

(ワ)2辺が 5cm， 7 cmでつの角が 50
0

(エ)2辺が 5cm， 7 cmで，その潤の角が 50
0

(オ)1辺が6cmで， 2つの角が 50
0 
， 60

0 

(カ)1辺が6cmで，その問端の角が 50
0 

， 600 

(キ)AB=8cm， AC=5cm，ぷABC=30
0

(ク)AB=8cm， AC=13cm， LABC=30
0 

(ケ)AB=8cm， AC=5cm，ζABC=120
0 

(コ)AB=8cm， BCニ 4cm，ζACB=90
0

(サ)ABニ 8cm，LABC=60
0 

， LACB=90。

この中で，クラス全員が同じ図形を作図できる条件

はどれかとしづ発問によって 三角形の決定条件を意

識させることができる。そして 3 合同条件に関して学

習していく。

合同とは，図形の中の対応する要素でできる等式が

すべて成り立つことであるから 3 合同の証明は，条件

に与えられていない残りの要素の問に等式が成り立つ

ことを示せばよい。

ムABC三ム~B'C'では対応する 6 つの要素で、で、き

る6つの等式は， 3 組の辺 (AB=~B' ， BC=B'C'， 

CA=C'~) と3浮立の角 (どとA=L~J LB=L乙B'，ぷc
=LC')からなるもので¥合同の証明は，条件に与え

られていない残り 3つの等式が成り立つことを示せば

よい。

三角形の合同条件 f2つの辺とその関の角がそれぞ

れ等しい(二辺爽角相等)Jと flつの辺とその両端の

角がそれぞれ等しい(二角爽辺相等)の証明は，

ム~B'C'がムABC の上に重ねられることを示し(重量

法)， f3つの辺がそれぞれ等しい(三辺相等)Jの証明

は，図 lのようにムABCを折り返してムA"B'C'を作り，

ムB'~A"において B'~=B'A"より LB'~A"= LB'A"~ 

同様にしてどこC'~A"= LこC'A"~， よってどこ~=ζA"か

ら二辺爽角相等の合同に帰着させて，合前を示す。

A' 

c' 
B C 

B' 

図 1
A" 

三角形の合同条件は，英語で辺を side，角をangle

と表すことより 三辺相等を side叩 side-side 

(s. s. S) J二辺爽角相等をside同 angle-side (S. A. S)， 
ニ角央辺相等を angle-side -angle (A. S. A)と簡略

して表現した。

g1.2. 四角形の合同条件

四角形の合同条件を考えてみると，生徒からいろい

ろな意見が出てくる。なかには，英語の表記を使って

簡略形で表す者まで出てきた。

(1)四辺棺等(f辺一辺一辺一辺JfS. S. S. SJ ) 

生徒からはすぐにだめだという反応が出る。反例と

して 3 正方形とひし形をあげる。そこで 4つの辺の

長さが全て異なる四角形の場合はどうかときくと，数

名は図形を想像できなかったので， レゴで作成した模

型を提示してみることで 四角形をひとつに確定で、き

ないことを全員が納得できた。

そこで， (1)の四辺棺等の工夫として，条件に

「対角線を加えるJr角を加えるJ
という意見が出る。

po 
ro 



相等条件に対角線を加えた場合

(2)四辺一対角線棺等

対角線をはさんで凸形の四角形と由形の四角形がで

きるので合同条件ではない。

(3)三辺二対角線相等

(2)の問題の解決策として，対角線2本にする。さら

に，この条件は三角形の合向条件の三辺相等に帰着し

て考えると 4辺のうち 3辺の値がわかるだけでよい

ことに気付き r3つの辺と 2つの対角線がそれぞれ等

しいj という合同条件が出る。

B C 

相等条件に角の大きさを加えた場合

(4)三辺二爽角相等(r辺一角一辺一角一辺JrS. A. S. A. SJ ) 

三角形の合同条件の二辺夫角相等に帰着させると，

合同条件となる。

B C 

、、
、、、
、、
、、
、

(5)三辺二角相等①(r辺一角一辺一辺一角JrS. A. S. S. AJ ) 

三角形の合同条件の二辺央角相等でムABCの AC

が決まるが3ムACDは2辺と 1つの角梅等で、合同条件

でない。よって，三辺二角相等は四角形の合同条件で

はない。また3 円を学習した場合は，円周角の定理を

用いて，二つの図形が考えられることが示せる。

B 

(6)三辺二角相等②(r角一辺一辺一辺一角JA. S. S. s. A) 
2つの図形が考えられるので3 合同条件ではない。

C 

(7)三辺二角棺等③(r角一辺一角一辺一辺Jr A. S. A. S. SJ ) 

2つの図形が考えられるので，合同条件ではない。

)
 

(8)三角二夫辺相等(r角一辺一角一辺一角Jr A. S. A. S. AJ ) 

三角形の合同条件の二辺爽角相等と二角央辺相等に

帰着させると P 四角形の合同条件が示せる。これは，

二夫辺でなくても 二辺と三つの角がそれぞれ等しい

とわかれば3 この条件となる。

A 

、、

)

、
【;:;』、、、

i

、、、

』

γ

、

、、、、
、
、
、

、、
、、、

、、

C Bt..: 

以上より，四角形の合同条件は， (3)の f三辺二対角

線相等」と (4)の「三辺二夫角相等(S.A. S. A. S) Jと(8)

の「三角二夫辺相等(A.S.A. S.A)Jの3つとなる。

ここで3 多角形の合同条件を fはじめの多角形の辺

および角の栂等によって合同を保障する命題Jとする

と， r三辺二夫角相等(S.A.S.A. S)Jと「三角二夫辺棺

等(A.S.A.S.A)Jの2つとなる。

そこでp 五角形の合同条件やn角形の合同条件はど

うなるだろうと発問すると， rS. A. S.・・・・・・.A. SJ と

r A. S. A. ....... S. AJとしづ発言が返ってきた。
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g1.3. いろいろな四角形の合同条件

四角形の性質のまとめとして，三角形に直角三角形

の合同条件があるように，正方形や長方形などの合同

条件を考えさせてみると，次のような意見が出た。な

お，このときは，条件を幅広くするために，対角線な

ども考えた。

正方形の合間条件:

・一辺の長さが等しい。

・対角線の長さが等しい0

.面積が等しい。

長方形の合同条件:

-隣り合う 2辺の長さがそれぞれ等しい。

-対角線の長さが等しくそのi習のなす角が等しい0

.一辺と対角線の長さがそれぞれ等しい。

・一辺と面積が等しい。

ひし形の合間条件:

・一辺の長さと 1つの角の大きさがそれぞれ等しい0

.一辺と 1つの対角線の長さがそれぞれ等しい。

. 2つの対角線の長さがそれぞれ等しい。

平行四辺形の合同条件-

• I隣り合う 2辺の長‘さと 1つの角の大きさがそれ
ぞれ等しい。

・一辺と 2つの対角線の長さがそれぞれ等しい。

・一辺と 1つの対角線の長さがそれぞれ等しく，そ

の!習の角も等しい。

. 2つの対角線の長さと その間のなす角がそれぞ

れ等しい。

これ以外にも，台形や等制l台形やたこ形の合同条件

も考えてみる。

g1.4. 四角形の関係国

四角形の性質のまとめとして，四角形の合同条件と

ともに，いろいろな四角形の関係について 3 ベン殴や

チャートを使ってまとめる。このとき，これらの函に，

等腕l台形を書き加えることを考えた。

11!l1奇形
合員手

平行西辺元警

戸J¥
十、l←戸J¥
/一形/
/¥、

lw10 
¥、〆/

日
ベン図で表された四角形の関係の中に等脚台形を入

れる場合，いろいろな意見が出てくるが，次のような

形でまとまった。

思角形

台形
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G t 密密体の幾何

関連分野:幾何分野

高等数学:幾何学

対象学年:高校1年~

関連単元:平面幾何ベクトノレ，図形と方程式

教材名:r三角形・四角形と四面体j

G1 

数を扱う代数分野でで、lは土自然に f川1，2， 3-・1 と

数えるところから始まり 3 段々複雑になってし、く。

これに対し幾何は自然科学の化学や生物などに近

い蕗がある。化学では化合物は大昔から身の回りに

存在していて，学問の発展とともに複合物から単純

な要素に分析されてきた。生物では細胞は自に見え

ない。幾何でも図形の要素である直線や点はそのま

ま生活の中にあるのではなく 3 結合された形で存在

している。複雑なものを分解して分析し，また結合

してp としづ手法は，自然科学全体の普通約なもの

である。

平密における細胞としては点・直線があり 3 基本~

形として三角形・四角形があるように，空間において

は四百体が基本である。つまり 3次元空間の四面体は，

平面幾何における三角形に近いものと考えられる。し

かし同様に扱うことの出来る面と，性質が異なる面と

がある。三角形と関連づけて性質を調べ，教材化した

いと考えた。

G1.2. 四面体の5心

1)重心G

盟国体 ABCDの各辺の中点と 相対する辺の中点同

士を結ぶ線分は，互いにその中点Gで交わる。

証明としてはベクトルを利用して Gの位置ベクトル

が4点A， B， C， Dの位置ベクトノレの平均であること

を示せばよい。または相対する辺の 2組を取り出し

でねじれlZ9辺形を作り 各辺の中点を結んだ平行四辺

形を考えてもよいだろう。

図面体の各辺BC，CA， AB， DA， DB， DCの中点をそれ

ぞれJ，K， L， M， N， Pとする。

D 

A 

B 

①AG， BG， CG， DGの延長が対面と交わる点はその簡の

三角形の重心であり， Gはそれら AG，BG， CG， DGを3: 

lに内分する。

三角形の議心が，頂点と重心を結ぶ線分を 2 1に

内分することとメネラウスの定理を利用すればすぐわ

かることである。
D 

K B 

1 2 

②四百体の重心は， 4つの語の重心を結んだ四面体と

の相似の中心で，その相似比は(-3) : 1である。

これは①より簡単に導かれる。

③Aから対面の重心までの長さをgぃ Bから対辺の重

心までの長さを g2' Cから対辺の重心までの長さを g

3' Dから対辺の重心までの長さを gわとし，四面体

の6つの辺の長さの和を Sとすると，

4
Y
μ
 

2 
gj くて S

これは，四面体の重心Gが相対する辺の中点向士を結

ぶ線分の中点であることと，①を用いると導ける不等

式である。

Q
J
 

F
h
u
 



④4つの四面体GBCD，GCDA， GDAB， GABCの

体積は等しく，四面体ABCDの Lである。
4 

① より直接導かれる。

なお3 位置ベクトノレで表現すれば

A(みB(る)， c (~)ぅ D(d)にたいし西国
G +b 十c+d

f本ABCDの重心GO)位置ベクトルは
4 

2) タト心。

四回体の各面の外心でその部に立てた垂線は1点0で

交わる。これは外接球の中心である。

Oが4頂点から等距隣にあることは自明。

また，各稜の垂i亙2等分函もOで交わる。

3)内心 I

!虫記体の4つの頂角の内軸は 1点Iで交わる。これは

|村按~3求の中心である。

iが4つの面から等距離にあることは自明。

また， 6つの稜角の 2等分臨も Iで、交わる。

ベクトルで、考える。

原点Oと4点A， B， Cラ Dに対し

OP = xOA + yOB十 zOC十 wOD

(x+y+z+w=l) 
とすると，

xOP + yOP + zOP + wOP = xOA + yOB + z(χ'+wOD 
よって x矛+yBP十z百十11'DP=O

Aを始点にすれば

xAP+ y(矛ー亙)+z(AP-AC)+w(矛-五五)=る

つまり 矛 =y五五十ZAC+l1忍

一一 yAB+zAC+wAD 
APニ(y+z刊 )-y+zJ

とかける。

亙 yAB十zAC+wAD とすると 3
y十z+w

点Eは三角形BCDの内心になっており.点Pは

線分担を(y+z+vv):xに分けているO

x:y:z:w が.6BCD: .6ACD :ムABD:ムABC
のときに， Pは四国体の内心になっている。

4) イ芳心 1A' 1s' 1e， 10 

l 頂点における内軸ど他の頂点における傍軸とは，そ

れぞれ 1点 1A' 1B' 1e， 10で交わる。これらは傍接

球の中心である。

三角形の傍心が3 角辺の外債IJに3つあることに対応

し 3 四面体の傍心は各語の外{~JJに存在している。

①四面体の内接球3 傍接球の半径を r，r A' r B' r 

c， r 0とすると 3

2 1 1 1 1 
一一÷一一十一一十一-

r rA rB rc rD 

A， B， C， Dの対面の三角形の面積をSA' Ss' S 

c， Soとし S八十 Ss十Sc十So=2 S とする。

また，図面体の体積をVとすれば

3V=2rS 

=2rA (S-S八)= 2 r s (S -S s) 

= 2 r e (S -S c) = 2 r 0 (S -S 0) 

だから

2SA 

rA 3 V r 

よって

4 エ1 2L SI=4S=2 
-

r
i 
3 V 3 V r r 

2 1 1 1 1 
一一+ 十一一十一一-

r rA rB rc rD 

②四面体の4つの面に接する球は，内接球，傍接球の

他に多いときはさらに 3個存在する。

四面体の面を無限に延長すれば これらは空間を 15 

の領域に分ける。

四面体告身。これに接するのは内接球である。

1つの面と他の3つの延長密で、図まれる部分。 F

れに接するのは傍接球の4つである。

2菌角と他の 2蔀の延長とで留まれた部分。 6つ

あるが対になっており接する球は最大 3侶である。

(4面の面積によっては無限遠点となり消えること

がある。等面図面体では3っとも消える。)

3直角で留まれた部分。 4つあるが接する球はな

。
、、BU
 

n
U
 

F
O
 



5)垂心日

四iiiJ体に対し，各演点から対面に引し¥た垂線は一般に

ねじれの位置にあって，かならずしも交わらない。

交わる場合は次の場合である。

[g面体ABCDにおいて

① 相対するjl1が直交(直辺図面体・直稜四面体・

垂心四巨体)

② 角頂点から対面に引し 1た垂線の足が，各面の垂

心である。

③ 相対する辺の2乗の和が等しい

④ 向かい合う辺の中点をむすぶ3つの線分の長さ

が等しい

⑤ 菱形6面体の 1つおきの頂点をむすんでできる

⑤ 各辺に対し，それ以外の頂点からヲiし¥た垂線の

足が一致する。

①~⑥は互いに同値である。

①について

四面体ABCDで AB上CD.BC.lADならばA

C.lBDである。これはAから対面に垂線を下ろして

考えても良いし，ベクトノレの内積を利用すれば簡単に

示すことができる。また初等幾何的には，ひとつの留

を合同な三角形3つを各辺にのせて 4倍の三角形にし

て，三角形の垂心に帰着しでもよい。

②について

三垂線の定理を利用する。

③ついて

DA=a， DB=bう DC=cとすると， 1) より

~. (; -b)= 0ラ ;.  (b -~)コ O より

b.c c.a =α.b 

よって

吋

4↓

c
 

i
j
|
1
2

↓

c

一α

4

一C

2

i

i

i

i

ア
九
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+
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ィ
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一
一
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したがって

AB 2十 CD2 = BC 2十 AD2 = AC 2十 BD2

④について

向かい合う辺が直交しているので 各辺の中点を結ぶ

と長方形ができる。長方形の対角線の長さは等しし¥か

ら，3つの長方形の対角線の長さはすべて等しい。

⑤⑤もほぼ自明

6)モンジュ点 M 

四面体の各辺の中点を通り，対辺に垂直な6つの平面

は1点Mで交わる。この点をそンジュ点という。 M，

重心G，外心0は向一直線上にあり， Gは1¥110の中点

になる。この直線を四面体のオイラ一線としづ。

平面の三角形におけるオイラ一線では2 重心は3 外

心と垂心を結ぶ線分を 1 2に内分しているが3 四国

体ではこれが 1 1になっている。なお， 1m面体の茸

心が存在する場合は垂心}-IはMに一致する。

ベクトルで考える。 ABの中点を?とし， 0を原点

とした A，B， C， D， Pの位置ベクトノレを

えゑええ?とするo ト~ ~+b)であるか

ら Pを通り CDに垂直な平面のベクトノレ方程式は次

のようにかける。

e-Z)(J-V)=O 

→ α+b+c+d 
r = はこの方程式を満たす。

2 

他の辺に関しても同様。よってGはOMの中点である。
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である。特殊な四萄体G1.3. 

C 2 
十

b 2 
十

3直角田面体

z x平面おy z平面3xy平面，空間座標において，

③4つの面の面積について
Z y 

一一十

b 
よび平前五十。 (δOBC)2十(!10CA)2十(!10AB)2= (!1ABC)2 

1に図まれた部分で一
C 

②より作られる四部体である。

h2(b2c2十c2a2+ a2b2) = a2b2c2 ①直角竺角形でないiiiは鋭角三角形で，直角が集まる

ところで四面体の体積をVとすれば3
その足は頂点から鋭角三角形の函に垂線を下ろせば3

6V=abcであるから

b2C2十c2a2 + a2b2 

3V=hXムABCであり，
i茄の垂心を通る。

OA= a， 。C=cであるから，OBニ b，

(hムABC)AB2=α2十b2
4 

BC
2 = b2十c2

ニ (!lOBC)2十 (!lOCA)2+ (!lOAB)2 
AC
2 
== a
2
十 c
2

OHとyz平誌のなす角をαとすればまたは，
よってAB2十 AC2>BC2

(!lOBC) = !lABC cosα であり，Oから平間ABCへ垂線01-1をおろせばまた，

cos2α + COS2β+ COS2 Y = 1を考えても良いだろう

④3直角西面体OABCの底部ABCの重心をPとす

R
 

2
一
3
一一pi o
 

OP  は四面体の外心を通り，れば，

ただしRは外接球の半径である。

OA， OCを辺とする直方体を考えればよい。OB， 

AB~CH 平面COI--LLABなので，

AC~BHなので日は ABC の垂心である。同様に

2)等面盟面体(等積四面体)
②3i直角間面体の4頂点を原点0，A (a， 0， 0)， B (0， 

この四百体は，直方体の各面が合同な四面体である。
Oから面ABCにおろしc)とし，b， 0)， C (0， 0， 

1つおきの頂点を結んでできるものととらえることが
た君主線の長さをhとすると

でき，面の3辺の長さを知れば簡単に体積を求めるこ

ー一
c
+
 

一
b
十
1
一
α とができる。また，広げた展開図は各面に相似な三角

形になる。

可
/
出
}

円

h
U

におろしたz
一
c

二一+
b 

原点0から平面三十
G 

垂線の長さ hは



① どの頂点からの高さも等しい

②重心G，内心r，外心0が一致

(少なくとも2つが一致すればもうひとつも

一致する)

③各頂点における 3つの角の和はπである

④向かい合う辺の共通垂線の足が辺の中点

⑤各頂点と向かい合う辺の重心を結ぶ線分の

長さは等しい

3)藍辺四面{本(直稜図面体)

向かい合う辺が藍交する四国体である。先に述べた

ように，垂心日をもつことが特徴。

性震については垂心日の項にあるが，三角形の九点

汚に似た十二点球というものを考えることができる。

第 I種十二点〕求

①は自明であろう。すると 3 高さが等しし 1から 3 重心 各辺に対しその両端以外の2頂点からその辺に引し 1た

から各面への距離も等しくなり，内心と重心は一致す 垂線の足(両者は一致する) 6つおよび各辺の中点6

る。重心と外心が一致すること②と④⑤は，立体の対 つの合計12点は3 四巨体の重心を中心とする向一球

称面を考えれば簡単である。③は展開図を考える。等 面上にある。

面白面体の辺の長さを a，b， c，とし，外接する産

方体の辺の長さを X，y， zとすると，

y-+ z-= 

Z2 + X2 = b2 

主 (1 A 1) xyz 
であるから，図面体の体IIxyz I 1 -4 . : I =一一

6 ) 3 

は3辺が与えられれば簡単に計算できる。

第2種十二，京球

各面の重心4つおよび各国の垂心4つおよび各頂点

から向かいの菌におろした垂線を2: 1に内分する点

4つの合計 12点は，同一球部上にある。

4)正図面体

等面白面体でありかっ直辺四面体であり，平面の正

三角形にあたるものととらえることができょう。平面

の三角形の不等式では等号は正三角形に限るJとい

う場合が多いが，四面体における正問面体は特殊すぎ

る。それは3 一般の平面における平行四辺形と正方形

つiu
円

h
u



の中間にp 菱形と長方形という 2種の特別な平行四辺 |四国体の向かい合う辺の長さを a，bとし，その 2辺
A 

形があることに似ている。A¥.のなす角をe，2illの共通垂線の長さをhとすれば

C 

①正由直i体は，向かい合う辺の中点を結ぶ直線に関し

て対称である。

AB， CDの仁|二i点をM，Nとすれば，正問面体ABCDは

i直線MNに関して対称である。

②立方体に内接する四面体は正1m面体である。

一般の直方体に内接する四面体は等面であるから，吏

に各辺が同じ長さをもつので，それは正盟国体である。

③正Imi語体の各辺のiごドl点をつなぐと，正八鹿体となる。

これもできた立体の辺の長さをみれば明らか。

辺の長さがすべて等しい正四角錐(五面体)と，同じ

辺の長さをもっ正1m面体の，合同な箇をぴったり合わ

せると何面体になるかとしづ課題は 高校生の座標計

算やベクトノレで扱うことも出来るが，正四面体のパー

ツとしてとらえれば，大変わかりやすい。今年度の

lや1の授業では，大根を切り出して立方体→正図面体

→正八面体と内接している立体を確認していった。

G1.4. 凶罰体の性質

1 )四面体の体積

誌面x;高さ 73という室主体の公式の他に次のような

式も考えられる

四国体の体積 ~abh sin θ 
6 

AB= a， CD= bとする。辺BCをBA=CC'となる位置

に司王行移動すれば CDD'C'= absinθ となるこ

とから導くことが出来る。

C 

これより次のこともいえる。

a， bの長さが一定ならば， ABおよびCDが直線ABお

よび藍線CD上を動いても四面体ABCDの体積は不変。

2)球に外接する図面体

球に外接する四面体とは そのすべての6辺に接す

る球が存在するものである。

由記{本が球に外接する条件は 3組の向かい合う辺の

和が等しいことである。

l点から球にひいた接線の長さは等しし市￥ら，呂語

体ABCDからの接線の長さをa，b， c， dとすると，

AB+CD=a 十b十 C十dである。

【参考文献}

-松信(1972)

『現代に活かす初等幾何入門』岩波書庖

岩田至康編

『幾何学大辞典J模書16
安藤哲哉『三角形の円の幾何学』海鳴社

寺田文行監修/教材探検の会編

『数学ランド・おもしろ探検』森北出版
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G2. lE 17角形の作図

関連分野:幾何，代数

高等数学複素平面，

対象学年:高校1，2年

間違単元:二次方程式，菌形と方程式

教材名:正 17角形の作図

くく生徒の興味関心を高めるための数学史の話題>>

1 .はじめに

『近世数学史談JI(高木貞治著)によると，当時四

才のガワス (CarlFrie必ichGaus 1777~ 1855)が

1796年 3月 30日の朝，目覚めて起きようとした時

に正 17角形を忽然と思いついたのであるという。こ

の発見がガウスに数学者を志させた。つぎは，ガウス

が日記にとどめた内容である。

「正多角形の中で三角形五角形 15角形および辺数

をつぎつぎに2倍して生ずるものの作図が可能である

ことは幾何学の初歩を学んだものはだれでも知ってい

ることで3 そこまではユークリッドの時代にできてい

たのであるが3 その後は初等幾何ではそれ以上に得ら

れないことと信ぜられていたように見える。少なくと

も予はこの方面においてさらに一歩をすすめる試みに

成功したことを関かないものである。

この故にいま上記の正多角形の外になお多くのも

の3 例えば，正 17角形などの作図が可能であること

の発見は注意に値するものと考える次第である。この

発見は，一層広汎なるある理論の系題に過ぎないので

あるが 3 その理論はなお少し未完成なところがあるか

ら完成の上で速やかに発表するであろう。 C.F.Gau民

2.正17角形の作函の種

さて，正 17角形を作図するためには何が分かれば

よいのだろうか?

そもそも，正多角形の作盟問題は，定規とコンパス

あるいはそれら有限自の組み合わせにより表出する図

形の性質を考察する擦に現れる国形の性質の延長とし

て指導することがほとんどであろう。それ故に，正 3

角形，正6角形，正5角形などの多角形の作図方法を

知っているかどうかで終始してしまうことはとても残

念である。これは作図を解析的に扱うことがないため

であり，仕方がないことである。

高校生になればnが大きくなる場合の正n角形の作

留に隠しては，作国方法よりも正多角形の作図の根本

問題は何であるのかということに自がし 1くだろう。さ

らに正多角形の作図をこれまでの学習と関連させて

考えようとするだろにその結果，正多角形の中心角

3600 
に自治丸、き，正 17角形ならば， I=!J心角一一ーに自が向

17 

いていくのが自然な流れとなる。

すなわち，単位向において，定規とコンパスを有限

3600 
国組合せることにより，一一ーがとれれば作閣が可能

17 

3600 
である。すなわち cos-ーが作図できれば，始線

l ブ

から最初の 17等分点が単位向上Jこ作留することがで

きて解決する。

3600 
そこで，本線態は，cos-ーを定規とコンパスで

17 

作図することが白糠となる。し¥換えるならば，

3600 
cos-ーが三乗根とか五来根とかを)苦し、ずにi弱々
17 

平方根だけを用いて表せる数だということを示せばよ

い。なお，定規とコンパスによる作図の可能性につい

ては次に述べる。

3.定規とコンパスによる作図の上限について

定規とコンパスによる作図をA.'Y平面上で考える。す

なわち，

コンパスー→円:x 2 + y 2 + Ax + By + C = 0 

定規 → 直線:ax + by +c = 0 

であり 3 コンパスと定規を用いて図形の交点を作図し

ていく訳だから，それぞれを連立した方程式を考えれ

ばよい。

(αx+砂+c=o
px+ qy十r=O

仏)

lGX+片付=0
x2 + y2十Ax+By+C=O

(B) 

ハυ
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仏)， (B)， (C)し¥すとれの場合も，一方の未知数を消去し

た結果は，高々 2次方程式だから 3 結果は3 高々 西員Ij

演算と平方根を用いて表される数であることがわかる。

以上から，定規とコンパスによる作図の上限は，盟

員Ij演算と平方根を用いた数であることがわかる。

問題:次の間いに答えよ。

(1) cos 720の値を求めよ。

=COS2zk÷i註n
2Jr 
k 

17 17 

となり，これは確かに五日角形の頂点と一致する。

国

次に，

Zl7 = 1 

より
(2)正5角形が定規とコンパスを用いて作図できるこ

と日
l
い肘十 Zど15+ Z1勺ザZど山1

Zヲ:;t1より，

(1)は，教科書では発展開題として3倍角の公式

cos3θ= 4cosコθ-3cosθ

のための計算問題として取り上げられることが多い。

本間は， I玄|形I~'Jな意味にまで言及することによって，

正5角形の作関につながることを指摘しておきたいl。

4.複紫数平菌上の点と極形式

複素数平高よ:において，植形式で考えるために若干

の準備と確認を行う。

く定理〉

(百在円に内側一る正 17角形の]莫点は

ZI7 ニコ]

の解で表されている。

{証明]

とおくと，

z = cosB十isinB

Zl7 = (cosB十imo)17

= cos17B十isin17B 

となり，これがZI7ニ uこ一致するため，偏角を比べ

27fk=17B (k εZ)となる。
したがって3

k=(coS2+i引

1ただし，sin 720を求めさせることは無理がある。
なぜならば，計算の過程でソレートがどこまでも追い

かけてくるから。 (c.f.チェビシェフの多項時

ZI6 + ZI5十 Z14十・・・・・・+Z十1=0 ① 

であることに注意する。

5.正17角形の作図

3600 
正 17角形の作図をするために cos-ーが高々平

17 

方根だけを用いて表せることを示す。

く目標>

2π=1ブψとおいて，

cosω= COS竺を高々平方根だけを用いて表せるこ
17 

とを示す。

①から Zの実数部分に着目すると，

COS4ク十cos2<p + cos 3ψ十・・・・・・十cos16ψ=-1

また，

cosnψ= cos(l7 -n)ψ 

に注意2すると，

2(cosψ十cos2<p十cos3ψ十・・・・・・十cos8ψ)=-1 

よって

COS<tク十cos2ψ+cos3ψ+....・・十cos8<p 
2 

さらに，

cos4ク十cos4伊=a

cos2ψ十cos8午フェ b

2幾何的には，複素数平面上で 2点ZlとZ163 2 

点Z2とZ15 2点Z8とZ9はそれぞれX軸に関

して対称、である。

P
0
 
6
 



cos 3'P十cos5ψ=c

cos 6'P十cos7'P= d 

とおく 30 さらに

G十b= e， C十d=f
とおくと，

e十/ニ(α+b)+ (c十d)

ニ cos伊十cos2ψ十cos3ψ十・・・・・・十cos8ャク

2 

すなわち 3

G十/=-j ②

また3 積和の公式

2 cosxcosyニ COS(x十y)十COS(x-y) 

に注意して，次の式を計算する。

2ab = 2(cosψ十cos4伊)(cos2ψ十cos8'P) 

ニ2cOS4フcos2ψ十2cos'Pcos 8'Pート

2 cos 4'P cos 2ψ+ 2cos4伊cos8<p 

ニ cos(ψ十2伊)十cos(ψ-2'P)十

cos(ψ十8ψ)十cos(<p -8'P )十

cos( 4<p十2ψ)+ cos(4ψ 2<p)十

cos(4ψ十8ψ)十cos(4<p -8ψ) 

= cos3'P十cos<p十cos9ψ+cos7ψ+

cos6<p十cos2<p + cos 12<p十cos4<p

ニcos<pトcos2<p + cos 3<p + . . . .・・+cos8<p 

=叶f=-j ③

同様に2acラ2adユbcラ2bd，2cdを計算すると
2ac=2α十b十d

2ad=b十 C十2d

2bc=α十2c+d

2bd=α十2b十 C

よって

3各cosについて このおき方がこの中心となる解
法である。すなわち，伊の4倍で組み合わせると，

ψから8ψ の全てを表すことができる。 c，dは

cos3ψ+ cos12ψ= cos3ψ十cos5ψ ，

cos6伊十cos24ψ=cos6ψ+cos7伊である。し

かし， 3倍， 5倍 6倍 7倍等ではうまくし功瓦な

。
、、
E
U
V
 

2ac十2ad十2bc+2bdニ 4(α+b十 C十d)

4(e+f)=-2 
また，左辺を菌数分解すると，

2(α+ b)(c + d)口 -2

(α+ b )( c + d) = -1 
すなわちB

~[=-1 

②，@より 2次方程式

④ 

fL2+if-lzO 
2 

を解くと，e>fであるから

-l+Jl子 ρ-l-m
4 4 

よって，a， b について，③に注意して

。十b=e

αbz-l 
4 

であるから， 2次方程式

f-et-iご O
4 

を解くと a>bから 3

。=トサシje十jdす+jJ34-2m  
b=~e-~~ 十 je2=十何-jJ34-2日
間1菜にして，

c=す-何十jJ34十川

d =÷iJIヲ-jJ34十川
さらに，

cos4クと cos4<pに隠して，

2cos<pcos4<p = cos5ψ十cos3<p= c 

であるから，

山叫二jc
cos'P + cos4ψ=α 

だから， 2次方程式

t2 - at十iczO
2 

ウ

ipo 



の角卒が，COSipとcos4ャつになる。

よって， cosψ> cos4ipであるから

1 11 、 1
COS4っ=-a十"/-:-aゐ一一C
2 ~ 4 2 

一

C

一1
1

一
2

一

α

一1
1

一
4

0
 

1
一
2
一一my
 

A
斗nb
 o
 

p-v 

ここで，根号の中の計算を簡単にするために，

。2= (cos伊十cos4伊i

= cos
2
伊十2cosψcos4ψ+cos

2 
4ψ 

よってy

2α2=2(COS2ψ 十2cosψcos4rp+ cos2 4伊)

ニ2cos
2
伊+4cos伊cos4ψ+2cos

2 
4伊

= cos2ψ+ cosO十2c十cos8伊十cosO

=b十2c-ト2

すなわち，

2a2ニ b+2c十2

であるから，

ニー土十土-f0+土ゾ34-2-f0+ 
:6 16. 16 ' 

jJ17+3ι~34- 210-山+叩 4
以上より， cosψの値は高々平方根で表すことがで

きるから，定規とコンパスを用いて正 17角形を作図

することができる。 自

6. まとめにかえて

正100角形までの作図可能な正多角形は，正三角形，

正方形，正五角形，正六角形，iE八角形，正十角形，

正十三角形 3 正十五角形，正十六角形，正十七角形，

正二十角形，正二十四角形3 玉三十角形B 正三十二角

4近{以イ藍は， 0.932472229・・・である。

形，正三十四角形，正四十角形，正四十八角形3 正五

十一角形，正六十角形，正六十四角形，正六十八角形，

正八十角形，正八十五角形である。とくに nが素数

のとき，iEn角形の作図可能性については， ηがフェ

ノレマー素数に取られる。ここで取り上げた正 17角形

は3 まさにそのブエノレマー素数5の一つで、あり，作図可

能なものはp 正3角形，正5角形，正 17角形，正257

角形3 正65537角形の5種類である。

これらをフェルマー素数で、分類すると次のようになる。

p= 22 十lの形をした素数 (mは正の整数)である。

m=Oのとき，P=3より正三角形が作図できる。

よって3 正3，6， 12， 24， 48， 96角形が作図できる。

m = 1のとき，P= 5より正五角形が作図できる。
よって，正5，10， 20， 40， 80角形が作図できる。

【参考文献}

. ~近世数学史談j (高木貞治著共立出版)

. ~高校から大学への接続j (飯高茂著論理力と数学

力を向上させるための数学教育の研究(数学教育の会

数学教育研究第 10号))

5 1665年，フエノレマーによって， 22'" + 1の形をし

た素数 (mは正の整数)である。現在，
m=Oラ1，2，3ラ4の5種類が分かつている口 m=5の
場合，

22~ 十 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641 x 6700417 
となり 3 素数ではないことが， 1732年にオイラー

によ明示された。
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S.3-2正規分布の平均の推定

また，連続型の確率分布に従う確率変数の例として挙

げられるのは2 次のようなものが考えられる。つまり，

確率変数の取りうる値が，サイコロの自のようにとびと

びの値ではなく，すべての実数値を考えるようなときに

連続型の確率分布に従うとし¥う。

ある道路で走っている車の速度を確率変数X

とすると，確率変数Xは連続型の分布に従う。

ある学校における生徒の身長のデータを確率変

数X，体重のデータを確率変数Yとすると，
確率変数X，Yは連限切分布に従う。

191J 1 ) 

191J 2) 

連続型の分布の例

確率変激X:ある道路で走っている車の退y支
確率P(X): 1000個のデータでの碓率

関連分野:統計分野

高等数学:統計

対象学年:高校3年生

関連単元:r統計処理J(数学C)
教材名:r正規分布の区間推定j

《大学での学びへつながる高校での学び》

数理統計学で学習する正規分布の平均の推定について、

高校3年生を対象とした教材として Microsoft Excel 

を用いて正規分布の数表やグラフを作成することで，正

規分布による統計処理の重要性，性質について学び，最

後に{討項区間の構築についても数値実験を交えた学習を

することを提案する。数思統計の基本的な概念(正規分

布等の基礎湘識)についてはある程度既習であることを

仮定し，ここではあえて区間推定に注呂して耕寸を作成

した。

i車線型確率分布の例

日012

。白01

0.008 

(
×
)
江
崎
製

S.3-2.1連続型の確率分布に従う確率変数

確率分布とは，ある確率変数に対して，起こりうる雄

率をグラフ化したものであり，員長散型の確率分布と連続

裂の確率分布がある。

離散型の確率分布とは，例えば，サイコロを振ったと

きに出る目をXとしたときに，その確率P(X)をグラ
フ化したものが離散型の確率分布と言える。 0.006 

0.004 

離散型の分布の例

確率変数X:サイコロの出る自
確率P(X): 100回の試行での確率

0.002 

o 
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o N ザ回∞ー門出国 D 門出 h 山 N マ出." -門出国

長D "コ匂D '" I、 F、t、 h・ co co co co 0) 0) (7) o'l 

X:速度

次に，連続型の分布で最も使用頻度の高い，正規分布

の性質について紹介する。

離散型確率分布の例

S. 3-2. 2正規分布(NonnalDis甘ibution)の性質

正規分布は，連続型の分布の中でも，対称性など非常

に扱いやすい性質を多く持っている。また，特に中{，~量

販定理から，どのような分布に従うような確率変数だと

しても3 データの数を大きくすると，その標本平均は正

規分布に従うことがわかっていることから，正売お士布の

角勃庁は非常に重要である。そこで，大学での学びに繋が

る教材どして，正規分布の様々な重要である性質を基本

的な概念から紹介する。確率変数X

x 
0.. 

時
雄
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~"ï'~f"'lË規分.布め碓率密度槌数(PI向日b出ty- 臨むiiY"'~

: Function) 

平均μ、分散σ2の正規分布に従う確率変数Xの確率;

密度|現数.r(X)は
唱 (x-，d

.r(X) = ιー十e 2a2 
¥12πσ 

(e=2.718・・・:ネイヒ。アの数j である。
特に，このような正規分布に従う維率変数Xを

X~N(μヲ σ2)
:と

2幽2正規分布の確率分布偶数(probabilityD包凶bu針。n

Function) 

平均μ、分散σ2の正規分布に従う確率変数Xの確率
分布|現数F(X)は

F(X) S:.r(t)dtと表される。

ただし3 f(X)= 」J 2) 

ゾ2π (JL.

これらのことを，身近なYブトである， Microsoft Excel 

の組み込み関数を用いてp 実際に分布に触れてみる。

使う組み込み関数は，

NORMDIST( ): 18~Uケ布の分布関数の値を返す関数

NORMSINV( ):正規分布関数の逆関数の値を返す

孔t¥ND( ): 0から 1までの一様乱数を発生させる

~正規分布の分布関数と密度関数を作ってみよう~

手jI摂①まず Excelシートの一番左から2番目の列に，

-2.7~2.7 までの数字を 0.1 友IJみでドラッグする。

手順②一番左に NORMDIST( )としづ関数をすべての

行にドラシグし，手)1慎①の数を代入する。

手jI顕@左から3番目の71Jに一番左の列の2項分の
差をすべての行にドラッグする。

手)1民④一番左のチIJをヒストグラムのグラフにすると，分

布総数，一番右の列のヒストグラムが確率密度関数

となる。
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NORMSDISTO 

O.∞3467023 
O.∞4661222 
O.∞62096E 
O.∞8197529 
0.010724081 

0.01390339S 

0.0178倒35

0.02275∞62 
0.02871倒93

0.035930266 

O.凶456日32

0.054799289 

O.侃6807229

0.080756711 

0.0968∞549 
0.115069732 

0.135666102 

0.15865526 

0.18406∞92 
0.211855334 

0.241963578 

0.274253065 

0.308537533 

0.344578303 

0.382088643 

0.420740313 

O.拍01721倒

0.5 

0.539827896 

0.57925968 

0.61791135 

0.65542169 

0.69146246 

0.725746935 

0.758036422 

0.788144666 

0.815939908 

0.84134474 

0.86433羽田

0.884930268 

0.903199451 

0.919243289 

0.9お192771

0.9452∞711 
0.955434568 

0.9640697剖

0.97128おO

0.977249938 

0.982135643 

0.986096印1

0.989275919 

0.991802471 

0.99379032 

0.995338778 

0.99653297 

0.997科羽田

確率変数X 確率密度

-2.7 O.∞1194199 
-2.6 O.∞1548458 
-2.5 O.∞1987849 
-2.4 O.∞2526552 
一2.3 0.003179318 

一2.2 O.∞3960959 
-2.1 O.∞4885705 
-2 O.∞5966431 
-1.9 0.1∞7213773 
一1.8 O.∞8635166 
-1.7 0.010233858 

-1.6 0.012∞7939 
-1.5 0β13949482 

-1.4 0.016043838 

-1.3 0.018269182 

-1.2 0.02059637 

-1.1 0.022989158 

0.02出04832

-0.9 0.027795242 

-0.8 0.030108245 

-0.7 0.032289486 

-0.6 0.0342倒468

-0.5 0.036凶0771

-0.4 0.037510339 

-0.3 0.03865167 

-0.2 0.039431792 

-0.1 0.039827895 

O 0.039827896 

0.1 0.039431792 

0.2 0.03865167 

0.3 0.037510339 

0.4 0.036040771 

0.5 0.034284468 

0.6 0.032289486 

0.7 0.0301 0824~ 

0.8 0.027795242 

0.9 0.025却4832

0.022989158 

1.1 0.02059637 

1.2 0.018269182 

1.3 0.016043838 

1.4 0.013949482 

1.5 0.012∞7939 
1.6 0.010233858 

1.7 O.∞8635166 
1.8 0.007213773 

1.9 0.1∞5966431 
2 0.1α:>4885705 

2.1 0.1∞3960959 
2.2 O.∞3179318 
2.3 O.∞2526552 
2.4 O.∞1987849 
2.5 O.∞1548458 
2.6 O.∞1194199 
2.7 0.1α冶911832

2.8 



注)ここでは， 0.1 ~Jみのヒストグラムにしたが，これ
を0.01，0.001刻みのヒストグラムにすることで3 離散

型の分布と連続型分布の考え方の違いがよち明確になる。

そして，この作業を通して，分布関数と確率密度関数の

関係が，微積分の関係があることだけではなく，確率の

意味で分布をとらえることができる。実際に自分で数値

を実験的に角持してみることで¥分布論の本震を見るこ

とができる教材として使えるだろう。

一番左のJIlのヒストグラム
(確率分脊際数のイメージ)

一番右の列のヒストグラム

(確率密度関数のイメージ)

0.04 

0.035 

0.03 

0.025 

0.02 

0.015 

0.01 

0.005 

O 
-2.7 -2.1 -1.5 -0.9 -0.3 0.3 0.9 1.5 2.1 2.7 

このヒストグラムでわかるとおり，密度関数の一つ一

つの棒はすべて確率を表現している。つまり，この分布

からわかることは横軸に並べられた数値がとられる確

率が，その分布によって制御されるということである。

そこで¥正規分布に従う数値を扱う題材として，数値実

験の基本となる，正規分布の数表を作成する。

~標準正規分布の数表を作ってみよう~

手)1頃①一番左のヂIJにGβ1から1.00まで0.01刻みで数

植を入れる。

手)1慎② 2列目にNOR.M:SINV( )としづ関数を入れる。
確率 J¥一セント点、 確率 1¥一セント点

NORMSINVO NORMSINVO 

-2.33 0.51 0.03 

陣.02 1-2.05 0.52 0.05 

0.03 ト1.88 0.53 0.08 

何回 ト1.75 0.54 0.10 

。‘05 ト1.64 間55 0.13 

0.06 -1.55 0.56 0.15 

1-1.48 0.57 0.18 

時
ト1.41 0.58 0.20 

-1.34 0.59 0.23 

0.10 ト1.28 0.60 0.25 

0.11 ト1.23 0.61 0.28 

0.12 一1.17 0.62 0.31 

0.13 一1.13 0.63 0.33 

0.14 -1.08 0.64 0.36 

0.15 問 1.04 0.65 0.39 

0.16 -0.99 0.66 0.41 

0.17 一0.95 0.67 O.判

0.18 日D.92 0.68 0.47 

0.19 一D.88 0.69 0.50 

0.20 -0.84 0.70 0.52 

0.21 -0.81 0.71 0.55 

0.22 -0.77 0.72 0.58 

0.23 一0.74 0.73 0.61 

0.24 】0.71 0.74 0.64 

，0.25 --0.67 0.75 0.67 

0.26 -0.64 0.76 0.71 

0.27 1-0.61 0.77 0.74 

0.28 1-0.58 0.78 0.77 

0.29 --0.55 0.79 0.81 

0.30 f-O.52 0.80 0.84 

0.31 1-0.50 0.81 0.88 

0.32 -0.47 0.82 0.92 

0.33 -0.44 0.83 。圃95

0.34 1-0.41 0.84 0.99 

0.35 -0.39 0.85 1.似

0.36 -0.36 0.86 1.08 

0.37 1-0.33 0.87 1.13 

0.38 -0.31 0.88 1.17 

0.39 ト0.28 0.89 1.23 

0.40 ト0.25 0.90 1.28 

0.41 -0.23 0.91 1.34 

0.42 卜0.20 0.92 1.41 

0.43 ト0.18 0.93 1.48 

0.44 同.15 0.94 1.55 

0.45 同13 0.95 1.64 

0.46 ト0.10 0.96 1.75 

0.47 --0.08 0.97 1.88 

0.48 同.05 0.98 2.05 

0.49 卜0.03 0.99 2.33 

0.50 O.∞ 1.00 

(注)ここでは便宜上O.01実IJみで数表を作成したが，数値
実験を行う上で、は0.001刻みで、数表を作成したほうが良
いことは言うまでもない。

また，数値実験などに使う，正規乱数の発生もMicrosoft

Exalで実際に簡単にできるので，初考として紹介する。
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~Excelで正規乱数を発生させる~

NO同HI'l'V(IWJD 0 ，μ， σ)と入れると，簡単に正規乱数を
発生することが可能である。ここで， μは正規分布の平

均， σ刷察当主イ高差である。

-1.01287 -0.7195 1.19倒03

1.79929 0.193525 -1.1 0126 

0.809171 1.435187 0.758695 

0.191316 -0.51435 -0.17416 

0.644748 -0.83152 一0.96971

-0.77739 2.027964 0.643789 

0.64574 0.88836 一1.23184

-0.31891 -1.11545 0.479∞g 
-1.29551 -1.54826 0.032413 

-0.07608 山0.71517 -0.2539 

1.304934 -0.58478 0.453766 

(発生させた正規乱数くI[Z.均0，分散1>の例)

また， ここでの話は)Excelの分析ツーノレというアドイ

ンを用いても簡単に問様のことが可能ではあるが，その

ような噂内的なソフトをj刊し、ることなく，手軽に角科汗が

できるというのが，ポイントである。

ここで， どのような確率変数についても成立する，中

心幅線定理とし、う重要な定理について触れておく。

2-3中IL'極限定理(Cel1tr-a1Limit Theorem) 

平均(mean)μ、分散(Variance)σ2である問ーの分布に独立

に従う n錨の確率変数，X1，X2""Xnについて，

- X，十X、十・・・+_y
X = l L 1 の分布は， η→∞のとき 3

n 

有司均μ，分i敬三ーの正規分布で主主以される。
η 

この定理があるからこそ，様々な統計処理において正規

分布を用いることが重要であるといえる。わかりやすく

言えば，襟本数を様端に大きくすれば，その分布は正規

分布に従うことがわかる，ということである。標本数が

ある程度多くあれば，正路怖での推定論B 検定論で議

論を進めることができる。

S.3-2.3正規分布の標準化と標本分布

次に，正規分布の平均，分散についてのいくつかの重

要な性質と，確率変数の変換についての性質をまとめて

おく。

3-1平矧多動

X~N(μフ σ2) のとき s

X- μ~ N(O，a2) 
となる。

3欄2拡大(Expal1d)・縮小(Shrink)

X~N(μ， cr 2 
)のときp

αX~N(αμぅ a 2 σ 2)

となる。

(証明)

確率変数を定数倍しても正規分布に従うことは明らかで

あるので，変数変換したあとの平均，分散について計算

して示す。

平均について，

E(αX)=αE(X) =αμ 

分散について，

Vαr(αX) = (E(αX))2 _ E((aX) 2 ) 

=(αE(X)y -a
2 
E(X
2
) 

=α2 ((E(X)) -E(X2)) 

=α2Var(X) 

=α2σ2 

よって， αX~N(αμ， a 2 σ 2) 

:3・3正規分布の再生性侭.eproducePrope向r)

:確率変数X，Yがそれぞれ独立であり，

X~N(μ1 ，σ12)，Y ~ N(μ2 ，σ/)のとき，

~X+Y~N(μl 十 μ2 ぅ σ2 十 a 22) 

が成立する。

証明)

確率変数X+Yが正規分布に従うことは密度関数の変

数変換から明らかである。

平均について，

E(X + Y) = E(X) + E(Y) =μ1+μ2
2 

確率変数X，Yがそれぞれ独立なので2 共分散はp

Cov(X， Y) = E(X)E(Y) -E(XY) = 0 
分散について，

q，
久
】

ワ
t



Var(X +η= (E(X + Y)y -E((X + y)2) 

= (E(X) + E(Y)y -E(X2 + 2λ7十y2)

= ((E(X)Y + (E(Y)y十日(X)E(Y))

-E(X2) -2E(XY) -E(y2) 

=Viαr(X) + Var(Y) + Cov(λγ) 

=σJ +σ2 

以上のことから，平均の推定論で、もっとも重要となる 3

正規分布の標準化と P 標本平均の分布が考えられる。

となる。

三ニムN(O，1)
σ 

~3古標本平均の分布

:ある正規母集団から とられた η{患の確率変数，

:: X1ラX2，"Xnがすべて独立に同一の(Identically
: IndependeほDis出bu民)正規分布N(μ，a

2
)に従っている:

jとするとき，標本平均(Sample mean)， 

~ ~ X，十X"十・・・十X._
X=_I 7 の分布は，

n 

日(μrr~J 
となる。

S. 3-2. 4分散が瀬知の場合での区間推定

間)ある正規母集団からとられたn偲の確率変数，

X]ラX2"，Xnがすべて独立に問ーの正規分布

N(μラσ2)に従っているとする。分散を既知とするとき，
μに関する信頼水準 950/0の信頼区間(Con白dence

Interval)を構築せよ。

(解)3-5より標本平均，

~ X，+X句十・・+X
X =-=--.2 t n の分布は，

n 

一 73

となる。

ここC'，

日 (μ手)

与二干ヂ十~寸イ川入N(刷7べ(
I (σ y 

官 n

-1. 96 O 

1-1.96壬壬1.961=0.95 

1. 96 
X 

。十一14壬 μ ふ1.96~rr~J = 0.95 

例)実際に正規乱数(平均1分散4)を発生させて， Excel 

を用いて，数値実験を行ってみる。データの数を 100，

1000， 10000と数を増やして信頼区間を構築す

る。使う正規乱数は上記の組み込み関数，

NORMINV(RAND()， 1，2)く平均1，分散2の正規乱数を発生

させる関数>を使う。数値を簡単に作り出せるので¥生

徒も非常に簡単に数値:fq軌rrに触れることができた。



Table 1データ数 100 

2.413282 

-0.65428 

0.8002041 

4.49593~ 

2.048252 

4.913956 

Table 2ヂータ数 1000 

0.829911 

3.61708 

2雨漏
-0.17975 

3.50322 

1.047332 

0.639729 

2.258159 

Table 2データ数 10000 

1.433456 

-0.33401 

3.315219 

-0.66667 

4.17811 

14488241 

1690829 

1.590346 

nu
一
且
斗

4
一
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D

一円ζ
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この数値実験の結果からわかることが3

fデ、}タ数nが大きければ多いほど，その信頼区間の揺

が狭くなっていくj

ということである。この現象は，分散が既知のときでも

もちろん起こる話で，このような数値実験(シミュレーシ

ョン)をすることでより明確になってしも。この間異区間

の話で、もっとも重要なのは，以下2つの問題点にある。

分散が既知のときでのみ この信頼推定が可能であ

る。逆に言うと，分散がオミ知のときは，標本分散を

使った分散の推定が必要で、ある。そして，それには，

χ2分布 t分布， F分布の導入が必要となる。

区間!揺が回定でないため，データ数が少ないときに

は，明らかに区間幅が広くなってしまう。極端な話

をすると， r1言頼水準95%で推定しているのにもか
かわらず，その確率を満たす区間隔が-10'-""-10とな

っては推定の意味がなし、(区間幅が広すぎては推定

の議論として意味がなし¥)Jということになる。

従って，この先の議論は，まずは分散が未知のときの

推定はどのように行うのか，ということ，そして3 区間

嬬を国定して考えなければならない場合，どのような推

定理論が必要なのかを考える必要がある。

分散が未知のときの推定は，上述の通り非正規の分布

を導入して，そのパーセント点を用いて区間推定を行う。

lR間Ip高が固定の場合 サンフ。ル数をどのように設定す

れば良いか，としづ議論になり，それは逐次推定論3 逐

次検定論に帰着することになる。また分散が料官，か

っ区間IIJ高を国定j という条件においては，標本数の設定

で，未知パラメータの推定を段階的に行うことで，信頼

区間の構築をしていくとしづ議論が必要となる。

しかし，推定理論においては，まずは正規分布の信頼

区間の構築ができればすべて同じような議論が，他の

分布に従うような確率変数についても向様の議論ができ

るだけでなく y 点推定や3 検定の議論に持ち込むことは

非常に容易であることは間違いない。
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D3・2. 関数のグラフの描密法(その 2)

関連分野:解析分野

高等数学:実解析

対象学年:中学2年~高校3年

関連単元:関数、微積

教材名:グラフ描画

D3-2.1 頭数の振る舞いを表現

関数の理解を深めるために、 2つの観点からグラ

フ描画を指導したい。

!外部変化
関数の見方: ~ を提案する。 パラメータ

i内部変化

導入で、関数が 4生きてくる'からである。

(1) 外部変化とは:

関数の式に含まれるパラメータの変化にともなっ

て、関数のグラフを動かすこと。

この揺り動かす操作によって、関数の本質を垣間見

ることが可能になる。これは、思形の動的な扱いに

対応する関数版といえるものである。パラメータ値

1つに関数が 1つ対応する関数の集合である。これ

らのグラフは、パラメータ αに対しての点

(a，x，f(x))の集合である。

(代表例) y=f(x)=x2 +kx+2のように、パラメ

ータ kの変化にともなってグラブが変化する様子を

観察する。

(2) 内部変化とは:

関数のグラフ上の点を動かすことを考えたもの

である。点を動かすことで、グラフ上の点の動き

にスピードという概念が自然と入ることになる。

単なる描関された結果のグラフではなく、点が動

いてできる軌跡としてのグラフができる過程を重

視し、 1つの関数に無限の変化の世界を見るため

のものである。

I X =12 
(代表例)y=x+lを{ ウ のように、媒介

ly=t.L 十 l

変数tを導入することで、半車線上、点、を動かす

ことができるようになる。しかも、スピードは自

出自在であり、 t=Oの現在地も設定自由である。

(xニ I十]
守 とすれば、点(1，0)を出発し、放
y=t.L 十1+1

物線yニ (x_1)2 + (x -1)十1・・・①上を動くアニ
メーションができる。 x= 1でのテーラー展開がl出

Ixニ f十一

現する。表現は無限に可能で、{ 三
l 、コ
IYニγ 十Z

で

あれば、点(l，2)を起点とした動きができる。こ
24  

れは、①を平方完成した、

内，h¥
1
l
i
l
-
-
ノ

ー一

2
X
 

/
l
i
l
i
-
-
¥
 

一一‘
，
F
 、‘pv で

3
一4
十

ある。

外部変化と内部変化の尚方の良いとこ取りが、「平

面上のグラフの側面図・正面図であるj

xt座標系で、直線x=. t十lをj茄く。その際、見や
2 

すいように、 y軸方向に4だけ平行移動している。

式は、 t=x÷2 く正面図>
2 

.J 

ty座標系で、放物線y=r+ーを描いている。その
4 

際、見やすいように、 x軸方向に 4だけ平行移動し

ている。式は yz(x-4)2÷j<側面図>

+ 
7 x 
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03-2.2. 側面題・正麗図

03-2. 2. 1 加算型の関数

駒野(1995)は、日本数学教育学会にて、 r2次

関数のグラフの構造j で、既に発表済みである。

yご α'x2+ bx十c.・・①のグラフは通常y=oから

測って、点(tラat2+bt+c)の集合を描くが、この①

をy=bx十 Cを新たな 4基準線'として測り、 y= ax2 

のグラフを描く。 つまり、点

(人(bt十c)+ at
2
)の集合を描けばよい。この《基準

線'という用語~j: 2008年度になって気が付いた。

この考えは、 r~数学を』教えるのではなく、数学で

『生徒を』教育していく J~こ対応・合致していると

考えている。日常、新聞等でもグラブが良く用いら

れているが、何をもとにしているかを明確にしなけ

れば意味がないことを教えなければならない。例え

ば、|沼氏所得など Oベースが異なるのに、ものの値

段や消費税などについて単純な数値の国際比較を示

してみても意味がないことを教えなければいけない

だろう。ここにも数学を学校で教える重要性がある

と確信している。この基準線の考え方は極めて重要

である。線形以外の世界を学ぶことが市民として欠

かせない理由の一つである。平方完成の場合は、式

を t変身 3 しているのだが、「そのままでは見えなか

ったものを見えるようにするためにする一つの工夫

に過ぎなしリことを強調しておきたい。

03-2.2.2 合成型について

回 yご mx2 のグラフを描く

どうしょうか、一瞬とまどいを感じると思われる。

また、「数学班Jで、このグラフを描くために、微分

しても y'ニ2xcosx2であり、 y'=oのx座標が取

りにくい。本震は、合成の微分の指導と考え方に関

連するが、媒分変数表示が必要となる。これが、「平

面上のグラブの側面図・正面I~J である。偶関数よ

x2ヱ/
りy軸対象であり、{ とおいて、 X註Oを考

[y =smt 

えればよい。

図は、フリーソフト FunctionViewを用いたアニメ

ーションである。

左上 :f=J(あ)を見やすく、また作業しやすく

t=ジ+4と平行移動してある。この(あ)の原点は

- 76 

(0，4)で¥xt座標系である。く正面図>

右下 y= sin t し、)を見やすく、また作業しや

すく y= sin(t -4)と平行移動しである。この(し¥)

の原点は(4，0)で、 ty座標系である。く側面図>

yA 

-1 

点(t，sin t)をプロットすれば、 JJ=sinX2のグラフが

得られる。ここで、 t=x2=g(x)で、

y = sint = f(t) = f(g(x))である。図では、産線

AC，BCの交点Cが求める曲線上の点である。

¥f9"lj 2 ¥ y = sin x
2 
の微分と合成関数

国は、上記y=sin dの合成の微分を理解するために、

3Dにしたものである。

xyt座標空間において、

①t=ジ(平面y=O上)， 

②y = sin t 平面xコO上)) 

③y =Sin d(平面 t=O上)の 3つが描かれている。

①から、 dt= 2xdx， 

②から、め1二 costdt 

③ 砂=cost. dt = cost・2xdtこの計算を、図で

は、 t= X2 = g(X)で、

y = sin t = f(t) = f(g(x))について、

dx g ) dt r)めノ

dy=f'g'dx 

と移っていることを示している。

ここでも、
z
微分命，dx，dt'の表現は重要であると

考える。



め G今1 dt 
これが、導関数のー=ー・ーでは理解しにくい。

dχ dt dx 

¥ ¥  

中学では、関数の式を与えずに、グラフのみを与

えて作業させる。

回中学での例山次的な変化とグラフ

図の左上に、 x-tグラフ(正面図)、右下に

ヤyグラフ(側面図)を描いておく。

時間とともに、上下方向の変化が正面圏、左右

方向の変化が側面図である。 4秒間の動きを合

成して、 x-yのグラフ(平面国)を描かせる。

y 

16 

駒8 4 

4 

この問題を、中学2年と高校3年に描かせてみる

と、取りかかりはほぼ変わらないことがわかった。

雨学年とも、初めは試行錯誤するが、直に読みとれ

るようになり、正方形を描く。

慣れたころ、少し難しい曲線の合成を考えさせる。

困 2つの正面図・平岡の曲線

左上lこ、正面図 s-tグラフ、右下に、側面図 t-y

グラフを描いたものを配布する。

6秒間の動きを合成した x-yグラブを描かせる問題

である。(ジサージュ図形)

A q 

tニ6

弘
首
a
 

働圃

v，
 

• C晶
e噂
• 

t=6 
》

P 

これは少し難しいが、特殊な点を取りながら、グ

ラフが描けることがわかる。

一般に、 2次微分までの増減表が書ければグラフは

描けるが、大変である。 1次微分までの増減表が解

答に書いである書物が多いが、出凸不明ではグラフ

は描くのは困難である。しかし、この f正面図・側

面図・平面閣法j では、中学生にも楽しませること

ができる。 FunctionViewのアニメ機能を実際にプ

ロジェクターで見せると効果が大きい。媒介変数の

使い方の布石として大変有効で、あると考える。

D3-2.2.3 積(高)型について

y =X2sin xのグラブは、!拘聖子 (2008)rグラフ描

闘の研究Jで、 4グラフ制御'の概念を紹介した。こ

のグラフを制{卸オーるのは、 Y=X2ラyヱ -X2である。

ここでは、関数の積の考えでy=X2sillXのグラフを
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描いてみる。関数を媒介変数表示しておく。点

(人，2sin 1)が取れれば OKである。

そこで、 y= (sin 1)xのグラフが必要になる。

P(ム0)から Q(t， sin t)を取り、 R(1， sin t)に平行移動
する o原点 OとRを結べば、直線ORのy= (sin t)X 

が得られる。次に、 (tラ，2)の点Sを取り、 U(t2ラ0)に

よる、 y= (sin t)Xの値V(I2，fsin I)を取る。 YJ藍標

が変わらないように、平行移動して、 T(人I2sinf)を

とればよい。

Tの軌跡が求めるグラフである。

この方法は、講義ffiの吉田昌裕氏の 1割以'アイデア

によって完成した。

-2 

-3 

-31 つ

』

x 

商のj習数やノレート付きの関数についても同様なグラ

ブの描画法ができる。

引用"参考文献

駒里子誠 (2008)数学教育学会春季発表論文集

「グラフ描画の研究J
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D3-3 頭線と苗積

関連分野:免科斤分野，幾何分野

高等数学:複素熊数論

対象学年:高校3年生

関連単元:微分積分(数学ill)

教材名:r面積J

03-3. 1. 媒介変数表示の関数と誼穣

平面上、点Pの動きと線分OPの通過領域の面積
を考える。

どP'OP=d.θ (極めて微小な角)のとき、
図の図形P'OPの面積ムSを三角形と見なして考える

には2通りある。

P 

O 

(その 1)三角形の公式から

企S=d.OP叶 1山)山
ここで、d.θ→0のとき、 d.1'→0，sin d.θ=ム0と

考え必ごAm=ir(ーr)sind.θ
企S= d.Opp，=J...r2 d.B 

2 

よって、どPOx=αからどPOxコβのとき、

rρ] ヲ

s = l' ~rLdθ で求められる。
Jα2 

しかし、どPOx=θ でない場合は、使用不可である

ことに注意。

(その2)平行四辺形の半分

そのため符号付き面積の準備をしておく。

O A O 

Oを原点、 2点A(a，b)，B(c，d)をとり、 OA，OBが1

次独立のとき、

符制山屈の面積s十ad-bc) 

B 

前こ面積の士郎 S=jid-附する。

証明)OA，OBの長さを1'1'らとし、 A，Bの儒角をそれ

ぞれθl'θ2とする。ただし、-1[くθi一角くだ 3

Bj学科とする。

S コ寸=~I計|阿司司11炉阿件|同阿同荷司叫|トドS幻叫in(叫1(
こiれ1より、 θB1くθ2σの〉とき、 8>0 ， 。1>θ2のとき、 SくOであるo
sす1'1r2 sin同-(}2) 
=j1113M∞sθ2一吋叫)

→十(1'1sinωi打inB吋lBθB1 円ω 2 一η 吋 r乃肝刊刊'2リ♂川2ρ川川S引叩in

1 . 11αbl 
ニム(αd-bc)士一 J

21c dl 

)' y 

B A 

A 

x 

左包り 右由り

8 

z 

~ 0。く'2-'.く180。

中山(D2-'，)>0
4か S>O

~ -1800<'2-8. <00 

-= sin{'2-D.)くO
~ sくo

(その3) 1次独立な2つのベクトノレ

その2におけるOA，OBに対応するベクトルとして、

曲線上の点をPとしたとき、 OPとPでの接線ベクト

ノレνp (点Pでの速度ベクトノレ)を考える。

dx 

dS=ilx 五Idθ ご~(x生-y生Idθ
21 のJI~~ 2 ~ _. dθdθj  
.r dθ 

これによって、媒介変数0で表される動点 P(x，y)が

描く曲線c(α 三五θ三五β)と/秘士OA(θ=α)， OB 

(θ=β)で閉まれた図形の面積Sを求めるためのす

ぐれた次の公式 (Gauss-Greenの定理)が得られる。
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A(x(α)，y(α))， B(x(β)，y(β))これらが、原点か

ら見て左回りのとき、

S = r口目i七台{x似x刈拘(
j逆控の右回りの場合は、この値は負となる。

(jお支ベクトノレを用いない証明)

AB 1閣の任意の点 PGc，y)から微小な変化した点を

Pな十D.x，y十ムy)とする。

す『ると、 OP，OP'で世

y 

B 

P(x， y) 

A 

C x 

必こjbMM÷b)片(x今一以 y)
¥
i
l
l
-
-
ノ
νJ 
d
一M

Y
一
θ

7
0

一7α
X
 

/
i
l
i
-
-
L

、

l
一
2
一一
必一

M

会
Cと、ノ

月

υハU↓
 

ハUてつよ

-
ハ
σ，d
 

¥
l
i
l
l
1
ノ
νノ

ル
山
一
川
町

砂一

M
X
 

/
l
i
l
l
-
¥
 

i
一2

M
1
α
 

一一。ρ
h

え
し
μJ
U
 

右のi惑の例

で、この定

理を使うと、

くりぬくの

で、次のよ

うになる。

J' 

Pt(X(α))→円(x(r))→ペ(x(β))のとき、

H告ーか}θ
-Is引法令}θ
Hx先-かい

934.2 S=fLJdOとの違い
α2 

媒介変数表示された曲線上の点Pについて、

rs 1 今

どPOx=θでない場合は、 s=l' ':'-rLdθは使えない。
Jα2 

この験には、普通にfyMf功を置蛾分し
て求めるか、ガウス・グリーンの定理を用いて求める

かである。

具体例で見てみよう。

{例題]変数 0は、 O三五θ三五ifとする o 点 P
2 

(cosθラsinB)における単位円の接線をfとし、 Pとの

距離がOであるf上の2点のうち、原点OとPを通る

毘線に関して点A(l，ωと同じ狽IJにある点をQ(x，y)とす
る。。が上の範囲を動くときQの描く曲線と x軸， y 

軸，および留泉y=1とで閉まれる図形の面積をSとす

る。

解答)点QGc，y)を求める:OQ=Oであるから、

一一 (cos訓 Icos(θーさ)1 
OQ=OP+PQ=I . ̂  1+θ L I 

¥ SllltJノ |ω-;) ) 

ハσ
A

σ

、E
n

b

-
u
o
 

s

c

 

β
V
A
σ
 

十

一

ハσ
A

U

P
3

、E

0

・
u

ハ
U

C

U

一一一一
x
ν
〆

r
i
-
-「
1
1
1、

主=θcosθ 丘=θsinθ より、
dθdθ  

~l( dv dx¥ 
s=ド-=--1x~-v"':::':'ldθ 
Jo 2¥ dθ 〆 dθj

=tikeoddsid)仇inB-(sinB-BcosB)θcosθ)dθ

答
、
〆
一
川
村

寸
i
l
i
l
i
-
-
J

、

r
一6

「
1
1
1
1
1
1
L

β
u
 

，d
 

I
4
2
 

r
打
ド
ぬ

一一

山ん、{功か同時できるが、計算量が多

し¥。

rs 1 ヲ
(訟公式S= l' ':'-rLdθを使えない場合の例

Ja 2 

~ ~=l を媒介変数表示すると、
a"" b"" 

tan2θ+ 1 = __  1ァから、曲線上の点QGc，y)は
cos""θ 

円

υ口。



[x-G -cos θ と表せる。どQOx手θであるから、
y =btanB 

)' A 

Sご|てrLdθは使用できない。 j事必線y=土EXrβ] 、

dα L a 

ぷPOx=θのとき、 Pでの接線は、

xcos()十ysin()=α とX軸との交点がRである。

よって、双曲線上の点Qは、どQOx学θである。

国①の仏x<2aの部分と x軸とで囲まれた
図形の面積を求めよ。

S=fuyゐでは、計算が大変である。

x:α→ 2aのとき、 θ:0→互

依寸志)←sinB)dθ
日 S=fyHjω詰 dθ
r!!:-ab sin 2θ r; 1-cos2θ 

ニ I3 内 dθ ニ abI 3 内 dθ
.10 COSJθ .10 COSJθ 

qbtおdθ-ザギdθ
ここで、 2つの積分について

jτ-Ldzjτ主主dθ
o COSθJO COS2θ 

= [f cos 8 d8 
.10 1-sin L B 

r~ ~( cos8 +問。 idθ
J 0 2 ¥ 1 sin 8 十sin8) 

=jL附-sin 8)十附+叫!?
1 1 .十 S1n8 13 ‘ 2十13
2 [ o g l -m θ Jo =コEγi時O咋gτマ万7 
=→十i七log(2十+.f3)2=1

dfJ θ 
50
3 
c古os走古トお7ヲ否γf
tiP竺s8dθ江戸 cos8 品 dθ
Jo cos斗 θJO(1-siI1θ)L

ここで、 S111θ=1とおくと、 cos()dθ=dt 

θ:0→互のとき、 t: 0→主であるから
3 2 
ハ 13r3 _cOSt1 内 dθ=(2 _~_._1 晶:-dr 

.1 0 (l -sin L ()) L J 0 (1 -I L r 
;話iて積分関数

a ぬ =1 1 =1-1一一一十一一-11
(l_tL)L ¥(1-t)(1+t)) ¥2¥)-t 1十t))

1 1 2 
=一|一一一一---+一一一ーで+----

4¥(1-t)L (1+t)L (1-t)(1+t)) 

=-1一一一ーで十一一一ーで十一一一十一一一 i
4¥(1-t)L (1+t)L 1-t l+t) 

ゆえに、

jj詰万dθ
13 

=~[l ~t -市-叫-{い同十《
13 

=工|之γ+logとよ|7J÷iMJ)
411-tん 1-t I。
よって、求める面積は、

S=ab.[3 +子log(2+ J3)ーめlog(2+ fj) 
={♂十g(2+ 13) }αb 間
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f笠主~くガウス・グリーンの定理より、線分 OQ と X
軸と曲線とで囲まれた図形の菌積を求め、三

角形ORQから引くと、面積Sが求まる>

c _ r;'lr dv dxI 
αb..J3 -s 二十...:..~ x 一三一一 ν一一 ~dθ

Jo 2 I dθ~ dθl 

=[21j-Lm-L-bUI1θ 出ne~dθ 
o 2 l cos θcosLθ cosLθi 

=作 1二Cθdθ
コ UzE竺:zdθ
J卯o 2 cosθ 

=寸t作子;二右己む万Mル=子10叶O
よわつて s=川一子苧i句叶小ぷ品) 倒

ガクス・グリーンの定理のすごさを示す例でもある。

以上は、数学亜の授業(2008)で実践した事:柄である。

また、媒介変数表示のグラブの‘増減法を用し¥ない'

描き方については、参考慮文献参照のこと。

D3-3_ 3 2次関数に適用する

問趨 ~ 
y:こ=x

で留まれた図形の面積を求めよ。
一~ Iyニ X十2

回交点 A(-l，札 B(2，4)、曲線y=X2上の点 P(x，y)

を媒介変数表示すると、 p:~x=t..，
[y=t“ 

間まれた~形は、定点A と!fVJ点 P を結ぶ線分が掃く

図形と考えられる。く新しいアイデア>

AP = (t + 1，t 
2 
-1)， V p = (1， 2t) 

ガウス・グリーンの定理によって、

S=[ikf十1)2/ーが-1)-1ト íl~川

i場関数を媒介変数表示にできれば副賞は求められる。

例えば、 2曲線上の2動点を結ぶ線分が掃く図形の面

積などj芯局場面は多い。

部たれま部レF」軸X
 

レf
」

ヴグ担

十

I

2

十

訂
ヲ

r
x

y
ト
h

(
引
(
M
W

州

側

、

十

U

〕

円

一

同

一
題
一
の

一
間
一
分

考え方) まず、曲線Cがどんなグラフになるか。

03-2を参考にして描く。つまり、

x = 2t2 + 1やy= /2 + t -2をそれぞれ xt座標平面

ty座標平菌にグラフで描く。それらを合成したグラフ

が求める曲線Cである。

;ア
t=幽2

。 5 ジ~
-1 

t=O 
-2 

t=-0_5 
J 

4 

白5

通常の解法)1
9 

(-y)ゐ -f(-y)dx 

= fo-2 (サ十一{(-y)tdt

ニ「MZdf+ioM5dI
2[2M5d=[2づd
ニ

f2(ん
-2)-4tdt=9 俗)

男IJ解)

求める図形の曲線上の点をP、点(3，0)をAとする。 AP
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D3-3.4 置換積分と等積変形

上記問題を完IJの角度から考えてみる。

最後の式f2(I2+f-2)帥で輔が求まった。軸

円
λ】円。



t : 0→工であるから、
k 

が傾いた放物線と x軸とで屈まれた部分の面積を等積

変形の立場で考えるために、
。→1のとき、

s=トトtG(U)2kdztrI2d

X 

f州政-1(-y)dxイ2ytdf ① 

f2(f2+f-2)M ② 

と求められる。
月

u

一司、
J

グラフで考えてみる。

②のグラフは、次の3次関数である。
kziの場合にグラフで確認してみる
2 

これをαニし

と、①はy=x2で、②はyニltとなるから、下j翠
8 

。

0
4
l
i
l
-
-
'
P
2
γ
l
i
l
-
-
i
i
4
i
i
1
0
1
1
1
1
1
T
I
l
l
i
l
l
1
1
1
1
ψ
l
i
l
i
-
-
-
-

る

y

M

M

同

出

P小
J
J
 

M

ペノょの

》酔， -3 

これを、や-2から七=1まで定積分すると、

t=-2 (x=9)からt=O(x=l)までが符号付き面積プラ

スとなり、 t=O(x=l)から t二1(x=3)までが符号付

き面積マイナスとなる。

問題に与えられた関形は、上記図に符号付き面積に等

積変形できたことがわかる。
-U5 dx 

ちなみに、締出はyーであり、横軸はIである。ここ
dt 

のように、軸を新たに設定するところが数学の創造的

な良さであると考える。

[0，1 ]の部分という2]の部分に等穣変形されたことが次
行列式と等積変形D3-3.4 

の計算でも石信患できる。
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(α 学 0)・・・①と x軸と 0;;五x壬1

で留まれた図形の面積を求める問題を置換積分で考

y=ax 圏
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えてみるとどうなるか。

考え方)関数①を媒介変数表示すると、正無限， ，こ表現

式ができる。それは、

臨時

される。拡大倍率は、
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これを②で置換積分すると、面積s=ト2改
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