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1．はじめに

高校で教科書にある統計の数式や結論の理論的背景を生徒に理解させようと考えると，すく小に

高校数学の範囲を越えてしまう。したがって，授業内容では，具体的に統計データを使用しなが

らも生徒に実感を持たせることが少なく，その結果だけを伝えたり，数式に数値を代入すること

で統計的な意味を説明することになってしまう。

その結果，生徒にとっては統計的な面白さ，有効性や考え方について理解が深まらずに終わっ

てしまうことがある。この間壌点を確率実験やシュミレーションを通して，改善したいと考えた。

2．推定の問題

場合の数や順列。組合せを用いて確率を計算するだけでは，確率の有用性や意味を理解させる

のほ難しい。実際に，確率を用いて実験，推測することを体験することによって確率。統計につ

いての理解が深まると考える。

ここでは，容器の中に入っている球の個数を推定することを考え，コンピュータで2通りのシ

ュミレーションを行なってみた。

（1）容器中のN個（推定する数）の中からランダムにn個の球を取りだし，印をつけて容器の中

に戻す。次に，よく容器の中をかき回してから，m個の球を取りだした所，m個の中に印の付い

た球の個数をkとする。

この確率をPk（N）とすると，

Pk（N）＝。Ck。N－。C。－k／NCm

となる。

したがって，Pk（N）／Pk（N－1）＝（N－n）（N－m）／（N－n－m＋k）N

となり，この比ほ

（nm／k）≦Nのとき

Pk（N）／Pk（N－1）≦1

（nm／k）≧Nのとき

Pk（N）／Pk（N－1）≧1となる。
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したがって，Pk（N）はN＝［nm／k］で最大となる。これはNの最尤推定量である0

このことから豆を利用してこの確率実験を行ない，袋の中の豆の総数を推定したことがある。

それでほ確率実験の意味については理解させることが出来るが，実際に用いることができる豆

の数や実験回数の関係で得られた推定値から確率の有用性を示すことができない場合が多かった0

コンピュータを用いることによって，この問題を解決することができる。（図1）は第1，2回

に取りだす数を150として，この実験を100回行なった結果である。また，（図2）は第1，2回

に取りだす数を300として，実験を100回行なった結果である。100個の推定値のヒストグラムは

いずれも推定する数（2500個）を中心に分布している。また，取りだす数を多くすると，推定値

が2500の周りに集ってくることも分かる。これによって，推定値の確率的意味の理解を深めるこ

とができる。
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プログラムの機能

（丑全体の数（推定数）

②第1回目に取りだす数

（卦第2回目に取りだす数

（む実験回数を入力する。

①～④まで入力すると数の推定値，平均推定値，平均推定値と推定数の誤差を表示される。

その後，リターンキーを押すと，最大推定値および最小推定値を表示される。

また，階級数を入力すると，階級幅およびヒストグラムを表示される。

（2）容器の中に1からNまでの番号のついた球が入っている。ランダムな復元抜き取りによって

n個の球を抜き取ったときの最大番号をⅩとすると，

P（Ⅹ≦k）＝（k／N）n

である。したがって，Ⅹの分布ほ

pk＝P（Ⅹ＝k）＝P（Ⅹ≦k）－P（Ⅹ≦k－1）

＝（kn－（k－1）n，〉／Nn

である。Ⅹの期待値E（Ⅹ）ほ

N

E、（Ⅹ）＝∑kpk
k＝1

N

∑（kn十1－（k－1）n十i－（k－1）り
Nn k＝1

N

（N。十ユー∑（k－1）n）
k＝1

大きいNに対して，最後の和を積分で評価すると

1 N l だN N

霊∑（k－1）n≒
N k＝1 Nn

したがって，

E（Ⅹ）≒nN／（n＋1）

このことから

N≒（n＋1）E（Ⅹ）／n

この方法は第2次大戦中に，

Ⅹnd x＝

。 n＋1

敵の生産量を推定するのに使用されたといわれる。

この場合の推定値は，総数に比較して取りだすものが少なくてもかなり推定したい数Nに近い
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ものが得られる。例えば，（図3）にあるように2500偶の中から100個程度取りだして推定すると

最大誤差で76である。

（図3），（図4）は，コンピュータで実験した結果である。

プログラムの枚能

（丑全体の数（推定数）

②取りだすデータの数

（勤実験回数

①～③まで入力されると，最小推定値，最大推定値およびその差が表示される。階級数を入力す

ると階級幅とヒストグラムが表示される。

（図3）

頸警畠簑慧買主
2∠131．ユ 2519

2521．8

2519．9

2dBl．6

2514．9

25E！切．8

2ら25．8

2518．9

2443

A（∠52

つ
こ
n
U

＜
）
r
Y

て
し
ぎ
．
7
．
8
．
8
．
7
．
8
．
9
．
7
．
9
．
7
」

し
力
だ
如

力
人
く
別

人
を
て

を
敬
し
．
9 2587．2582．8

25田6．8

2A9Q．7

242∠1．8

251Z．9
2ら16．9

251 （0

2492

2586

9
7
（
ヒ

（図4）

窒鮎慧要覧麦
25物1．8 2588

2584．8

25り5．り

25匂6．招

2584．8

25切丁．り

2A9G．9

25∈）5．8

248T．9

25Q7．匂

3i－
り
0
）

5A【こ2

25E〉2．

11一5勺U

2A97

2513．

249Z

2d62

くだきい
てください

2517．9

2582．0

2462．4

2A7功．5

2499．7

25切9．8
2A7A．5

2517．9

6
〇
一

5d口
0
1
・

45ウL2

2424．田

2ら25．払

181．8

1匂．1払

：25田切

：188
： 一切切
2523．8

2525．8

2514．9

25屯2．怠

2518．9

25切9．8
2d63．A

2498．7

2524．切

2521．伝

2A77．5

2月99．7

24TT．5

2らQ7．9

2518．9

Z5切7．8
2582．台

2583．8

25切3．8

2A良7．6

2519．9

2524．8

25切5．8

2A9A．6

25色4．8

2522．切

2512．9

2475．5

2497．7

251之．9

A
9
9
9
8
8
5
9
－
9

●

■

●

－

－

、
一

●

●

●

2
9
4
i
3
T
5
9
R
Y
3

6
i
l
一
1
2
切
7
1
3
1
．

別
2
5
2
5
拡
2
5
2
5
鮎
2
5
2
4
2
5

2
9
わ
0
7
9
M
O
O
小
8
T
O
リ

ー

一

●

－

一

－

－

●

、

▲

忌
8
1
・
i
5
3
9
7
m
U
2

批251認㌫加259諾
し
力
だ
舶

紙鴇を放
し
招

2496．9

25切4．ロ
2d99．8

e495．9

2496．9

25匂2．切

2498．8

Z494．9

2A95．9

抗Ul
逼

●
ヽ

●●イー●一

●
＿

ヽj

伯
樋
野
刀

完
竺
入
柑
招
繕
敬
幅

小
犬
大
組
織

昏顆最洲脱化

て
し
ぎ
沼
．
8
沼
．
9
沼
沼
沼
．
8
沼
泊

258＄．

4切U5フj

2A忌1

e5らe．

25ロ8

25伝7

2587．

25り8
2邑払6

2444．T

25i8．功

6．52

くだきい ：25包也

てくだきい：258
し1

65．3

25払2．8

2588．8

2584．ロ

2d9A．9

2485．9

25田8．り

25切5．包

2461．8

251日．ロ

25払9．招

：1切切
25匂A．8

249¢．9

2495．9

2d91．9

た584．8

2498．8

2d会7．9

2518．8

25田3．ロ

2d98．9

25払袋．8

25〔H．8

25り1．田

2らB7．Q

2587．8

25り1．り

2A92．9

2588．8

2518．8

2A仝2．9

258d．匂

2489．9

2482．9

25B5．Q

25ユ8．8

25日4．8

25匂A．切

25匂7．8

25切2．田

25払9．匂

2581，0

2588．8

25日8．8

25匂7．匂

2588．8

25切T．8

25匂6．Q

25珍8．8

251田．り

2d9虫．B

25切立．8

2584．色

25打丁．ロ

2d会合．9

2499．8

2444．T
2A77．9

2584．8

248（S．9

25句会．匂

一270－

2ら23．田

2522．8

25り4．8

2d63．A

2583．8

2474．5

251A．≦）

2524．9

2525．田
25匂2．豆

2581．8

2516．8

25田6．田
2491．9

2485．9

25り9．田

2d99．匂

2472．9

25切6．切

2d企A．9



3．◎の近似値

実数打の近似値は，乱数を発生させ平面上に点を取り，正方形とそれに内接する円に入る点の

個数の比で求めたり，ビュッフォンの針の実験を利用して求める確率実験が行なわれる。

ここでは，順列を利用してeの近似値を求める確率実験を考える。

1からnまでの数字を1つずつかいたカードを

n枚を1列に並べるとき，数字kがk番目の位置にあるならば，この順列ほkを不変にするとい

う。どの数字も不変にしない順列を完全順列という。Ⅹをn枚のカードに対して存在する完全順

列の個数をすると，

Ⅹ1＝0，Ⅹ2＝1，

Ⅹ。＝（n－1）Ⅹn－1＋（n－1）Ⅹ。－2……①

が成り立つ。

n枚の作る順列の総数ほn！であるから，完全順列の起る確率をp。とすると，

pn＝Ⅹ／n！

である。

（Dの両辺をn！で割ると

p。＝（n－1）p。－1／n＋p。－2／n

pl＝0，p2＝1／2

よって，

n（pn－p。－1）＝－（p。－l－pn－2）

p2－pl＝1／2

より，p3－p2＝－1／3！

p4－p3＝一1／4！

p5－p4＝－1／5！

p。－p。】1＝（－1）n。1／n！

よって，

p。＝1／2！－1／3！＋1／4！－。。。＋（－1）n。1／n！

また，

e■l＝1／2！－1／3！＋…＋（－1）n。1／n！＋。。。

より，大きなnに対して

pn≒e－1

となり，e≒1／p。である。
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よって，確率実験によってeの近似値を求めることができる。教室での実験では，トランプを

用いて実験できる。

試行回数も生徒一人当たりが，10回の実験を行なうことにより，クラス全体では400回程にも

なり，eの近似値を求めるもとができる。（図5）でほ，5枚のカードを100回並べる実験を100

回行なうことにより，100個のeの近似値を求めヒストグラムにしたものである占

また，（図6）でほ，10枚のカードについて行なったものである。

この間凄からくじ引きでクラスで座席替えをするとき，

に決まる確率が1－1／e＝0．632…。に近くなる。

プログラムの機能

①並べるカードの枚数

（参カードを並べる回数

③実験回数

①～③まで入力されると，最大推定値，

少なくとも1人が香える前と同じ座席

最小推定値およびその差を表示する。

階級数を入力すると，階級幅およびヒストグラムが表示される。

（図5）
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4．標本平均の分布

教科書では，標本平均の分布について統計データのヒストグラムを示し，抽出する標本の数が

大きくなるとその分布ほ近似的に正規分布と見なせると説明され，この結果を利用して確率を求

める計算をすることになる。これでほ公式を暗記し，問題に適用する程度で，その本来の意味も

分からないまま終わってしまうことになる。確率実験やコンピュータによるシュミレーションを

通して，標本平均値の分布について実感のある理解をさせたいと考えた。

Ⅹ
－1

0 1

碓牽 1／3 1／3 1／3

平均0

分散2／3

富＝（Ⅹ1＋Ⅹ2）／2の分布を作ると、

雷
－1 －1／2 1 1／2 1

確率 1／9 2／9 3／9 2／9 1／9

平均0

分散1／3

また、烹＝（Ⅹ1＋Ⅹ2＋Ⅹ。）／3の分布を作る。

夏 －1 －2／3－1／3
0 1／3 2／3 1

確率 1／273／27 6／27 7／27 6／27 3／27 1／27

平均0

分散2／9

また、これらの分布を図示することで比較する。
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（図7）
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5．ぁわりに

4．の実験授業を都立高校で実施したときの生徒の感想をいくつか紹介してみる。

＊感覚的には“そうなりそう’’という思いがあるが，実際には一人でほそんなに多く試行する

ことができないから“あれ？”という結果が出ることがある。しかし，今回ほクラス全員の

集計したグラフができているからわかった。計算枚とにらめっこするのほあまり好きではな

いけれど，けっこう楽しかったと思う。

＊この程度のことなら日常の中でわかっていることなので予想もつけやすく面白くなかった。

もっと自分の全然知らない数字を使って実験した方がよいと思う。

＊ふつうの確率の授業では理論はかりで実用的でないと思われるが，このようなものほ実用的

でよいと思う。たまにほ，こういうのもよいと思う。

また，2．と3，についてほ，確率の授業の中でほ，コンピュータ実験を行なった。実験か

ら得た推定値の分布の様子から統計的推測の意味を生徒に伝えられたと考えている。また，使

い方によってほ，確率実験の教材開発と共に授業のどの場面でどのような確率実験やコンピュ

ータシュミレーションを提示するかを研究する必要がある。とくに，新教育課程の数学Cとの

関連で，どのようにコンピュータを活用して統計処理にかかわる内容の理解を深めるかの研究

を扱いたい。
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