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1暮 研究の目的

授業中での生徒の質問の中に，面白い数学が潜んでいることがある。教師が授業の準備をする

際に生ずる素朴な疑問の中に，興味深い数学を見い出すことがある。しかし，日常の忙しさの中

で，それらの質問や疑問は忘れてしまうことも多い。

そこで上記のことも含めて、数学の教材について，グループ（教材探検の会）で情報交換を行

い，それぞれについて検討することを目的に，1994年度より活動を始めた。

数学教育の研究には，

・子供の発達・理解（いつ，教えるか）

・教材（何を，数えるか）

・指導法（いかに，教えるか）

・評価法（どう振り返るか）

等があるが，我々の研究はいわゆる「教材研究」である。

一方で，この研究を通して，我々教師自身が，数学に一層の興味・関心を抱くこともまた，目

的の1つである。

2、研究の方法

教材は，たとえば次のようなものを取り上げる。

・中学，高校の生徒が，興味・関心をもつ教材

・中学，高校の生徒が，理解できる教材

・発展，特殊化，一般化できるような教材

・次の段階（高校，大学）へつながるような教材

・数学的なよさ・美しさがわかる教材

・数学的な考え方を必要とする教材

・操作・活動を伴う教材
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・コンピュータ等の教具を活用する教材 など

取り扱う範囲は，必ずしも現行カリキュラムにとらわれることなく，自由に検討する。

また，教材検討は，発展・特殊化・一般化を考えたり，場面設定や表現など，生徒が取り組み

易い形を検討する。

3．研究の内容

これまでに検討した内容の中から，以下の6つについて報告する。

（丑 相貰体を作る

② はばたき曲線

（勤 円柱を縛る

④ 総当たり戦の成績表

⑤ ランダム・ウオーク

⑥ ランダムドットパターン

各教材については，

1）課題

2）課題の一般化・発展

3）授業への活用

の3項目に分けて述べる。1）では，課題の内容とその多様な解決法について， 2）では，課題

を一般化したり，発展したりした内容について，3）では，実際に授業で活用するに際しての留

意点等について検討する。

－266－



相貰体を作る

1．課題

底円の半径が1の円柱が2本ある。

1本の円柱に穴をあけて，その穴にもう一本の

円柱を突きさして，相貰体を作りたい。

どのような穴をあければよいか？
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［解答］穴のあいた円柱をAとし，穴の曲線上の点をPとして，以下図1のように記号を定め，

∠SMQ＝βとする。
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このとき，SQ＝β，MIi＝1sinβl

P－托＝lcosβ‡

次に，図2のように，円柱Aを，YY’が中

心にくるように展開して，座標軸を設定する。

このときのPの座標を（Ⅹ，Y）とすれは，
（

X：：SQ＝β

Y＝P－H＝PQ＝‡cosβl

よって，

Y＝±cosX（一花≦Ⅹ≦花）
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［別解］ Ⅹy Z空間において，穴のあいた円柱をAを

A：Ⅹ2＋y2＝1

とし，Aの側面上の点をP（Ⅹ，y，Z）とすると，

Ⅹ＝cos∂

y＝sin∂（一花≦β≦花）・…‥①

Z
＝

z

Aを，側面上の直線Ⅹ＝1が中心になるように展開して，座標軸を設定したとき，Pの座標を

Ⅹ

寸し

（ Y）とすると，

β

Z

ニ

ニ

Ⅹ

Y

①，②より，

……‥…・…………・…‥②

P
号
ミ
J

ハ
H
U

一一一一一I叫－－－、

Ⅹ＝cosX

y＝sinX（十方≦Ⅹ≦花）・…・・③

z＝Y

次に，突きさす円柱をBとすると

B：y2十z2＝1

上の式に③を代入して，

sin2Ⅹ十Y2＝1

Y2＝1－Sin2Ⅹ

＝cos2Ⅹ

よって

Y：：±cosX（十方≦Ⅹ≦方）
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2。課題の一般化。発展

巨Bの半径 0＜r＜1
一月デー

突きさす円柱Bを

B：y2十z2＝rコ

として，上の式に③を代入して，

sin2Ⅹ十Y2＝r2

Y2＝rコーSin2Ⅹ

よって，

Y＝±√㌻ニ㌫三言（r2≧si。2Ⅹ）

1

（例1）r＝甘のとき，

Y＝± 1～2sinヱⅩ ＝±

2ただし，COS2Ⅹ≧0より，

叫‡花≦Ⅹ≦‡花

cos2Ⅹ

2

エ盗腰ユ」＿＿巴猛追」巴捜を鈍色追盈皇息宜

円柱Bを，y軸の回りにαだけ回転したものを

Cとすると，

C：Ⅹ2十（－ⅩSinα十zcosα）2＝r2

上の式に（卦を代入して，

cosヱⅩ＋（－COSXsinα十Ycosα）2＝r2

（例1）r＝1，αニ号のとき，

cos2Ⅹ十〔音cosx＋音ザ＝1
Y＝（1十招）cosX（十方≦Ⅹ≦花）

（例2）r＝1，α＝号のとき，

cos2，Ⅹ十〔‡cosx／阜う2＝1
1

Yニ耗osx，すCOSX

（一花≦Ⅹ≦方）
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胤乱乙L巴盤追」巴生じを盈とま宜

（底円の半径） （高さ）＝1：kの円すいを

Dとすると，

D：（Ⅹ－p）2＝k2（y2＋z2）

（対象軸をⅩ軸，頂点を（p，0，0）とする）

上の式に⑨を代入して，

（cosX－P）2＝k2（sin2Ⅹ＋Y2）

1
Yニ±仙

1（ （cosX－p）コーiく2sin2Ⅹ

（例1） k＝β，p＝－2のとき，

1

Y＝±万 （cosX＋2）2－3sin2Ⅹ

＝±鳥（2cosX・1）

上蓋盈且」L巴猛追⊥」温む艶ぬ込立

半径rで，中心がAの側面上にある球をEとす

ると，

E：（Ⅹ－1）2＋y2＋z2＝r2

上の式に⑨を代入して，

（cosX－1）2＋sin2Ⅹ＋Y2＝r2

Y＝±
2cosX＋r2－2

（例1） r＝1のとき，

Y＝±J首忘首丁（一号≦Ⅹ≦号）
（例2） r＝2のとき，

Y＝± 2cosX十2

＝±2cos告卜花≦Ⅹ≦花）
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馳三」適退避追込立

（底円と半径）：（高さ）＝1：kの円すいをFとす

ると，

F：z2＝k2（Ⅹ2＋y2）

Fの側面上の点をP（Ⅹ，y，Z）とすると，

Ⅹ＝そcosβ

y＝言sin∂
卜花≦∂≦打）……④

Z
＝

z

Fを，Z＝kxがⅩ軸となるように展開したとき，P

の座標を（Ⅹ，Y）とすると，

‡
Ⅹ三
抑

k
Z COS

β

1（2＋1

Y雫zsln前…・・・⑤
β

ここで，Ⅹ＝rcosα，Y＝rsinαとおくと，

J甘㌻㌻i ∂

r：TZ，α爾

（0≦α揺）
このとき，

r

X爾COS（

r

y爾Sln（

k r

Z爾

k2＋1α）

k2十1α） …‥・⑥

Fの母線を直径とする球をGとすると，

G‥Ⅹ2十（y－i）2十（z－わ2＝（㌔う2
上の式に⑥を代人して整理すると，

r
＝＝

k2＋1
壬sin（花TT了d）十k2喜

（例1） k＝Jすのとき，

r＝‡（sin2α＋3）（0≦α≦符）
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【盈温血ま宜

円すいの底円の中心を通り，半径‡の底円をもつ円
柱をHとすると，

H：（Ⅹ－‡）2＋y2＝‡
上の式に⑥を代入して整理すると，

r＝花T才一c。S（爪才子‾iα）

（例1）k＝Jすのとき，

r＝2cos2α（0≦d≦を方，告花≦α≦花）

0

Vノ．11．1．1一一tt一ttt一tt

r＝2cos2α

0

3．授業への活用

（1）分野

高校数学I「三角比」，数学C「いろいろな曲線」等

（2）留意点

課題について考察した後，コンピュータ等を利用して曲線のグラフを描き，実際に模型を作ら

せたい。

さらに発展課題についても，いろいろな場合を考えさせて，模型を作らせたい。
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ばばたき曲線

1。課題

底円の半径が1，母線の長さ2の円すいを，図のように，母線の中点を通る平面で切断し

て，その後で展開すると，切り口の線はどのような曲線になるだろうか？

一飯

βチ
中

ノ

［解答］切り口の曲線上の点をPとし，以下図1のように，記号を定める。

さらに，円すいを母線OAで展開して，図2のように座標軸を設定し，∠POA＝βとする0

図1
〔

図2 ツ

P’
J′

′■

P

Q’

C

Q

図1を真上，正面からそれぞれ見た図を，

図3，図4とすると，
／′－■－－■・、＼

図3で，AQ＝2βだから，∠AOQ＝2β

よって，AQ’＝1－COS2∂

図4で，ACは∠Aの2等分線だから，

TP－：P’Q’＝AT：AQ－

＝2：1－COS2β

よって，TP：TQ＝TP事：TQ－

＝2：3－COS2β

図2で，Q（2cosβ，2sinβ）だから，

P（Ⅹ，y）とすると，
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Ⅹ＝諾×2cosβ＝

y一誌×2sinβニ

4cos∂

3－COS2β

4siIlβ

3－COS2β

（0≦β≦汀）

この曲線のグラフは，右のようになる。

2．課題の一般化。発展

こ二庭土出」空士地

図1で，CDを通る平面で切断するとし，

ツ

2

〆1篭
－2 0 2

宜ぬ

BD＝dとする。
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R＝2の場合と同様に考えると，
／一‾－■ヽ＼

図3で，AQ＝Rβだから，∠AOR＝Rβ

よって，AQ’＝1－COSRβ

図4で，メネラウスの定理を用いると，

晋・諾・諾ニ1

よって，譜面T
d d

d－1－COS2β

ゆえに，TP：TQ＝TP事：TQ’

ニd：2d－1〝COS2β

図2で，Q（Rcosβ，Rsinβ）だから，

P（Ⅹ，y）とすると，

R dcosβ
Ⅹ

y

2d－1－COSRβ

R dsin∂

2d－1－COSRβ
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（例1）R＝2，d＝‡のとき，Ⅹ＝一志荒
（例2） R＝2，d＝1のとき，Ⅹ＝

（例3）R＝2，d＝÷のとき，Ⅹ＝
（例4） R＝2，d＝2のとき，Ⅹ＝

（例5） R＝2，d＝3のとき，Ⅹ＝

2cosβ

1－COS2 β

3cosβ

2－COS2β

4cosβ

3－COS2 β

6cosβ

5－COS2β

y：‾

y＝

y＝

y＝

y＝

（例6） R＝2，d・一∞のとき，X＝cosβ，y＝sinβ

（例7） R＝2，d＝－1のとき，Ⅹ＝
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cos2β

2sinβ

1－COS2β

3sinβ

2－COS2β

4sinβ

3－COS2β

6sin∂

5－COS2β

〈半径1の円〉

2sinβ
y＝

3十cos2β

（3）

（6）

γ

2
（1）

／ （2）
′

乙亡二二

（7）（5）

（3）

（4）

－2 0 2
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汲LL盟監直とェ」む£た＿き＿凰温と聖鼠盛

（彰切断面が楕円のとき（d＞1） → 曲線は，OA，OAtと交わる

曲線は，母線OAと交わる。

0

－一争

A’

A
一一一

② 切断面が放物線のとき（d＝1）

円すいを下方に延ばして考えると，

A

→ 曲線は，OA，OA’を漸近線にもつ

曲線は母線OAに近づくことがわかる。

ーーー与

③ 切断面が双曲線のとき（d＜1）

円すいを下方に延ばして考えると，

→ 曲線は，OB，

A－

′一一、－

C A

0

0B’を漸近線にもつ

曲線は頂点0を通り切断面と平行な平面によってでき

る2直線OB，OB’に近づくことがわかる。
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馳

図5で，曲線がアのようになるか，イのようになるかは，母線と切断面とのなす角αが，

00 ＜α＜900かそうでないかによって決まる。

00＜α＜900

¢ア（ア’）

A

デ

A’

［証明］曲線の式を，曲座標表示により，r＝f（β）の形にすると

R d
r

2d－1－COSRβ

このとき，f’（β）

f”（β）

（＝f（β）とおく）

R2dsillRβ

（2d－1－COSRβ）2

R二id

（2d－1－COSRβ）二；

α＜00，900≦α

く〉イ

× j（2d－1）cosRβ－（cosRβ）2－2（sinRβ）2を

β＝言（つまり，R∂＝方）のとき，

f（言）＝号，f－（言）＝0，f一事（昔）＝器
曲線の凹凸は，

（f（β））2＋2＝’（β））2－f（β）f－－（β）

の符号を調べればよい。＊2

（f（言））2十2ぐ－（言）卜f（貰）f・－（言）＝器（d一号2）

よって，0＜d＜号あとき，曲線は下に凸となり，アのようになる。

d＜0，第dのとき，曲線は上に凸となり，イのようになる。
一方，右図からわかるように，母線と切断面のなす角αが α＝900のとき

α≧900 のとき，

d≧苦

0＜α＜900のとき，0＜d＜苦
α＜00 のとき，d＜0

したがって，題意は成立する。
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3暮 授業への活用

（1）分野

高校数学I「図形と計量」，数学C「いろいろな曲線」等

（2）留意点

課題について考察した後，コンピュータ等を利用して曲線のグラフがどうなるかを観察したい。

また，実際に模型を作って，確認してもよい。

＊1曲線の様子が，鳥の羽の「はばたき」に似ていることから，我々は「はばたき曲線」と名

付けた。

＊2
一般に，r＝f（∂）のとき，

（f（β））2十2 ＝’（β））2－f（β）f”（β）＞0

（f（β））2＋2 ＝’（β））2－f（β）f”（β）＜0

の曲線となる。

γならば，上に凸

ならば，下に凸
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円柱を縛る

1一 課題

同じ大きさの6偶の円柱を，ひもできつく縛るとき，断面の形はどうなるだろうか？

［解答］ひもの囲む図形の周の長さが最小になる場合を考える。また，周の長さが最小になる図

形が複数ある場合は，その中で面積最小のものを考える。

（以下，発展・一般化でも同様に考える）

6偶の円柱は，互いにできるだけ接している方がよいので，考えられるものとしては，次の5

つがあげられる。

傘牡鹿 学名
円柱の底円の直径を1として，それぞれの場合に周の長さを計算

する。

いずれの場合も，周の長さは，

（ひもの触れる円の中心間距離の和）十（1円周分）

で計算できる。

ア～エの場合

オ の場合

6＞4＋Jすだから，

オの場合である。

6＋方

4十Jす＋花

周の長さが最小になるのは，
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2．課題の一般化。発展

遠慮ユ⊥脳底塵盈」ユニ且個追土星

断面の形を考えるに当たっては，次の条件を満たすものの中から探す。

（丑 ひもの触れる外側の円の数を，できるだけ少なくする

（ひもの触れない内側の円の数を，できるだけ多くする）

② 全体の形を，できるだけ円に近いものとする

③1つの円が，できるだけ多くの円と接するようにする

円柱の個数をnとして，順次調べる。

（1）n＝7のとき

ア

◎ ＼〉／

7＋花 6＋花

よって，イの形が最小になる。

（2）n＝8のとき

繭＋花森惑
よって，イの形が最小になる。

（3）n＝9のとき

ア イ ウ

9＋花

梶

8十方

よって，オの形が最小になる。

8＋花

6＋招＋方
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雌腰遡息」且鹿追土星革l

発展1と同様にして，n＝1，2，3，……の場合に調べた結果は，次の図1の通りである。

（図で，ひもの触れない内側の円に，斜線をつけた）

図1

O

nニ1

妄簸
n＝6

彷

n＝11

藷壬

％

n＝16

／

8 8〕㊥ 鈴
n＝2 n去3 n＝4 n＝5

n＝7

H

n＝12

n＝17

クク

率禽
％

n＝13

タブ
宍ク

％
カ三

n＝18
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また，各nの場合の，周の長さ，およびひもの触れない内側の円の数は，表1の通りである。

表1（円柱の数n）と，（周の長さ）（ひもの触れない内側の円の教）

＼ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4＋β 2＋2β 旦土虚 耳 恐 8 9

2 2＋4招 4＋2招 邑土盛 耳

3 3＋3ノラ 5＋2ノラ

4 2＋4ノラ

＼ 11 12 13 14 15 16 17 18 19

2 9 10 11 12 13 14 15 16 17

3 とL虚 固 10 11 12 13 14 15 16

4

5

4＋3招 6＋2招 ＆‡退 団 11 12 13 14 15

3＋4招 5＋3β 7＋2β 出二虚 回 12 13 14

6 2＋5J5 4＋4月 6＋3β 8＋2J3

7 6招 2＋5β 4＋4Jき 6＋3β むL≧超 過土虚 幽

注1周の長さは，底円の直径を1として計算した。ただし，＋方はすべてにつくので省略した。

注2［コ（囲み），または＿（下線）が，周の長さが最小の場合を表す。

（□＜囲み＞は完全型，＿＜下線＞は不完全塑を表す）
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地金盈

① 完全型

図1で，n＝7，10，12，14，16，19のように，周の部分が完全に囲まれているものを，完全型

と呼ぶことにする。完全型は，ひもの触れない内側の図形の形によって，次の6つに分類できる。

n＝（1，）

n＝（1，）

n＝2，10

n＝3，12

n＝4，14

n＝5，15

A

A

A

A

A

A

～

～

～

～

～

～

917

8 鮎㊥
ま軒

ん㊥
型

型
型
型

型
型

完全型Akの円柱の本数をnkとすると，次の通りである。

リ

n【）＝3m‾－3m十1

n2＝3m2－m

nt＝3m2＋m

上の式をまとめて表せば

n k＝ 〈…：；ニ

nl＝3m2－2m

n：5＝3mヱ

n5＝3m2＋2m

（k－3）m （k≠0）

（k－3）m＋1 （k＝0）

（mは自然数）

ん瓜轡

彷

A－

鮎爪夢

また，Akの周の長さをL（Ak）とすると，

L（A虫）＝6（n－1）十1く十方

② 不完全型

図1で，n＝9，11，13，15，17，1Bのように，完全型から，周の長さが短くなるようにいく

つかの円柱を除いたものを，不完全型と呼ぶことにする。

完全塑Akからp偶の円を除いた不完全型をNpAkとし，N。Akの周の長さをL（N。Ak）とす

ると，小さいp（≦6）に対しては，次の式が成り立つ。

L（N。Ak）＝6（n－1）十k＋花十p（√訂－2）

⊂＝＝〉

g＋2

ヽ
′

、ノ

～＋（招－2）

断面の形は，完全型か不完全型になる。

円柱の個数が，次のア，イの各場合に，断面の形，およびそのときの周の長さLは，以下のよ

うに求められる。串2
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n＝nkのとき

・nk＿－－n k≦3
⇒ 断面の形は，完全型Ak

L＝L（Ak）

ニ6（n－1）＋k＋冗

・4≦nk≠．叩nk≦6
⇒ 断面の形は，不完全塑N。Ak－－（p＝nk一，一nk）

L＝L（N。Ak－】）

＝6（n－1）＋k＋1＋花＋p（Jす－2）

nk＜n＜nい－のとき

・1≦nい1－n≦6
⇒ 断面の形は，不完全塑N。Ak◆－（p＝nkw暮－n）

L＝L（N。Akサl）

＝6（n－1）＋k＋1十方＋p（Jす－2）

〈考え方〉1つの円を除いたときに，√訂－2だ

け周の長さが短くなるような場合は，最大6箇

所である。（nが大きくなると，完全型はすべ

て6角形になり，それぞれの角を除くときに，

Jす－2だけ周の長さが短くなる）

√訂－2＝－0．2679492・…・・

だから，

（Jす－2）×3＞－1＞（Jす－2）×4

よって，nkとn
k，暮との差が4以上であれば，

不完全型N。Ak－1の方が，周の長さが短くなる。

′〔衆）．、轡′ 率
あ、、′′′あ

（p＝

4∴警′十4。帥A九 L（nふ） －1

A如暮 L（N－A如t） L（n如
lし＿ノ／＼J＼J し／

（招－2）×4

暮）

3暮 授業への活用

（1）分野

中学3年・課題学習，高校数学1「図形と計量」等

（2）留意点

課題について考察した後，実際に円柱を使って，実験したい。

さらに発展課題についても，いろいろな場合を考えさせて，模型を作らせたい。

また，完全塑について，円柱の個数やそのときの周の長さを求める課題を設定することも考え

られる。

＊1 この間題は，中西知真紀氏（東京・狛江一中）より教わった。

＊2 そ・の他のnについては，未検討である。
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総当たを』戦の成績表

1．課題

nチームで稔当たり戦を行うとき，勝敗の別れ方は何通りあるか。

ただし，引き分けほなく，チームに区別はつけないものとする。

ex）n＝3 のときは，〈勝敗，負数〉で表すと，

〈2，0〉，〈1，1〉，〈0，2〉

〈1，1〉，〈1，1〉，〈1，1〉 の2通り。

［解答〕昨年までのJリーグの成積表（1995年より勝点削が導入され変更となった）から発想し

た課題であるが，現在も検討中であり，一般解を見出していない。

勝数と負数の和は一定なので，勝数のみを大きい順に（）でくくって表すことにする。

すなわち，n＝3のときの

〈2，0〉，〈1，ユ〉，

〈1，1〉，〈1，1〉，

nニ4，5，6，

〈0，2〉は（2，1，0）

〈1，1〉は（1，1，1） と表す。

7 についての解は次の通りである。

n＝4のとき，

（3，2，1，0）

（3，1，1，1）

（3，2，2，0）

（2，2，1，1）の4通り

n＝6のとき，

（5，4，3，2，1，0）

（5，4，3，1，1，1）

（5，4，2，2，2，0）

（5，4，2，2，1，1）

（5，3，3，3，1，0）

（5，3，3，2，2，0）

（5，3，3，2，1，1）

（5，3，2，2，2，1）

（5，2，2，2，2，2）

n＝5のとき

（4，3，2，1，0〉

（4，3，1，1，1）

（4，2，2，2，0）

（4，2，2，1，1）

（3，3，3，1，0）

（3，3，2，2，0）

（3，3，2，1，1）

（3，2，2，2，1）

（2，2，2，2，2）

（4，4，4，2，1，0）

（4，4，4，1，1，1）

（4，4，3，3，1，0）

（4，4，3，2，2，0）

（4，4，3，2，1，1）

（4，4，2，2，2，1）

（4，3，3，3，2，0）

（4，3，3，3，1，1）

（4，3，3，2，2，1）

（4，3，2，2，2，2）

の9通り。

（3，3，3，3，3，0）

（3，3，3，3，2，1）

（3，3，3，2，2，2）

の22通り
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n＝7のとき，

（6，5，4，3，2，1，0）

（6，5，4，3，1，1，1）

（6，5，4，2，2，2，0）

（6，5，4，2，2，1．1）

（6，5，3，3，3，1，0）

（6，5，3，3，2，2，0）

（6，5，3，3，2，1，1）

（6，5，3，2，2，2，1）

（6，5，2，2，2，2，2）

（6，4，4，4，2，1，0）

（6，4，4，4．1，1，1）

（6，4，4，3，3，1，0）

（6，4，4，3，2，2，0）

（6，4，4，3，2，1，1）

（6，4，4，2，乙2，1）

（6，4，3，3，3，2，0）

（6，4，3，3，3，1，1）

（6，4，3，3，2，2，1）

（6，4，3，2，2，2，2）

（6，3，3，3，3，3，0）

（6，3，3，3，3，2，1）

（6．3，3，3，2，2，2）

以上，いずれも

（5，5，5，3，2，1，0）

（5，5，5，3，1，1，1）

（5，5，5，2，2，2，0）

（5，5，5，2，2．1，1）

（5，5，4，4，2，1，0）

（5，5，4，4，1，1，1）

（5，5，4，3，3，1，0）

（5，5，4，3，2，2，0）

（5，5，4，3，2，1，1）

（5，5，4，2，2，2，1）

（5，5，3，3，3，2，0）

（5，5，3，3，3，1，1）

（5，5，3，3，2，2，1）

（5，5，3，2．2，2，2）

（5，4．4，4，3，1，0）

（5，4，4，4．2，2．0）

（5，4．4，4，2，1，1）

（5，4．4，3，3，2，0）

（5，4，4，3，3，1，1）

（5，4，4，3，2，2，1）

（5．4，4，2，乙2，2）

（5，4，3，3，3．3，0）

（5，4，3，3，3，2，1）

（5，4，3，3，2，2．2）

（5．3，3，3，3，3，1）

（5．3，3，3，3，2，2）

＼ ○ ○ ○

× ○ ○

× × ○

〉く × 〉〈

のような対戦結果の表は省略した。

（4，4，4，4，4，1，0）（3，3，3，3．3，3，3）

（4，4，4，4，3，2，0）

（4，4，4，4，3，1，1）

（4，4，4，4，2，2，1）

（4，4，4，3，3，3，0）

（4，4，4，3，3，2，1）

（4，4，4，3，2，2，2）

（4，4，3，3，3，3，1）

（4．4，3，3，3，2，2）

（4，3，3．3，3，3，2）

の59通り

なお，上の一覧は次の事を考えて書き出した。

1．各チームの試合数（勝数の最大数）はn－1。

2．稔試合数（勝数の合計）は‖C2＝n（n－1）／2。

3．全勝（勝数n－1）は1チームのみ。

また，全勝チームがあるとき，それ以外のn－1チームの間の勝数についても同様の事がい

える。（例えば，（n－1，n－2，n－2，‥・）（n－1，n－2，n－3，n－

3，・・・）・・などはあり得ない）
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4．全敗（勝数0）は1チームのみ。

また，全敗チームがあるとき，それ以外のn－1チームの間の勝数についても同様の事が言

える。（例えば，（・‥，1，1，0）（‥・，2，2，1，0）‥などはあり得ない）

2．課題の一般化。発展

同種の事を行う問題として次のものが考えられる。

自然数nを自然数の和に分割する方法は何通りあるか。

これは，次の様に表現することもできる。

n偶の飴をn人の兄弟で分配する。自分の前の人が取った数を越えないようにして，年上

の人から順に取っていくとき，分配の方法は何通りあるか。

例）2＝‡；十1
の2通り

5＝

3＝ 3

2十1

1＋1十1

の3通り。

5

4十1

3十2

3＋1＋1

2十2十1

2＋1十1十1

1十1＋1＋1十1

4＝ 4

3＋1

2十2

2十1＋1

1＋1十1十1 の5通り。

の7通り。

この間題の場合は条件がないので，

自然数nを分割する場合の数をS（n），

自然数nをk偶に分割する場合の数をT（n，k）

とすると，つぎのような関係式を容易に導くことができる。

S

S

S

）0（ 1

2

3

＝1

＝T

＝T

l

1

2

3

′ilヽ

（

＋T

十T

2

2

2

3

（

（

一般に S（n）＝∑T（n，k）
kニ1

また，T（n，k）について注目すると，

（1） T（n，1）＝1

＝2

十T（3，1）＝3
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2

3

4

）

）

5

6

（

（

）
一
）

の

n

n

2

2

，
，
，

／

n

n

n

n

′し

（

（

＞

T

T

ml

k

＝1

l

二

と

l
ニ

）

）

n

「⊥

′1

2

一

／

n

T

n

′しiき
k≦n／2のとき T（n，

●．●）n＝5，k：ニ2，

5＝5

T（5，2）

T（5，3）

4十1

3十2

3十1＋1

2十2＋1

う

∩

2十1＋1＋1

1＋1＋1＋1＋1

次に，T

（n：偶数）

／2 （n：奇数）

1り ＝T

k）＝T

3の場合

てキ

＼

1ゝ

キや

（n－1，k－1）

（n－1，1く－1）＋T（n－k，k）

4＝ 4

T（4，1）

各致＋1

3＝3

3＋1

2＋2

T（4，2）

2＋1＋1

1＋1＋1＋1

2＋1 T（3，2）

1＋1＋1

T（5，3）＝T（4，2）

T（5，2）＝T（4．1）＝T（3，2）

（n，k）と5（n）の関係について考えると，

（7） k≧n／2のとき T（n，k）＝S（n－k）

◆．●）まず，nのうち1ずつk偶に分割し，残り n－iく 個を適当に分割すればよい。そ

の数はS（n－k）である。

（7）においてnを2nに，kをnにすると，次の式を得る。

（8） S（n）＝T（2n，n）

S（n）を求めるより簡単な漸化式については検討中である。

3。授業への活用

（1）分野

中学校 課題学習，高校数学I「個数の処理」，高校数学A「数列」

（2）留意点

一般化は乾しいが，具体的に数え上げることを通し，数え上げの原則の確認定着をはかるとと

もに，規則性を発見させたい。
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ランダム◎ウオーク

1．課題

数億線上を，原点から出凱て，1臥つき‡の確率で＋1，‡の確率で－1だけ進むもの
とする。このとき，

（1）10回目に，原点に来る確率は？

（2）10回目に，はじめて原点に来る確率は？

（3）10回目までに，1回も原点に来ない確率は？

（コンピュータによるシミュレーション）

8

3

2

I

針二・ニ

・I

・2

・3

・d

d

3

～

暮

一l

－2

－）

－4

き

2

1

・l

・2

・3

・8

＼
IO

＼＼＼．／／

¢ 争 事0

／
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［解答〕（1）すべての場合の数は，21（）（通り）

10回目に原点に来る場合の数は，10回申，＋1が5回，…1が5回だから，

川C5（通り）

よって，求める確率は，告芝一豊（＝Ot246…）
（別解）10回目に原点に来る場合の数は，図1で，

AからBまで最短で進む道の数に等しいので，そ

の数を具体的に数えると，252通り。

よって，求める確率は，
252 63

21（） 256

（図1）

A

（2）10回削こはじめて原点に来る場合の数は，（図2）

（1）の別解と同様に考えて，囲2で，AからBま

で，AB上を通らずに最短でいく道の数に等しい。

その数を具体的に数えると，28通り。

よって，求める確率は，苦（，去（＝0・027…）

A

（3）10回目までに，1何も原点に来ない場合の数（図3）

は，図3で，Aから，AB上の点を通らずに，（B

を除く）GH上に最短でくる道の数に等しい。

その数を具体的に数えると，

（1十8＋27十4B＋42）×2＝252通り

ょって，求める確率は，慧豊（＝0・246…）
（※（1）の結果と同じになる）
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2．課題の一般化。発展

鮎退

10回目までに負とならずに，10回目に原点に

来る場合の数は，図4で，ABの右下を通らず

に，AからBまで最短でいく道の数に等しい。

その数は具体的に数えると，42通り，

よって，求める確率は，
42 21

1024 512
（＝0．041…）

（上で求めた場合の致は，カタラン数に一致する。

カタラン数は，一般にnの場合2】lC。－。－，C．、－．

となる。）

一般化】10桓‡を2n匝Ⅰとする

に原点に来る確率

（図4）

1

14 28 42 42

4 9 14

14レ
3 5 5▲

／

2＿ 2
／

1 ／

Jユと＿き一望月旦旦主星息も三遷旦確堅ぎJ巳

すべての場合の数は，22‡－（通り）

2n回目に原点に来る場合の数は，十1がn回，－1がn回だから，

。‡、CI、（通り）

2．、C。
よって，求める確率は，P2暮、＝…

22－－

上之と＿買＿り腰旦拉しJ蔓ぷ重工頃旦を三重を硬聾月むし

2n回目に，はじめて原点に来る場合の数は，

図5で，AからBまで，AB上の点を通らずに，

最短でいく道の数に等しい。その数は，次の①と

②の和であり，①と②の数は等しい。

（むABの左上を通るA－ヰBの道

② ABの右下を通るA－一Bの道

また，①の場合の数は，次の③－④に等しい。

（勤 C→Dの道 加一2Cn－－

④ ABと交わるC－ヰDの道

一方，④の場合の数は，次の（彰に等しい

⑤ E一寸Dの道 2－，－2C．、

図6で，初めてABと交わる点をFとし

て，C→Fの道をABに関して折り返した

道E－ヰFを作ると，

C－ヰF－◆D と E－一F・一D
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（図5）

A

（図6）
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は1対1に対応する。

よって，AからBまで，AB上の点を通らずに，

最短でいく道の数は

（2－、▼2Cn†－一2暮、＿2Cn）×2＝旦2n≠2C。【－
n

よって，求める確率は，Q2t，＝ 2。－2C。－－
22－－‾ln

（3）2n回目までに，1回も原点に来ない確率R2．，

R2。＝1－Q2－Q・t－…－Q2－、

ここで，P2。－2－P。＝ 2－、－2C．、－】2，、C－，
23n‾2 22n

（2n－2）！ （2n）！

（n－1＝（n－1＝ 22・－…2

（2n－2）！

n！（n－1＝ 22n‾】

＝Q2．，

よって，R2n＝1－（P（，－P2）－（P2－P′1）

＝1－P。＋P2。＝P2．，（－．◆P｛，＝1）

加C】、

n！n！22－－

（P2n－2－P2。）

22n

（上の結果から，n→∞のとき，R2－，ヰ0がわかる。つまり，何回も試行を行えば，いつかは原点

に来るといえる。） －付

（例）n＝10000のとき

〆
ゼ′I●1

8ゴト

一l柑

IIV

鵠㌦や瑞引文払

碑

－1和

細蛸
lα呼び

I・㌔‰㌔らジ
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L羞盛上⊥泌三

結果のみを示す＊－。

2－、－kCI、
S2－、（k）＝－

2加…k

（例） n＝5のとき

1｛回原点に来る確率S2

（Sコl、（0）＝R2。）

（1く＝0，1，…，n）

k 0 1 2 3 4 5

S…（k） 0．246 0．246 0．219 0．164 0．094 0．031

上の表から，0回または1回の確率が一番大きく，5回の確率が1番小さい。

このとこは，一般にも成り立ち，原点の回りを行ったり来たりするよりも，どちらか一方の側

に行く確率の方が大きいことがわかる。

3甘 授業への活用

（1）分野

中学3年・課題学習（確率），高校数学I「個数の処理」，「確率」等

（2）留意点

コンピューターによるシミュレーションを通して，予想したり，確認や納得をさせたい。

また，課題の一般化は雉しいので，具体的な数で考えさせるとよい。

※1詳細は，「現代数学レクチャーズA－3 確率」（培風館）を参考にした0
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ランダムドットブギターン＊

1一 課題

ランダムに点を打った，ぴったり重なる2

枚の長方形のOHPシートがある。

この2枚をちょっとずらすと不思議なこと

に同心円が見えてくる。この中心は，どこ

にあるだろうか？

監解答ヨ同一平面上にある，対応する辺が平行でない2つの合同な長方形ABCD，A’B！ctDt

の回転の中心0は，対応する辺またはその延長上の交点を順にP，Q，R，Sとすると，P

RとQSの交点である。

証明）線AA’の垂直二等分線上に0があること⇔OA＝OA’を示す。

PRとQSの交点を0とし，0からAB，ADへの垂線の足をG，H，0からA’B’，A’D－

への垂線の足をG’，打とする。

』AO‡i＝と』A’0壬i’において

QからAD，A’D’に引いた垂線の長さはいずれもABに等しいので

∠H’so＝∠技SO

よって，OH＝0打・・…・①

同様にして，OG＝OG－

∠A王iO＝∠A’H’0＝∠R
……②

また，HA＝OG，打A－＝OG－，OG＝OGtより

HA＝H’A－・‥…③ ∧

ゆえに，』AOH…』A’0打

∴ OA＝OA事（証明終り） A・

P
4

92

S

D

＼～1＼
吋n

－つ

G

G

0

B

R

C



2．課題の一般化。発展

【発展1j相似を長方形の回転の中心

2つの相似な長方形ABCD，A甘C’D’について，ABCDの内部にA甘C－D－があるとき

の不動点（拡大および回転の中心）は？

ゝ ／Q／

B

D－せ

A－ 0

p
C’

B’

C

証）A
Q

D’
D

Ct

B－

A－

［解答］ 不動点はAA’とDD’の交点をP，DD’とCC’の交点をQとすると，』APD及び∠

CQDの外接円の交点である。

証明）不動点を0とすると，0を中心とする回転と拡大の合成でA’B’c’D’はA王∋CDに重な

る。したがって，』AOD∽』A事oD’より，

AO：A－0：＝OD：OD’

∠AOD＝∠A－oD’

これより，』AOAtc乃』DOD’

∴∠OAA’＝∠ODD’・‥…①

ここで，AA’とDD’の交点をPとすると，①より，∠OAP＝∠ODPであるから，A，

P，0，Dは同一円周上にある。

すなわち，0は』APDの外接円上にある。

同様にして，0は』DQCの外接円上にある。

よって，∠APD及び』CQDの外接円の交点が0である。

（証明終り）
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【発展2】いろいろな図形の回転の中心

（1）平面上の合同な図形の回転の中心は？

①長さの等しい二等分L，L－のとき，線分を結ぶ線分の垂直二等分線の交点

TL

プ▼

〟洛〟B鉛

（む二直線L，L－

L，L’のつくる角の二等分線

（彰半径の等しい円0，0一

線分00－の垂直二等分線

④多角形

①と同様に考えて中心の個数は

平行な辺がないとき

平行な辺があるとき

重なっているとき

／一ん

L’

一
／

＼

ダ

く敦i安

L’

（1）正n角形

n個

n－1個or n個

1儀
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（2）長方形

2個

き」攣
1個

（3）二等辺三角形

1個

1個or O個

1個



4。授業への活用

（1）分野

中学3年，課題学習，高校数学A「初等幾何」など

（2）留意点

実際に，課題「ランダムドットパターン」については，2枚のOHPシートを配布し実験させ

てから課題を提示すると良い。

また，発展課題についても，長方形にかかわらず生徒に自由に考えさせたい。

この間題は，西山 豊「人とヒトデとサッカーボール」三省堂選書を参考にした。
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