
筑波人ノア：附城駒場小・－l■占等学校研究械㌘～節36災1997イト3jj

数学的思考力を高める創造的教材の探求
（その2）

筑波大学附属駒場中・高等学校

熊倉 啓之・駒野 誠・鈴木 晴夫

吉田 昌裕



数学的思考力を高める創造的教材の探求

（その2）

筑波大学附属駒場中・高等学校

有賀倉 啓之。駒野 誠。鈴木 晴夫

吉田 昌裕

1⊥⊥腰藍色旦飽

授業中での生徒の質問の中に，面白い数学が潜んでいることがある。教師が授業の準備をする

際に生ずる素朴な質問の中に，興味深い数学を見い出すことがある。しかし，日常の忙しさの中

で，それらの質問や疑問は忘れてしまうことも多い。

そこで上記のことも含めて，数学の教材につ・いて，グループ（教材探検の会）で情報交換を行

い，それぞれについて検討することを目的に，1994年度より活動を始めた。

現行の指導要領では，数学的な見方や考え方のよさを認識し，それらを積極的に活用する態度

を育てることにも重点を置いている。これは，指導法の問題が大きいが，一方でやはり，適切な

教材を与えることも大切であろう。そのような教材はすでに数多く知られているが，まだ必ずし

も十分ではないし，またすぐれた教材は，いくつあっても多過ぎることはないであろう。

そこで，（少なくとも我々にとって）新しいもので，多種多様な教材を開発していこうという

のが，本研究のねらいである。

また本研究を通して，我々教師自身も，数学的な見方や考え方のよさを認識し，それらを積極

的に活用する態度を身につけることも，もう一つのねらいである。

教材は，たとえば次のようなものを取り上げる。

・中学，高校の生徒が，興味・関心をもつ教材

・中学，高校の生徒が，理解できる教材

・発展，特殊化，一般化できるような教材

・次の段階（高校，大学）へつながるような教材

・数学的なよさ・美しさがわかる教材

・数学的な考え方を必要とする教材

・操作・活動を伴う教材
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・コンピュータ等の教具を活用する教材 など

取り扱う範囲は，必ずしも現行カリキュラムにとらわれることなく，自由に検討する。

また，教材検討は，発展・特殊化・一般化を考えたり，

易い形を検討する。

の

場面設定や表現など，生徒が取り組み

第1年次では，次の教材について報告した。

① 相貫体を作る

（む はばたき曲線

③ 円柱を縛る

（多紀当たり戟の成績表

（参 ランダム・ウオーク

⑥ ランダムドットパターン

今年度も，様々な分野の教材について検討した。以下にその中から5つの教材について報告す

る。

なお，取り挙げた各教材は，それを全てそのまま生徒に与えることを考えてはいない。生徒の

実態に応じて，適宜取捨選択，修正して，提示すべきであると考えている。

の 由

以下の5教材について報告する

（彰紙のバラ切り

② 三角形の9心

③ 極地探検

④ 積み木の切断

⑤ 油分けの数理
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紙のバラ切り

1．課題

図のように，直角三角形の紙を，順に折ることを繰り返した後，切ってバラバラにする

と，何枚になるか？

キル

／
苛し＿ノ

オル

ーー㊥

オル

£
ヽ

ヽ →‾‾…叫』…』
品

〔解答〕折った回数nが，n＝1，2，3，4，・‥の場合に，何枚になるかを調べる。図で，実

線は折り目を，波線ははさみを入れた線（以下，切り線と呼ぶ）を表す。

n＝1 n＝3 n＝5

＼

1＋2＝3

n＝2 n＝4

＼

＼

1＋3＝4

／

1＋2＋3ニ6

1＋3＋5＝9

！、
′ i

I

l

1＋2＋3十4＋5＝ユ5

n＝6

l

l

1＋3＋5＋7＋9＝25

上の結果から，nが偶数の場合と奇数の場合で異なり，n回折ったときの枚数をa。とすると，

次のようになると予想できる。

a－＝1＋2

a：；＝1十2＋3

a5ニ1＋2＋3＋4＋5

a7＝1＋2十3十4＋‥・十9

a2Ⅰ、－iニ1＋2十…十（2～－‾き十1）

＝（21－－1＋1）（21－－2＋1）

a2＝1＋3

al＝1十3十5

a6＝1十3十5十7＋9

aパ＝1＋3十5十7十・・・十17

a2．、＝1＋3十…十（2∫｝十1）

＝（2・－－1＋1）2
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予想が正しいことは，次のように説明できる。

（1）nが奇数の場合

n＝1 n＝3

メ し ノ

n＝5

＼、
ヽ

句しへ ／ノア
1コ 、2コ

、

4コ

′

斜辺上の切り線の端点数をb暮、とすると，上図からわかるように，2回多く折れば端点数は2

倍になる。すなわち，

bl＝1，b：享＝2，b5＝4， b2。－l＝2n‾l

このとき，斜辺上の三角形（一番下の段の三角形）はb2。一一＋1個となり，紙の枚数は1から

b2n－．＋1までの総和とな。すなわち，

a2。仰1＝1十2＋3＋…＋

＝1＋2＋3＋・‥＋

（2）nが偶数の場合

n＝2

し プ
2コ

（1）と同様に考えて，

b2＝2，bl＝4，b¢＝8，

（b2n－1＋1）

（2－トー＋1）

，n＝4

l

与

／＿ 喜＿
ぎ▼■▼▼▼主‾▼▼▼一言‾r
Y

㌧－ ヘ ア ノ呵

b2。＝2n

n＝6

ノ

／

／

㌔†く ず 7ノノノ

4コ 8コ

であり，斜辺上の三角形（一番下の段の三角形）はb2n＋1個だから，紙の枚数は，1から

b2n十1までの奇数の総和となる。すなわち

a2。＝＝1＋3十5十…十（b2n＋1）

＝1＋3＋5＋…＋（2n＋1）

2．課題の一般化。発展

臥

例えば，次のように切る場合を考える。（図で，太線は最後に祈った折り目を表す）

キル

／
／

叫あ ー㊥
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n＝1

n＝2

1＋1＝2

′
ノ

2＋1＝3

n＝3

1十2十1＝4

n＝＝4

（2＋4）＋1＝7

n＝5

1＋2＋3＋4＋1＝11

n＝6
Il

暮

．・；滋；ノ・
麺淑
附約’・
（2＋4＋6十8）＋1＝21

上の結果から，もとの課題と同様に考えて，次のようになることがわかる。

a，＝（1）十1

a3＝（1＋2）＋1

a5＝（1＋2＋3＋4）＋1

a2n－1＝（1＋2十3＋…＋2n】り ＋1

＝22n‾3＋2n‾2＋1

a2＝（2）十1

al＝（2＋4）＋1

a6＝（2＋4十6＋8）＋1

a2。＝2（1十2＋3十・・・十2n－り ＋l

＝22n‾2十2n‾1十1

温ま⊥塵太こ盈血生盟且去息逢えゑ

切り方は，次のア～カが考えられる。アが課題であり，イが発展で考えたものである。

＼

＼

＼

＼

＼

＼

＼
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ウ～カについても同様に調べ，すべての場合のa。を書き並べると次のようになる。

ア
a2Ⅰ，】Ⅰ＝（2n一暮＋1）（2－－－2＋1）

＝2・221いl＋3・21－‾2＋1

イ a2n＿－＝2・22－い1＋1・2n‾2＋1

ウ a2－い－＝1・22－－‾l＋2・2－－“2＋1

エ
a2．、－l＝1・22t－≠1＋1・2n‾2＋1

オ a2暮、仰－＝3・221－▲l＋2・2n‾2＋1

カ a2。－1＝3・221－－1＋3・2n¶2＋1

a2。＝（2n－－＋1）2

＝2・22n－：；＋4・2－－－2＋1

a2。＝2・22暮－‾：j＋2・2n‾2＋1

a2。＝1・22－－－：；＋3・2－い2十1

a2。＝1・22－－‾：i＋1・2－－－2＋1

a2－，＝3・22－－‾：5＋3・2－い2

a2n＝3・22－－‾：i＋5・21－■2＋1

上の結果を比較すると，nが偶数，奇数にかかわらず，

カの場合が最大， エの場合が最小

になることがわかる。ただし，n＝1の場合は，最大となるのがカ以外に，ア，ウ，また，最小

となるのは，エではなく，イ，ウ，

n≧2で最大となる切り方（カ）

／
a
2
＝
5
，
a
3
＝
7

al＝12，a5＝19

オである。

n≧2で最バ、となる切り方（エ）

a2ニ2，a：i＝3

al＝4，a5＝7

貼邑且⊥塵生温を変え旦

元の紙の形を「正方形」にして，次のように祈ってから切る場合を考える。

′．トト11yオ
ル
②

㌶

オ
ル
′
し
ゼ

川叫

2‡‡棚子りで，1い暮lの拙作と考える。

尺．．．′

オル
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操作回数nが，n＝1，2，3，4，・‥の場合に，何枚になるかを調べる。

n＝1 n＝2 n＝3

上の結果から，次のようになることがわかる。

al＝12＋22，a2＝22＋32，a：ゝ＝42＋52，

a。＝（2－－－t）2＋（2一－¶l十1）2

＝2加巾l＋2n十1

監鼠ま⊥⊥立志彪⊥＿生温急追盈太こ盈此亙

切り方は，次のア～コが考えられる。（ウが発展3で考えたものである。）

ア イ ウ

エ
＼
＼
ヽ
＼
／
／
／
′
／
／

コ

！／
／

／

／

／

／

／

／
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それぞれの場合のanを調べて書き並べると，

ア a t、＝ 2・2n‾暮＋1

イ a．、＝2・22‡一冊2＋2・2t－■t

ウ a。＝2・22n…2＋2・2nwt＋1

エ
a．、＝1・22■い2 ＋1

オ a．、＝1・221－‾2＋1・2Ⅰ－▼l＋1

ア～コを比較して，次の結果が得られる。

最大となる切り方
～

ウ（ただし，

最小となる切り方
～

ア（ただし，

3．授業への活用

次のようになる。

カ a。＝1・221－‾2＋2・2n‾l＋2

キ a。＝1・22－－‾2＋2・2nl暮

ク a暮、＝1・22－－－2＋1・2n“Ⅰ

ケ a。＝1・22n‾2＋2・2n‾l＋1

コ
a。＝1・22n【2＋3・2j－】l＋1

n＝1のときり，カ，コ）

n＝1のときエ，ク，n＝2のときア，エ）

（1）分野

中学3年・課題学習（いろいろな関数），高校数学I「個数の処理」

数学A「数列」等

（2）留意点

まず，実際に紙を祈って切って調べ，いくつかの結果から規則性を予想させたい。

また，元の紙の形は，正方形の方が考えやすいので，正方形の場合から考えてもよいであろう。
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三角形の9心

1．課題

図の三角形で，

Ⅹ＝y＝z

のとき，Pは外心である。

外心も含め，三角形には5心があるが，他に心はな

いだろうか？

／
／Ⅹ才J
／づ＼

y
Z

〔解答〕1点Pから，頂点A，B，Cへの距離をⅩ，y，Zとするとき，三角形の3辺a，b，

cとⅩ，y，Zの問に成り立つ関係から，次の2つの心を発見した。

これを，我々は「双心」，「円心」
／ヽノヽJ′、し．へ ／ヽ－′、－′＼／＼

（1）双心

と名付けた。

Ⅹ一y＝b－a
…

①

y－Z＝C－b
…

②

z－Ⅹ＝a－C …（勤

をみたす点は，1点で交わる。

ただし，点Pは三角形の内部にあるものとする。

証明）①，②から③が得られるので，①，②をみ

たす点が交われば，1点で交わる。

①をみたす点の軌跡は，a≠bのとき，

A，Bを焦点とする双曲線

であり，これはCを通り，辺ABと交わる。

（a＝bのときは，Cを通る直線である）

同様に②をみたす点の軌跡は，b≠cのとき，

B，Cを焦点とする双曲線

であり，これはAを通り，辺BCと交わる。

（b＝Cのときは，Cを通る直線である）

よって，①J②は三角形の内部で，必ず交わる0
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（2）円心

Ⅹ：y＝b：a
… ①

y：z＝C：b
… ②

z：Ⅹ＝a：c
‥・（参

をみたす点は，1点で交わる。

ただし，点Pは三角形の内部にあるものとする。

証明）（丑，②から③が得られるので，（丑，（参をみた

す点が交われば，1点で交わる。

①をみたす点の軌跡は，a≠bのとき，

アポロニウスの円

であり，これはCを通り，辺ABと交わる。

（a＝bのときは，Cを通る直線である）

同様に②をみたす点の軌跡は，b≠cのとき，

アポロニウスの円

であり，これはAを通り，辺BCと交わる。

（b＝Cのときは，Cを通る直線である）

よって，①，②は三角形の内部で，必ず交わる。

Ⅹ

y

b

／

y

ノ
′

Z
∴
＼

l－I－tlltll
C

胤⊥

上の証明から明らかなように，正三角形の場合は，双心と円心は一致し，それは重心に一致す

る。

胤

a，b，CとⅩ，y，Zの間の関係から，次の垂心も得られる。

Ⅹ2－y2＝b2－a2‥・①

y2－Z2＝C2－b2…（参

ZゴーⅩ2＝a2－C2・‥ ③

をみたす点は，1点で交わる。
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証明）①，②から③が得られるので，①，②を

みたす点が交われば，1点で交わる。

①をみたす点の軌跡は，

垂線CIi

である。

●．●）pH，⊥ABとすると，

b2－AH2＝a2－BH2

Ⅹ2－AH’2＝y2－B王i，2

これらと①から
AH2－AH，2＝BIi2－BH，2 …

④

ところが，

（AH－AHり（BH－BIi，）≦0

だから，④＝0

よって，H＝H，となり，PはCH上にある。

Ht

同様に②をみたす点の軌跡も，Aから引いた垂線である。

よって，①，②は，必ず交わる。

2．課題の一般イヒ。発展

乙盈盈⊥L亀虫盟盈追温良土星

三角形の3つの角A，B，Cと，点Pから3辺への見込む角α，β，γの間の関係から，1つ

の心を発見した。

これを我々は，「弧心」と名付けた。
／ヽ｝′■ヽ）′＼／＼

（3）弧 心

α－β＝A－B・‥ ①

β－γ＝B－C
…

②

γ－α＝C－A・・・③

をみたす点は，1点で交わる。

証明）（丑～（彰より，

α－A＝β－B＝γ－C

山方，（α－A）＋（β－8）＋（γ－C）＝（d＋β＋γ）－（A＋B＋C）＝1800

よって，

α－A＝600
… ④

β－B＝600
… ⑤

γ一C＝600 ‥・⑥
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④，⑤から⑥が得られるので，④，⑤を A

みたす点が交われば，1点で交わる。

A≦B≦Cとする。（このとき，α≧β≧γ）

1） C＝600 のとき

A＝B＝600

このとき，明らかに重心と一致する。

2） C＞600 のとき

∠ACD＝600 となるDを，辺AB上にとると，

②をみたす点の軌跡は，

弧BDC（B，Cを除く）

である。同様にして，⑤をみたす点の軌跡は，

弧AEC（A，Cを除く）

このとき，④，⑤をみたす点は必ず交わる。

・．・）弧BDC，弧AECのCにおける接線を，

CF，CGとする。

もし，交わらなければ，E，G，F，D

に順に点が並ぶ。このとき，

∠ECG＝A，∠DCF＝B

∴C＝∠ACE＋∠ECB

＝（∠ACD－∠ECD）十600

＝600 －（A＋B＋∠GCF）＋600
＜1200

－（A＋B）
∴A＋B＋C＜1200

これは矛盾である。

剋

C＝1200 のとき，弧心は辺AB上にあり，

CPはCの2等分線である。

また，C＞1200 のとき，弧心は三角形の

外部にあり，γ＞1800 である。

B

D

B
／
瓜、
1200
＼

600＋A

ユ 600
一－1

A

E

B
＼

′∵軋、

C

一β＝600＋B

0
し60

A

E ク
G

F

D

d
β

蝕⊥

A，B，Cとα，β，γの間の関係から，次の外心も得られる。
r一‾‾‾‾‾‾‾■‾‾‾‾一‾‾一‾一‾‾‾‾‾‾‾‾‾‘‾‾一‾‘‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾一‾‾‾■‾I‾●‾‾■‾‾一‾‾‾‾■‾‾－‾‾‾‾‾‾一‾‾‾‾‾‾‾‾■‾‾‾‾－‾‾‾’‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾－‾‾‾

l

I

蔓 α：β＝A：B
… ①

l

I

董 β：γ＝B：C … ②
l

l

蔓 γ：α＝C：A
… ③

事

I

t

；をみたす点は，1点で交わる。
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証明） ①，②から③が得られるので，①，②

をみたす点が交われば，1点で交わる。

①の比の億をkとおくと，

α＝kA，β＝kB

同様にして，②より，γ＝kC

α十β十γ＝k（A＋B十C）

α十β＋γ＝3600，A＋8十C＝1800だから，

k＝2

よって，α＝2A，β＝2B，γ＝2Cとなり，

この点は外心である。

B

′′′l一i

／
／
C

A2

B2

C

娼誠邑j止」監査監≦生息さ＿生温盛追温且土星

三角形の3本の垂線の長さhl，h2，h3と，点Pから3辺への垂線の長さp，q，rの閤の関

係から，1つの心を発見した。

これを我々は，「線心」と名付けた。
／ヽノ＼／＼／＼

（4）線 心

p－q＝hl－h2

q－p＝h2－h3

r－p＝h3－h－

①
②
③

をみたす点は，1点で交わる。

ただし，点Pは三角形の内部にあるもの

とする。

証明）①，②から③が得られるので，①，②

をみたす点が交われば，1点で交わる。

（丑をみたす点の軌跡は，h，≦h2≦h：j

とすると，図1の線分GHである。

・．り①より，h．－p＝h2－q・‥ ①，

AB／〃／DE，BC／ク／EF，CA／／FD

となるように，△DEFをつくり，

∠Fの2等分線をGHとすると，①’

をみたす点の軌跡が線分のG壬iである。

同様にして，②をみたす点の軌跡は，図2

の線分IJである。
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（一葉！1）

F

B／

h2 P．

hl

E

、

◎

魯、

B

（l東‡2）

F

／

G

ンノ今
h2－q

D

H

予

h－－p

C

ノノ＞＼

．hl▲

…
九
重
…
1
i
・
V

t

一



このとき，GIiとIJは必ず交わる。 佃3）

◆．◆）図3で，∠BFH＝∠BIiFだから D

BH＝BF＝AC＝b

同様にして，

CJ＝CE＝AB＝C

∴ BH＋CJ＞BC

だから，B，J，H，Cの順に点が並び，

GHとIJは，三角形の内部で必ず交わる。

○
ヽ．√

＼
l
・
＼
．

B

▼＼＼

H C

G

D

地上

上の証明から，△ABCの線心は，△DEFの内心に一致することがわかる。

軋

hl，h2，h：｝と，p，q，rの関係から，次の重心も得られる。
r‾‾‾‾‾‾‾‾t‾‾●‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾－‾‾‾‾‾‾‾●－‾‾－－‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾t‾‾－‾■‾‾‾‾‾‾‾‾◆‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾‾◆‾‾‾‾‾‾■

t

l

書 p：q＝h－：h2
…

①
l
l

暑 q：p＝h2：h：；… ②
1

1

1

董 r：p＝h3：h】… ③
l

t

；をみたす点は，1点で交わる。

証明）①より，窒】＝琶2kとおくと，
h－＝1くp，h2＝k q

これより，△BPC＝k△ABC

△APC＝k△ABC

∴ △B P C＝△C PA

同様にして，（多から，

△AP C＝△APB

∴ △BPCニ△C PA＝△APBとなり，

Pは重心である。

3暮 授業への活用

P

ト

pP／

q

（1）分野

高校数学A「平面幾何」，数学Ⅱ「図形と方程式」，数学C「いろいろな曲線」

（2）留意点

まず自分で，1点で交わるような点を探して，それが本当に1点で交わるかどうかを考えるよ

うにする。その際，着目する視点はヒントとして与えて、もよいだろう。
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極地探検

1．課題

極地の雪上を，雪上車で何kmか先の地点まで，

行くのに，最低でどれくらいの燃料が必要か？

ただし，この雪上車は，1kgの燃料で1kmし

か進めず，燃料は3kgまでしか積めない。また，

1kmごとに燃料の保管場所があるとする。

dミ

句

［解答］nlくm先の地点まで行くのに必要な最小

燃料を，ankgとする。

n＋1km先まで行くのに必要な最小燃料を考

える。

最終的に，1km地点にa。kgの燃料があれば

よい。そのためには，次の手順を踏めばよい。

① （an－2）kgの燃料を1k用地点に保管して，

スタート地点に戻る。

② 3kgの燃料を積んで出発する。このとき，

1km地点に，燃料はa。kgあることになる。

①を実行するためには，1kgの燃料を1klれ地

点に保管して戻るのに3kgの燃料が必要だから，

全部で3（a。－2）kgの燃料が必要になる。

以上から，n≧2のとき，次の漸化式がで

きる。

‡aい－＝3（aI、－2）＋3a2＝2

スタート 1血地点 n十1km地山

軒、、、・
a．．kg

nkm

①3kgニ＝＝コ1kg

3kg二＝＝ゴ 2kg
l

I
l

l

1

3kg言＝コミ（a…－2）kg
l

l

③3kg・づa川kg

1km地心

この漸化式を解いて，

1

al、＝－（3n‾2＋3）（n≧2），al＝1
2

上の①，②の手順を踏んで使用する燃料が最小であることは，

（最小性の証明）

使う燃料が最小になるような行き方Lがあるとする。

このような行き方で，スタート地点から1km地点ま

での往復回数が全部でk回あるとする。

このLの行き方を変更して，まず1km地点までk

回往復した後，1km地点より先については，Lと同

じになるような行き方L’を考える。

このとき，LとL’で，使用する燃料に変わりはな

いことは明らかである。

よって，①，②の手順を踏んで使用する燃料は，最

小であるといえる。
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ー・→

n十1km他山

次のように示される。

1km他山
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スタート 1km地ノチエ

2，課題の一般化。発展

工盈盈ユ⊥盛適宜ゑ盛会盈登去ゑ

nkm先の地点まで往復するのに必要

な最小燃料を，b－、kgとする。

n＋1km先まで往復するのに必要な

最小燃料を考える。

最終的に，1km地点にb－、kgの燃料が

あればよい。そのためには，次の手順を

踏めばよい。

① （b．、一1）kgの燃料を1km地点に

保管して，スタート地点に戻る。

n十1km地一lごエ

イト
b－．kg

l

l

①3コ1

3三＝＝ヨ
2

1

3；＝＝コ
b

②3→
b

I

③b，－－1

b．．＋1

② 3kgの燃料を積んで出発する。この

とき，1km地点に（bn＋1）kgの燃④く㌦ミ
科があることになる。

l

③1km地点からn＋1km地点まで往復する。

④1km地点からスタート地点に戻る。

元の課題と同様に考えて，次の漸化式ができる。

〈
bnヰ1＝3（b。＋1）＋3

bI＝2

nkm

ーサーー

ノ

この漸化式を解いて，

bn＝2・3n‾1

上の①～④の手順を踏んで使用する燃料が最小であることは，元の課題と同様に示される。

弧旦品泡立盈墨亀鑑を盈え息

（1）片道の場合

nkm先の地点まで行くのに必要な最小燃料を，C．、kgとする。

n＋1km先まで往復するのに必要な最小

燃料を考える。

最終的に，1km地点にc－、kgの燃料があ

ればよい。そのためには，次の手順を踏め

ばよい。

① （cn－1）kgの燃料を1km地点に保

管して，スタート地点に戻る。

② 2kgの燃料と品物を積んで出発する。

このとき，1lくm地点にc．、kgの燃料があ

ることになる。

元の課題と同様に考えて，次の漸化式が

できる。

〈c。－，＝3（cハー1）十2C】＝1

スタート 1km地一・さ八 n＋1km地ノご丈
I

イ平

C，．kg

①3こ＝＝コ1

3こ＝コ2

3言ニコ。‖－1

②2→ c．．

－214－

nkm Jノ／



この漸化式を解いて，

1

CI、＝－（3－卜暮＋1）
2

上の①，②の手順を踏んで使用する燃料が最小であることは，元の課題と同様に示される。

（2）往復の場合

nkm先の地点まで往復するのに必要な最小

燃料を，df｝kgとする。

n十1km先まで往復するのに必要な最小燃

料を考える。

最終的に，1km地点にdl－kgの燃料があれば

よい。そのためには，次の手順を踏めばよい。

① d。kgの燃料を1km地点に保管して，ス

タート地点に戻る。

② 2kgの燃料と品物を積んで出発する。こ′

のとき，1km地点にd。kgの燃料がある。

③1kg地点からn＋1km地点まで往復して，

④ 1km地点からスタート地点に戻る。

元の課題と同様に考えて，

〈
d
n＿－＝3d。＋2

d－＝2

スタート 1km他山

命
d－．kg

I

①

3こ＝ニコ1
3言＝＝コ2

1 1

3言＝＝コd！l
（む

2■

（釘

〉

㌦＿

nkm
＿′

n＋1k爪り虹t．■上
さ

①←1

品物を置いてくる。

次の漸化式ができる。

この漸化式を解いて，

d－、＝3－－－1

上の①～④の手順を踏んで使用する燃料が最小であることは，元の課題と同様に示される。

盈盈且⊥＿悠盈盈三豊主立出藍を盈と亙

元の課題とは逆に，燃料が与えられたときは，最大で何km往復できるかを考える。ただし，

燃料の保管場所は，1km毎ではなく，自由に保管できるものとする。

まず，燃料が6kgの場合の最大往復距離を求める。

上エ⊥＿應盈且kgエ」組弘迎盈鑑三皇をむエ

第1保管地点（スタート地点から最も近い燃料保管地点）までの距

離をⅩkmとする。スタート地点と第且保管地点の往復回数は，少な

い方がよいので，2回である。（●．●1回で，6kgすべての燃料は運べ

ない）このとき，第1保管地点に，（6－4Ⅹ）kg運ばれ，そこから
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さらに，

6－4Ⅹ

＝3－2Ⅹ（km）
2

進むことができる。

よって，往復距離L（Ⅹ）は

L（Ⅹ）＝Ⅹ＋（3－2Ⅹ）＝－Ⅹ十3

Y＝Ⅹ＋3＼

9

4

3 3

ただし，0＜6－4Ⅹ≦3，すなわち －≦Ⅹ＜－ である。
4 2

3 9 9

よって，L（Ⅹ）≦L卜）＝－となり，最大の往復距離は，－kmである。
4 4 4

＼、．
＼

ヽ

ヽ

3
一
2

3
一
4

0

地温三」最速盛汰迅盈鑑三皇亙むエ

3＜F≦6の場合は，6kgの場合とまったく同様に考えることができる。

すなわち，

F F

L（Ⅹ）＝Ⅹ＋（－－2Ⅹ）＝－Ⅹ＋－
2 2

F－3 F

ただし，0＜F－4Ⅹ≦3，すなわち

よって，L（Ⅹ）≦L（

≦Ⅹ＜－ である。
4 4

F－3 F十3 F＋3

）＝ となり，最大の往復距離は，
4 4

小般のFの場合については，次に結果のみを示す。糾）

4
kmである。

3（n－1）＜F≦3n（n；自然数）のとき，

F 3

最大の往復距離は
－＋q．、（ただし，q．，＝qn－t＋仰，ql＝0）
2 n 2 n

3．授業への活用

（1）分野

中学校数学「課題学習」，高校数学A「数列」等

（2）留意点

コンピュータ等を利用してシミュレーションを行い，いろいろ自分で調べながら考えるとよい

だろう。

また，発展課題3については，簡単な場合をいろいろ考えさせるだけでも面白いだろう。

♯1詳細については，別の機会に報告する予定である。
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積み木の切断

1．課題

右図のように，一辺1cmの立方体を積み上げて縦

a，横b，高さc偶の直方体にする。3頂点A，B，

Cを通る平面でこの直方体を切断するとき，何個の

立方体が切断さjlるかを調べてみよう。

a，b，Cは互いに素であるとする。

A
h

〔解答〕まず，切り口がどんな形状になるかを作図してみることにする。例えば，積み上げた立

方体の3辺の個数を縦5，横4，高さ3のときどうなるだろうか。

平面と平面が交わると線になるので，切り口は直線となる。また，3つの平面が交わるところ

は1点になる。

‡文‡1

A T－－■・－・・・－－－．－

このことを用いて下図1のように作図できる。

l実12

A

Y

l実‡3

A（0．

S

D C（B）（S） （Q） E

＼

Q、一

S

0） P R B（ ）
′

すると，切断された立方体の個数は23個である。切断面を描くことなく，個数を数えやすくでき

ないものだろうか。

これを，上からみるとどうなるだろうか？（これを底面への正射影という。）

直線は直線にうつるのでヲ 上回2のようになることが分る。しかも切断された立方体は△AB

Cの内部の三角形の個数と1対1に対応しているのでその個数を調べればよいことになる。つま

り，領域の直線による分割数を求めればよい。

（1）平面ABCで切断する以前の状態から上図3へ

A（0，0），B（a，0），C（a，b）と座標を入れ，D（0，b），E（2a，b）とお

くと，長方形ABCD内には，a b個ある。

（2）線分ACを引くことで，線分ACがⅩ＝0，1，2，3，

－2ユ7－

a；y＝0，1，2，3，



bによって切断される個数だけ（1）より分割数が増加する。ここで，a，bは互いに素で

あるから，線分

y＝空x，（a，b）＝1，0≦Ⅹ≦。a

が，格子点を通るか調べる：yが整数になるのはⅩがaの倍数のときだけであるから，線分AC

が格子点を通過するのは端点A，Cのみである。よって，増加する分割数は，a＋b－1個であ

る。

（3）線分ACに平行な線分によって（2）よりさらに増加する分割数を求める。

線分ACに平行な線分は， b a x k

y＝－（Ⅹ－－k）＝b
トーー）＝b（

a C a C

（0≦Ⅹ≦a，k＝0，1，2， c－1）

C X－a k

a C

bはa，Cと互いに素であるから，Ⅹが整数のときにyが整数となるのは，yが0，b以外にな

い。つまり，ACに平行な線分c－1本はAB上の格子点でない点を始点とし，途中格子点を通

過することなくCE上の格子点でない点を終点とする。よって，増加分は，線分1本について，

a＋b偶に切断されるので，（c－1）本では，（c－1）（a＋b）偶の領域が増加する。

』ECBは』ABCと合同であるので，（1），（2），（3）から求める個数はその半分である。ゆえ

に，求める個数は，

a b十（a十b－1）＋（c－1）（a十b） a b＋b c＋c a－1

個
2 2

2．課題の特殊化。一般化。応用

且二盤地ある盛会

a＝Da－，b＝Db．，C＝Dc－とおく。

al，b－，Clは互いに素であるから，課題1に帰着され，求める立方体が切断される個数は，

△ABCがD個の合同な三角形に分割されるので， 「

a b十b c＋c a－1
D2

となる。

2
個

卜般化2】aの約数がbであり， aとcに公約数d2がある場合

平面で切断する以前は課題1と同じく，a b個であ

る。次に，線分AC上の格子点は，a，bの公約数が

bであることから，b－1個あるので，線分ACを引

くことで，分割数は（a＋b－1〉
－（b－1）ニa

個増加する。さらに，線分ACに平行な線分をc－1
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本引くことで，増加する分割数を求める：aとcには公約数dゴがあるので，線分ACに平行な

線分c－1本のうち，線分AB上の格子点を端点にもつ線分の本数は，d2－1本であり，

格子点以外の端点を持つ線分の本数は，（c－1）－（dゴー1）

d2－1本の線分については線分ACと同じくa備に切断され，

分上に格子点がないことからa十b偶に切断される。ゆえに，

（c－d2）（a十b）＋（d。－1）（a）偶

の分割数が増加する。

以上より，

a b十a＋（c－d2）（a＋b）＋（d2－1）（a）

2

＝c－d2本である。

C－dご本の線分については，線

a b＋b c十c a ーb
d2

個
2

ニ鑑仏之聖」豊艶比L且旦迫盈畠ミ且三塵＿且」且旦迫盈並立三ある盛会

一般化2において，d2＝Cの場合であるから，

a b＋c a

求める個数は，
2
個である。

a

約数ヒ

二股イヒ3】a．bに公約数dtがあり，aとc．bとcは互いに素である場合

平面で切断する以前は課題1と同じく，a b個である。次に，線分

AC上に格子点は，a，bの公約数がd－であることから線分AC上に

は，dl－1個の格子点があるので，線分ACを引くことで，分割数は，糸

（a＋b－1）－（dl－1）＝a＋b－dl個増加する。さらに，

線分ACに平行な線分をc－1本引くことで，増加する分割数を求め

る：aとc，bとcは互いに素であるから，それらすべての線分上に

は格子点がない。よって，線分ACに平行な線分をc－1本はそれぞ

′、㌔数

a

も
鴫

ゼb

d．＝1の場合が課題で

ある。

れa＋b偶に切断される。

ゆえに，分割数は，

（c－1）（a十b）個増加する。

以上から，求める切断される個数は，

a b＋（a＋b－d，）十（c－1）（a＋b） a b＋b c十c a－d．

2 2

個

卜般化4】a，bに公約数d暮，aとcに公約数d2，bとcは互いに素である場合

平面で切断する以前は課題1と同じく，a b個である。次に，線分AC上に格子点は，a，b

の公約数がd暮であることから線分AC上には，d．－1偶の格子点があるので，線分ACを引く
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ことで，分割数の増加は，

（a十b－C）－（d－－1）＝a＋b－d個である。

さらに，線分ACに平行な線分をc－1本引くことで，増加する分割数を求める：aとcには公約数

dがあるので，一般化2で示したように，線分ACに平行な線分c－1本のうち，線分AB上の格子

点を端点にもつ線分の本数は，d2－1本であり，格子点以外の端点を持つ線分の本数は，（c－

1）－（d。－1）＝c－d凍である。d2－1本の線分については線分ACと同じくa＋b－d個に

切断され，C－d2本の線分については，線分上に格子点がないことからa十b偶に切断される。

ゆえに，増加する分割数は，

（c－dヱ）（a＋b）＋（d2－1）（a＋b－d、）個

以上から，求める切断される立方体の個数は，

a b＋（a＋b－dl）＋（c－dヱ）（a＋b）十（dヱー1）（a＋b－dl）

a b＋b c＋c a－dld2

22

d2＝1の場合が一般化3であり
d－＝1かつd2ニ1の場合が課題である。

£一般化4ヨ
a，bに公約数d－，a，Cに公約数d2，b，Cに公約数d：がある場合

例 a＝20，b＝18，C＝75の場合（右図）を考えてみる：

線分ACに平行な線分のAB上の格子点の有無…有；無王無；

二重麦三重二≡j…三至至〔萱〕垂≡至；…垂直至〕き亘享夏季こ二二二二二衷二束；二重：線分ACに平行な線分上の格子点の有無

その代表としての線分

線分ACに平行な線分は，

；L－；L2；L：；ぎ

b a 9 4

y＝－（Ⅹ－－k）ニー（Ⅹ－－k）＝
a c lO 15

（k＝1，2，…，74，0≦Ⅹ≦40）

dご＝5

20

dl＝2

m

㌔5
45Ⅹ－12k

50

18

J＝3

タイプk 合同式（mod50）整数解 タイプk 合同式（mod50）整数解

L2 1 45Ⅹ≡12 解なし L＝‡20 45Ⅹ≡40

45Ⅹ≡0

45Ⅹ≡10

45Ⅹ≡20

45Ⅹ≡30

45Ⅹ≡40

X＝12，22

L2 2 45Ⅹ≡24 解なし 21～24 解なし

Lz 3 45Ⅹ≡36 解なし Ⅹ＝10，20

L2 4 45Ⅹ≡48 解なし 26～29 解なし

45Ⅹ≡10 Ⅹ＝8，18 七130 Ⅹ＝8，18，28

L2 6 45Ⅹ≡22 解なし 31～34 解なし

L2 7 45Ⅹ≡34 解なし 享≡も…表≡三…、≒’、′凍……‡…‡Ⅹ＝16，26

L2 8 45Ⅹ≡46 解なし 36～39 解なし

L： 9 45Ⅹ≡B 解なし ‥‥て袈≡ミ譲′ン≦…‾‡≡…‥ミミ築¢…、ミ■‡Ⅹ＝14，24

七、去∴、、、締45Ⅹ≡20 Ⅹ＝6，16 41～44 解なし

L2 11 45Ⅹ≡32 解なし L．‡45 Ⅹ＝12，22，32

Lご 12 45Ⅹ≡44 解なし 三′彰こ‡毒′′ノ？瀬、′…45Ⅹ≡0 Ⅹ＝20，30

Lご13 45Ⅹ≡6 解なし 亨；、宕ミ孝三萎：さ三、…さ＄…≡三三45Ⅹ≡10 Ⅹ＝18，28

L2 14 45Ⅹ≡18 解なし し 60 45Ⅹ≡20 羊＝16，26，36

Lユ 15 45Ⅹ≡30 Ⅹ＝4，14，24 L′妄、ご‡、鴻さ、三45Ⅹ≡30 Ⅹ＝24，34

解なし ；′′、お表、ン′‡、こ‥、…溺、こ45Ⅹ≡40 X＝22，32
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図4

i
a＝20＝dld2A＝2×5×2

b＝18＝d－d：主B＝2×3×3

c＝75＝d2d：；C＝5×3×5

b a d：iB

y＝－（Ⅹ－－1｛）
a c d2A

Ⅹ
＝＝

y＝

k＝

d5B

d】A 9 4

（Ⅹ－－k）＝－（Ⅹ～－1り
d二；C lO 15 A

dヱA

つ

d‡A

a a A dリ d】
C し LJ L

ーy十－k＝－（－y＋－iり
18

b c d：5 B C

2 5 2 16

14

13

12BC卜
格√・山‡‡りd

11

ー
トy＋－k）

′／3 3 5

／
／グ書1，2，，9；10，11，・‥，18

／力／〝t ニi

〃
′

イ
† † † 〉 I 〉 ，

†

・シ ／「
／ ／「 10）

） † † ／

レ（d－d：～C－1）ぅ ／
9

8

7

6

5

．4

3

2

1

B

／亨・ノ／／ ／
唱㌢

しl

／r j
／

レナ′ノ萱／r
ま

比
／」う「

／わ／ぎ′レ

／「／
／き／

了
一′‾

／

／

ノ／

／

－／仁／署′
レ1

A 盲㍍㍍よ威
書 ま きよ ま 1 ‾‾ま

▼‾，■
事ヽ 執

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10】112 13 1∠皇】5 16 17 18 19 20

畠×5孟×8畠×15
（kニ5）（kニ8）（k＝ユ5j

AB卜紡／－ノ∴川りdご

し＼

線分ACに平行な線分c－1ニ74本の内訳

Lが4本 しによって切断される個数は，20＋18－2＝36

L2が60本 L2によって切断される個数は，20十18＝38

しが10本 しによって切断される個数は，20十18－2＝36
ユ

例の問題で切断される立方体の個数は，－（20・18十36十36・4＋38・60＋36・10）
2

＝1590個

一般に，

（む線分AB上に格子点の端点にもち，線分上にも格子点をもつ線分（タイプLl）の本数は，

dゴー1本である。

②線分AB上に格子点でない端点をもち，線分上にも格子点をもたない線分（タイプLご）の本
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数は，C－d2d：；本である。

③線分AB上に格子点でない端点をもち，線分上に格子点をもつ線分（タイプL二；）の本数は，

d2d：j－d2本である。

①の線分は，a＋b－d偶に切断され，②の線分は，a十b偶に切断され，

（彰の線分は，a十b－d個に切断される。

ゆえに，

（dコー1）（a十b～d，）十（c－dヱd：；）（a＋b）（d2d：；－d2）（a＋b－dl）個

＝b c＋c a－a－b＋dt－d．d2dコ個分割数が増加する。

以上から，求める切断される立方体の個数は，

a b十（a十b－d－）十b c十c a－a－b十dt－d．dヱd：～

2

a b＋b c十c a－did2d：；
個

2

これが課題を最も一般化した場合の公式である。

基本】 平面を出来るだけ多くの領域に分割すると

応

一首線の本数と領域の関係

〔考え方〕 直線を1本増やすことによってそれまでの領域がどれだけ増加するかを調べる。

監L地温盈

〔考え方〕 イメージ：直方体のトウフがあったとして，平面が包丁の役割をする。3方向か

らサイの目に切ることを考える。そのとき，最も遠い2頂点を結ぶ線分としてコンプが線になっ

ていて，そのコンプがいくつに切断されるか。

あとは課題と同様な考え方によって包Tl回毎に切断される個数が増加することを確認してい

く。直方体の3辺の長さの関係によって，上述のように格子点が重なるかどうかを配慮すること

になる。

3．授業への活用

（1）分野

中学校数学 空間図形の切断，二元一次方程式のグラフ，「課題学習」

高校数学 A「個数の処理」，B「図形と方程式」，「ベクトル」等

「コンピュータ」

（2）留意点

y＝a x＋bのグラフである直線を描く際に，y切片bを通過し，Ⅹが1増加するとyがa増

加する点を通るだけではなく，傾きaの特徴を捉えて，2つの格子点を通過する描き方を理解さ

せることが必要である。

‡詳細については，別の機会に報告する予定である。
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油分けの数理

1．課題

aリットル，bリットル，（a＋b）リットル入りの容器A，B，Cだけを用いて，容器

C一杯に入っている油を2つの量に分けるとき，どのような分け方が可能か？

またそれは最小何回の移動でできるのか？

但し，aとbは互いに素な自然数で，a＜bとする。

また容器Ⅹから容器Yに油を移動するとき，Ⅹの油を“全部’’又は“Yが一杯になるま

で”移すことだけが可能で，それぞれ1回と数えることとする。

〔解答〕 全て分け方が可能である。

また，C＝a＋b，kはc／2以下の自然数とするとき，

kリットルと（c－k）リットルに分けるための最′ト移動回数Nについて次の事が成り立つ。

a
z≡k（mod c）を満たす最小の自然数をz暮とし，

z】とc－Z．の小さい方をrとすると

N＝2r－1 である。

なお上のrは，Ⅹ，yの不定方程式（’ア）又は（イ）を満たす整数Ⅹ，yについて，

lx‡＋t y‡の最小値でもある。

a x十by＝k叫（ア） a x十by＝c－k伽（イ）

（但し，C－k＞b のとき，（イ）は考えないものとする。）

（例）a＝8，b＝13のとき容器Cに入っている21リットルを1リットルと20リットルに分ける

ことは可能であり，8z≡1（mod 21）を満たす最′トの自然数は8であることから

r＝8 従って最′ト移動回数N＝15

なお，8Ⅹ＋13y＝1を満たすⅩ，yのうち，絶対値の和が最小であるものは

Ⅹ＝5，y＝－3 であることからも，r＝8 を得る。

〔解説〕 これは「塵劫記」にもある有名な問題であり，

に記載されている。

『 包 あぶら算
『

江戸絹代に敗学を勉強する人々に沈まれた域誠むJとい
う本の巾に．次のような搾j屈がのっている。

上
しノ1

rあぶちいトを2人で分りるときに．3 介

ますと7外注すをそれぞれ1偶V■っ伐って．

ま斗を半分に桝ナかこ‡Jどうすれけふいか。J

▼．－l－■’●‾■－■■

′◆‘’、句

√’一．・巧
；て・ぐ

せ

学校図書中学2年の教科書にも次の様

ただし，1斗！JlO汁で．約188のことてめる．
▲ウJし

著者のチm光山ほ．2つのますを合わせてS回使って解い

ているが．3升上すをヱ帆 7升ますをy凶佼うとして，次の

プメイ‡1℃告別き．どのように1斗を十桝こ分けたかを才えてみよう．

虹
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このままだと，

直方体の升を傾けて，例えば1／6だけ計るということを行ってもよいのか？

持ち帰る別の容器があるのか？ その容器の容積はいくつか？

元の油はどのくらいあるのか？ 等々

条件設定に関する種々の疑問を生徒は持つので，上の課題の様に設定した。

例えば，A5リットル，B7リットルのときはCに12リットル入っていて，これを1リットル

と11リットルに分けることは表1のように9回で出来る。

また図1の様な各辺に平行な等間隔の線を引いた正三角形上の各点を，三辺からの距離をそれ

ぞれ座標として，P（1，8，3）のように表すことにする。これに用いるとよく知られているように，

表1の移動は太線の平行四辺形内を波線に沿って移動することに対応する。ここで太線の平行四

辺形はA，Bの容積で決めたもので，可能な油の移動は線に沿って平行四辺形の辺上の点から辺

上の点へ動くことにあたる。

B

O

O

5

5

7

0

3

3

7

0

「⊥

表

A

O

5

0

5

3

3

0

5

1

1

A

B

A

B

C

nロ

A

B

C

→

ヰ

→

→

→

→

→

→

→

め

C

A

C

A

B

A

C

A

B

初

①

②

③

④

⑤

⑥

⑦

⑧

⑨

C

12

7

7

2

2

9

9

4

4

11

M

A鞠

）5

）02

1

1

対1．

〇

（5，7，0）

C

感

′／ヽ
ヽ ／

＼

ノ
ノ
′

乾こ

＼
＼ ＼ヽ

／

（…12）＼（1，0，11）（5，0，7）

靡 （12，0，0）

B

いろいろなa，bの億に対して表1又は図1のようにして，ある分け方が何回で出来るかを求

められるが，皇生起地図1の方法で，平行四辺形の辺上の全ての点に

ついて，最小の行き方をしらみつぶしに調べ上げることは出来るが大変である。

以上の事からこの課題について検討し，〔解答〕に記じた結果を得た。
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〔解答〕の証明はここでは省略するが，それに関係する幾つかの性質について以下に記し，

（☆）を示す。

ノ 口 と六 る

CからAへの且ユヱ上並の移動を①， AからBへの移動を②，BからCへのム⊥LLL牡の移動

を③又CからBへの止血の移動を皿，BからAへの移動を回，AからCへのaリットルの

移動を瓦とし， 2 3 だ古 を組合せた移動を操作Ⅰ， 2 ぎ可だをを組合せた移動を操作

Ⅲとする。最小回数となる移動は操作Ⅰ又は操作Ⅱのいずれかである。

（証明） 最迩良数とゑ且盈互甚助を全て書き出すと次の様になる。

但し，＊は0以外の数であり，（a，b，C）はA，B，Cに入っている油の量を表す。

① （0，0，a＋b） 皿

（0，＊，＊）

①

（a，0，b）

②↓（0，a，b）

①↓（a，＊，＊）

②

（＊，冒益＊）
（0，b，＊） （＊，0，＊）

（。，。さ管＋b）（。，皇軍＊）

① 艮

（a，＊，＊）

a（

0（ （d

，
惣
恥

bぎY一

b ）a

）＊

同
】
，

・・11す＊

0（
［釘

同〕

（＊，7，諾）
（a，0，＊） （＊，b，＊）

（。，。，ヱ禁b）（。，よ，鷲）
従って最小手数となる移動は，

（五十（参＋①＋（（②十①）又は（②十③十②十（む）の繰り返し）→操作Ⅰ

又は 圧］十［ヨ＋［釘＋（（［ヨ＋［罰）又は（垣］＋虹＋逗］＋垣］）の繰り返し）一抹作Ⅱ

（証明終り）

これにより移動については操作‡又は操作‡のみを考えればよいことになる。

また，操作Ⅰ及び操作Ⅱはそれぞれ一定方向の単純な移動であり次の事が成り立つ。

胤L」変温且望逃鎚弘

操作Ⅰ（又は操作Ⅲ）で移動を2（a＋b）…1回行なうと初めの状態に戻る。

（証明）

操作Ⅰで初めの状態になることが示されれば，そゴlを遥から見ると操作刀でおこなったことに

なるので，操作Ⅰについて示せばよい。

操作Ⅰで①，③をそれぞれp臥 q回行ったとき，

容器A，Bに入っている油の合計は a p－bqリットル

初めの状態の戻るのは，a P仙b q＝0 となるときであり，aとbが互いに素であるから，
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これを満たす最小の自然数p，qは， p＝a，q＝b

従って，操作Ⅰで①をb回，③をa回行なうことがあれば初めの状態に戻る。

一方，a，bの値が定まれば操作Ⅰによる移動は一通りであり，①をb回行なう前に初めの状

態に戻ることはない。b回目の①を行なったときまでに③をⅩ回行なったとすると，

器A，Bに入っている油の合計量に注目して，

a＜a b－bX＝b（a－Ⅹ）≦a＋b

a＜b であるから a－Ⅹ＝1

従ってA，Bに入っている油の合計は

この時の容

∴Ⅹ＝a－1回

a b】b（a－1）＝b であり，この後（彰，③を行

なうことになり，初めの状態に戻る。

以上により操作Ⅰで①をb回，③をa回行なうことがあり，このとき初めの状態に戻る。移動

②を含めて，移動の回数の合計は 2（a＋b）－1回である。

（証明終り）

表1又は図1は，a＋b＝12の場合で，操作Ⅰによる移動を9回行ったものであるので，さら

にあと14回移動を続けると初めの状態に戻る。

操作Ⅰで初めの状態に戻るまで移動を行なったとき，その途中に表れる“分けられた状態”が

可能な分け方の全てであり，課題の〔解答〕の（☆）は次の様に示すことが出来る。

（〔解答〕の（☆）の証明）

操作Ⅰで①をb臥③をa回行ない初めの状態に戻ったときの移動の様子は，

包＋②十①＋（（包＋①）又は（②＋包＋②＋①）の繰り返し）＋包＋③

↓ ↓

b－（a－1）－2 a－1珂

＝b－a－1回

この途中で分けられた状態になるのは＿の所であり，その紙数は，

1＋（b－a－1）＋（a－1）十1＝b匝！

又これらの時の容器A又はBに入っている油の量は全て異なる。

’・●①，③をそれぞれp，q匝l行なったときと，p，，q個行なったとき同じ量が入ってい

たとすると

a p‾bq＝a p’－bq，a（p－P，）＝b（q－q，）

a，bが互いに素であるから，

p‾p’＝b n，q－q，＝a n （nは整数）

P＝p’＋bn，またp，p，はいずれもb以下の自然数だから，n＝0

よって，P＝p，，q＝q，

従って容器A又はBに入っている油の量はb以下であることから，1からbまでの全ての数が
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1度ずつ表れることになり，全ての分け方が可能であることが示された。

（証明終り）

分け方は全部で［（a十b）／2］通り（［］はガウス記号）しかか、わけであるから，

b－［（a＋b）／2〕 通りは2回表されることになる。

2．課題の特殊化。一般化。発展

【特殊化】

a，bについてさらに条件を付けると次の様な事が成り立つ。

1．互いの素なa，bがともに奇数であるとき，半分ずつに分ける最小移動回数ほ

a＋b－1

（例）a＝7，b＝13のとき19回で10リットルずつに分けられる。

2．互いの素なa，bが，b＝a＋1とする。

c＝a＋b，kはc／2以下の自然数とする。

kリットルと（c－k）リットルに分けるための最小移動回数Nについて次の事が成り立つ。

「k≦a／2の時 N＝4k－1

（；ヲ；：kの時 N＝4a－4k十1

（例）a＝10，b＝11のとき，4リットルと17リットルに分ける最小回数は15回

3．互いの素なa，

C＝a＋b，

kリットルと

〈
kが偶数の時

kが奇数の時

6リットルと15リットルに分ける最小回数は17回

bが，b＝a＋2とする。

kはc／2以下の自然数とするとき，

（c－k）リットルに分けるための最小移動回数Nについて次の事が成り立つ。

N＝2 k－1

N＝C－2k－1

（例）a＝9，b＝11のとき，4リットルと16リットルに分ける最′ト回数は7回

7リットルと13リットルに分ける最小回数は5回

【一般化】

a，bに最大公約数d（≠1）があるとき，a／d，b／dを課題のa，bとみなして考えれ

ばよい。従って可能な分け方はdの倍数の場合のみとなる。

また，容器Cの容積をc（＞a十b）としても，最小回数となる移動は操作Ⅰ又は操作Ⅱであ

り，操作Ⅰで移動を2（a十b）～1回行なうと初めの状態に戻る。従って次の事が成り立つ。

1．a，bが互いに素のとき，

kリットルとc叫kリットル（kはc／2以下の自然数で，k≦b）に分けることが可能

2．a，bに最大公約数d（≠1）があるとき，C／2以下の自然数kが，

壬k≡0（mod d）かつ k≦bを
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又は 与c－k≡0（mod d）かつ c－i（≦bを

を満たすとき，kリットルとc－kリットルに分けることが可能

上記1，2の分割可能なkに対して，その最小移動回数Nは次のようになる。

3．x，yの不定方程式を

ax＋by＝k 】（ア） ax十by＝C－k－（イ）
とし，

（ア）又は（イ）を満たす整数Ⅹ，yについて，

（但し，C－k＞bのとき，（イ）は考えない。）

rに対応するⅩ，及びk又はc－1（が

（i）Ⅹ＞0かつ

a＜i（＜b

又は

a＜c－k＜b

（ii）上の場合以外は，

【Ⅹl＋暮y‡の最小値をrとする。

のときは，N＝2r

N＝2 r－1

（例）a＝16，b＝26，C＝60のとき，3数を公約数2で割った，

a，＝8，b，＝13，C，＝30の場合は，13通りの分け方が可能だから，

元の場合も，k＝2，4，6，8，10，12，14，16，18，20，22，24，26の場合が可能であり，

18リットルと42リットルに分けるための最′ト回数トrは，

16Ⅹ＋26y＝18 即ち 8Ⅹ＋13y＝9を満たす絶対値の和が最′トのⅩ，yは

Ⅹ＝6，y＝－3 従って，N＝2・9＝18

12リットルと48リットルに分けるための最小回数Nは，

16Ⅹ十26y＝12 即ち8Ⅹ＋13y＝6を満たす絶対値の和が最小のⅩ，yは

Ⅹ＝4，y＝－2 従って，N＝2・6－1＝11

（例）a＝9，b＝13，C＝23のとき，全ての分け方が可能であり，

11リットルと12リットルに分けるための最小回数Nは，

9Ⅹ＋13y＝11を満たす絶対値の和が最小のⅩ，yは

Ⅹ＝7，y＝－4 と Ⅹ＝－6，y＝5

9Ⅹ＋13y＝12を満たす絶対値の和が最小のⅩ，yはⅩ＝－3，y＝3

従って，N＝2・6－1＝11

なお，3．で最小値rに対応するⅩが，Ⅹ＞0 Ⅹ≦0 の両方のものがある場合は，N

の最小性から，N＝2r】1となる。

b＜c＜a＋bの場合については，最′トとなる移動が操作Ⅰ又は操作Ⅱとは限らない場合があ

り，検討中である。

3．授業への活用
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（1）分野

中学2，3年課題学習，高校数学A「数と式」（論証，整数の性質）等

（2）留意点

この課題は教科書に記載されているものを整理，発展させたものであり，実際に授業で行ない

ながら検討したものである。

具体的な数値の場合で，表や図を用いて生徒に求めさせ，証明は難しいかもしれないが，いろ

いろな予想を考えさせたい。特殊化した思わぬ予想や，一般化したものなどがいろいろと出てく

るであろう。
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