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研究成果の概要（和文）：高次元の不動点集合を持つ写像にたいする Lefschetz 不動点公式を

研究し、不動点指数を具体的に表示する公式を得た。また Gelfand らが導入した A-判別式多様

体の次元や次数を、配置 A の幾何学的情報を用いて記述する公式を得た。さらにこれらの研究

の副産物として、多項式写像の無限遠点のまわりのモノドロミー、A-超幾何関数の解析接続、

局所ゼータ関数の極のなどについても様々な結果が得られた。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied Lefschetz fixed point formulas for maps with 
higher-dimensional fixed point sets and obtained a formula which expresses their fixed 
point indices explicitly. We also obtained formulas describing the dimensions and the 
degrees of A-discriminant varieties introduced by Gelfand etc. in terms of the geometric 
data of the configuration A. Moreover, as byproducts of this research, various results on the 
monodromies at infinity of polynomial maps, the analytic continuations of 
A-hypergeometric functions and the poles of local zeta functions etc. are also obtained. 
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１． 研究開始当初の背景 
 
研究代表者はこれまで、D-加群や層の超局所
解析などの代数解析の手法を用いて、偏微分
方程式系や複素特異点理論などを研究して
きた。特に表現論やトポロジーにも応用があ

る交叉コホモロジーや特性サイクルなどの
分野に興味を持ち、D-加群（偏屈層）の理論
の複素超曲面の特異点理論への応用や、構成
可能関数にたいする位相的ラドン変換とそ
の射影双対性（代数幾何学の一分野）への応
用に関する研究を行ってきた。研究代表者は
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これらの経験を踏まえて、構成可能層の積分
変換の射影双対性への応用（実および複素の
特異点理論）、群の作用を持つ構成可能層の 
Lefschetz 型不動点公式（代数解析の基礎理
論であり、表現論、トポロジーへの応用）、
ホロノミック D-加群の超関数解の次元公式
（線型偏微分方程式論への応用、論文[6] な
どにおける研究の続き）の３テーマについて、
多面的に研究を開始した。新しい研究テーマ
の構成可能層の Lefschetz 型不動点公式につ
いては、Goresky-MacPherson らの結果を部
分的に拡張する結果を補助金の申請時にす
でに得ており、その方面の理論を特に発展さ
せようとしていた。また構成可能層の積分変
換の研究に関しては、松井優氏との共同研究
において超局所的な基礎理論が完成し、射影
代数多様体とその双対多様体あいだのトポ
ロジーの対称性に関する多くの結果が得ら
れていた。これらを A-判別式多様体などのよ
り具体的な問題に適用し、より詳しい結果を
得ることが、ひとつの問題意識として芽生え
ていた。 
 
２． 研究の目的 
 
まず新しい研究テーマである構成可能層の 
Lefschetz 型不動点公式について説明する。
位相幾何における古典的な Lefschetz の不動
点公式は、多様体の自己同相写像の誘導する
ホモロジー群への作用を、写像による不動点
の情報で記述するもので、不動点の存在の証
明や不動点の数を計算するのに大きな威力
を発揮する。しかしながら、これまでのほと
んどの結果は写像の不動点が孤立している
場合に適用範囲が限られていた。そこで写像
の不動点集合の次元が高い場合に、不動点集
合からのコホモロジー群上の作用への寄与
の数学的な構造を解明するのを主たる目的
とした。次に構成可能層の積分変換とその射
影双対性への応用の研究の目的について説
明する。研究代表者は松井優氏との共同研究
において、代数幾何における射影代数多様体
とその双対多様体のあいだの様々な位相的
な普遍量の対称性に関する結果が、代数解析
における位相的ラドン変換の理論の超局所
解析的な考察から従うことを発見した。 
例えば双対多様体の次元や次数を、元の多様
体の位相的な情報で記述することができる。
しかしながら、ミルナー数などの基本的な普
遍量を表現する研究はこれまでなかったと
いってよい。これについても、これまでの研
究で解明された超局所的な情報を使って精
密に記述できるような理論を構築したいと
考えていた。さらにホロノミック D-加群の超
関数解の次元をその特性サイクルを用いて
表現する公式を研究することを目指してい
た。 

 
３． 研究の方法 
 
まず Lefschetz の不動点公式の一般化として
成立すべき定理を推測するために、具体例の
計算を出来るだけ行った。これらの試験的な
計算は、旗多様体などの表現論的に重要な多
様体の上の群作用を持つ構成可能層（偏屈
層）の場合などについて、色々な分野の研究
者の支援を受けつつ行った。その後、得られ
た Lefschetz の不動点公式の一般化として推
測された定理の理論的な証明に挑戦した。柏
原-Schapira や Goresky-MacPherson らによ
る代数解析的手法に加え、代数幾何における
重複度を加味した交点理論、代数的トポロジ
ーなどを用いて、その解決に取り組んだ。 
そしてその解決には、今まで Lefschetz 型不
動点公式の研究には余り活用されてこなか
った、超局所的な視点による研究が大いに役
立った。特に Guillermou の研究を発展させ
ることにより、一般の構成可能層にたいする
Lefschetz 型不動点公式が証明できた。すな
わ ち 不 動 点 多 様 体 の 余 接 束 の 中 に
Lagrangian cycle を構成し、それと余接束の
零切断の交点数が不動点指数と一致するこ
とを証明した。この結果は、構成可能層の
Euler 標数についての柏原の超局所指数定理
を群作用付きの構成可能層に一般化するこ
とで証明できた。また他の研究テーマである
構成可能層の積分変換については、これまで
の研究で確立された一般理論を適用するこ
とにより、Gelfand らが導入した A-判別式多
様体の次元と次数を配置 A を用いて表す公
式を発見した。その過程において、正規とは
限らない一般の特異性を持つトーリック多
様体のオイラー障害や、その上の関数のミル
ナーモノドロミーの公式が副産物として得
られた。またそこで開発された手法を応用し
て、Broughton, Libgober, Sperber, Siersma, 
Tibar らが研究していた多項式写像の無限遠
点回りのモノドロミーの公式を、写像の値域
が高次元の場合に拡張した。その際に新たに
考え出したのは、トーリック多様体の理論を
用いた複素ベクトル空間のコンパクト化を
さらにブローアップして有理型関数の不確
定点を解消する方法である。この空間のコン
パクト化の構成法は構成可能層や消滅サイ
クルなどの代数解析の手法と大変相性が良
く、非常に一般的な結果が得られる。特に斉
藤盛彦による混合ホッジ加群の理論を合わ
せ用いることにより、多項式写像の無限遠点
の回りのモノドロミーの一般理論が完成し
つつある。さらに同様の空間のコンパクト化
の手法を A-超幾何微分方程式系の解（A-超幾
何関数）の構成可能層に適用することで、A-
超幾何関数の無限遠点回りの解析接続の公
式も得ることができた。 



 

 

 
４． 研究成果 
 
(1) 研究の主な成果 
 
群作用を持つ構成可能層の Lefschetz型不動
点公式について研究を行い、不動点集合が高
次元の多様体の場合に不動点指数を具体的
に表示する公式を得た。すなわち不動点多様
体の余接束の中に Lagrangian cycle を構成
し、それと余接束の零切断の交点数が不動点
指数と一致することを証明した。さらに、こ
の我々の構成した Lagrangian cycle が層の
導来圏における順像や逆像をとる操作に関
して良い函手性を持つことを証明し、柏原
-Schapira が特性サイクルについて得たほと
んどすべての結果を群作用付きの状況に拡
張した。つぎに構成可能層の積分変換の研究
の 進 展 に つ い て 述 べ る 。 我 々 は
Gelfand-Kapranov-Zelevinsky が判別式の概
念の多変数多項式への自然な拡張として定
義し研究した A-判別式多様体が双対多様体
の一種であることに着目し、その次元や次数
を具体的に求めることに成功した。その際の
議論をさらに進めることにより、多くの分野
において応用を得ることができた。まず
Varchenko, Kirillov, Oka らが得た複素アフ
ィン空間の上のミルナーファイバーのモノ
ドロミーの公式を、任意の複素トーリック多
様体の上のミルナーファイバーに拡張した。
またその成果を応用して、 Broughton, 
Libgober, Sperber, Siersma, Tibar らが研
究していた多項式写像の無限遠点回りのモ
ノドロミーの公式を、写像の値域が高次元の
場合に拡張した。同じ手法を A-超幾何微分方
程式系の解（A-超幾何関数）の構成可能層に
適用することで A-超幾何関数の無限遠点回
りの解析接続についての解析的な公式も得
ることができた。さらに以上の研究で培った
技術を超関数の理論と組み合わせることで、
多項式の局所ゼータ関数の極の係数や振動
積分の漸近展開係数などを、いくらでも精密
に計算可能な理論を構成し、多くの場合に明
示的に表示する公式を与えた。 
 
(2) 得られた成果の国内外における位置づ
けとインパクト 
 
群作用を持つ構成可能層の Lefschetz型不動
点公式については、これまでの研究のほとん
どは不動点集合が孤立している場合のもの
だった。不動点集合の次元が高い場合の同様
の問題は Goresky-MacPherson によっても研
究されているが、我々の結果は彼らの結果の
拡張になっている。特に従来の手法では困難
だと思われる、不動点多様体にそって写像が
膨張する場合にも不動点指数を具体的に書

くことに成功している。またその証明で用い
られる新しい Lagrangian cycle の理論は、
柏原-Schapira による特性サイクルの理論を
拡張するものである。A-判別式多様体の次元
や次数の公式については、我々の結果は
Strumfels らによる組み合わせ論的な公式と
は異なり、配置 Aの幾何的情報を用いて結果
を記述することが可能だというメリットが
ある。また多項式写像の無限遠点のまわりの
モノドロミーについては、これまでの研究で
は多項式写像の値域が複素平面の場合に無
限遠点のまわりでのモノドロミー線型写像
の固有値のみが主に研究されてきたが、我々
の研究により値域が高次元の場合も扱える
ようになり、線型写像の Jordan 細胞の大き
さや個数などについても従来のモノドロミ
ー定理よりもずっと強い上限の評価が得ら
れるようになった。また A-超幾何関数の大域
的なモノドロミーについては、これまでの研
究ではほとんど何もわかっていなかった。
我々の得た A-超幾何関数の無限遠点のまわ
りのモノドロミーの公式は、その解明の手が
かりになるとものと期待している。超関数論
や整数論で重要な局所ゼータ関数の極につ
いては、これまでの研究では極の位置の候補
や深さについての漠然とした評価があるの
みであった。我々の手法は、これらの極の係
数をいくらでも詳しく記述することを初め
て可能にするものであり、今後の発展が期待
される。  
 
(3) 今後の展望 
 
構成可能層の Lefschetz型不動点公式につい
ては、写像についての幾何学的な仮定がまだ
ついており、これを外した場合に結果を一般
化することが課題である。また A-超幾何関数
の大域的なモノドロミーの研究はまだ始ま
ったばかりであり、今後不確定特異点を持つ
場合なども含む形で研究を発展させていき
たい。最後に、局所ゼータ関数は整数論、超
関数論、概均質ベクトル空間の理論などで重
要な対象であり、我々が実数体上で成功した
方法をｐ進体上の局所ゼータ関数（井草ゼー
タ関数）に拡張することは重要であると思わ
れる。 
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