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第一草 序論   

共役残差法（Conjugate ResidualMetheds）は共役勾配法の～  

般化として開発された。n次元連立1次方程式の数値解法として、  

有限回の計欝回数で厳密解を得られるという直接解法の性質と、行  

列とベクトルの穂和計算のみを必要とするという反復法の性質とを   

兼ね備えた大変エレガントな解法である。非対称連立1次方程式を   

解くとき、この解法が反蝮法としての収束するための十分条件が与   

えられたことはよく知られている。すなわち、この解法は非対称行   

列の対称部分が正定値の場合に収束が保証きれている。近年、この  

解法は適当な前処理と結合されて非対称行列方程式を解く代表的な   

算法の一つになっている。  

本論文では、①：この解法を重み付きの最小二乗間藤に拡張した   

一般化アルゴリズムを提案し、この一般化共役残差法の収束特性に   

関する理論的な解析と、業際問題に応用した場合に数値的な分析を   

行う。②：この解法の応用範囲をフルランクでない非対称連立1次   

方程式に拡張し、この場合の共役残差法の収束するための必要十分   

条件を与え、数値的な考察を行う。  

第一部：最小二乗法はデータ解析の最も基本的な手法であり、科   

学研究やエンジニアリングにおける多くの実験を行うあらゆる分野   

で広く利用される。従来の最小二乗問題を求める方法の申で、QR   

法などの正規方程式を用いない解法のほとんどは、直接法である。   

しかし、データ平滑化などの大規模な問題において、大型の疎行列   

が現れるので、計算量や記憶容量の面で、直接法は必ずしも有利で   

はない。このような問爵に対する一つの有効な反復解法を提案する  

ことが本研究の一つの目的である。この解法は各反復において、行  

列とベタいレの掛け算のみを必要とするだけで直接法のように行列  
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のすべての要素を配列として記憶する必要が全くないという利点を   

持っている。   

共役残差法は、各反復において決定された探索方向に関して、残  

差ベクトルのノルムを最小にするようなアルゴリズムであるので、  

線形最小二乗問超にも使えるはずである。本研究では、探索方向を  

決める写像行列の概念を導入し、この共役残差法を線形最小二乗法  

に拡張した一般化共役残差法のアルゴリズムを提案し、写像行列が  

満たすべき条件について考察する。   

一般化共役残差法の実用性を保証するために、この解法の収束特  

性について、必要十分条件を与え、数学的に証明し、残差の減少率  

の上限を与える。その条件と誤差評価に関する研究から、写像行列   

の選び方と収束率の関係を検討し、いくつかの写像行列の使い方を   

理論的に導入し、この解法の実際の数値計算を可能する分析を行う。  

写像行列についての条件は緩いので、選び方には多くの自由度があ   

り、多様なアルゴリズムが可能にすることが期待できる。  

本研究で扱う応用問題は、データ解析におけるあてはめの問題で  

あり、大型でスパースな行列を扱う最小二乗間藤に帰着する。問題  

の数値解法として、一般化共役残差法を用いる。離散スプラインに   

よるパラメータ付きの平滑化の計算において、残差の減少の振舞い、  

写像行列の選び方、このアルゴリズムの数値計算上の利点を示す。   

第二部：改めて、従来の共役残差法の収束問題を深く研究する。  

第一部の結論を非対称連立1次方程式Ax ニ bに適用し、係数行列   

がランクを落ちる場合も含め、連立1次方程式のための共役残差法  

の収束問題を解決し、収束条件を幾何的に説明する。   

この解法は特異な行列を係数とする非対称連立1次方程式に使え  

るようになる。例えば、非圧締粘性流体の柚vier－Stokes方程式や拡  

散方程式など偏微分方程式において、境界を金岡Neum8nn条件として、  
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差分法などで離散化すると、線形連立1次方程式が得られるが、こ  

のとき、係数行列のランクが一つ落ちる。このようなフルランクで  

ない方程式に共役残差法を用いる場合の、アルゴリズムの収束特性  

を研究し、収束を保証するための必要十分条件を考察し、および初  

期値の選択と収束の関係などの分析を行い、数値解析を行う。   

本論又は上記の二つ部分を目標にして、次のように構成きれる。   

まず第二章では、従来の共役残差法の基本原理について述べ、主な   

結果を紹介する。第三章では、最小二乗法に関する一般的な理論を   

簡単に述べる。第四章では、共役残差法を重み付きの最小二乗問題   

に拡張し、アルゴリズムを提案する。また、このアルゴリズムが収   

束するための必要十分条件を与え、中心となる収束定理を証明し、   

写像行列の選び方と収束率の関係などの収束特性について述べる。  

第玉章では、離散スプラインモデルによるデータのあてはめの間摩   

を一つの応用例に取り上げて、数値計算の結果を考案し、収束定理   

を確認する。そして、第六章において、非対称連立1次方程式にお   

ける共役残差法に対して、係数行列がランクを落ちる場合も含め、   

アルゴリズムの収束間麿を踏まえ、収束の必要十分条件を設け、収   

束定理を証明し、簡単な数値例を通じて、アルゴリズムの実用性を  

チェックする。  
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第二章 共役残蓋法の発展の歩み   

本章では、非対称連立1次方程式の数値解法の一つである共役残   

差法を紹介する［3コ，［4］，［5］。この解法を最小二乗問題に拡張した一   

般化アルゴリズムを提案するための準備をする。   

2．1非対称連立1次方程式のための共役残農法の基本原理  

非対称行列を係数行列にもつ連立一次方程式Ax＝bの反復数値   

解法に共役残差法がある。この解法は、対称行列の場合の共役勾配   

法の一般化として、1976年、P．ConcusとG．H．Golub［29］によっ   

て開発きれた。共役残差法のアルゴリズムは共役勾配法に似ている．   

この解法を手短にGCR法と呼ぶことにする。  

この節で、GCR法（Gener81ized Conjugate ResidualMethod）と   

GCR法の近似であるO r tllOmin（k）法のアルゴリズムを紹   

介する。   

共役残差法における反復計算では、第i段階の値Ⅹi，α－，p－を用   

いて、次式により第i＋1段階の値を求めていく。  

Ⅹ卜り ＝ Ⅹ】十 α王 pl   

ここで、α‡はスカラ、p王は探索方向ベクトルである。このαlの値  

は残差ベクトルrの関数 F（r）＝（r，r）を最小にすることにより  

清  
決定される。p卜りとしては、rい1†  βIJpjを採用する。ここで、  

各Apjを互いに直交させるように各βljを決定することにする。よ  

って、GCR法は残差ノルムを最小化するために最適であるといえ   

る○ しかし、GCR法の大域的な最適性を保つために、βijの計算  

と探索方向ベクトルpiの保存を行わなければならないので、多くの  

計算量と記憶量が必要となり、コスト高になることである。したが  

って、この方法は最適収束性を持つ反復解法であるが、少ない反復  
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回数で収束する問題を除いて、実用的には向かないのである。  

1984年、V．FeberとT．Manteuffel［30コによって、GCR法は  

非対称連立1次方程式を解く反復解法として、共役勾配法と同じよ  

うに、短い漸化式で表せる最適なものは、一般的に存在しないこと   

が証明された。   

2．1．1GCR法のアルゴリズム  

具体的にアルゴリズムを以下に示す［5コ。   

（2．1．1） x。を遭ぷ   

（2．1．2） r。＝ b －Ax。を計算する   

（2．1．＄） p。＝ r。とおく   

（2．l．4）Fori＝ O Untilconvergence Do   

（2．1．5） al＝（r7，ApI）／（Ap（，ApI）   最小条件   

－（2．1．6） Ⅹl．1＝ Ⅹl＋ α‡p－   

（2．1．7） r－．l＝ rl－ αiApl  

（2．1．8） βlJ＝－（Ar卜り，Apj）／（ApJ，Apj）j≦i共役条件  

（2・1・8） p…＝ 

． 

GCR法は（2．1．9）式で示すように、pIはn本必要であるから、  

計算量、記憶容量などの面で、大型問題には実用的ではない。これ  

らの欠点を考慮した解法がGCR法の近似であるO r t homin   

（k）法である［5コ。   

探索方向ベクトルpいlの計算で、すでに計算した探索方向ベクト  

ルを全部記憶するでなく、最近のk本の探索ベクトルだけを記憶す  

るわけである。一般に、この近似した解法をOr t‡10min（k）  

法という。  

ここでkは与えられた整数である。  
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（2．1．10）Ⅹ。を選ぷ   

（2．1．11）r。＝ b － Ax。を計算する   

（2．1．12）p。＝ r。とおく   

（2．1．13）Fori＝ O Untilconvergence Do   

（2．1．14）α1＝（rl，Api）／（Apl，Apl）   最小条件  

（2．1．15）Ⅹ卜り ＝ ⅩI＋ α－p－   

（2．1．18） r卜り ＝ rl－ αlApl  

（2．1．17）β＝ ＝－（Ar…，Apj）／（Ap）．Apj）  

卜k＋1≦j≦i共役条件   

●  

（2・1・18）p…＝r…十j＝巨k．β・JPJ  

2．2共役麿羞魔の収束における主な括果  

GCR法とOr t homin（k）は非対称連立1次方程式を解く   

反復解法としての収束特性が、S．C．Eisenst8tとH．C．Elm8n［5コ な  

どの仕事によって、研究されていた。主な結果は次の通りである。  

l）GCR法は高々n回の反復で真の解を与える。   

2）Or t homin（k）法は、Aの対称部分（A＋AT）／2が正定  

借なら収束する。Or t homin（k）法の誤差の上限について、  

生成された残差ベクトルは下記の評価式を満たす。  

IIr…ll2 ノ．  （Åm‡。（M））2  
（2．2．1）  ≦1－  ‾ ‾  

llrkll2  Å…X（M）Å。山（M）＋p（R）2  

但し、行列MはAの対称部で、行列RはAの歪対称部である。  

A…Xは行列の最大固有値、Åm＝は行列の最小固有値、βは行列の   

スペクトルである。  

しかし、この評価式は係数行列Aがアルテンクの場合にしか適用  

できない。ランクが落ちる場合は、対称部分は正定値でないからで  

ある。  
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帯8章 最小二乗附歴とその主甘数値解魔  

8．1最小二乗聞虔と一敗逆行列   

最小二乗問題は、ガウスが1795年頃考察し、これを用いて、  

行方不明になっていた小惑星ケレスの観測データから軌道を決定し  

て、再発見に尊いたのが最初である［1］．  

この方法は、データのあてはめを行うための最も重要な方法とし   

て、科学研究やエンジニアリングにおける多くの実験を行うあらゆ   

る分野で広く利用されている。多数のデータに対して比較的パラメ   

ータの少ない基底関数によるあてはめを行うとき、条件過剰の方程   

式が導かれる。本節では、予備知識として、最小二乗解を求めるた   

めの基本の理論と数値解法を簡単に述べる。［1コ，［7コ，［8］．   

8．1．1ランクと条件赦  

一般の線形演算子に対するノルムの定義に対応して、mXn行列   

に対して、ノルムを定義することができる。ベクトルのノルムより、  

IIAxll  
IIAIl＝SuP  

Ⅹ≠O IIx＝  

として定義きれたノルムを、行列Aのナチュラルノルムという。A   

の固有値をÅi、対応する固有ベクトルをⅩ1とすると、  

暮IAx‡＝＝＝ÅlXi＝＝lスil＝Ⅹill   

であるから  

lIA x靂 ＝  
I;iilII 

Ilxi‖   

となる。だから、次の式が成り立つ。  

It Axlt  
≧lÅil  壬＝＝l  Sup  

x≠O IIx11  

1スーlの最大値をβ（A）と書き、行列Aのスペクトル半径とい  
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う。  

p（A）＝叩XI久一I   

mXn（m≧n）行列Aに対しては、特異値分解  

A＝UDVT   

が定義される。ここで、UはmXm直交行列、ⅤはnXn直交行列、   

DはmXnの非負の”対角行列”である。  

Dの対角要素を行列Aの特異値と呼ぷ。実際は、特異値の二乗は   

ATAの固有値と0以外は重複産も含めて同一である。だから、特異   

値のうち0でないものの個数rは、行列Aのランクに等しい。  

r＝：nのとき、すなわちすべての特異値が正のとき，Aはフルラ   

ンクであるという。r≦nの場合は、Aは特異である、あるいはラ   

ンク落ちがあるという。  

一般の長方行列Aによって、m次元ベクトルⅩはn次元ベクトル   

y＝Axに写像きれる。m≧nかつAがフルランクの場合に、Ⅹの   

変化∂Ⅹがyに及ぼす変化∂y＝A∂Ⅹを与える。変化の相対的な  

大ききをノルムの比で測ると、Ⅹ，yがゼロベクトルでないとき  

Ⅰ…Iざyll  ∂Ⅹ＝llA∂ⅩllJIAx＝  
Ⅹ11 1‡∂Ⅹ＝ ‘r llxll  

≦ 皿8XllAult／ 再nl‡Avll  
Ilull＝1   IIvll＝1   

上の式の右辺を行列Aの条件数といい、行列Aに関係した計算の  

安定性の尺度を与える。ノルムとしてスペクトル半径を用いた場合  

の条件数花（A）は最大特異億〟lと最小特異値〟mの此である。即ち、  

尺（A）＝〟1／〟m  

8．1．2最小二乗閲歴と一般道行列   

行列Wが対称正定値であるとき、（Ⅹ，Wy）は一種の内横であり。  

（Ⅹ，y）uと記す。また、I卜IIu＝（Ⅹ，Ⅹ）－は対応するノルムになる。  
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mxn行列Åが与えられたとき、未知数の数nより方程式の数mの  

方が大きいので、一般的に優決定系  

A x＝y   

を満たすⅩは存在しない。このとき、条件を緩めて、上式の左辺と  

右辺の差が最も小きなⅩを求めることを考える。   

（3．1．1）（A甘一y，A官－y）u ＝in f（Ax－y，Ax－y）u  
X  

但し、行列Wは対称正定値行列で、重み行列とよばれる。重み付き   

の最小二乗閲歴とはこの最小二乗解を求める問題である。（3．1．1）式   

の最小値を求めるために、Ⅹの各成分に関する偏微分がゼロという   

条件から、正規方程式   

（3．l．2）ATWAx ＝ ATWb   

を解けばよいである。  

最小二乗間据は、一般逆行列の概念を用いて統一的に理解するこ   

とができる［1コ，［7］。Wは対称正定値行列とするとき、mXn行列A   

をもつ最小二乗問潜の解が、任意のyに対して、常にGで与えられ   

るようなnXm行列Gを一般逆行列という。  

Gが一般逆行列となるための必要十分条件［7コは   

（3．1．3）AGA＝A、（WAG）T＝WAG   

である。  

条件（3．l．B）は   

（3．1．4）ATWAG＝ATW   

と等値である［7コ。  

P＝AGとおくと、等式   

（3．1．5）PA＝A、（WP）T＝WP、P2＝P、ATWP＝ATW   

が成り立つ。PはWに関するAの列ベクトルの張る部分空間への射  

影演算子という。  

最小二乗解は必ずしも一意でないが、min（A官－y，W（A官－y））  
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は一意である。実は任意の最小二乗解官に対して、A官－yは一意で   

ある。   

Aがアルテンクであれば、G＝（ATWA）－1ATWであり、一意   

的である。この場合はGA＝Ⅰ。となる。   

ランクがnより小である場合には、Gyが一つの最小二乗解を与   

えるとき、一般の最小二乗解は  

Gy十（Ⅰ－GA）z   

によって与えられる［7］，［1］。  

z£Rn  

8．2最小二乗間厚の直接法  

最小二乗法の数値解法は有限回の行列操作で厳密解が得られるか   

どうかによって、直接法と反復法に分類することができる．あるい   

は正規方程式を用いるかどうかによっても、分類することができる。   

本章では、前の分類にしたがって、線形最小二乗法を解く主な数値   

解法について、簡単に紹介する［1コ，［2］。   

3．2．1正規方程式による直接法   

正規方程式（3．1．2）に対して、Ⅹの連立一次方程式の数値解法を使   

えるはずである。ここで、W＝Ⅰと置いても一般性を失わない。   

（8）Ch01eタky法  

正規方程式の係数行列ATAは対称非負値であるので、つぎのよう   

なCholesky分解ができる。  

ATA ＝ L LT   

ただし、Lは対角成分が非負の下三角行列である。  

Aがアルテンクの場合は、Lは対角成分が正であり、正則行列で   

ある。従って、正規方程式  

ATAx ＝ AT b   

は、Cholesky分解を用いて、次のように解ける。  

まず，はじめに  
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L z ＝ AT b  

を用いて、ベクトルZを求める。Lは下三角行列であるから、前進  

代人によって解ける。つぎに  

LTx ＝ Z   

をxについて、後退代人で解く。  

この解法をCholesky法という［1コ，［2コふ   

（b）固有値分解法   

正規方程式  

ATAx ＝ AT b  

を解くのに、行列 B ＝ATA の固有債分解  

B ＝ VEVT  

を用いる方法がある。ここでは、Eは固有値Al，ス2，…，Ånを対角  

要素に持つ対角行列、ⅤはnXn直交行列である。この分解ができ  

れば、直交行列の性質より、解は  

Ⅹ ＝ VE◆VTAT b  

によって与えられる。ここでE＋は対角行列Eの一般逆行列であり、  

ゼロでない固有値のみ逆数をとったものである［1］。   

8．2．2正規方程式によらない敵艦解法  

（8）特異値分解法   

特異値分解の定義はすでに3．1．1で述べられた。特異債分解を数値  

計算によって直接実行し、それによって最小二乗解を求めるのが特   

異債分解法である。  

行列Aの特異債分解  

A ＝ UDVT   

が与えられたとき、一般逆行列Gは  

G ＝ VD◆UT   

によって与えられる。ここでは、D＋はnXmの行列で、Dのゼロで  
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はない対角要素を〟1，〟2，‥・，〟。としたとき、D＋ の対角要素は   

1／〟1，1／〟2，‥・，1／〟。である。  

従って、最小二乗解Ⅹは  

Ⅹ ＝ VD＋UT b   

で与えられる。  

実際の特異値分解の数値解法は二つの段階に分けて行われる。ま   

ず、行列AをHouseholder変換を用いて二重対角行列に変換する。次  

には三重対角行列の形を保ちながら、Givens変換により対角要素を   

次第に減少させて対角行列に近づけて行く［1コ。   

（b）QR分解法   

m次元の互いに直交する列ベクトルから成る行列をQとし、Rを   

nXn上三角行列とすると、  

A ＝ QR   

と書き換えられるとき、上の式をAのQR分解という。  

Aがアルテンクの場合は、Aの一般逆行列Gは  

G ＝（ATA）－1AT   

と書ける。だから、最小二乗解Ⅹは  

Ⅹ ＝（ATA）－1ATb   

で表される。A ＝ QRを上の式に代人して、簡単に整理すると、  

R x ＝ QT b   

になる。だから、最小二乗解を求めるためにこの方程式を解けばよ   

い。  

まず、つぎの四つの方法のいずれかを用いて、QR分解すること  

ができる。  

l）古典Gr8血一馳hmidt法  

2）修正Gram－Schmidt法  

3）Hou8eholder法  
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4）Givens法  

次に、Z ニ QTbを計算する。最後に方程式 Rx ＝ Z を解く。  

Rは上三角行列であるから、後退代人によって解を求めることがで   

きる［1］，［2コ。   

8．3最小二乗間厚の反復法  

ここで、W＝Ⅰを置いてもー般性を失わない。正規方程式  

ATA x ＝ AT b   

を解くのに、共役勾配法（CG法）を用いて、最小二乗解を求める   

ことができる。最小二乗間置を解くためのC G法のアルゴリズムは   

次のようになる［10］．   

（1）任意に初期値xlを選び、残差ベクトル  

rl＝ b － Axl，  

および、方向ベクトル  

pl＝ β。AT rl  

を計算する。但し，β。＝1／（AT rl，AT rl）．   

（2）次の手順を繰り返す。  

Ⅹkり ＝ Ⅹk ＋ αk pk  

rk．1＝ rk － αkApk  

pk．l＝ pk ＋ βkAT rk．1  

ak ＝1／（Apk，Apk）  

βk ＝1／（AT rk．1，AT rk．】）  

最小二乗解を‾更とし、最小残差ベクトル了とすると、各反復ス   

テップにおいて、アルゴリズムが生成する近似解Ⅹkは、誤差関数  

E（Ⅹk）＝（（Ti’－Ⅹk），ATA（盲－Ⅹk））／2＝（下－rk，了－rk）／2   

を最小にし、残差ベクトルrkは単調に減少する。このアルゴリズム   

は正規方程式を解いているので、最小二乗解が与えられる。  
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急．4最小二乗開音の数値群法のまとめ  

ここで，最小二乗法の主な数値解法を次の表3．3．1のように示す．  

直 接 法   反 復 法   

正規方程式を  
Cholesky法   共役勾配法  

たてる  

固有値分解法   （CG法）   

数値解法  

古典Gr…－S¢hmidt  

正規方程式を   修正Gr8m－Sohmidt   

たてない  Householder法  ＊注1  

Givens法  
数値解法  

特異値分解法  

表3．3．1   

注1：＊に対応する方法を提案することが本研究の一つの目的であ   

る．  
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井田車 重み付きの最小二乗閲歴のための一般化共役浅羞法   

第二章で非対称連立一次方程式の数値解法の一つである共役残差   

法を紹介した［5］。本章では、我々はこの方法を最小二乗法に拡張し   

たアルゴリズムを提案する。また、この研究の中心となるアルゴリ   

ズムの収束定理を与える。   

4．1一般化共役残羞法の提案  

2．1で述べた共役残差法の基本原理を考えてみると、共役残差法は   

残差二乗和を最小にするアルゴリズムであることがわかる。従って、   

最小二乗問題にも使えると考えられる。  

しかし、最小二乗問題に、第二章の共役残差法のアルゴリズムは   

そのままでは適用できない。なぜならというと、最小二乗問超に現   

れる行列AはmX n（m≧n）の行列であるため、残差ベクトルrと   

探索方向ベクトルpの次元数が整合しないためである。そこで、G   

CR法の（2．1．9）式とO r t homin（k）法の（2．1．】8）式を修正し   

なければならない。本筋で、新しい残差ベクトルから新しい探索方   

向ベクトルを決めるために、パラメータとして、nXmの写像行列   

Bを用いて、重み付きの最小二乗法のための共役残差法のアルゴリ   

ズムを提案する。Bの満たすべき条件については後で考察する．我   

々はこの種の解法を一般化共役残差法と呼ぷ。   

4．1．1GCR法に対応するGCR－WLS法のアルゴリズム   

（4．1．1） Ⅹ。を選ぷ   

（4．1．2） r。＝ b －Ax。を計算する   

（4．1．幻 p。＝ B r。とおく   

（4．1．4）Fori＝ O UntiIconvergence Do  

（4．1．5） af ＝（rl，Apj）u／（ApI，Ap‡）u  最小条件  

（4．1．8） Ⅹトり ＝ Xl＋ α－p暮  
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（4．l．7）   rl．1＝ rl－ αlApl  

（4．1．8）  β一J＝－（AB rl．1，Apj）u／（Apj，ApJ）u  

j≦i共役条件  

塙β－JpJ   （4．1．9）   pい1＝ B rい】  

このアルゴリズムをGCR－WLS法と呼ぷ。   

4．1．2 0r t homin（k）法に対応するCR－WLS（k）法のア   

ルゴりズム  

GCR－WLS法のアルゴリズムは、連立1次方程式のための共   

役残差法と同じ大きさの作業領域が必要になるために、2．1．2と同様   

の理由で、重み付きの最小二乗間置に対するGCR－WLS法の漸   

化アルゴリズムを提案する。  

ここで、kは与えられた整数である。   

（4．1．10）Ⅹ。を選ぷ   

（4．1．11）r。＝ b －Ax。を計算する   

（4．1．12）p。＝ B r。とおく   

（4．l．13）Fori：O Untilconvergence Do  

最小条件  （4．1．14）a一 ＝（rl，ApJ）u／（ApJ，Apz）u   

（4．1．15）Ⅹい1＝ Ⅹ」＋ αlp‡   

（4．1．16）r卜り ＝ r‡－ αlApi   

（4．1．17）βi）＝－（AB rI．l，Apj）u／（Apj，Ap］）u  

卜k＋1≦j≦i共役条件  

（4・1・18）p…＝Br…‡＝よ十1β＝pj   

このアルゴリズムをCR－WLS（k）法と呼ぷ。   

4．2一般化共役残羞法の性質  

4．2．1GCR－WLS法の性質   

GCR－WLS法は高々n回の反復で真の最小二乗解を与える  
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とを証明するために、まず、GCR－WLS法の性質を与えよう○  

定理4．1GCR－WLS法のアルゴリズムに現れるベクトル（Ⅹ1），  

（r－），（pl）について、次の関係が成り立つ。  

（4．2．1）（Apl，APJ）u＝ O i≠j；  

（4．2．2）（rl，Ap」）u ＝ O  i＞j；  

（4．2．S）（rl，Apl）u ＝（rl，AB rt）u；  

（4．2．4）（rl，AB rj）u ＝ O i＞j；  

（4．2．5）（rJ，ApI）u ＝（r。，Ap［）】i≧j；  

（4．2．6）＜p。，・・・，p］＞＝＜p。，‥・，（BA）Z p。＞＝＜B r。，‥・，B rl＞；   

（4．2．7）   min  tlb －Ax‖ ＝l＝〕－ Axい＝l  
X E X。十くpい＝● ，pl＞   

証明：  

〟l＝（APl，ÅP盲）uとする。  

（4．2．1）式をiに対して、帰納法で示す。   

8）i＝1のとき、  

Pl＝Br。－（ABr。，AP。）u／〟。P。  

だから、  

（APl，ÅP。）u＝（ÅBrいAP。）u －（ABr。，Åp。）u／〟。・（AP。，AP。）u  

＝ O   

b）i≦kのとき、成り立つとする。   

（4．1．9）式より、  

（ÅPい1，ÅPi）u ＝（ABrkり，ÅPi）リ ー（ÅBrkり，Åアi）u  

． 

（ABr…，Åp鳳）u（AP几，ÅPI）u／〟Ⅷ  

以上和ら、（4．2．1）式が成り立つ。  

（4．2．2）式をiに対して、帰納法で示す。  

8）i＝1のと蓉、  
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（rl，ÅP。）】＝（r。－α。APいÅP。）u  

＝（rいAP。）リ ー（ーいAP。）u（ÅP。，AP。）u／〟。  

＝ O   

b）i≦kのとき、成り立つとする。   

（4．1．7）より、  

（rk．l，APi）u ＝（rk－αkPk，APi）u  

＝（rk，ÅPl）リ ー（rk，ÅPk）u（APk，ApI）u／〟k   

i＝kのとき、右辺＝（n＝ÅPl）u －（rk，ÅPk）u（APk，APk）u／〟k ＝0；   

i＜k のとき、帰納法の仮定より、（rk，ÅPl）u ＝0   

（4．2．1）式より、（Åpk，ÅPt）u ＝0  

以上から、（d．2．2）式が成り立つ。   

（4．2．3）式に対して、  

βlj（rl，APJ）u  （rI，APJ）u ＝（㌻暮，ÅBrJ）u 十：   

（4．2．2）式より、（4．2．3）式が成り立つ。  

（4．2．4）式に対して、（4．1．9）式から、   

Br－＝P－－j畠β・」PJ  

j転  
β＝（rl，APj）u  （ri，ÅBrj）u ＝（r‡，APj）u －．  

＝0 （i＞j）   

（4．2．5）式をiに対して、帰納法で示す。   

8）i＝1のとき、自明である。   

b）i＜kのとき、成り立つとする。  

（r卜＝，ÅPj）リ＝（r‡，APj）リー（r】，Apj）u（AP王，Apj）u／〟l   

帰納法の仮定より  

（ー卜り，ÅPJ）リ＝（rl，APJ）u＝（r。，ÅPj）u．  
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（4．2．6）のくPい・‥，Pい1＞＝＜Br。，‥・，Br…＞式をiに対して、帰   

納法で示す。  

8）i＝1のとき、自明である。  

b）i＜kのとき、成り立つとする。  

（P■）kl事。£＜Br。，・‥，Brkり＞．  

p…＝Br… 鳩β・JPJ  

より、＜P。．・‥，Pk．1＞£＜Br。，‥・．Brk．1＞；   

（4．2．1）式より、P。，‥・，Pkりは一次独立だから、  

di皿＜P。，‥・，Pk．1＞＝ k十2．   

一方、  

di皿＜Br。，‥・，Brkり＞≦k＋2．  

くPい‥・，Pkり＞＝ くBrい‥・，Brkり＞．   

前と同様に、  

P…＝Br… 
塙β・jP」  

塙β・jPj  
＝ Brk － αkBAPk   

より、＜P。，‥・，Pk．1＞£＜p。，‥・，（BÅ）＝P。＞．   

P。，‥・，Pkりの一次独立性より、  

くpい・‥，Pk．1＞＝＜P。．・‥，（BÅ）k＋1P。＞．   

（4．2．6）が成り立つ。   

（4．2．7）式に対して，  

y∈X。＋くP。，・‥，pi＞とすると、  

y＝X。十 ∑鋸Pl   

と書ける。  

Ⅰ‡b－Ayll2 ＝IIr。－ こ8IAP‡＝2  

＝（r。，r。）リ ー2三：鋸（rいÅp】）u ＋∑8i2（ÅPi，Apl）u  
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旧いÅyIl2は8l＝（rいÅpl）】／（ÅPl，Apl）uのとき最小になる。   

（4．2．5）式より、  

8t ＝（ーいApl）u／（ÅPt，Åpl）u ＝（rl，Apl）u／（ÅPl，AP－）u＝ αト  

つまり、Xい1＝X。＋∑αjPJは ＝b－AXl】の最小値を与える。■  

4．2．2 CR－WL S（k）法の性質   

CR－WLS（k）法に対して、次の性質が成り立つ。  

定理4．2CR－WLS（k）法のアルゴリズムに現れる各ベクトル  

（Ⅹl），（rl），（pl）について、次の関係が成り立つ。  

（4．2．8）（Apl，ApJ）u＝O i＝j－k，…，卜1；i≧k；  

（4．2．9）（r］，Apj）u ＝O i＝j－k－l，…，i－1；i≧k；  

（4．2．10）（rl，Apl）u ＝（r一，AB rl）u；  

（4．2．11）（rz，AB rJ）u ＝O i＝j－k－1，‥・，卜l；i≧k；  

（4．2．12）（rJ，Apl）u ＝（r卜k，AP■）u i＝j－k．・・・，卜1；i＞k；  

（4．2．13）   皿in  JJb－Ax H ＝JJb－Axい1H  
X£Xl＿k十＜P卜k，・‥，P‡＞  

証明：定理4．1の証明と同様であるので，略する．   

4．＄一般化共役残羞法の較差評価   

以下、P ＝AGとし、P ＝rank（A）仮定する（但し、GはAの  

重みWに関する一般逆行列である）。（8．1．5）式により、行列  

P．＝ Wl′2PW－】ノ2  

は対称準正定値で、P．2＝P．を満たす．従って，P．の固有億には、  

1と0しか含まれないことから、次のような分解ができる。  

1 

O 

。 

トβ」  

●11uT   P．＝U  

Uの1列～β列まで取り出したmXβ行列をⅤとおく。  
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P．＝ⅤVTと書ける。  

Ⅴ丁Ⅴ ＝Ⅰβ   

定理4．8写像行列Bについて、  

AB P ＝ AB、かつ、  

M ＝ VT（Wl／2ABW－1′2＋W－1／2BTA7W）／2）Ⅴ   

が正定値である、あるいは負定値であると仮定すれば、  

rl≠0とすると、p；≠0。   

証明：仮定より、VT（W】′2ABW－】′2十W－l／2BTATWl／2）Ⅴが正   

則である。このとき、任意のrlに対して、VTWlノ2rl＝yt≠0と   

書けるので、（4．2．10）式より、  

（rl，WAPl）＝（rl，WAB rl）  

＝（Wl／全rl，P．Wlノ2ABW－1′2P◆Wlノ2rl）  

＝（y‡，VTWl′2ABW－1ノ之Vyl）  

＝（yI，MyI）  

≠ 0．  

だから、PIはゼロにならない。   

4．き．1GCR－WLS法の収束  

GCR－WLS法に対して、次の収束定理を得る。  

定理4．4定理4．3と同じ条件で、GCR－WLS法は高々n回の反復   

で真の最小二乗解を与える。   

証明： rl＝0 を満たすi（i≦n－1）が存在したら、b ＝ Ax－ が   

成り立つ。つまり、ⅩlはAの解であり、かつ、最小二乗解である。  

rl≠0（i≦n－1）なら、定理4．3より、pf≠0（i≦n－1）．  

また、（4．2．8）より、p－が一次独立だから、  

くp。，‥・ ，pn＿1＞＝ Rn．  

（4．2．7）より、Ⅹ。は最小二乗解である。   

4．4．2 CR－WL S（k）法の収束  
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CR－WLS（k）法の収束定理を与えるために、次の定理を与   

える。  

定理4．5 CR－WLS（k）法のアルゴリズムに現れる各ベクトル  

（rl），（Pl）について、次の式が成り立つ。  

（4．3．1）（Ap），Apl）≦（AB rl，AB rL）   

証明：（4．1．18）式より、  

pl＝8rl十こβ＝pJ  

（4．1．8）式と（4．2．8）式を使って、   

（ApJ，Apl）＝（AB r‡，AB rE）＋2Eβ＝（AB r），Apj）  

十∑βlJ2（AB rいAB rJ）  

＝（AB rl，AB rl）－E（AB r），ApJ）2／（ApJ，ApJ）  

≦（AB rl，AB rl）  

いま、誤差の上限を示す。   

定理4．8行列Bが収束条件   

（4．3．2） ABP ＝ AB   

（4．3．8） VT（Wl′2ABW－l′之＋W－1′2BTATWl／2）Ⅴ  

が正定値である、あるいは負定値である  

を満たすとする。其の最小二乗解を冨、真の最小残差ベクトルをT  

とするとき、CR－WLS（k）法は任意のkに対して、  

Ⅰけkり一円l2 ＿．  スm‡。（机）2  
（4．3．4）  ≦1－  i▲   

11rk一子ⅠⅠ2  ス…X（M）Åm＝（附十β（R2）   

但t，、C ＝VTWl′之ABW－1／2V、M＝（C＋CT）／2（Cの対称  

部）、R＝（CT－C）／2（Cの歪対称部）、C ＝M－R。Å…は行列  

の最大固有値、ス和一nは行列の最小固有値、βは行列のスペクトルで  

ある。   

証明：rkP了＝A官－Axk ＝AGb －Axk  

＝Pb －PAxk ＝P（b －Axk）  
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＝ P rk   

IlrkりヰIl2  11PrkりIl2  

llPrkll2  】lrk一子Il2  

（rk，WAPk）2  
l－  
（APk，WApk）（rk，肝rk）  

（rk，机Brk）2  
≦l－  

（ÅBrk，WÅBrk）（rk，肝rk）   

（rk，WABrk〉  （rk，WÅBrk）  
＝1－  

（ÅBrk，WABrk）（rk，WPrk）  

（rk，WABrk） 山、（rk，WABrk）  
式と  式をそれぞれ評価すればよい。  

（ABrk，WABrk） 
′、‾  

（rk，肝rk）  

8）s＝ VT耶／空r とする。  

（㍗，訂ABr）  

（ÅBr，ⅣABr）  

（即ノ2r．P．即ノ2ÅB町1ノ2P．即ノ2r）  

（即′2AB附レ2P．即′2r，p＋椚ノ2ABW－レ2P．即′2r）  

（s，VT即′2ÅB附1ノ2Vs）  

（†T即′2AB軒レ2Vs，VT耶ノ2ÅB町1ノ2Vs）   

（s，Cs）  

（Cs，Cs）  

ここで、Cs＝ y とすれば、  

（r，甘ABr）／（ABr，WABr）＝（C－1y，y）／（y，y）  

＝（y，（C－1＋C一丁）y／2）／（y，y）  

≧ Å．ln（（C－1＋C一丁）／2）  

＝ Åれ－。（N－リ  

ー般的には行列Ⅹ、Yに対して、Ⅹ－1＋Y－1＝（Ⅹ（Ⅹ＋Y）－1Y）－1   

が成り立つ。   

Ⅹ＝2CT、Y＝2Cを上式に代入して、  

（㌃1＋C一丁）／2＝（（2C）†（2C＋2CT）－12C）－l  

＝（川－R）Ⅷ一1（H－R））－1  
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＝（M＋RTH－1R）－1  

任意のX≠0に対して、   

（X，（粧RT析1R）X）＝（Ⅹ，MX）＋（Rx誹－1RX）  

＞ 0   

だから、M＋RTM－1Rが対称正定値で、そして（C－1十C一丁）／2も対   

称正定値である。  

Åm■n（（C－1十C一丁）／2）＝ Å…X（附甘Ⅷ－1R）－1  

（X，MX）（X，R一軒IRX）  
入射…（附RTM－1R）＝m8X【   

（X，X）  
（RX，桝－1RX）（RX，RX）  

x≠0 （X．X）   

≦ ス…X（M）＋m8X［  
X≠O  

Rx≠0  
（RX，RX）（X，X）  

≦ Å川8X（M）＋ Å…×（M－1）‖RTRll2  

≦Å…X川）＋ 入用ln（M）－1β（R）之   

b）（ー，甘ÅBr）／（丁．腔r）  

＝（即ノ之ー，P．耶′2AB軒l′2p．即′2r）／（即′2「，P．即ノ2r）  

＝（s，Cs）／（凱S）  

＝（s，鮎）／（s，S）  

≧ j㌦＝（附  

＞ 0  

8）の評価とb）の評価より、  

（スmi。（机〉2  lIrkり－＝l2  
≦1－   

ス…X（机ÅM…。（鵬十β（R2）  十   11rkてIl2  

CR－WLS（k）法が一次収束することは言える。定理4．6の写   

像行列Bに関する条件（4．3．釘と（4．＄．8）はアルゴリズムが収束する   

ための十分条件であることを証明したですが、実際問題にアルゴリ   

ズムを応用する際、収束条件が必要条件かどうかというのもとても   

重要なことで、使用者に欠かせない情報を与えることになる。ここ  
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で、条件（4．3．2）と（4．8．3）が必要条件でもあることを証明する。  

まず、二つの櫛肋定理を証明する。  

櫛助定理4．7：Ⅹが重み付きも最小二乗問題（3．1．1）の解である必要  

十分条件はⅩが正規方程式（3．1．2）の解であることである。   

この補助定理の証明は簡単であるので、ここで略する。  

補助定理4．8：条件（4．3．2）と（4．3．3）が成り立つとき、  

（r－，A pl）u ＝ 0   

とすると、  

ATWr‡＝ 0   

証明：定理4．2の性質（4．2．10）により、  

（rJ，AB r一）w ＝（rz，Api）－ ＝ 0   

条件（4．8．2）とP．の分解性質から、  

rJTWl／2VVTWl／2AI〕W．1′2VVTWl／2rl＝ 0   

条件（4．3．8）によって、VTWlノ2rJ＝ 0   

したがって、（3．1．4）式により、  

ATWr（＝ATWP r；＝ATWl／2VVTW】／2rz ＝ O Jr  

この補助定理は収束条件（4．3．2）と（4．3．3）を満たすとき、アルゴ   

リズムの中の最も重要なものα暮がゼロになる時点で、アルゴリズム   

の近似解がすでに其の最小二乗解に収束したことを意味する。つま   

り、このアルゴリズムを使用するとき、収束条件（4．3．2）と（4．3．8）   

が成り立つのはアルゴリズムが収束する前に変なところに止まらな   

いことを保証する。  

証明の構成は条件（4．3．2）あるいは（4．3．3）がそれぞれ成り立たな  

いとき、係数行列Aにおいて、特別な右辺を持う最小二乗問題に対   

して、アルゴリズムが特別な初期値からスタートすると収束しない   

という反例を挙げることを通じてできたものである。   

反例4．9：ここで、条件（4．B．3）が成り立たないと仮定すると、ある  
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ベクトル C ≠ 0£Rn が存在し、次の式を満たす。  

cTVTWl／2ABW－1ノ2Vc ＝ 0．  

行列Ⅴがアルテンクであるので、ベクトル  

e ＝ W－1′2V c  

がゼロにならない。条件（4．3．3）によって、行列ATWlノ2Vがフルラ   

ンクである。したがって、  

ATWe ＝ ATWl′2V c ≠ 0  

ここで、次の特別な右辺を持つ最小二乗問題を考える。  

min［Ie － Axll  

初期値 Ⅹ。＝ 0から、アルゴリズムを実行すると、  

r。＝ e － Ax。＝ e，P。＝ B r。＝ B e，   

eの作り方により、α。＝ 0．しかし、このとき、  

ATWr。＝ATWe ≠ 0であるので、r。はまだ最小二乗残差  

ベクトルでない。つまり、アルゴリズムの近似解は最小二乗解に収   

束しないままに、更新を止めてしまった。この場合、アルゴリズム   

は収束しない。  ■  

補助定理4．10：n Xn行列Cが歪対称行列である必要十分条件はす   

べてのⅩe Rnに対して、Ⅹ7C x ＝ 0である。  

この繍助定理の証明は簡単であるので、ここで略する。   

補助定理4．11：条件（4．3．2）が成り立つために、WAB（Ⅰ－P）が歪   

行列であることが必要かつ十分な条件である。   

証明：必要性：条件（4．3．2）が成り立つと、行列WAB（Ⅰ－P）がゼ   

ロ行列になって、もちろん歪行列である。  

十分性：E＝WAB（Ⅰ－P）とすると、射影行列Pの性質により、  

EP ＝WAB（P－P仝）＝AB（P－P）＝ 0；  

ETP ＝（B（Ⅰ－P））TATWP ＝（B（Ⅰ－P））TATW＝ ET．   

したがって、Eの歪対称性により、E ＝ 0になって、Wの正則性か  
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ら、条件（4．3．2）が成り立つことになる。  ■  

反例4．12：条件（4．3．2）が成り立たないと仮定すると、補助定理4．11   

によって、行列WAB（Ⅰ－P）が歪対称行列にならないことが分かっ   

て、補肋定理4．10によって、ⅩTWAB（Ⅰ－P）Ⅹ ≠ 0ようなⅩが   

存在する。このとき、A†Wxがゼロでないのは当然のことである。   

xに対して、次のような分解ができるので、  

Ⅹ ＝Vy 十 Z， y仁Rn，Z6K e r（VT）   

簡単な計算によって、  

（Q y）TWAB z ＝ ⅩTWAB（Ⅰ－P）x ≠ 0．   

パラメーター8 ＝－（Vy）TWABVy／（Vy）TWAB zとると、  

㌔＝Vy＋6zに対t／て、零WABx8＝0・かつATW㌔≠0  
になる。  

ここで、次の特別な右辺を持つ最小二乗問題を考える。  

拍‖‾Axll   

初期値 x。＝ 0から、アルゴリズムを実行すると、   

ro＝e－Axo＝X8・ rO＝Bro＝ Bx8・  

eの作り方により、α。＝ 0．しかし、このとき、   

ATWr。＝ATW㌔≠0であるので、r。はまだ最小二乗残差ベ  

クトルでない。つまり、アルゴリズムの近似解は最小二乗解に収束   

しないままに、更新を止めてしまった。この場合は、反例1と同様   

にアルゴリズムが収束する保証は全くないということが言える。■  

定理4．6、反例4．9と反例4．12をまとめると、本論文の中心となる   

定理になる。   

定理4．11：CR－WLS（k）法のアルゴリズムが任意の右辺と任   

意の初期値に対して、常に最小二乗解に収束するための必要十分条  
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件は  

AB P ＝ AB  

VT（Wl／2ABW－1／之＋W－1／2BTA7Wl′2）V  

が正定値、あるいは負定値である。  

4．4写像行列の選択についての考案   

本筋では、共役残差法に関して、4．3で述べた収束定理4．2と定理   

4．11を用いて、収束性を考察する。   

4．4．1GCR－WLS法   

GCR－WLS法は定理4．2で示したように、高々n回の反復で収  

束するので、直接法とも見なすことができる。しかし、大規模のデ  

ータのあてはめ問題に対して、計算を行うために、探索方向ベクト   

ルのデータを全部保存しなければならないので、大変な作業領域が  

必要となる。さらに、計算量も大きいので、GCR－WLS法は実   

用的な方法ではない。   

4．4．2 CR－WLS法   

GCR－WLS法の欠点を考慮したCR－WLS（k）法が定理   

4．11で示したような一次収束反復法であるが、探索方法を決める写   

像行列Bは、パラメータとして、まだ具体的に与えられていないの  

で、写像行列Bをうまく選べば、収束がはやくなると期待できると   

考えられる。写像行列Bを上手に選択し，その収束特性を向上させ   

るのが重要である．   

定理4．12：AB（Ⅰ－P）＝ 0ためには、AB ＝ DAATのようなI）   

が存在することが必要かつ十分な条件である。   

証明：AAT＝（al，‥・，am）とし、（AB）T＝（bl，・‥，bm）とする。   

（Ⅰ－P）AAT＝0、r a nk（Ⅰ－P）＝m－r an k（AA7）か   

ら、Ⅹe rl（Ⅰ－P）＝Im〔AÅT）＝SPAN（al，・‥，am）。従って、   

（Ⅰ－P）（AB）T＝0から、各bIをa‡の線形結合で表せる。つまり、  
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係数dljが存在して、   

m  

bl＝こdjlaj，i＝1，‥・ ，丑  
j＝0   

が成り立つ。書き換えれば、AB＝DAAT。ただt，、DはdIjを成   

分にする行列である。  ■  

以下に、前処理として、Bの取り方において、検討する。   

a）C ＝VTWI／全ABW－l／2Vとする。Cが対称となるようなBを  

選ぶと、  

R＝CT－C＝0になる。従って、誤差評価式（6．3．4）の右辺は、  

小さくなって、収束が速くなる。  

Ilr…一丁It2一．  Åml。（M）  
≦1－  

lt rk一丁Il2‾ ▲   Å…X（M）  

≦1－ R（M）－1  

＝1－ R（C）－1   

b）Bを、Cが単位行列に近いか、Cの固有値の分布が密集するよう  

に選ぶと、収束が速くなる。  

つまり、行列Cの条件数が小きくなるからである。  

C）Bの具体的な取り方  

① B＝Gとする。簡単な計算により、Bは収束条件を滴たすこ  

とが分かる。  

C ＝ VTWlノ2ABW－1ノ2V ＝ VTW】ノ2A GW－1／2V  

＝ VTP．Ⅴ ＝ Ⅴ丁ⅤVTV ＝Ⅰ  
β  

K（C）＝1だから、  

11r k．l一丁1l2  
＝ 0   

lt rk一丁Il2  

従って、一回の反復で真の最小二乗解が得られることが分かる。  

しかし，Gを求めることは最小二乗法と同等であり、この方法そ   

のものは実用的でない。上の検討より，行列BはGにできるだけ  
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近い行列が望ましいことがわかる。   

② B＝ATWとする。   

ATWは一般逆行列Gの近似行列として取られる。簡単に計算す  

ると、Bは収束条件を満たすことが分かる。  

C ＝V7Wl′2AATWlノ変Ⅴ  

（Wlノ2Aの1番目の特異値）2  ス…X（ATWA）  
K（C）＝   

スMl。（A†WA）  （Wlノ2Aのβ番目の特異値）2  

だから、誤差評価式（4．3．4）は次のようになる。  

Wl′2Aのβ番目の侍異値の2乗  tlr kり一丁112  
＝1－  
Wl′2Aの1番目の特異値の2乗   

スml。（ATWA）  

tt rk一丁l‡2   

1－  
ス…X（ATWA）  

数値例により、このときのCR－WLS（k）はCG法とほぼ  

同様な収束特性を持っている。  

⑨ B＝DATWとする。  

Dは前処理行列として取られる。Dはアルテンク対称であれば、  

Bは収束条件を満たす。具体的にDをAATの不完全コレスキー分  

解の逆行列とか、あるいはdia g（AAT）－1とか取れば、かなり  

少ない探索回数で真の解に到達することができることが期待され  

る。こうすれば、きわめて効率的な解法となるだろう。  

⑧ 共役残差法においては、行列Bを陽に表す必要がないという  

特徴がある。つまり、行列Bの成分を具体的に記憶する必要はな  

く、もとの行列Aの成分から、B rを近似的に計算すればよい。  

従って、行列Bの取り方にはかなり〃 自由度”があり、共役残差  

法の収束特性を向上させることが期待できる。   

4．4．3  

本研究の数値実験では、B ＝ dia g（AAT）一IATとする場合の   

O r t homin（1）法を使う。  
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大規模データの平滑化問題から導かれた線形最小二乗法の係数行   

列のほとんどが、大部分の成分が零の疎行列である。ここで、係数  

行列の非零成分だけを記憶して計算を行うことにより、主記憶の無   

駄が少なくなる。  

本研究のプログラムでは、行列の非零成分のデータを次のような  

構造で配列にストアする［8コ。   

①第Ⅰ行にある非零成分の個数をNZA（＝とする。  

⑧第l行において、左から右へ向かって敢えて第J番目の非零成分の   

存在する列番号をIC（J，Ⅰ）とする。   

⑧IC（一．Ⅰ）に対応する非零成分をA（J，Ⅰ）とする。  
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第玉章 データの平滑化への応用   

本章では、データの平滑化を行う際に最終的に帰着される最小二  

乗問題において、一般化共役残差法のアルゴリズムの残差の減少の  

振舞い、探索方向を決める写像行列Bの選び方と収束の速さの関係  

などを考察する。   

6．1データの平滑化   

観測、測定、調査などによって得られたデータから対象に関する  

情報を出すという実験データ解析は、あらゆる実験科学やエンジニ  

アリングにおいて、基本的な方法である。しかし、得られたデータ  

には、種々の要因による誤差が含まれていると考えられる。つまり、  

（5．1．1） 「データ」＝「構造」＋「誤差」   

と考えられる［12コ。そのデータから誤差を取り除いて、もとの構造   

を取り出すことがデータ解析の目的である。「データ」から「構造」  

と「誤差」を分離して、「構造」だけを求めなければならない。   

この分離を行うためには、「構造」と「誤差」に関して、あらか  

じめ何らかの予想や事前情報を持たなければならない。すなわち、  

統計的推測理論の立場にたって、パラメタリックな関数をデータに  

あてはめようとしてきた。「誤差」は特定の分布に従っているとい  

う仮定に基づいて、「構造」をパラメータつきの関数モデルで表現   

しておいて、データからそのパラメータの値を推定するという手続   

きが考えられた。しかし、一般に「構造」あるいは誤差に対して、   

わかっている既知の事実や事前情事鋸ま漠然としたものである場合が   

多いので、モデル作成も一意にできるわけない。この場合は、解析   

者の経験的事実、知識や判断などによってモデルが決定される。   

構造をある特定の形を持つ曲線で近似すると仮定する。一般には、  

近似関数として多項式やスプライン関数などが用いられている。し  

－32－   



かし、このような関数が必ずしも構造を近似するものとしてうまく  

使えると言えない。多項式は簡単だが、あ吏打高次の多項式でなく  

とも不必要な振動を起こしてしまう。スプライン関数の場合、節点   

の位置をうまく選ばないと、よい結果が得られない。これは近似関   

数自体特有の癖を避けることができないからである［12コ，［13コ。  

これに対して、近似関数fの形状をあらかじめ決める，柔らかい，   

モデルが考えられた。このモデルは近似関数が十分なめらかである   

という条件をベイズモデルとして定式化する。同時に対象の「構造」   

に関数族として離散スプラインを用いる。ここでは、離散スプライ   

ン関数による方法に対して、近似度をはかる尺度は  

（5．1．2）（データと近似関数fとの距離）  

＋α2×（近似関数fの滑らかさ・の強き）   

で表きれる［1Bコ。   

5．2ペイズモデルと情報量基準ABIC   

推定すべき実数関数f（Ⅹ）を離散点Ⅹj（1＜t＜n）上の値  

fJ＝f（Ⅹj）を用いて、  

（5．2．1） f ニ（f＝‥・，fJ．・‥ ，fれ）T  

と表現する。離散点xJは区間を等分した点である。これからⅩjを節  

点（fit－p Oin t）と呼ぶことにする。N偶のデータすlが得ら   

れているとするとき、す‡を、  

（5．2．2） す ＝（すl，‥・ ，すl，‥・，す。）T  J   

と表す。節点ⅩJ上に常にデータすIがある   

という要求は特にない。（Fig．5．1参照）．  

データの誤差をgIとする。£パま平均0，   

分散灯2の正規分布に従っている   

（5．2．3） £I～i．i．d．N（0，汀2）   

と仮定とする。  

XIXt XT XJ X≠  

Fig．5．1   
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そのときデータすlを確率変数ylの実現値とすれば、y－の分布は、  

1‾－ exp（一石声 （y；－fj）2）  （5．2．4）Pl（yllfい灯2）  
√汀百  

となっている。但し、yIはⅩJ上のデータである。そのとき、すを   

確率変数yの実現値とすれば、yの分布は、  

1 exp（一石声Ily一肌2）  
（5．2．5）P（ylf，α2）＝  

（√君而）n  

で表す。Eの要素をe＝と表せば、すlはⅩJ上にデータがあるとき  

たのみe＝ニ1で、あとの要素はすべてe－Jニ0となる行列である。  

（Fig．5．2参照）．  

データ数Nよりパラメータ数nの方が大きいのでfは一意に決ま   

らない。そこで、事前情報として、各点での2階差分の大ききは、  

（5．2．6）Ifト，－2f－十fトりl，2≦s≦n－1  

と表きれ、fのなめらかきをIldD fII2で測る。DはFig．5．3のよ   

うな（n一之）×nの帯行列となる。  

これをfの変則先験分布（improper prior distribution）として、  

dn一之抽p（－‖dD川2）  （5．2．7）万（fld）＝  

j  

（√百計膏）n－2  

1  

1－21   
l－21  
1－21  
l－21  
1 -2 1 

D一  

・－ 

00ト…・・…伸・・∴‥・i   

‖・・」   

Fig．5．2 EのI爪形  Fig．5．3 D？l次元モデル  
（n一丁）  

と表現する。dは起パラメータ（hy p e r－p a r ame t e r）と   

呼ばれている。¢はDTDの非零固有僅の積である。  

データyが与えられたときの周辺尤皮L（打2，d）は   

（5．2．8）L（o・之，d）＝Jp（亨If，q2）7r（fld）d f   

と定義きれる。  
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赤池はベイズ型情報量基準ABIC［12コ，［13コ  

ABIC ＝－2ln（L（cr2，d））  

を最小にするCr2，dをfの推定に用いる方法を提案した。ABIC  

を最小にするげ2，dを甘2，dすれば、ベイズの定理より事後分布は、  

P（ずげ，α2）方（＝d）  
（5．2．10）P（f持）＝   

JP（ずげ，α2）方（fld）df  

と表される。この式を最大にする関数fを最適近似関数として選ぶ   

ことにする。このために、甘2，dを求めなければならないのである。  

α ＝ dロ・と超パラメータの変数変換を行えば、  

（5．2．11）L（α2，d）＝  αn－2¢  

α  α   

1  

2げ2  
＝いZ f†Il2）  

α  
×exp（－  

（5・2・12）Z＝ 1蕊トb＝1岩l  

となる。ここで、It b－Z f・1l2は最小二乗残差で、f・はそのと  
α   

きの最小二乗解である。よって、fはα＝‾百，げ2＝甘2のときのf・に   

他ならない。  

尤皮方程式は非線形方程式で解析的に解くのが困難である［13コ。   

ここでは、αを数値的に求める。いろいろな値αに対して、   

（5．2．1幻 ÅBIC（α）＝（N－2）lnllb－Z f・ll2 －2（n－2）lnα  
α  

＋lnIdet（ZT Z）トナ C  
α α  

ここで、Cはαに関係にない定数である。ABICをαの関数と   

みると、αをいろいろと動かしてABICを最小とするようなαを   

見つける。従って、行列式 d e t（ZT Z）とI＝）－Z fll2の最  
α  α  α   

小二乗解がわかればよい。   

5．3離散スプラインの性質  
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この節では、離散スプライン関数fの性質について述べる。今の  

モデルは、  

（5・3・1）山喜n（…‾Ef‖ゾ＋αりIDfl】2）  

と書ける。第1項はデータyと関数rとの距離であり、第2項はfの  

なめらかさの強さである。これは次のような正規方程式を解くこと  

と同値である。   

（5．3．2）α2DTD f ＝ ETE f － ETy．   

この式の各方程式は節点上にデータがある場合とない場合との2  

種類にわけることができる。この節では簡単のためにデータのある  

節点を観測点、データのない節点を単に節点と呼ぶことにする。  

1）（ⅩJが節点） A2fJ＝（fJ－ yl）／α2，   

2）（ⅩJが観測点）A2fJ＝0．  

ただし、A2は重調和作用索で、  

（5．3．3）A2fj ＝ f卜2－4f卜1＋8fJ－ 4rい1＋ rい2  

を表す。（Ⅹl，Ⅹ2，Ⅹn＿1，Ⅹれでは成り立たない。）   

2）の場合重調和離散式を満たす多項式は8次式であるから、fい2  

からfい2までの5点は同一の3次式上の点となる。ⅩJ，ⅩJりが続  

けて節点であれば（A2fJ＝0，A2fい1＝ 0）、fj＿2～fい2の点  

が乗っている3次式とfトト～fJ．8の点が乗っている3次式は4点  

を共有しているので2つの3次式は同一の式となる。この議論を進  

めると2つの隣合う観測点をⅩ卜4，Ⅹ」とすればⅩ卜」の左側の節点  

Ⅹ卜6からⅩjの右側の節点Ⅹい1までのfの値が同一の3次式上の点  

となっていることがわかる。隣合う観測点Ⅹい4，ⅩJ間で生成きれる  

3次式と観測点Ⅹj，Ⅹj＋8間で生成きれる3次式はf卜1，fjパいり  

の3点で交わっている。しかし、2つの3次式の3点での微係数ま  

では一致していない。ただし、fjの点において2階微係数が一致し  
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ている。つまり、微分可能性までを仮定した連続型モデル（3次ス  

プライン関数）とはならない。これらのことが、この関数fを”離散  

スプライン関数”と呼ぷ理由である。観測点の両側の節点が観測点に  

近ければ近い程、離散スプラインはその観測点でなめらかな接続を   

することになる。  

離散スプラインは観測点の間に少なくとも1つの節点があれば表   

現できる。観測点の間の節点数を増やした場合は、節点数を増やす   

前の離散スプラインとは違う新しい3次式が生成される［12コ，［1幻。  

6．4 数値実験結果とその考察   

数値実験例を示す。以下の図申に、実線で示しているのが推定曲  

線で、モデル関数を用いたシミューレシビンにおいては、破線でそ   

のモデル関数を示す。数値実験は、PC－9801UXで行った。  

ここで、次のモデル関数  

h（Ⅹ）＝ Sin（Ⅹ）   

から、節点として  

Ⅹ；＝：冗（i－1）／5l．0（i＝1，2，・‥，51）   

データ点として  

yJ＝h（ⅩJ）＋ £J£J～N（0，α2）（j＝1，3，…，49，51）  

を作って、あてはめを行った。  

データ点を一点おき取ったので、行列Aの条件致は非常に悪いで   

ある。α＜lのとき、前処理として、Dをdiag（AAT）－1取った。   

下記の表では、CR－WLS（1）法の収束の振舞いとCG法の収束   

の振舞いを示す。  

αの変化値  0．0005  0．005D  0．0500  0．1000  0．2000   

CR一肌S（l）法   14回   15回   17回   17回   21回   

CG法   84回   29回   30回   27回   27回   

ー37－   



38   



i
N
T
E
R
コ
↓
i
O
N
 
S
↓
E
P
 
 
 



／  

／  

l
Z
T
m
R
R
T
i
Q
Z
 
S
↓
E
P
 
 
 



以上の結果においては、反復の収束条件としては反復解rlとQR   

分解法を用いて得られた”真”の最小二乗残差ベクトル下の距離が10   

－12より小さくなった時、収束したとみなした。しかし、実際応用の   

計算には、真の解が分からないので、ここで、行列Aと新しい反復   

解と前回の反復解の差の横の距離IIA（Ⅹトり－ⅩJ）llが10－12より小   

きくなるとき、収束すると見なすことを提案する。  

結果として、αに関して、反復解は”真，，の最小二乗解に収束して   

いることが分かる。α＜1に対して、収束特性に関するBの柔軟性   

を示した。しかし、Bの取り方について、一般的な結論を与えられ   

ないが、具体的な応用問踵や利用者の経験などによって、決定され   

ればよいである。  

この離散スプラインによるデータのあてはめのための最小二乗問   

題に対する共役残差法は、かなりよい収束性を示している。  
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第大草 共役扶羞法の、不定な連立方程式への応用   

従来の共役残差法の収束特性が第二章で紹介きれたとおり、一般  

的な連立1次方程式の場合の収束のことを触れていない。本章では、  

第四章の研究結果に基づいて、連立1次方程式の共役残差法の収束  

特性を深く研究し、係数行列のランクが落ちるときも含めて、収束   

するための一つの必要十分条件を与える。   

6．1ランク落ちの非対称連立1次方程式に対する共役残羞法の収束  

特性  

第四章で、重み付きの最小二乗問題のための共役残差法の収束必   

要十分条件が与えられたとき、係数行列Aのランクに対する要求は   

全くなかった。よって、この条件を不定な連立1次方程式に適用す   

ることが考えられる。  

S．C．EisenBtatらの仕事では、誤差評価式にH rトりJJ／llrJ＝を   

用いて、収束の速度を計ったが、不定な連立1次方程式には右辺に   

よって、方程式に解は存在することは保証できないので、誤差評価   

式にIlrい1‖ハIritlをこのまま使うなら、一般性を失うともに、   

収束特性のことは何も言えない状態になる。一方、共役残差法のア   

ルゴリズムの基本原理は残差ベクトルを最小するようなものので、   

誤差評価式にIIr‡り－711日Irl一丁I】を採用すれば、例え係数行列   

のランクが落ちる場合、右辺が係数行列の値域に人らなくても、無   

難だと考えられる。係数行列のランクが落ちるとき、解は存在する   

と、解は存在しない二つのケースに分けられる。解が存在する場合   

に、真の残差ベクトル下はゼロになって、誤差評価式l‡r卜＝一丁Il   

／l［rJ－－T‖はIlrI．1‖／H r‡‖になる。よって、近似残差ベクト   

ルrlはゼロに収束する。解が存在しない場合に、近似残差ベクトル   

rlは真の最小残差ベクトルに収束する。  
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この場合には、写像行列Bを使わないので、収束条件は下記のよ   

うになるはずである。。   

AP＝A（PはAの列ベクトルの張る部分空間への射影演算子で   

あるという）  

VT（A十AT）Ⅴが正定値、あるいは負定植である。   

6．2収束の必巽十分条件とその意味  

まず、二つの櫛肋定理を与える。   

補助定理6．1：AP＝AとIm（A）＝Im（AT）は同値である。   

証明：AP＝Aが成り立つと仮定すると、射影演算子の定義から、   

PはATの列ベクトルの張る部分空間への射影演算子でもあり、次の   

関係式が成り立つ。  

r a nk（A）＝n－r a nk（Ⅰ－P）  

r a n k（AT）＝n－r a n k（Ⅰ－P）   

したがって、A（Ⅰ－P）＝0とAT（Ⅰ－P）＝0により、Ⅰ－Pの列ペク   

いレの張る部分空間はAとATのカーネル空間になる。言い替えれば、   

Ke rl（A）＝K e r】（AT）。また、関係式  

Ke rl（A）⑳Im（AT）＝Rn＝Ke rl（AT）⑳In（A）、   

が常に成り立つので、In（A）＝Im（AT）になる。  

逆に、Im（A）＝Im（AT）が成り立つとすると、逆な証明過程   

をすれば、簡単にAP＝Aが成り立つことを証明できる。  ■   

補助定理6．2：AP＝Aが成り立つとすると、行列VT（A＋AT）Ⅴ   

が正定値、あるいは負定値であれば、行列（A十AT）の非ゼロ固有   

値は全部正であるか、あるいは全部負であるかになる。  

証明：行列（A十AT）の非ゼロ固有値はÅとし、対応する固有ベク   

トルⅩとすると、  

（A＋AT）Ⅹ＝ÅⅩ．  

上の式の両側に行列VT をかけて、AP＝AとATP＝ATの関係式  
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により、  

VT（A十AT）VVT x＝ÅVTx．   

Å≠0、Ⅹ≠0ので、VTxはゼロにならない。   

したがって、Åは行列VT（A＋AT）Ⅴの固有値でもある。定理の   

VT（A＋AT）Ⅴが正定値、あるいは負定値であるという仮定によ   

れば、行列（A＋AT）の非ゼロ固有値は全部正であるか、あるいは   

全部負であるかということがいえる。  ■  

この二つの補助定理によって、不定な連立1次方程式のための共   

役残差法の収束の必要十分条件を下記のように代えることができる。   

Ⅰ川（AT）＝Ⅰ 

Aの対称部M（＝（A＋A7）／2）が半正定値か、あるいは半負定値   

行列である。  

以上の結果をまとめると、本論文のもう一つ中心定理になる。   

定理6．3：不定な連立1次方程式Ax＝bを解くための共役残差法の   

アルゴリズムが任意の右辺と任意の初期値に対して、常に収束する   

ための必要十分条件は   

（6．2．1）係数行列Aのイメージ空間がATのイメージ空間と同一で   

ある。つまり、Im（AT）＝Im（A）、   

（6．2．2）Aの対称部M（＝（A＋AT）／2）が半正定値か、あるいは半  

負定借行列である。  

このとき、真の最小残差ベクトルを下とするとき、共役残差法で  

生成された近似残差ベクトルrkは、任意のkに対して、下記の評価   

式を満たす。  

llrkり⊥下l′l2  右両（射）2  
（6．2．3）   ≦1－   ‾ ▲   

llrk⊥封l2  Å…X（出）Å闊in川）＋β（R2）   

但し、M＝（A＋AT）／2（係数行列Aの対称部）、R＝－（A－  

AT）／2（係数行列Aの歪対称部）、Å…Xは行列の非零の固有値の  
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絶対値の最大値、入山。は行列の非零の固有値の絶対値の最小値、β   

は行列のスベタいレである。  

この定理は第四章の定理4．11と同様に証明できるので、ここで略  

する。しかし、条件の一つ  

In（AT）＝In（A）   

は幾何的非常に明確な意味を持っているので、この条件の必要性を   

易く理解するために、改めて新しい証明を与えることにする。   

Im（AT）≠Im（A）と仮定すると、関係式  

Ke rl（A）◎Im（AT）＝Rn＝Ke rl（AT）6iIn（A）、  

から、Kerl（A）≠Kerl（AT）になる。   

だから、Ax＝0、ATx≠0ようなⅩが存在する。   

このⅩを使って、第四章と同じように収束しない反例を作ることが   

できる。  

どのような行列が収束条件Ⅰれ（AT）＝Im（A）を満たすかという問   

題は自然に出てくる。この問題を解決すれば、アルゴリズムの利用   

者に役を立つと思われる。   

定理6．4：Im（AT）＝Im（A）を満たすための必要十分条件は、Aを   

次のような分解できることである。  

A＝C B CT   

但し、CがnXnのフルランク行列で、BがAと同じランクを持つ   

次のような形の行列である。  

XI末I‥・IX  

＝ … ＝ ■ ●  

米IXI‥・IX  

証明：   
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必要性：In（AT）＝Im（A）を満たすなら、補助定理6．2によっ   

て、AP＝Aが成り立つ。Aに対して、QR分解すれば、P＝QQ   

Tになる。よって、A＝QRQQTと書ける（RQはr an k（A）×   

r a n k（A）のアルテンク行列である）。  

Uを（Q，Ql）とし（QlはQと直行するnX（n－r8nk（Å））の行列である）、   

Bを次のような形の行列  

RQ‡0  
1  

1  

1  

1  

1   

0 f o  

とすれば、A＝UBUTになる。  

十分性：Bの構造によって、Im（BT）＝Im（B）。また、  

A＝UBUT  

AT＝UBTUT   

という関係式から、Ⅰル（AT）＝Im（A）。   

誤差評価式（6．2．＄）を分析すれば、右辺もが係数行列の値域に属し  

ないとき、近似残差ベクトルは最小残差ベクトル下に収束し、右辺   

が係数行列の値域に属するとき、近似残差ベクトルはゼロに収束す   

ることがわかる。近似残差ベクトルrlが収束するが、近似解が収束   

するか、収束するなら、どこに収束するかということはまだ解明し   

ていない。  

係数行列のランクが落ちるとき、解は唯一ではない。ここで、ア   

ルゴリズムの近似解の収束の振舞いについて述べる。   

補助定理6．5：X⊂Rnは閉凸集合とし、y∈Ⅹとする。このときy   

に最も近い点がⅩに存在する。すなわち、  

（盲III音－yll＝minllx－ylI）≠¢ 

である。しかも、その点は唯一である。また‾訂がyに最も近い点で   

あるための必要十分条件は  
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（Ⅹ一首）T（冨－y）≧ 0，f o r ∀Ⅹ Ⅹ   

が成り立つである。   

今の解決したいのはIl下－rkl巨≦eときIlx－Ⅹkll≦？という問題  

である。AをQR分解して、AT＝RTQTによって、Qと直行するベ  

クトルq，a。k｛A川，・‥ ，qnはATのカーネル空間Kerl（AT）の基底   

ベクトルになる。収束条件 から、Aのカーネル空間Rerl（A）の基   

底ベクトルにもなる。よって、Aの一つ解を官とすると、Aの解空   

間SはⅩ＋span＜q，．。k相川，‥・ ，qn＞である。簡単に調べるな   

ら、この解空間が閉凸集合であることがわかる。II了－rkll≦gの   

とき、Xkに最も近いXの点を盲kとすると、補助定理6．5の条件とA   

の解空間の構造によって、£k＝官k・Ⅹkはqr…k（白川，‥・ ，q。と   

直行する。したがって、£kをql，・‥ ，qr8トk＝＝の線形結合で表   

すことができる。また、  

了－rk ＝ b －Ax －（b －Axk）＝A（Ⅹk－ Ⅹ）   

が成り立つので、Il下－rkIt≦£により、IIA£k＝≦£となる。こ   

こで、nX r an k（A）の行列AQをnXnのアルテンク行列A．（   

＝（AQ，Al））に拡張して、r a n k（A）×nの行列QTをnXnの直行   

行列Q．に拡張する。6kとqr。。k＝＝．l，‥・ ，qnと直行性によって、   

A＝AP＝AQQTという性質から、H A．Q．sk［Ⅰ≦6になる。よ   

って、  

Il£klI≦£／＝A．】l   

が成り立つ。  

以上の論議をまとめると、近似解が解空間に近づくことはわかっ   

て、一定の意味の収束することが言える。解空間のどの解に収束す   

るか、おそらく初期値の選び方によると思われる。アルゴリズムの   

一つの収束判定条件としては、11A（Ⅹk．1－ Ⅹk）‖≦£を使うこと   

が考えられる。  
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6．3数値実牧の結果  

上節の結論によると、共役残差法はアルテンクでない行列を係数   

とする連立1次方程式の一つの数値解法になる。非圧縮粘性流体の  

Navier－Stokes方程式や拡散方程式など偏微分方程式において、境界   

は全周NeuⅡann条件とし、差分法、有限要素法、境界要素法などで離   

散化すれば、近似解を求める線形連立1次方程式が得られる。この   

とき、係数行列のランクが一つ落ちる。このようなフルランクでな   

いの方程式に用いる場合の共役残差法について、ここで、アルゴリ   

ズムの収束特性を研究し、一つの収束を保証するための必要十分条   

件を考察し、数値解析を行う。  

等間隔直行格子上で次のポアソン方程式を解くことが取り上げら   

れる。境界条件としては、全周Neumann条件の場合をテストした。   

（6．3．1） Uxx ＋U… ＝ G（Ⅹ，y）  

（6．3．2）  8U／8n ＝ 0 0n r。  

この式を5点補間の中心差分により離散化すると、線形連立1次   

方程式が得られる。  

離散化するとき、境界条件は全周Neumann条件であるので、四つの  
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頂点を取り除くことができる。この場合は、係数行列は次のように   

なる。  

．
r
 
 

●  

■
 
 
－
 
 

T
 
止
T
 
J
．
 
 

↓
 
叫
・
↓
 
 

T
 
 （8．3．8）  

J
．
止
T
 
 
 

－
 
T
 
 

T
 
 ］

T
 
 

この行列は対称で、ランクが一つ落ちた。Aが対称であるので、収  

束条件（6．2．1）を満たすのは自明である。Aの固有値は数値計算によ  

って全部非負であることがわかって、収束条件（8．2．2）も満たす。   

数値実験はPC－9801UXで2．1．2節のO r t bomin（1）法を用い  

て行った。具体的なテストで、〔8．B．1）式のG（x，y）を2（Ⅹ十y）  

とし、解析解は、U＝Ⅹy（Ⅹ十y）である。格子点数が6×6－4   

のときの結果は次の通りである。   

ベクトルa＝（1．1，・‥，1）丁は（6．8．B）式のAのカーネル空間の  

基底ベクトルである。ここで、真の解を官とすると、初期値と共役  

残差法を用いる近似解Ⅹとの関係は次の通りである。   

Aの任意の解は冨十αaで表せる。但し、αはスカラである。  

初期値Ⅹ。   収束回数  共役残差法による近似解Ⅹ   

18回   （0，‥∴0，‥・，0）丁  Ⅹ＝官－0．35a   

18回   （1，・‥，1．・‥，1）T  Ⅹ＝官十0．65a   

（10，10，‥・，10，10）T   19回   Ⅹ＝官十9．65a   

（1，2，3，‥・，31，＄2）T   18回   Ⅹ＝官十16．ユ5a   

（3之，8l，‥・，急．2，l）T 18回   X＝官十16．15a   

（1，－1，1，‥・，1，－1）T   19回   Ⅹ＝官－0．35a   

（1，‥，1，－1，・・，－1）T   19回   Ⅹ＝官－0．35a   

（－31，1，1，‥・，1，1）T   20回   Ⅹ＝首－0．35a   
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この結果によって、共役残差法が収束することがわかる。ざらに、   

共役残差法の収束の先が初期値の遭択に影響きれていることもわか   

る。カーネル空間の基底ベクトルaと直行する初期値を退ぶと、同  

じ点冨－0．85aに収束する。初期値はaの成分αaをもつと、   

収束の先は官十（α－0．35）aに収束する。  

もし離散化するとき、四つの頂点を残すようにすれば、係数行列   

はつぎのようになる。  

l叫  

l  －1  

l  －1  

I  －1  

1づ  

」  づ 牛・I l   
・l   ・一 斗」   ・I  

－II  

l■  

－J  叫 ▲トリ  

リ  ー1サ 叫  

づl  

－I  

」  

」  

（6．3．4）A ＝  

一「  

T  

．
∫
 
T
 
 
 

この行列は数値計算によって、ニつの収束条件とも満たさないこ   

とがわかる。格子点が4×4のときの（6．3．4）式の16×16の行列   

Aにおいて、右辺（0，0，0，勘0，1，1，0，0，－1，－1，0，0．0，0，0）丁に対して、   

初期値を（5，0，0，0，0，0，0，0．0，0，0，0，0，0，0，2）7とすつと、2．1．2節の   

O r t bo min（1）法のステップ2で、  

Ap2 ＝（5，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，0，仇0．2）T  

r2 ＝イ0．0，0，0，0，1，1．0，0，－1，－1，0，0，0，0，0）丁   

よって、α2＝0、β2＝0。このとき、AT r之≠0、最小二乗の意   

味でも、収束はしない。  
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第七草 緒論   

本論文では、従来の共役残差法の一般化の研究を目的とし、研究  

の内容を二つの部分に分けて、取り上げた。①：この解法を重み付  

きの最小二乗問題に拡張したアルゴリズムを提案し、この一般化さ  

れた共役残差法の収束特性に関する理論的な解析と、実際問題に応  

用した場合に数値的な分析を行った。②：この解法の応用範囲をラ  

ンク落ちの非対称連立1次方程式に拡張し、この場合の共役残差法  

の収束するための必要十分条件を与え、数値的な考察を行った。   

第一部：理論的な研究では、収束特性について、収束の必要十分  

条件を与え、アルゴリズムの収束定理を証明した。誤差に関する式  

から、写像行列Bの選び方と収束の関係を考察した。収束するため  

の行列Bについての条件は緩いので、Bの選び方には多くの自由度  

があり、多様なアルゴリズムが可能であることを検討した。また、  

収束特性と行列の固有値の関係を理論的に裏付けた。   

応用的な問題については、共役残差法がデータ解析におけるあて  

はめを扱った場合の最小二乗問題に対して、有効であることを確認  

した。その場合の収束定理を確認した。このアルゴリズムは、理論  

的に広範な収束特性を持つもので、さらに、多くの問題に適用する  

ことができる。探索方向行列Bの選び方は重要であり、きらに改良  

の余地があるものと考えられる。   

第二部：連立1次方程式に対して、共役残差法の従来の収束範囲  

を拡張し、アルテンクでない係数行列も含めて、一般的な収束の必  

要十分条件を与えた。この収束条件について、様々な角度から検討  

した。非圧縮粘性流体のNavier－Stokes微分方程式において、境界を  

全周Neum8nn条件とし、差分法での離散化により、近似解を求めるフ  

ルランクでない線形連立1次方程式に用いる共役残差法について、  

アルゴリズムの収束特性を研究し、収束を保証するための必要十分  

条件を考察し、数値解析を行った。  
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