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第1章  

序論  

ニューラルネットワークは生物の神経細胞（ニューロン）の動作を情報処理の観点からモデ  

ル化したものであり，人間に近い高度で柔軟な情報処理能力の実現を目指したものである。  

現在までに学習能力，汎化能九連想能力などを有することが確認されており，様々な分野に  

応用されている［5］。   

ニュ岬ラルネットワークモデルには，大きく分けて，信号の流れが一方向である階層型と，  

信号がネットワークの中を何度も流れることができる相互結合型が提案されている。学習方  

式としては，学習を行なう際に望ましい出力パターン（教師パターンと呼ばれる）を提示する  

教師付き学習方式と，教師パターンを提示することなく学習を進める教師無し学習方式の2  

種類の学習方式がある。   

階層型ニューラルネットワークにおける教師付きの学習アルゴリズムとしては，1986年  

に提案されたバックプロパグーション学習アルゴリズム（以下，実BPと呼ぶ）がパーセプト  

ロンの限界を打ち破るものとして注目され【53】，近年，様々な分野に盛んに応用されている。   

実BPの応用分野としては，たとえば，パター・ン認執，人工知能，信号処理，画像処理，音  

声認識等であるが，分野によっては，フーリエ変換などにより，その処理過程で複素数が現れ  

ることがある。あるいは3次元情報を陽に扱うことがある。また，人間の月削こおいては，異  

なったパルスパターンが存在し，しかもパルス間の距離は異なっているとVlう。このことは  

位相と絶対値で表現される複素数をニューラルネットワークに尊入することの有益性を示唆  

している。   

本論文は階層型ニューラルネットワークの重みや開催といったパラメータの高次元化（複  

素数化（2次元イヒ）あるいは3次元化）の試みについて論じたものである。高次元化されたパ  

ラメータを持つ階層型ニューラルネットワークを高次元イヒパラメータ・階層型ニューラルネ  

ットワークと呼ぶ。この試みの主な目的は，高次元情報（例えば，複素数，3次元情報など）  

を自然に表現することができ，素直に処理することのできる階層型ニューラルネットワーク  

を提供し，その特性を明らかにすることである。   

階層型ニューラルネットワークのパラメータの複素数への拡張に関する研究には本研究  

に先んじて次の2つがある。ひとつはWidrowらによるもの（1975年）t60】，もうひとつは  

Kimらによるものである（1990年）【13】。本研究ではこれらとは異なった方法で階層型ニュ  

ーラルネットワークのパラメータの複素数化を行ない，その特性を調べる。本研究で提案す  
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る複素数イヒされた階層型ニューラルネットワークは，Widrowら，Kimらの階層型ニュ～ラ  

ルネットワークが持っていた収束性に関する問題点を解消した形のものになっている。ま  

た，木ノ内らは，本研究の屑の上に乗り，自己フィードバックを持ったタイプの階層型ニュ  

ーラルネットワークのパラメータを複素数イヒし，時系列パターンの学習実験を行ない，学習  

特性の向上について報告している（1994年）［14j。相互結合型ニューラルネットワークのバ  

ラメータの複素数化に関しては，記憶容量などに関する議論を行なった根本ら［20】（1991年），  

広瀬【9】（1992年）による研究がある。   

ロボットの動作計画（ロボットを目標配置に至らしめる問題）においては，ロボットの  

配置（姿勢）の表現に4元数［8］が有効に利用されている【7，10，11，15】。よく知られてい  

るオイラー角を使ってロボットの姿勢を表現する方法の場合，姿勢を表すパラメータが一意  

に決まらなぃ，特異姿勢が存在するという問題がある。また，姿勢の表現が代数的形式でな  

いことから，代数的形式が要請されるいくつかの動作計画法が利用できないという問題もあ  

る。一方，4元数を使う方法では，オイラー角の表現が持っていたような特異姿勢は存在し  

ないうえ，代数的取り扱いが可能である。4元数にはパラメータが4つあるが，ロボットの  

姿勢を表す際に用いられているのは，単位4元数であり，大きさが1という制約式があるた  

め，一つは冗長なパラメータで，実質的には3つである。4元数による姿勢の表現を使った  

動作計画法は，非常に広範囲の動作計画問題を解くことができ，しかも解が必ず得られると  

いう保証（完全性）がある。しかしながら，莫大な計算量を必要とするという問題がある。  

一方，ニューラルネットワークは，学習後の処理に要する時間は非常に短いうえ，汎化能力も  

備えている。これらの点で，完全性は失うが，計算量を減少させ，実用的なアルゴリズムを得  

るという目的で，本給文で提案する3次元イヒされたパラメータを持つニューラルネットワー  

クを用いることも考えられる。   

本論文の構成は次のようになっている。   

まず第2章では，Widrowら【60】，Kimら【13】とは異なった方法で，従来の階層型ニュー  

ラルネットワークの結合の重みと各ニューロンが持つ開催を複素数に拡張し，複素バターン  

に対する自然な学習を可能にするバックプロパゲーション学習アルゴリズム（複素BPと呼  

ぶ）を導出する。学習収束性については，実BPの理論的な基礎となっている甘利による学  

習識別理論［4】を複素数に拡張することによって保証される。   

弟3章では，ネットワークアーキテクチャの観点から，複素BPの基本特性を解析的，実験  

的に調べ，従来のBPとの差異を明確にする。主要な結果は次のとおりである。（1）複素B  

Pが適用される階層型ニューラルネットワーク（複素BPネットワーク）における重み係数  

は，従来のBPネットワーク（実BPネットワーク）におけるそれとは異なり，2次元アフィ  

ン変換に関係した制約を持っており，学習は基本的にその制約を保ちつつ行われる。（2）複  

素ニューロン（複素BPネットワークの構成要素であるニューロン）の莫部の決定表而と虚  

部の決定表面とは互いに直交しており，決定領域を均等に4つに分割する。3層の複素BP  

ネットワークにおける決定表面は基本的にこの構造を内包しており，中間ニューロンへの総  

入力が十分大きいときに直交する。この意味で，一般には複素BPは複素パターンに対する  

自然な学習アルゴリズムであると考えられる。これらの特性は意図されたものではなく，複  

素数への拡張の結果として自ずと現れてきたものである。  
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第4章では，複素BPの学習特性について述べる。複素BPは次の学習特性を持つ0（1）  

複素BPにおける誤差逆伝播は2次元アフィン変換に基づいた構造を有している。（2）複素  

BPは，ネットワークを流れる複素信号を1つの処理単位として学習を進めるものである0  

（3）複素BPでは，学習別における実部要因と虚部要因の補完構造により，学習停滞状態の  
発生が押えられる。その結果，通常のBPに比べて，複素パターンに対する学習が数倍速く  

なっている。しかも，そのときに必要となる学習パラメータ数は約半分で済む。複素BPの  

基本特性に関しては，重みパラメータの2次元アフィン変換構造，決定表面の直交性が第3章  

で述べられるが，これらは主としてネットワークアーキテクチャからのアプローチにより得  

られた結果であるのに射し，本章の結果は学習アルゴリズムの観点から得られるものであ  

る。   

第5草では，複素BPには，実BPには見られない2次元アフィン変換学習能力（図形変  

換能力）が備わっていることを確認し，そのふるまいと複素解析における一致の定理との関  

係について述べる。一般に，実数世界で考えられていた概念を複素数に拡張した場合，実数  

世界には存在しない興味深い性質が現れることがよくあるが，複素解析における一致の定理  

はその典型的な例である。また，コンピュータビジョンへの応用についても触れる。   

第6章では，複素BPの著しい性質である2次元アブイン変換学習能力の数学的解析を行  

ない，その定性的な性質を明らかにする。主要な結果は次のとおりである。（1）1種類の変  

換率（たとえば，1種類の回転角度）を学習した複素BPネットワークのふるまいを明らか  

にする。変換率に関する汎化能力の（距離に関する）誤差は，未学習バターンと学習パターン  

の偏角の差に関する正弦関数によって表現される。（2）2種類の変換率を学習した複素BP  

ネットワークのふるまいを回転角度を例にとって解析し，次の結果を得た。（a）2種類の回  

転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力の（距離に関する）誤  

差の評価式を与えた。（b）2種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に  

関する汎イヒ能力のr（角度に関する）誤差が無視できるほど小さな億であるための十分条件j  

を求めた。最後に，計算機実験を通じて，これらの数億例を示し，解析結果の妥当性を確認す  

る。   

第7章では，ニューラルネットワークのパラメータの3次元化を試みる。前章までと同  

様に，階層型ニューラルネットワークモデルおよびそれに付随する最も一般的な学習アルゴ  

リズムとして知られているバックプロパゲーション学習アルゴリズムを拡張の対象とする。  

本章で提案するアルゴリズムは，第2章で提案した複素BPを群論に基づいて3次元パラメ  

ータ化したものであり，重みパラメータが3次直交行列，開催，入力信号および出力信号が  

すべて3次元実ベクトルである階層型ニューラルネットワークに適用されるものである。さ  

らに，提案するアルゴリズムには，従来のニューラルネットワークには見られない3次元ア  

ブイン変換学習能力が備わっていることを確認する。この能力は複素BPが備えている2次  

元アブイン変換学習能力（第5，6章）に対応するものである。最後に，コンピュータビジョン  

への応用について述べる。   

第8章では，第7章とは異なった方法でバックプロパゲーション学習アルゴリズムを3次  

元パラメータ化する。本草で提案するアルゴリズムは，重み，閉億，入出力信号がすべて3次  

元芙ベクトルであり，外積演算が行なわれる階層型ニューラルネットワークに適用される。  
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このアルゴリズムは3次元ベクトルを自然な方法で学習するのに使うことができる。有効性  

を確かめるために，3次元ベクトルから成るパターンを使って計算機実験を行なう。   

最後に第9章では，結論として本研究で得られた結果を要約し，また将来に対する課題に  
ついて述べる。  
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第2章  

複素バックプロパゲーション学習アルゴリズム  

2．1 はじめに  

本章では，従来のバックプロパダーション学習アルゴリズム（実BP）［53］の複素数版で  

ある複素バックプロパゲーション学習アルゴリズム（複素BP）を提案する［21，23，26，34，  

36，38］。複素BPはニューロン間の結合の重みおよび各ニューロンが持つ開催がすべて複素  

数である階層型ニューラルネットワークに適用されるものであり，複素パターンに対する自  

然な学習を可青銅こする。収束性に問題のあるWidrowら【60］，Kimら【13】の定式化と異なる  

点は，各ニューロンの出力関数にある。   

本章では，まず，実BPの理論的な基礎となっている学習識別理論［4】を複素数に拡張す  

ることにより複素学習識別理論を用意し，複素BPの理論的基礎とする。複素BPはこの複  

素学習識別理論から導出され，その学習の収束性にっいても，これにより保証される。  

2．2 複素学習識別モデル   

本節では，実BPの理論的基礎となっている学習識別理論【4】におけるモデルに複素数要  

素を加味したモデル（複素学習識別モデル）を考える。まず，2つの複素パターン情報源を  
考え，情報源1から複素パターン昔∈Cれ，情報源2から複素パターンy∈Cmが未知なる同  

時確率P（影，y）で発生するものとする（昔∈Cれ，y∈Cmであることに注意。Cは複素数の  

全体をあらわす）。ここで，（（詔，γ））は階層型ニューラルネットワークにおける学習パター  

ンに対応するものであり，有限個とする。学習の目的は，情報源1からの複素バターン訟が与  

えられたときに，情報源2からの複素パターンyを推定できるようになることである。推定  

を与える関数をz（w，訂）：RpxCm→C皿とする（点は実数の全体をあらわす）。t〃∈Rp  

は階層型ニューラルネットワーク における結合の重みと各ニューロンの開催のそれぞれの  

実部と虚部をすべてまとめたものに対応し，推定関数zの出力値は階層型ニューラルネット  

す＝ク前面元する出力パターンに対応する。また，r（〆，γ）：CmxCm→針（かは0以  

上の実数の全体をあらわす）を，複素バターンγを複素パターン甘′で推定したときの損失関  
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数とし，月（可：ガ→Rlをパラメータwを用いたときの平均損失とする。すなわち，  

月毎）聖∑∑γ（z（町豊），y）ア（詔，y）  
α y  

（2．1）  

と定義する。虎（w）は階層型ニューラルネットワークが出力する出力パターンと出力学習パ  

ターン（教師パターン）との誤差に対応するものであり，この億が小さいほど良い推定であ  

ることになる。   

2．3 学習収束定理  

本節では，2・2節で示した複素学習識別モデルにおける学習アルゴリズムを示し，その収  

束性を確認する。それらは，確率的降下法【4】の複素数版である。   

離散時間パラメータ丁－を導入し，（卍m，yれ）を時刻mにおいて発生する複素パターンとし，  

パラメータl〟を  

W叫1＝Wれ＋△Ⅷれ  
（2・2）  

に従って修正するものとする0軋（wれ）を時刻柁における平均損失とする。また，月（ぴ）を  

最小または極小ならしめるパラメータwを最適なパラメータと定義する。   

このとき，次の定理が成り立つ。  

定理1十分小さな正数Eと正定借行列Aに対してノマラメータwを修正量  

△乱㌦＝一 己A∇r（z（wm，‡れ），γれ） m＝＝0，1，・‥  （2．3）  

に従って修正を行なうことによりノ平均損失月に関して最適なパラメータひがいくらでも良  

い精度で得られる（∇は領バこ関するgradient）。  

（証明）  

【4】の論理がそのまま適用できる。以下，【4］の論理に従って証明する。   

m回の学習後のパラメータⅧnは，それまでの入出力パターンの系列（諾。，恥），…，（町恒心  

ym＿1）に依存する。これらは確率変数であるので，ぴmは確率変数である。その確率密度関数  

を‰（wれ）とすると，平均損失軋（ぴm）のwmに関する期待値且＝盈［札（ぴれ）】は  
乱＝／頼れ賄（吼）れ，  ただし，dぴれ＝d祀・‥咄）（2・4）  

′ヽ と表される0また，△私をm回学習を行なった後，1回の学習により，パラメータw乃を  
ノヽ △ぴれだけ修正したときの凡もの変化量とする。つまり，  

△克乳軋1一札  （2．5）  

とする0また，△軋（ぴれ）を乃回学習を行なった後，1回の学習により，パラメータwれを  

△Ⅷれだけ修正したときの乱（wれ）の変化量とする。すなわち，  

△乱（吼）雪駄．1（w叫卜軋（Ⅷれ）  
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とする。ここで，Ⅷ叫1＝Ⅷm＋△wれであり，△wれは式（2・3）からわかるように，訂几，‰，ぴれ  

に依存して決まる。よって，△軋（祝㌦）は謀れ，‰，Wれの関数である。さらに，  

△軋（wm）の（∬れ，yれ）に関する平均とする。つまり，  

△軋（Ⅷれ）を  

△凡再現）】   △乱（ぴれ）  （2・7）  

∧ とする。このとき，△軋は△軋を詔m，γn，ぴれに関して平均したものであるから，  

∧       △軋＝ ［△瑚  
謀れ，肌  

叔【△軋（w几）】  

／  
恥（ぴれ）△軋（w乃）dひれ  （2・8）  

と表せる。ここで，式（2．6）で定義された△軋（Ⅷγも）は，テイラー展開により，  

上 
△軋㈲＝‘△w几・∇軋＋△wn・∇∇軋・△勒＋…， （2・9）  

ただし，電∬はベクトル諾の転置をあらわす。そこで，式（2．9）の（螢n，ym）に関する期待値を  

とると，  

【△凡再現）］  

霊れ  

1  

ド△w几・∇軋け言 
∬れ 鱒和 

書△軒∇射叫Aqh・∇叫＋0（E3），（2・10）  
影 

△凡（ぴれ）  

ただし，かは行列のトレースを意味する，また，  

q空∑∑∇γ（z（w即諾れ），γ乃卜電∇γ（z（町諾几），yれ）P（㌶m，yれ）  
正，lyn  

とおいた。よって，式（2・8）および式（2．10）により，  

（2．11）  

（2・12）  

△乳＝ノ‰㈲［卍盈n陳卜∇月中几＋0（ど2）・  

ここで，  

［△wれ】＝ 
昔れ 影n 

一己A∑∑∇r（之（wれ，影れ），ym）ク（音別yn）  
認n yn  

一己A∇点几．  
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よって，式（2．12）および式（2・13）により，Aは正定億行列であることに注意すると，  

△藍＝－小几（wm）（t∇常山∇乱）れ十0（ど2）  

≦ 0＋0（己2）．  （2．14）  

E2の項を無視することにすると，△藍≦0であるから，藍は単調減少列である。  

また，γ（z（wれ，おm），γ几）≧0であるから，乱≧0である。つまり，（亀；氾＝0，1，‥・）は下  
に有界な単調減少列である。故に，（丸）は収束する。よって，  ∧ △軋＝0．故に，   

（式（2．14）による）  

（2・15）  

li3m 
れ→∞  

0．  

一己盈ノ‰（嗅ぐ∇軋A∇瑚びれ  
〈 1im△月m  
れ→00  

つまり，  

J盆／曾れ（祝㌦）ぐ∇札A∇軋串勒＝0・  （2・16）  

従って，∇軋≠0なるすべての枇㌦（つまり，最適でないパラメータ）に対して，ゴ盛ヴ几（勒）＝  
0である。すなわち，学習によって最適でないパラメータの生起する確率は0に収束する。  

つまり，E2の項を無視すれば，Ⅷれは最適なパラメータに収束する。  

（証明終）   

2．4 複素B Pネットワーク  

本節では，複素BPネットワークを定式化する。   

まず，複素ニューロンを定式イヒする（図2・1）。入力信号，重み，開催および出力信号はすべ  

て獲嚢塾とする。複素ニューロンJの内部ポテンシャルちは，実BPにおいて用いられる  
ニューロン（実ニューロン  と呼ぶ）の内部ポテンシャルの類推で，  

zJ＝∑町摘＋壬j  
ん  

（2・17）  

と定義する。ここで，叫たは複素ニューロンJと複素ニューロンたとの間の重みを表す複素  

数，βたは複素ニューロンたから出力された複素ニューロンJへの入力信号を表す複素数，ま  

は複素ニューロンJの開催を表す複素数である。出力信号ん（勺）は次のように定義される  

．
サ
J
 
●
－
 
 

ん（ち）＝克（エゴ）＋兢（折），ち＝∬J十五裾  （2．18）  

ただし，蕗（祝）＝1／（1＋expト祝）），盲＝√7である。すなわち，複素ニューロンの出  

力値の実部および虚部は，それぞれ，複素ニューロンへの入力の総和勾の実執虚部に関す  

るシグモイド関数であり，明らかに，0≦叫長いm振】≦1， 眈（勺）l≦＼乃を満たす  
（利之］，J呵g】はそれぞれ複素数ヱの実部，虚部）。上記の定式化において，出力関数先に  
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はいろいろなものを考えることができ，それらに応じて複素ニューロンにはそれら固有の性  

質が備わることになる。   

次に，上で定式化した複素ニューロンを使って，複素BPネットワークを定式化する。簡  

単のた捌こ，3層のネットワークを例にとる（図2．2）。勒を入力複素ニューロン立と中間  

複素ニューロンJとの間の結合の重み，礪を中間複素ニューロンjと出力複素ニューロンた  

との間の結合の重み，βJを中間複素ニューロンJが持つ開催，↑たを出力複素ニューロンたが  

持つ間借とする。また，ん巧，0たを，それぞれ，入力複素ニューロン壱，中間複素ニューロ  

ンム出力複素ニューロンたの出力値とし，巧，ぶんをそれぞれ中間複素ニューロンノ，出力複  

素ニューロンたの内部ポテンシャルとする0すなわち，巧＝∑丸高＋町，坑＝∑鞠巧＋  
t 

J  

7ん，均＝尤（巧），0た＝ん（・ぎた）と定義する。また，出力複素ニューロン烏に対する教師  

バターン（出力学習パターン）れと出力複素ニューロンたの出力値0ふとの誤差をがとす  

る0つまり，∂ん＝れ－0たと走発する。最後に，複素パターンpに対する2発誤差をβp＝  

（1／2）∑lれ－0たt2と定義する。  
ふ  

図2．1複素ニューロン・β1，…，βれ，叫l，・・・，叫れ，fJ，尤（zブ）はすべて複素数．   

入力層  中間層 ．出力層  

図2．2 3層複素BPネットワーク  
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2．5 複素B P学習アルゴリズムの導出  

本節では，2．2節および2．3節で述べた複素学習識別理論を2．4節で定義した複素BP  

ネットワークに適用することにより，複素BP学習アルゴリズムを導出する。   

学習率ど＞0を十分小さくとり，正定借行列Aを単位行列として，2．3節で示した定理1  

を適用すると，結合の重みおよび開催の修正量は，  

∂ち   ∴ ∂埠  △瑚＝一己  （2・19）   

（2・20）   

（2・21）   

（2・22）   

∂月e［瑚】‾〉∂∫m［瑚］’  

∂且p  ∂ち  
△7た＝一 己  

∂月e［7鳥】■’1－■‘∂Jm【7た］’  

∂βp  ∂月p  △町＝一己  
∂月e［叫i］、‘1■■∂九小畑］’  

∂且p  ∂且p  
△βJ＝一己  

∂月e［∂j］、′、■′∂Jm［βゴ］  

とすれば良いことになり，結局，  

△鞠＝均△7た，   

△7ん＝亡〈叫佃一叫0た］）叫OJ＋汀m［拙1一叫0た1）叫鋸），  

△叫f＝ム△βJ，  

叫＝中一呵瑚叫現  

∑（叫空］（1一柳た］）抑止鮎【鯨細面（ト叫0た】）叫0州叫】） ム  

ー珂1一丁m【ガう］）Jm【ガン］   

写（叫佃一柳り瑚］叫揖卜叫軸一叫0た］）坤刷瑚  
（2・26）   

が得られる。ここで，封ま複素数zの共役複素数である。   

参考のために，実BPにおけるパラメータの修正量を次に記しておく。式（2，23卜（2．26）  

と式（2・27ト（2・30）は互いに似通った形をしていることがわかる。ただし，式（2．27ト（2．30）  

においては，∂た，ん巧，0ん，礪，7克，町，βゴはすべて実数である。  

△u揖＝巧△7た，  

△7た＝E新（1－0鳥）0た，  

△∽ゴf＝ム△βJ，  

△♂J＝E（ト均）巧∑（巧ト0た）0た叫）．  
ん  
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2．6 関連研究  

第1章でも述べたように，パラメータを複素数イヒした階層型ニューラルネットワークの他  

の定式イヒとして次の2つがある。（1）ひとつは，Widrowらによるニューロンの出力関数  

が正則な複素関数ん（z）＝Z，ただし，Z＝ご＋ねであるもの【60】。この場合，非線形な要因  

が含まれていないことになる。また，この定式化では，2層のネットワークに限っていた。  

（2）もうひとつは，Kimらによる出力関数が正則な複素関数克（g）＝1／（1＋expトz）），た  

だし，g＝諾＋ねであるものである［13］。この定式化では開催は常数1＋査を使っている。こ  

れら2つの定式イヒは，2．2節および2．3節で扱った複素学習識別理論の範噂で扱うことがで  

きるものである。   

我々は，当初，Kimら［13］とは独立に，出力関数に彼らと同じた（g）＝1／（1＋expトg）），  

ただし，ヱ＝∬＋ねを使った定式イヒを行なった。この定式イヒが最も自然であると思われたし，  

この関数は正則関数であることから，興味深い結果が出てくるであろうと予想したからであ  

る。しかし，実験の結果，我々の行なった実験の範囲内では収束しなかった（発散した）。  

そこで，出力関数が有界でなかったことに着目し，正則ではないが，冬型立間数（式（2・18））  

を用いたという経緯があった。正則かつ有界な出力関数を用いることを考えると，リュービ  

ルの定理（たとえば，［12】）により，仝複素平面Cで正則かつ有界な関数は定数だけとなる。  

よって，出力関数を有界にしようとすると，どうしても正則性を破らざるを得ない。そのひ  

とつの結果が，式（2・18）で与えた正則ではないが有界な関数である。ちなみに，有界でない  

出力関数を持つWidrowら［60】による定式イヒに従って実験を行なってみたが，我々の行なっ  

た範囲では学習はすべて発散した。   

以上のように，本研究で提案した複素BPは，既存の定式化が持っていた収束性に関す  

る問題点を解消した形のものとなっている。ちなみに，Widrowら，Kimらにより提案され  

た複素イヒパラメータを持つ階層型ニューラルネットワークのその後の研究の進展はみられな  

い。   

2．7 むすび  

本章では，複素パターンを自然に学習することのできる複素バックプロパゲーション学  

習アルゴリズム（複素BP）を提案した。従来のパックプロパゲーション学習アルゴリズ  

ム（芙BP）は学習識別理論がその理論的基礎となっていた。そこで，本章では学習識別理  

論を複素数に拡張した複素学習識別理論を準備し，それをもとに複素BPを導いた。得られ  

た複素BPの学習アルゴリズムは，実BPにおける学習アルゴリズムと形において似通った  

ものとなっている。実BPは実数（1次元）を処理の対象としていたが，複素BPは複素数  

（2次元）を扱うという意味で実BPの2次元版であると言える。本章で提案した複素BP  

は，Widrowら【60］，Kimら【13】による定式化が持っていた収束性に関する問題点を解決し  

ている。  
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第3章  

複素バックプロパゲーション・ネットワークにおける決定表面  

の構造  

3．1 はじめに  

第2章において提案した複素BPには，実BPには見られない様々な性質が備わっている  

ことが予想される。   

本章では，ネットワークアーキテクチャの観点から，複素BPの基本特性を解析的，実験  

的に調べ，実BPとの差異を明確にする【22，24，30，45，48】。主要な結果は次のとおりであ  

る。（1）複素BPネットワークにおける重み係数は，実BPネットワークにおけるそれとは  

フィン変換に関係した制約を持っており，学習は基本的にその制約を保ち  異なり，2次元ア   
一口ンの実部の決定表面と虚部の決定表面とは互いに直交し  つつ行われる。（2）複素ニュ   

ており，決定領域を均等に4つに分割する。3層の複素BPネットワークにおける決定表面  

は基本的にこの構造を内包しており，中間ニュー占ンヘの総入力が十分大きいときに直交す  

る。   

3．2節から3．4節では，複素BPネットワークの解析を行い，決定表面の性質などの基本特  

性について調べる。それらの計算機実験の結果を3．5節で示し，最後に3．6節で結論を述べ  

る。   

3．2 実ニューロンの重みパラメータ  

まず，実ニューロンの入力の結合重みの基本的な構造について確認しておく。重みwた∈  

Rl（1≦た≦m）および開催∂∈Rlを持つm入力実ニューロンを考える。出力関数克：  

Rl→Rlは克（u）＝1／（1＋expト可）とする。このとき，入力霊た∈Rl（1≦た≦陀）が与  

えられると，実ニューロンはJR（∑芸＝1t鞘霊ん＋β）を出力する。つまり，実ニューロンは実数直  

線（1次元）上の陀個の点諾1，…，∬れを原点との距離に関して，それぞれ，Wl，…，∽れ倍し，  

それらを1次元実ベクトルとみなして加えた結果得られるベクトルの示す点を更に∂だけ移  

動させたと解釈することができる（図3．1）。その後，非線形変換克を施したものを出力  

値としている。このように，実ニュー ロンは基本的に1次元上の点列の移動を司っており，  

重みパラメータ叫，…，ぴれは互いに独立であって，何らの影響も与え合わない。ここで，実  
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ニューロンの出力値は非線形変換ふが施されることによって得られるため，実ニューロン  

の出力値に関して上記の艶何学的解釈が厳密に成り立つのは非線形変換んが線形変換と  

みなせるとき，すなわち，実ニューロンへ前方の総和の絶対値は芸＝11〟撒＋研が小さな  
催であるときに限ることに注意しなければならない。  

（実数直線）  
〇1て〟1エ1  

Ⅷ厄倍  

ごml∬m〇m   

＼－β－   

m た＝11〃た〇た＋β  

（非線形変換）  

固3．1実ニューロンにおける処理のイメージ  

3．3 複素ニューロンの重みパラメータ  

次に，複素ニューロンの入力の結合重みの基本的な構造について調べる0重み明＝叫汁  

盲t〃と∈Cl（1≦た≦71）および開催♂＝βr＋諦∈Clを持つ犯人力複素ニューロンを考え  

る。入力ごた＋五翫∈Cl（1≦ん≦門）が与えられると，この複素ニューロンの出力ガ＋五y  

は，   

ズ＋五y＝ん（差（現十如拙鞘＋毎）＋（♂r瑚 ）  

＝克（真帆一正由＋βう減（差偏十嘲＋βり 
（3・1）  

となる。故に，m入力複素ニューロンは図3．2に示す2つの2m入力実ニューロンと等価で  

ある0複素ニューロンの出力の実部∬に相当する実ニューロンを“実部”ニューロン，虚部  

yに相当する実ニューロンを“虚部”ニューロンと呼ぶことにする。ここで，  
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叫 ＝f車1臨‾霊北か…＋ ㌫‾㌶佗卜［紬  
（3・2）  

ただし，可闘＝［  αた＝arC七an（吠／び左）（1≦た≦陀）である。  
克（封）」’   

図3．2 複素ニューロンと等価な実ニューロン  

図3．3 複素信号に対する2次元アフィン変換のイメージ  
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持 
式  

拡大，  

t【βr β  

ト
ハ
「
1
 
 

］  

COSαた －Slnαた  

Slnαん   COSαた   
は原点を中心にした正の方向（反時計回り）へのαん度の回転，  

は平行移動を意味する。このように，和人力複素ニューロンは，入力された2次元情  

報（複素数）それぞれに対して“アフィン変換”を施している（図3・3）。すなわち，式（3．2）  

は2次元平面上の“アフィン変換”を基本的に含んでいると言える。  ただし，複素ニュー  

ロンの出力値f［ズ y】は，非線形変換穐が施されることによって得られるため，t［ズ y】  

に関して上記の幾何学的解釈が厳密に成り立つのは，非線形変換穐が線形変換とみなせる  

とき，すなわち，複素ニューロ蒲力の総和（複素数）の実部および虚部のそれぞれの絶  

対値が共に小さいときに限ることに注意しなければならない。   

前節において見たように，実ニューロンは基本的に実数直線（1次元）上の点列の移動を  

司っており，実ニューロン間の重みパラメータは互いに独立であって，何らの影響も与え合  

わない。複素ニューロンは先に見たように基本的に2次元平面上の“アブイン変換”を司っ  

ており，学習においてはそのアフィン変換の調整を行うものと解釈することができる。それ  

に伴って，複素ニューロンには，  

（“実部”ニューロンヘの入力値の実部諾たに対する重み）  

＝（“虚部”ニューロンへの入力値の虚部翫に対する重み），  

（“実部”ニユ→ロンヘの入力値の虚部yたに対する重み）  

－（“虚部”ニューロンへの入力値の実部∬んに対する重み）   

という制約が重みに課されており（図3．2参照），学習はその制約を保ちつつ行われる。見方  

を変えると“莫部”ニューロンと“虚部”ニューロシはそれらの重みパラメータを通じて  

互いに影響を与え合っていると言える。このように，基本的に数直線（1次元）上の移動を  

司っていた実BPは，複素数に拡張されることにより，平面（2次元）上のアフィン変換に  

閲した構造を有するものへと変質していることがわかった。次節で述べるように，重みパラ  

メータのこの構造は決定表面の直交性として現れる。  

3．4 複素B Pネットワークにおける決定表面の直交性  

決定表面（decisionboundary）とは，学習識別系（たとえば，実BP）がパターンを切り  

分ける境界線のことであり，一般に超曲面から成るものである。実ニューロンから構成され  

る階層型ニューラルネットワークの決定表面については，Lippmannにより，中間層の個数  

が0～2個の3種類に分けて実験的に調べられている【16］。そこで，本節では複素BPネッ  

トワークの決定表面について解析的に調べる。  

3．4．1 単一複素ニューロンの場合   

まず，単一の複素ニューロン（中間層0個）の決定表面について調べる。  
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重みをw＝t【叫…Wれ］＝ぴγ＋古びi，Wr＝ 一国・‥哺】，Ⅷf＝t［ui…ぴと】，開催を  

β＝βr＋赫とする。出力関数ム：Cl→Clは，簡単のために，  

ム（z）＝1（∬）＋ね（封），Z＝∬＋毎  
（3・3）  

〈去  

（ifu≧0）  

（ifu＜0）   
ただし，1（u）＝  とする0このとき，複素パターンz＝f【zl…Zn］＝影＋  

盲肌∬＝電 ［∬1…∬m】，y＝馳1‥・yれ］が入力されると複素ニューロンは，  

1（匝r叫［汗βr）＋申‥可汗〆） （3・4）  

を出力する0故に，複素ニューロンの出力値の茎塑は【亡びγ」t巧を法線ベクトルとする超  

［  ］  

；お   

y   
平面（決定表面）［電wr Jt巧  十βr＝0を境にして定まる。つまり，超平面≧0なら  

ば1，そうでなければ0となる0同様に，複素ニューロンの出力値の昼型は【加斗呵を法  

［  ］  

；だ   

y   

線ベクトルとする超平面（決定表面）匝再㌦］  ＋βt＝0を境にして定まる。ここで，  

lUi  Wr  これら2つの決定表面の法線ベクトルの内積をとると［亡Ⅷγ 一丈叫  ＝0となり，2つ  

の決定表面は直交しているということがわかる。   

次に，式（2．18）で示される出力関数を持つ場合について調べる。  

複素パターンz＝電［zl‥㌧‰］＝ 諺＋豆肌影＝隼1…∬れ】，y＝t【机‥・y几］が入力されると複  
素ニューロンほ，   

∬＋盲y＝可twr瑚 ［打力相中ル］［；］＋βり（3・5）  

を出力する。ここで，常数C月，CJ∈（0，1）を任意に選び，  

鞠y）＝可町一叫打βr）＝C月，  
（3・6）  

y（ぉ，y）＝項fⅧ＝wr】［打βり＝C∫   
（3・7）  

とおく0式（3・6）は和人力複素ニューロンの出力値の茎塾に関する決定表面である，すなわ  
ち，入力信号（a，，y）∈R2nは，超曲面（式（3・6））を境界線にして，2つの決定領域（decision  
region）†（訂，y）∈R2れlガ（昔，γ）≧CR），（（ぉ，y）∈ガれ暮∬（ぉ，y）＜C月）に分類される。同  
様にして，式（3・7）で示される超曲面はm入力複素ニューロンの昼型に関する決定表面であ  

る。そこで，式（3・6）および式（3・7）のそれぞれの法線ベクトルが（影，如，が（∬，甘）を求め  

ると，  

が恒）＝（芸  
∂芳 ∂．方  ∂．方  

● ● ●                 ▼ ● ●  

∂ェ，l軸1  ∂恥  
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晶（【亡びr一叫打βr）・【亡びr一咄  
（3■8）  

∂y ∂y   

∂諾れ軸1  
鞠甘）＝（芸  

晶（［肌情］＋βり  
］
 
 

．
●
■
 
 

Ⅷ
 
 

t
 
 

「
■
l
l
■
▲
 
 
 

（3・9）  

となり，それらの内債は0となるから，実部に関する決定表面と虚部・に関する決鹿表面は互  

いに直交していることがわかる。   

実ニューロンは入力された実パターンを2つの（0および1という傭で代表される）ク  

ラスに分類する。一方，複素ニューロンは入力された複素パターンを4つの（0，1，査，1＋盲  

という値で代表される）クラスに分類する。先の議論により，複素ニューロンの決定表面は  

2つの直交した超曲面（超平面）から構成されており，領域を4つに均等に分割しようとす  

る。つまり，一般には複素ニューロンは複素パターンに対する自然な決定表面を有している  

と言える。   

3．4．2 3層ネットワークの場合   

次に，3層ネットワーク（中間層1個）の決定表面について調べる。入力ニューロンエ凧  

中間ニューロン〟個，出力ニューロン〃個の3層ネットワークを考える0？ji＝堆＋叫  
を入力ニュー ロンよと中間ニューロンJとの間の結合の重み，瑚＝鴫＋鴫を中間ニュー  

ロンJと出力ニュ「ロンたとの間の結合の重み，βJ＝β言＋呵を中間ニューロンJが持つ開  

催，「眈＝7芸＋五7左を出力 ニューロンたが持つ開催とする。出力関数は，式（2．18）で示され  
るものとする0このとき，複素パターンz＝t［zl‥・’zム】＝茫＋去肌∬＝里1…牝】，y＝  

t 【yl・‥批］が入力されると，中間ニューロンJへの入力の総和巧は，  

巧＝町＋五里  

＝瞳榊一舶＋彗ト［童榊＋廟）＋β‡］  

となる。よって，その出力均は，  

職＝軍＋盲彗＝ふ（町）＋塙（巧）  

である。さらに，出力ニューロンたへの総入力ぶたは，  

ぶ鳥＝ざ芸＋去ぶ左  

＝燈明一蛸＋中値舶＋繍＋7孟】  
である。故に，その出力0たは，  

0ん＝0忘十璃＝克（ぶ忘）＋墟（輔  
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（3・10）  

（3・11）  

（3・12）  

（3・13）   



となる。ここで，常数C月，CJ∈（0，1）を任意に選び，  

0芸（∬，y）＝ C月，  （3．14）  

0主（茫，y）＝ CJ  （3．15）  

とおく。式（3．14）および式（3．15）は，それぞれ，3層の複素BPネットワークにおける出力  

ニューロンたの実部および虚部に関する決定表面である。これら2つの超曲面の法線ベク  

トルが（影，y），が（訟，y）は，それぞれ，  

塑
恥
．
塑
恥
 
 

（
 
（
 
 

塑
叫
塑
触
 
 

塑
隼
塑
仇
 
 

が（∬，y）   

が（茫，封）  

であり，これらの内積は，  

〟月（諾，y）・f〝J（詔，甘）  
塑 

・  

訂有  

∂0左 ∂0左  

∂∬1∂∬1  

∂0芸 ∂0左  

∂批 ∂批  
（3．18）  ＋ ‥・＋  ＋ ‥・＋  

で与えられる。ここで，任意の1≦壱≦ムに対して，  

∂0左 ∂0左   塑 ＋・－  
有        ∂∬；       ∂肌  

∂ふ（町）▲．l．‖」∂克（巧）  ∂ふ（ぶ忘）∂ふ（ぶ左）  

∂ぶ忘   ∂ぶ£ L冨  ∂町 ● ∵町Ⅷ  ∂巧  

■             笑／∴．．r ∂克（町）．▲▲r＿．．1∂蕗（巧）   
与 癌 鴫  

＋鴨場  
∂町 －■ぶ∫‾▼Jl  ∂巧  

筈／∧．r．‥∫  ∂克（巧）▲．l．‥J∂克（町）  ∂克（ぶ忘）∂克（g去）  

∂ぶ忘   ∂g主  ＼▼〃J▼▼Jt  ∂巧   
‾斤∫”Jl  

∂町  

∂克（巧）．∧．r…‘∂ふ（叩）  癌鴫  ＋鳴呵i・  （3・19）  

∂巧’‾〃∫”∫l  ∂町  

よって，法線ベクトルの内債は必ずしも0になるわけではなく，実部と虚部のそれぞれの決  

定表面は互いに単純に直交するとは言えない。しかしながら，式（3・19）を注意深くみると，  

任意の1≦J≦〟に対して，  

∂ん（町）＿∂ふ（巧）  
（3・20）  

∂町  ∂巧  

すなわち，   

（3・21）  

′櫓由一舶＋β；］＝∫櫓軸＋廟）＋β；］  
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が成り立つならば，内債＝0となることがわかる。一般に，晶（勘）と晶（u2）は卜項および  

Iu2暮がある大きな値以上であれば，ほぼ同じ億をとるものとみなせる。故に，任意の1≦J≦  
勇オに村して，十分大きな正数∬1，∬2が存在して，  

愕l  

（3．22）  

世封  

＞八■2，   （3．23）  

ただし，tan（αJi）＝l帝／帝，tan鱗）＝机／ごiが成り立つとき，2つの決定表面は互いに直  

交する。つまり，任意の1≦J≦〟に対して，中間ニューロンゴへの総人力（複素数）の実  

部および虚部の絶対値が共に十分大きいと  き，2つの決定表面は互いに直交する。あるいは，  
さらに，lzl＝   lzl‡2＋…＋l礼l2が十分大きい億をとる（茫，γ）において，2つの決定表面は  
互いに直交する可能性が高いと言える。   

このことを定理および系の形でまとめておく。   

定理2 すべての中間ニューロンへの総入力（複素数）の実部および虚部の絶対値が共に十  

分大きいときノ実部と虚部のそれぞれの決定表面は互いに直交する。   

系1‡ztが十分大きい値をとる（諾，y）においてノ実部と虚部のそれぞれの決定表面は互い  

に直交する可能性が高い。   

3．5 シミュレーション  

本節では，3層の複素BPネットワークにおける決定表面の特性について計算機実験を  

通じて調べ，実BPネットワークのものとの比較を行う。出力関数は，シグモイド関数をベ  

ースにした複素関数（式（2・18））である。   

実験には，表3．1に示す学習パターンを使い，学習パラメータの初期値は－0．3から＋0．3  

の間の乱数により設定する。  
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表3．1学習パターン  

入力パターン  パターン番号   出力パターン  

0   0   

2   

3   1＋壱   

4   1十五   Z   

学習は誤差  

（3・24）  

が0・10となったときに収束（終了）したものとみなし，収束の規範とする旭pは2．4節で  

定義したパターンpに対する2乗誤差である）。また，表3．1に示す4種類のパターンをひ  

と通り提示することで1回の学習と数えることとする。   

ネットワークは，入力1出力1，中間ニューロンは3から6までの4種類，学習率は0．5  

とした。学習終了後，テストパターンとして，実部，虚部，共に，0．0から1．0まで0．1刻みの  

億（合計11×11＝121パターン）を人力した。その結果を図3・4（a）～図3．7（a）に示す。  

また，比較のために行った実BPの結果を図3・4（b）～図3・7（b）に示す。複素BPと異なる  

のは入力2出力2というネットワークを使い，入出力データの東部を入出力ニューロン1，虚  

部を入出力ニューロン2に対応させた点である。図3．4～図3．7において，領域1はテスト  

パターンに対するニューラルネットワークの出力の実部がオフ（0．0～0．5）かつ虚部がオ  

フであったことを示す。同様に，領域2は実部オ㌣（0・5～1・0），虚部オフ；領域3は実部  

オン，虚部オン；領域4は実部オフ，虚部オンであったことを示す。   

図3．4～図3．7において，複素BPネットワークの決定表面は実BPネットワークのも  

のと比べて見るとある一定の構造を持っているように見受けられる。特に，囲3．4（a）は実  

部の決定表而（領域2および領域3が成す領域とその他の領域との境界線）と虚部の決定表  

面（領域3および領域4が成す領域とその他の領域との境界線）とが直交する傾向が見られ  

（図3．8参照），3．4節において示した複素BPネットワークの決定表面の直交性の性質が反  

映されているものと思われる。   

3．6 むすび  

複素BPの基本特性を，ネットワークアーキテクチャの観点から解析軌実験的に調べ，  

実BPとの差異を明らかにした。   

複素BPには，複素数への拡張の結果として，次のような性質が生じている。複素BPネ  

ットワークにおける重みパラメータは互いに独立ではなく2次元アフィン変換に基づいた制  

約を有しており，学習は基本的にその制約のもとで進められる。複素ニューロンの決定表面  

は2つの直交した超曲面（超平面）から構成されている。また，3層の複素BPネットワーク  

における決定表面は基本的にこの性質を内包しており，中間ニューロンへの総入力が十分大  
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きいときに直交する。決定表而の直交性は決定領域を均等に4つに分割しようとするという  

意味で，一般には0，1，壱，1＋宣という4つのクラスを扱う複素バターンに適した性質であ  

る。しかし，たとえば，0，0．2，0ぷ，古に分類するような問題の場合は有効であるとは限らな  

いので，決定表面の直交性が有効に働くのは問題によると言える。このような意味で複素B  

Pは一般には複素パターンに対する自然な学習アルゴリズムであり，複素バターンを扱う分  

野において有効に利用され得るものと期待される。  

（a）複素BP  （b）実BP  

図3．4 決定表面（3中間ニューロン）  

X2  

（a）複素BP  （b）実BP  

図3・5 決定表面（4中間ニューロン）  
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tm  

1．0  

2  
4  

口  

0．0   

3  

1．0   

（a）複素BP  （b）実BP  

図3．6 決定表両（5中間ニューロン）  

（a）複素BP  （b）実BP  

図3．7 決定表面（6中間ニューロン）  
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図3．4～3．8における数字の意味  

1：実部0．0～0．5，虚部0．0～0．5  

2：実部0．5～1．0，虚部0．0～0．5  

3：実部0．5～1．0，虚部0．5～1．0  

4：実部0．0～0．5，虚部0．5～1．0  

（a）出力の実部がオンである領域（領域2＋領域3）  

決定表面  

（b）出力の虚部がオンである領域（領域3＋領域4）  

固3．8 決定表面の直交性  
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第4章  

複素バックプロパゲーション学習アルゴリズムの学習特性  

4．1 はじめに   

本章では主として学習アルゴリズムの観点から複素BPの基本特性を調べる［27，32，41，  

44，47］。主な結果は次のとおりである。（1）複素BPにおける誤差逆伝播は2次元アフィ  

ン変換に基づいた構造を有している。（2）複素BPは，ネットワークを流れる複素信号を1  

つの処理単位として学習を進めるものである。（3）複素BPでは，学習別における実部要因  

と虚郡安因の補完構造により，学習停滞状態の発生が押えられる。その結果，実BPに比べ  

て，複素パターンに対する学習が数倍速くなっている（実BPに複素パターンを学習させる  

方法については後述する）。しかも，そのときに必要となる領域計算量（重みおよび開催の総  

数）は約半分で済む。これらの意味で，複素BPは複素パターンの学習に適したアルゴリズ  

ムであると言える。   

以下では，まず，4．2節および4．3節において，複素BP学習アルゴリズムの解析を行い，学  

習の高速性の要因などの基本特性について調べる。それらの2つの例題を用いた計算機実験  

の結果を4．4節で示し，結論を4．5節において述べる。  

4．2 学習パラメータの修正量の構造   

本節では，複素BPにおける学習パラメータの修正量の構造を2．4節で定義した3層ニュ  

ーラルネットワークを例にとって調べる。すなわち，次のような3層ネットワークを用いる。  

叫i を入力ニューロン盲と中間ニューロンブとの間の結合の重み，勒を中間ニューロンゴと  

出力ニューロンたとの間の結合の重み，βゴを中間ニューロンJが持つ開催，7鳥を出力ニュー  

ロンたが持つ開催とする。また，ム，巧，0たを，それぞれ，入力ニューロン盲，中間ニューロ  

ンゴ，出力ニューロンぁの出力値とする（これらがネットワークを流れる信号である）。そ  

して，出力ニューロンたに対する教師パターンれと0たとの誤差を∂た＝孤－0たとする。  

これらはすべて複素数である。また，E＞0を学習撃とする。   

学習パラメータ£の修正量を△∬，その実部を△∬兄，虚部を△諾Jで表すことにすると，  
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2・5節で導出した複素BPの学習則（式（2・23ト（2．26））は次のように表現できる。  

川三引  ［三諾］＝［＿諾；諾  

COS動 sin動  

－Sin島 cosβJ  
＝l巧l  （4・1）  

［三罰＝E［舎芸誹諾］，  （4・2）  

［三諾巨［  
月eけi〕Jm【ム】  

－Jm佑］鮎附  

COS¢iSin¢壱  

－Sin¢iCOS¢i  
＝けil  

（4・3）  

ミ‡享二＝［‡   

＝持  

］写［＿豊∃認甜崇］  

］写可＿；器冨：‡認］［票  

0  

巧  

0  

巧  

］
 
 
R
ん
J
五
 
 

▲】′  （4・4）  

ただし，ん＝（1一月e【0鬼］）鮎［0ん】，月ん＝（トJm【0た］）Jm【0た］，q＝（1一月可吼】）蝕【瑚，  

Dj＝（1－Im［Hi］）Im［Hj］，Pj＝arCtan（Im［巧】／Re［均］），4i＝arCtan（Im［Ii］／Re［IJ），  

鞠＝arCtan（J叫叫け月e【瑚］）である。   

まず，△鞠について見てみる。式（4・1）において，卜巧Iは2次元平面上の点の原点との  

［   

COS穐 sin角  

－Sin角 cos穐  
距離に関する縮小・拡大，  は原点を中心とした負の方向（時計回り）へ  

の角度の回転を意味する。つまり，式（4・1）では2次元アフィン変換が行われていると言え  

る。よって，学習パラメータの修正量（複素数）を2次元平面上の点として表現した場合，  
中間一出力層の重みの修正量（△嶋，△鳴）は，出力層の開催の修正量（△濃△7孟）に上記の  
アフィン変換を施すことによって得られるというわけである（図4．1）。同様にして，中間  

層の開催の修正量（△呼，△βかま，出力層の各開催の修正量（△7㌘，△7かこ中間一出力層の  
重み叫に関する2次元アフィン変換を施すことによって得られる備に基づいて定まる（式  

（4・4））0また，入力ー中間層の重みの修正量（△鴫△び帥ま，中間層の開催の修正量（△呼，△  
βかこ入力層の出力値いこ関する2次元アフィン変換を施すことによって得られる（式（4・3））。  
要するに，複素BPにおける誤差逆伝播は  2次元アフィン変換に基づいた構造を有している  
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と言える。  

図4．1複素BPにおける誤差逆伝播のイメージ   

ここで，重みパラメータ自身には，第3章で見たように，2次元アフィン変換に関する制約  

が課せられており，学習はその制約を保ちながら進められる（ただし，各ニューロンにおいて  

はシグモイド関数が適用されるので，各ニューロンの出力値に2次元アフィン変換に関する  

制約が厳密に反映されるのは，シグモイド関数が線形変換とみなせるとき，すなわち，ニュー  

ロンへの入力の総和（複素数）の実部および虚部のそれぞれの絶対値が共に小さいときに限  

る）。よって，複素BPでは，学習パラメータ自身およびその修正量には2次元アフィン変換  

に関係した構造が備わっていると言える。ただし，学習パラメータ自身に課せられている制  

約は正の方向への回転変換  

］  

（4・5）  

COSα －Slnα   

Slnα   COSα  
P＝  

に関係しており，学習パラメータの修正量に課せられている制約は負の方向への回転変換  

Q＝［ぷ…≡冨 ］  

に関係している。ここで，PおよびQは，共に，直交行列であり，  

Q－1＝tQ＝［ ‾ 

］  

（4・6）  

（4・7）  

を満たし，Qの逆行列Q‾1および転置行列f射まPと同様な形をしている。   

ここで，一方の実BPにおける学習パラメータの修正量の構造について確認しておく。  

実BPにおける学習パラメータの修正量は，  

（4・8）  

（4・9）  

（4．10）  

（4．11）   

△叫＝旦プ△7た，  

△¶＝可1－0た）0た∂た，  

△Ⅷ寮＝ム△恥  

△βJ＝（ト巧）巧∑堀△7た  
た  
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で与えられる（ただし，各バラメータはすべて実数であり，その定義は複素BPのパラメー  

タに対応する）。学習バラメータの修正量（実数）を1次元直線上の点として表現した場合，  

中間一出力層の重みの修正量△叫は出力層の間借の修正量△7烏を原点との距離に関して  

巧倍することによって得られる（式（4・8），図4・2）。同様にして，中間層の開催△βJは，出力  

層の各開催の修正量△7たをそれぞれ原点との距離に関して瑚惜した備に基づいて定まる  

（式（4・11））。また，入力ー中間層の重みの修正量△勒は，中間層の開催の修正量△♂メを原点  

との距離に関して八倍することによって得られる（式（4．10））。つまり，実BPにおける誤差  

逆伝播は1次元直線上の点の移動に基づいた構造をしていると言える。  このように，実BP  

が複素数へ拡張されることによって，誤差逆伝播の構造が1次元的なものから2次元的な  

ものへと変質していることがわかった。  

巧倍  

（1次元直線）  

0△7た   △叫   

図4．2 実BPにおける誤差逆伝播のイメージ   

また，見方を変えると，誤差逆伝播の2次元的な構造に伴い，複素BPはネットワーク  

を流れる複素信号を1つの処理単位として学習を進めているということがわかる。たとえ  

ば，△嶋および△鳴は，ネットワークを流れる信号の実部（点可巧】，叫0た】）および虚部  

（Jm【巧】，Jm【0た】）を共に含んでおり，これらに基づいて値が定まる（式（4．1））。つまり，  

△嶋は複素信号の実部（臓【巧］，鮎【0た】）だけから，△鳴は虚部（叫現，叫0た1）だけか  

ら，という具合にお互いに独立して決まるのではなく，ネットワークを流れる信号の実部お  

よび虚部の両方の億を通じて依存し合いながら定まるものであると言える。入力ー中間層  

の結合の重み叫‘の実部の修正量△堵および虚部の修正量△妬中間層の開催βJの実部  

の修正量△呼および虚部の修正量△βJについても同様に，ネットワークを流れる億号の実  

部，虚部の両方の値を含んでおり，それらを通して影響を与え合っている（式（4．3）および式  

（4．4））。また，出力層の開催7たの実部の修正量△7㌘は，直接的には，ネットワークを流れる  

信号（正確には，ネットワークが出力する信号）0たの実部（月e【0た］）だけから定まり，虚  

部の修正量△7gは虚部（Jm【0長】）だけから決定される（式（4．2））。ここで，月e【0た］につい  

てみると，  

月e【0た］＝克岬e［ぶ鳥】）  （4・12）  

であり，   

晶頼局＝∑（糾明】生動－Jm【叫】地）＋励［7た］  
J  

（4．13）  

であるから，属e【0た】は月e【巧】とJm【現の関数である（ぶたほ出力ニューロンたへの入力の  
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総和）。一方，  

Jm［0た〕＝ん（Jm【ぶた］）  （4．14）  

であり，  

叫瑚＝∑（叫叛1地＋叫叫】塾生け＋叫7た】  （4・15）  

J  

であるので，Jm【0た＝ま，やはり，月e［巧】とJ叫巧】の関数である。故に，△7㌘と△7孟は共に  

叫巧】，Jm【巧］の関数である0つまり，△7㌘と△7王は，鮎【巧】と叫瑚を通じて（間接  

的にではあるが）依存し合いながら値が定まると言える。   

このように，複素BPにおける学習パラメータの実部および虚部の億の修正は，それぞ  

れ，ネットワークを流れる倍号の実部および虚部の両方の備に基づいて，そして，それらを通  

じて相互に依存し合いながら行われる（図4．3）。要するに，複素BPは，ネットワークを流  

れる信号（複素数）を1つの処理単位として学習を進めるものであると言える。  

ネットワークを流れる  

信号（複素数）  

学習パラメータの  

修正量（複素数）  

固4．3 学習パラメータの修正量の決定安臥央印甲始点は，央印の終点の決定要因である．  

4．3 学習の高速性の要因  

4．2節において見たように，複素BPにおける誤差逆伝播は2次元アフィン変換に基づい  

た構造を有しており，その結果，複素BP学習はネットワークを流れる複素信号を1つの処  

理の単位としていた。本節では，更に，このことがその構造において，学習の高速化を促すも  

のであることを示す。   

実BPの学習パラメータの修正量（式（4・8）柵（4・11））において，（1一旦）巧∈Rおよび  

（1－0た）0た∈点は，各ニューロンの出力関数であるシグモイド関数克（可＝1／（1＋expトu））  

の導関数（ト克（鋸））克（u）であり，図4．4のような曲線を措くものである。つまり，ニューロ  

ンへの入力の総和加の絶対値が大きくなるにつれて0に近づいてゆく関数である。よって，  

ニューロンの出力値を0もしくは1に少しでも近づけるために，ニューロンへの人力の総和  

びの絶対値が大きくなるとシグモイド導関数（ト克（祝））克（祝）は微小な値を取ることになり，  

その結果，学習は進みにくくなる。その際，特に，誤差が大きな催であり，そのような状態が  
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長く続く場合には，“ロー カルミニマムに陥った”と称されることになる。よく知られてい  

るように，これが実BPにおける学習停滞のメカニズムである。  

（1－／尺（u））ん（≠）  

－10・0  －5，0  0．0  5．0  10．0  

図4・4 シグモイド関数克（u）の導関数   

一方，複素BPにおいては，学習パラメータの修正量（式（4．1卜（4．4））には2種類のシグ  

モイド導関数が現れる01つは出力関数の莫部の導関数（ト叫0た］）呵0ん】，（ト叫現）  

月et月1】，もう一つは鹿部の導関数（1一丁m［0ん］）Jm【0た】，（1一丁叫均】）Jm［巧】であり，複素  

BPの学習則は基本的にこれらの2つの線形結合  

α1（ト月e【0ん】）月e【0ん】＋βl（トナm〔0た】）Jm【0た】，  （4．16）  

α。（ト叫巧】）鮎【巧】＋β2（トナm■【巧】）Jm匪】  （4．17）  

から構成されている（αた，βた∈R（た＝1，2））。ここで，式（4・16）が微小な値になるのは，（1一  

月e［0た】）月e【0た】と（1一丁叫0た】）Jm【0た】の両方の億が微小になるときである（式（4・17）につ  

いても同様）。よって，たとえば，（1一月e【0た］）月e【0庵】が微小な億をとったとしても，（1一  

丁m【0た］）Jm【0た】もそうであるとは限らないので，式（4．16）が微小催をとらない可能性があ  

り，この点で，（1－0ん）0鳥∈Rが微小億をとれば必ず学習パラメータの修正量が微小と  

なってしまう実BPの学習則（式（4．8）－（4．11））とは異なっている。言い換えると，美都要  

因（（ト叫た】）叩た】，（ト呵珊瑚叫と虚部要因（（ト叫0た］）叫0鳥］，（ト  

叫榔m【叫  は，学習バラメ峨タの修正量が異常に小さくならないようにお互いに補い  
合っているとも言える。このように，複素BPの学習則は，実BPに比べて，学習の停滞状態  

が発生しにくい構造を有していると言える（注意：特に，（1一点e［0た】）月e【0ふ】およぴ（1一  
丁m【0た】）Jm【0ム】が共に微小な備になることが稀であるときに顕著であろう）。この結果，複  
素BPは，実BPに比べて，学習が高速化されているものと思われる。また，学習曲線の形に  

ついても興味のあるところである。これらのことについては，4．4節において複素パターンの  
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学習に関する計算機実験を通じて確認する。  

出力関数側からのアプローチと損失関数側からのアプロ  従来，学習の高速化手法には，   

－チが提案されており，それぞれ，効果をあげている。前者には，学習停滞状態に陥ったなら  

ば，シグモイド関数の傾きを強制的に修正することにより学習パラメータの修正量を増やす  

という手法【61】，あるいは出力関数を区分的線形関数とし，その傾きを学習の対象として取り  

込む方法［52］などがある。後者（損失関数側からのアプローチ）には，損失関数にKullback  

Divergenceを用いる方法【56］，損失関数にエントロピー項を付加する方法【3］などがある。  

複素BPは，これらのように学習の高速イヒを意図されたものではなかったが，結果的に高速  

イヒを促進する構造が自然に備わっているのである。その構造は出力関数側からのアプローチ  

に属するものであり，出力関数の実部と虚部の導関数の線形結合性に基づいている。よって，  

上述の従来の高速イヒ手法のうち，損失関数側からのアプローチのものとは観点が異なってお  

り，複素BPと組み合わせて適用することが可能である。また，複素BPの出力関数の実部  

と虚部は，実BPの出力関数と同じシグモイド関数である（式（2．18）参照）。よって，上述の  

従来の高速化手法のうち，出力関数側からのアプローチのものを複素BPの出力関数の莫部  

と虚部に対して，それぞれ，適用することにより，更なる高速化が可能であると思われる。   

4．4 シミュレーション   

・本節では，複素パターンを使った計算機実験を通じて，4・3節において示した複素BPの  

学習特性の確認を行う。   

一般に，学習速度の評価は単純に学習回数だけからではなく，計算量【叫の観点からトー  

と領域計算量  （timecomplexity）   （space  タルに行なう必要がある。計算量には，時間計算量  

complexity）の2種類がある。時間計算量はアルゴリズムの中の特定作業の実行回数のこと  

であり，消費時間の目安にされるものである。一方，領域計算量はアルゴリズムの中で使用  

される変数の個数のことであり，消費記憶容量の目安にされるものである。   

本論文では，アルゴリズムの中で行なわれる（実数の）四則演算の総回数を時間計算量，学  

習パラメータ数を領域計算量とする。ただし，時間計算量において，（1回の加算の計算量）  

と（1回の減算の計算量）は等しいものとする。また，一般に，（1回の乗算の計算量）≧（1  

回の加算の計算量）であるが，ここでは念の為，（1回の加算の計算量）＝（1回の乗算の計算  

量）および（1回の加算の計算量）＝0という極端な2つのケースを考える。なお，除算は実  

BPおよび複素BPでは使用されないので常に0回である。   

次の4．4．1項および4．4．2項では，1回の学習の時間計算量が実BPと複素BPとで等しく  

なるようにネットワークの構造を調節したうえで，それぞれの収束するまでに必要な平均学  

習回数を基準にして学習速度の評価を行なう。加えて，そのときの領域計算量も評価する。   

実験において，学習パラメ榊夕の初期値は，本節を通して，－0・3から＋0・3の間の乱数に  

より設定する。学習は誤差  

2∑ち  （4・18）  

p  

が0．10となったときに収束（終了）したものとみなし，収束の規範とする（ちは2・4節で  
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定義したパターンpに対する2釆誤差である）。また，学習パターンは，通常，数種類のパタ  

ーンから構成されているが，その数種類のパターンをひと通り捷示することで1回の学習と  

数えることとする。   

4．4．1 例題1   

本項では，複素パターンから構成される単純な学習パターン（表4．1）を償った実験の結  

果を示す。複素BPには1－3－1ネットワーク，実BPには2－6－2ネットワークおよ  

び2－7－2ネットワークを使った。複素BPおよび実BPをこれらのネットワークに適用  

するときのそれぞれの計算量を表4．2に示す。学習1回あたりの時間計算量に関して，複素  

BPl－3－1ネットワークは，（1回の加算の計算量）＝0のとき，実BP2≠6－2ネッ  

トワークに等しく，（1回の加算の計算量）＝（1回の乗算の計算量）のとき，実BP2柵7－  

2ネットワークにほぼ等しい。  

表4．1学習パターン【例題1】  

パターン番号  出力パターン  入力パターン   

0   0   

2   官   

3   1＋壱   

4   1＋壱   3   

表4．2 複素BPおよび実BPの計算量［例題1】  

複素BPト3－1  78  52  130  12  8  20   
実BP2－6－2   78   40   118  24   8  32   

実BP2－7－2   90   46   136  28   9  37  

実BPに複素パターンを学習させる方法の1つは，入出力層において実部，虚部を担当さ  

せるニューロンをあらかじめ決めておくことである。ここでは，入出力される複素数の実部  

を入出力ニューロン1，虚部を入出力ニューロン2に担当させた。   

学習率をパラメータとして0．1から0．6まで0．1刻みで変化させた。各学習率について，  

それぞれ50回の試行を行い，それらの収束に要した学習回数の平均を評価の基準とした。  

学習ほ5万回で打ち切りとしたが，すべての試行は収束した。図4．5がその実験結果である0  

また，学習曲線（学習率は0．1）の一例を図4．6に示す（実BPは2－7－2ネットワーク）。  
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学習中  
0．1  0・2   0．3  0．4   0、5  0．6   

図4・5 平均学習速度（複素BPと実BPの比較）【例題1】  

図4．6学習曲線（複素BPと実BPの比較）【例邁1】  
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さらに，4・3節で述べた「学習の高速性の要因」を裏付けるために，上述の実験における  

学習パラメータの修正量の絶対値の平均値を調べた。その結果を表4．3に示す。複素BP，  

実BP共に学習率0・5の場合について，学習回数が750匝lの時点での催を調べた（ただし，パ  

ターン1に相応するデータに基づいている）。なお，実BPネットワークの代表としては2  

－7－2ネットワークを選んだ。複素BPについては，出力ニューロン1の出力関数の導関  

数倦の実部（1一月e【01］）属e〔01】が0・10以上かつ，虚部（1一丁叫01］）J叫01】が0．05以下  

であるような試行についての平均をとった。このようにしたのは，出力関数の導関数催の  

実部が比較的大きく，かつ，虚部が微小な備となっている試行だけを調査の対象とするため  

である。そのような試行は50回のうち37回あった。村象とした学習パラメータは中間  

ニューロン2と出力ニューロン1との間の重みパラメータu12である。実BPについては，  

出力ニューロン1の出力関数の導関数借（1－Oi）Oiが0．10以上，かつ，出力ニューロン2の  

出力関数の導関数億（1－0ら）0左が0・05以下であるような試行についての平均をとった（0宝  

は出力ニューロンたの出力値を表す）。そのような試行は50回のうち31回あった。対象  

とした学習パラメータは中間ニューロン2と出力ニューロン1との間の重みパラメータ可2  

および中間ニューロン2と出力ニューロン2との間の重みパラメータ∽左。である。表4．3か  

らわかるように，実BPの場合，出力ニューロンの出力関数の導関数催が小さな値をとると  

それに対応する学習パラメータの修正量はそれに応じて小さな値をとってしまう。これに対  

して，複素BPでは出力関数の導関数催の実部，虚部のどちらか一方が小さな値をとった場  

合でも，それらに対応する学習パラメータの修正量は，（実BPに比べて収束がある程度進ん  

でいるため値はいくぶん小さいが）実部，虚部共に同程度の億をとっており，学習停滞状態は  

発生しにくくなっていることがうかがえる。  

表4・3 学習パラメータの修正量の絶対値の平均値［例題1】  

学習パラメータ  ネットワーク   修正量の絶対値の平均値  

戯【叫2］   0．00615  
複素BPト3－1  

Jm［叫2】   0．00521   

可2   0．02330  
実BP2－7－2  

ぴら2   
0．00056   

4．4．2 例題2  

次に，表4．4に示す学習バターンを使った実験を行った。この学習パターンは複素パタ  

ーンから構成されており，次の2つの規則に従っている。  

（1）入力される複素数1と複素数2が等しいならば，出力される複素数3の実部は1，そ  
うでなければ0。  

（2）入力される複素数2が1または盲ならば，出力される複素数3の虚部は1，そうでな  

ければ0。  
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例題1と異なるのは，複素BPには2－4－1ネットワーク，実BPには4－8－2ネッ  

トワークおよび4－9－2ネットワークを使った点である。これらのネットワークが使われ  

る際のそれぞれの計算量を表4．5に示す。学習1回あたりの時間計算量に関して，複素BP  

2－4－1ネットワークは，（1回の加算の計算量）＝0のとき，実BP4－8－2ネットワー  

クに等しく，（1回の加算の計算量）＝（1回の乗算の計算量）のとき，実BP4－9－2ネッ  

トワークに等しい。  

表4・4 学習パターン【例題2】  

入力パターン  出力パターン  
パター ン番号  

複素数1  複素数2  複素数3  

0   0   

2   0   Z   官   

3   2   1＋豆   

4   是   も   

5   1＋盲   

6   

7   1十王   1＋壱   

8   1十盲   も   亀   

表4．5 複素BPおよび実BPの計算量［例題2】  

複素BP2ぺ一1  134   92  226  24  10  34   

実BP4－8－2   134   68   202  48  10  58   

実BP4－9－2   150   76  226  54    65  

実BPに上述の学習バターンを与える際には，例題1と同様にして，入出力層において実  

部，虚部を担当させるニューロンをあらかじめ決めておいた。すなわち，入力される複素数  

1の実恥虚部，複素数2の実部，虚部を，この順番で，入力ニューロン1，2，3そして4に  
担当させた。また，出力される複素数3の実部は出力ニューロン1，虚部は出力ニューロン  

2に担当させた。   

学習ほ10万回で打ち切りとした。図4．7に実験結果を示す。参考のた捌こ，各ネット  

ワークでの収束率（50回の試行のうち収束した試行の割合）を表4．6に示しておく（注意：  

この場合，収束率に関してみると学習率を0．6以上に選ぶと実BPの方が良い結果が得られ  

る可能性があるように思われる）。また，学習曲線（学習率は0．3）の一例を図4．8に示す  
（実BPは4－9－2ネットワーク）。  
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平均学習回劇  
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図4．7 平均学習速度（複素BPと実BPの比較）［例題21  

学習回数   
0  20，000  40，000  60，000   

図4・8 学習曲線（複素BPと実BPの比較）【例題2】  
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さらに，例題1と同様に，4・3節で述べた「学習の高速性の要因」を裏付けるために，上述  

の実験における学習パラメータの修正量の絶対値の平均値を調べた。その結果を表4．7に示  

す。複素BP，実BP共に学習率0．5の場合について，学習回数が450回の時点での億を調  

べた（ただし，パターン6に対応するデータに基づいている）。なお，莫BPネットワークの  

代表としては4－9－2ネットワークを選んだ。複素BPについてほ，出力ニューロン1の  

出力関数の導関数催の実部（ト月e【01】）月e【01］が0・05以下，かつ，虚部（1一丁m【01】）Jm【01］  

が0．10以上であるような試行についての平均をとった。このようにしたのは，出力関数の  

導関数値の実部が微小であり，かつ，虚部が比較的大きな億となっている試行だけを調査の  

対象とするためである。そのような試行は50回のうち17回あった。対象とした学習パラ  

メータは中間ニューロン2と出力ニューロン1との間の重みパラメータⅦ12である。実BP  

については，出力ニューロン1の出力関数の導関数催（1－Oi）Oiが0．05以下，かつ，出力  

ニューロン2の出力関数の導関数侶（1－0；）0ちが0．10以上であるような試行についての  

平均をとった（0£は出力ニューロンたの出力値を表す）。そのような試行は50回のうち2  

1回あった。対象とした学習パラメータは中間ニューロン2と出力ニューロン1との間の重  

みパラメータぴi2および中間ニューロン2と出力ニューロン2との間の重みパラメータu妄2  

である。表4．7からわかるように，複素BPでは実BPと異なり，出力関数の導関数催の実  

部，虚部のどちらか一方が小さな値をとった場合でも，それらに対応する学習パラメータの  

修正量は，例題1と同様に，実部，虚部共に同程度の値をとっており，学習停滞状態は発生し  

にくくなっていることがうかがえる。  

表4．6 収束率【例題2】  

複素BP2ヰ1  100  96  88  92  90  98   

実BP4－8－2   0  48  70  84  94  94   

実BP4－9－2   0  22  64  78  90  100   

表4．7 学習パラメータの修正量の絶対値の平均値【例題2】  

学習パラメータ  修正量の絶対値の平均値  ネットワーク  

助【叫2］   0．00331  
複素BP2ヰ1  

J叫び12】   0．00513   

ぴi2   
0．00038  

実BP4－9－2  
び妄2   

0．00906   
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4．4．3 考察  

4．4．1項および4．4．2項の実験結果により，複素BPには複素パターンの学習に関する以下  

の特徴が備わっていることがわかる。  

（1）複素BPは，実BPに比べて，学習が数倍速くなっている（図4・5，図4．7）。しかも，  

そのときの領域計算量は約半分で済む（表4．2，表4．5）。  

（2）複素BPの学習曲線には，実BPとは異なり，学習の停滞状態（誤差が大きく，かつ，∬  

軸にほぼ平行な部分）が見当たらない（図4・6，図4．8）。   

これらは4・3節で述べた出力関数の導関数の実部と虚部の（学習別における）線形結合性  

（式（4・16）および式（4・17））による学習停滞状態の解消構造が，学習速度および学習曲線に現  

れたものであると考えられる。   

4．5 むすび  

複素BPの基本特性に対して，学習アルゴリズムの側面からアプローチし，次の結果を得  

た。   

複素数への拡張は複素BPに次のような性質をもたらしている。複素BPにおける誤差  

逆伝播は，2次元アフィン変換に関係した構造を有している。複素BPは，ネットワークを  

流れる複素信号を1つの処理単位として学習を進める。複素BPの学習別には，学習停滞状  

態の発生を押えるメカニズム（実部要因と虚部要因の補完機構）が含まれている。これによ  

り，複素パターンに対する学習が実BPに比べて数倍速くなっている。しかも，そのときに  

必要となる領域計算量は約半分で済む。   

これらの意味で複素BPは複素パターンを自然に学習することができるものであり，信  

号処理，電気工学，制御工学などの複素パターンを操作する分野において有効に利用され得  

るものと期待される。  
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第5章  

複素バックプロパゲーション学習アルゴリズムの2次元アフィ  
ン変換学習能力  

5．1 はじめに  

本章では，第2章で提案した複素BPが，通常のニューラルネットワークには見られない  

2次元アフィン変換学習能力（図形変換能力）を備えていることを計算機実験によりいくつ  

かの例を通して確認する【21，23，26，34，36，381。また，2次元アフィン変換を学習した複素  

BPネットワークのふるまいと複素解析における一致の定理との関係についても言及する。  

一致の定理は複素数世界においてのみ生ずる特異な性質を明らかにしたものである。そし  

て，「誤差の性質」および「学習パラメータの催」についても評価し，さらに，コンピュータ  

ビジョンへの応用についても触れる。   

以下では，まず，5．2節において計算機実験の諸条件について述べる。次に，5．3節および  

5．4節において，それぞれ，単純な変換，やや複雑な変換を通して，2次元アフィン変換学習能  

力が備わっていることを示す。5．5節において一敦の定理との類推について触れ，5．6節にお  

いてコンピュータビジョンヘの応用について述べる。最後に結論を5．7節において述べる。   

5．2 実験の諸条件  

本節では，複素BPが2次元アフィン変換学習能力を持っていることを確認するために  

以下で行なう実験の諸条件について述べる。   

実験に用いる複素BPネットワークは，入力層1ニューロン，中間層6ニューロン，出力  

層1ニューロンの3層構造である。つまり，1つの複素数zlを入力し，1つの複素数z2を出  

力するものである。一般に，1つの複素数g＝諾＋ねは2次元平面上の1点（ご，y）に対応す  

る。よって，当該ネットワークは2次元平面上のある1点（諾，訂）を他の1点（∬′，y′）に変換  

するものであると考えることができる。ここでは，2次元平面を－1≦諾，y≦1に制限して  

おく。ニューラルネットワークが出力する億は，0≦月e【g】，J叫g】≦1であるが，便宜上，以  

下に示す図では，それらを－1≦月e【g】Jm【z】≦1に変換した傭で示す。比較のた捌こ，実  

BPによる実験も行ったが，そのネットワークは入力層2ニューロン，中間層12ニューロ  

ン，出力層2ニューロンとし，4草と同様に複素数zの美都月e［glを入出力ニューロン1に，  
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虚部Jm［z］を入出力ニューロン2に対応させた。実験はいずれも，学習率ど＝0．5，学習回数  

1，000回であり，結合の重みおよび開催は0と1の間の乱数により設定した。   

5．3 単純な変換  

本節では，複素BPに2次元アフィン変換学習能力が備わっていることを単純な例を使っ  

て示す。さらに，「その際に生じる誤差」および「学習パラメータの億との関係」について  

も調べる。   

5．3．1 回転   

まず，直線の回転を行った（図5・1）。学習パターンは11個であり，直線y＝一昔＋1（0≦  

諾≦1）上の11個の点を入力パターン（●印）とし，それらの点を原点を中心にして正の方  

向（反時計回り）に90度回転させた点を出力パターン（○印）とした。出力パターンは直  

線y＝ご＋1ト1≦諾≦0）上の点になっている。学習の後，テストパターン（▲印）として  

直線y＝0・2（－0・9≦諾≦0・3）上の7つの点（図5・1（a））および直線y＝－諾＋0．5（0≦諾≦  

0．5）上の6個の点（図5・1（b））を与えたところ，ニューラルネットワークはそれらをほぼ正  

の方向に90度回転させた点を出力した（□印）。同様にして，実BPに従って実験したとこ  

ろ，当然ではあるが，ニューラルネットワークは教師バターン（出力学習バターン）に位置的  

に近い点（■印）を出力した（図5・1）。   

次に，斜文字の回転を行った（図5．2，図5．3）。3文字からなる単語ETLが負の方向に  

45度回転させられているとする。このとき，学習パターンとして，最初の1文字E上の点  

17個を入力パターン（●印）とし，それらの点を正の方向に45度回転したものを出力パター  

ン（○印）とした（囲5・2（a））0 学習の後，テストパタ∵ン（▲印）として残る2文字Tおよび  

L上の点を与えたところ，複素BPおよび実BPともにニューラルネットワークはテストパ  
ターンをほほ正の方向に45度回転させた点を出力した（図5・2（b），（c））。同様にして，単語  

ISOについて行ったところ，テストパターンSおよび0は複素BPでは正の方向に45度  

回転したが（□印），実BPでは，出力学習パターンに位置的に近い点を出力したため（■印），  

Sおよび0の形状はくずれた（図5．3）。実BPが単語ETLをうまく回転させることができ  

たのは，テストパターンT，L上の点列が学習パターンE上の点列に含まれていたり，位置的  

に近かったからであると思われる。  

5．3．2 相似変換   

次に，縮小の例として，円諾2＋y2＝1から円窓2＋y2＝（1／2）2への相似変換を行った（図  

5．4（a））。学習パターンは11個であり，直線y＝諾（0≦∬≦1）上の11個の点を入力パター  

ン（●印）とし，それらの点と原点との距離を1／2にした点（○印）を出力パターンとした。  

出力パターンは直線y＝ご（0≦∬≦0・5）上の点になっている。学習の後，テストパターン  

として，円諾2＋y2＝1上の12個の点（▲印）を与えたところ，ニューラルネットワークは円  

ご2＋y2＝1を1／2に縮小した円∬2＋封2＝（1／2）2上の点（□印）を出力した。因みに，実B  
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Pでは直線訂＝∬上の点（■印）を出力し，そのような縮小を行うことはできなかった。さら  

に，テストパターンとして任意の曲線上の点を与えた結果が図5．4（b）である。円の場合と  

同様に曲線がその形状を保ったまま1／2に縮小されていることがわかる。   

次に，学習バターンとして直線y＝ヱ（0≦諾≦0．3）上の11個の点を入力パターン（●  

印）とし，それらの点と原点との距離を3・33惜した点を出力パターン（○印）として与えるこ  

とにより，1辺0・3の正方形の拡大を行なった。図5．4（c）がその結果である。実BPネット  

ワークは直線y＝ご上の点列（■印）を出力したが，複素BPネットワークはほぼ1辺1．0の  

正方形を出力する傾向がうかがえる（ロ印）。   

5．3．3 平行移動   

直線の平行移動を行った（図5．5（a））。学習パターンは11個であり，直線γ＝ヱ＋1ト1≦  

ご≦0）上の11個の点を入力パターン（●印）とし，それらの点を右下45度の方向に1ハβ  

だけ平行移動させた点を出力バターン（○印）とした。出力パターンは直線封＝‡ト0．5≦  

エ≦0・5）に乗った点となっている0学習の後，直線y＝ヱト0・5≦霊≦0．5）上の点（▲  

印）を与えたところ，それらの点をほほ右下45度の方向に1／、乃だけ平行移動させた点（□  

印）が得られたが，実BPによる実験においては平行移動は行われなかった（1印）。   

次に，任意の図形について実験したところ，図5．5（b）に示すとおり，複素BPではうまく  

平行移動させることができた。  

ーl．0   

（a）その1  （b）その2   

図5．1直線の回転  

本革の図における記号の意味  

● 入力学習バターン  

○ 出力学習バターン  

▲ 入力テストパターン  

△ 期待される出力テストヾターン  

■ 東BP学習による出力テストパターン  

ロ 複素もP学習による出力テス▲トバターン  

桁数はバターンを識別するための番号である．   
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（a）円の縮小  

Im  （a）直線   

（b）曲線の縮小  

Im  

（b）曲線   

図5．5 平行移動   

（c）正方形の拡大   

図5．4 相似変換  
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5．3．4 誤差の評価   

5・3・1項－5・3・3項において示した2次元アフィン変換学習能力は，回転角度，相似寧（縮  

小率あるいは拡大率），平行移動ベクトル（平行移動の方向と距離を表すベクトル）に関する  

汎化能力と言い換えることもできる。  本項では，その汎化能力の誤差について体系的に調べ  

る。   

回転，相似変換，平行移動に対して，それぞれ，次のような学習パターンを用いて実験を行  

なった。  

1．回転  

入力パターンは図5・6（a）における●印で示された点列，出力パターンは○印で示され  

た点列とした。つまり，出力パターンは入力パターンを原点を中心に正の方向に90度  

回転させることによって得られるものである。  

2．相似変換  

入力パターンは図5．6（b）における●印で示された点列，出力パターンは○印で示され  

た点列とした。つまり，出力パターンは入力パターンを原点との距離に関して2分の  

1に縮小させることによって得られるものである。  

3．平行移動  

入力パターンは図5．6（c）における●印で示された点列，出力パターンは○印で示され  

た点列とした0つまり，出力パターンは入力パターンを右斜め下45度の方向に小β  

の距離だけ平行移動させることによって得られるものである。   

上記の3つの場合に対して，それぞれ，学習終了徽テストパターンとして，囲5．6（aト（c）に  

おいて▲印で示される8つの点を与えた。このテストパターンに対して複素BPネットワ  

ークが実際に出力した点と期待された出力点との間にはいくらかのずれ（誤差）が発生し  

た。この誤差を評価するための1つの基準として，複素BPネットワークが実際に出力した  

点と期待された出力点との間のユークリッド距離を用いた。回転，相似変換，平行移動に対  

するそのような評価基準（ユークリッド距離）を，それぞれ，lが（抑，lが（拙lが（抑と  
記し，それぞれ，汎化回転誤差，汎化相似誤差，汎化平行移動誤差と呼ぶことにする。ここで，  

が（紡が（¢）およびが（¢）は，それぞれ，誤差を表す複素数である（この詳掛こついては，  
6章で述べる）。¢はテストパターン（複素数）の偏角と入力学習パターン（複素数）の偏  

角との差を表す。   

実験結果を図5．7（aト（c）に示す。この実験結果からは，次のような定性的性質が読みと  

れる。すなわち，汎化能力の誤差はテストパターンが入力学習パターンから離れるにつれて  

（つまり，¢が大きくなるにつれて）増加する。そして，最も距離が大きくなるあたり（¢母  

180）で誤差が最大となる。さらに，テストパターンが入力学習パターンに近づくにつれて減  

少する。   

上記の実験において，学習パターンはそれぞれ次のとおりであった。  
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1．回転   

11個の入力パターンは，直線ご＝0（0≦y≦1）上に，11個の出力バターンはy＝  

0ト1≦£≦0）上にそれぞれ乗っていた（図5・6（a））。   

2．相似変換   

11個の入力パターンは，直線諾＝0（0≦y≦1）上に，11個の出力バターンは直線  

諾＝0（0≦y≦0・5）上にそれぞれ乗っていた（図5・6（b））。   

3．平行移動   

11個の入力パターンは，直線∬＝0（0≦y≦1）上に，11個の出力パターンは直線  

∬＝0．5ト0・5≦y≦0・5）上にそれぞれ乗っていた（図5．6（c））。  

また，8個のテストパターンは円∬2＋y2＝0・52の円周上に乗っていた（図5．6（aト（c））．。  

（b）相似変換  （a）回転  

（c）平行移動   

図5．6 汎化能力の誤差の体系的調査に用いる学習パターンとテストパターン  
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岬鷹（洲  lが（洲  

0  100  加  800  

（b）相似変換  

0  1（氾  2（氾  3∝I  

（a）回転  

lが（抑  

0  100  2（氾  M  

（c）平行移動  

図5．7 汎化能力の誤差の体系的調査の実験結果  
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5．3．5 学習パラメ ータの値   

本項では2次元アブイン変換学習能力と学習パラメータの億との関係を実験的に調べる。  

例として回転の学習を取り上げる。   

実掛茄て，学習させる回転角度は30度，60度あるいは90度の3種類である（図5．8  

（aト（c））。それぞれの学習パターンは11個の点列から成り，出力パターンは入力バターンを  

原点を中心にして正の方向に30皮，60度あるいは90度回転させることによって得られる。  

入力パターンは直線芳＝0（0≦茸≦1）上に0．1間隔に並んだ11個の点列である。本項で  

は，学習は誤差  

2∑馬  
p  

（5・1）  

が0・10となったときに収束（終了）したものとみなし，収束の規範とする（ちは2・4節で定  

義したバターンpに対する2乗誤差である）。  

lm  
．
〇
 
 

0  劇
 
 

こl三千′／‾一  

－8・◎¢伊00  

・1．0  

Re   

（a）30度  （b）60度  （c）90度  

図5．8 学習させる回転角度  

学習終了後の学習バラメータの催を調べた。学習バラメータの初期値を設定するための  

乱数を変えて100回の試行を行った。個々の学習パラメータの億は一見して学習した回転  

角度とは何らの関係もないように思われるような億であった（表5．1）。そこで，入力叫中間  

層の重みの合計値の平均，中間一出力層の重みの合計値の平均を評価基準としてみた。すな  

わち，入力ー中間層の重みは全部で6個あるが，それらを加えることによって得られる複素  

数Ⅳ（合成重みと呼ぶ）の偏角を100回の試行に関して平均をとるわけである。中間一出  

力層の合成量みVに関しても同じである。表5．2がその結果である。絶対値に関しては特  

に因果関係が見られなかったため，表5．2には偏角のみ示してある。   

表5．2からわかるように，学習した回転角度とネットワークの重みの偏角とは明らかに因  

果関係がある。すなわち，（17度くらいの）誤差はあるものの合成量みの偏角のそれぞれの  

平均値の合計値河＋∇は学習した回転角皮に近い催となっている。  
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表5．1学習パラメータの倍の一例．60皮を学習したネットワークの入力ー中間層の重み  

の借・ひゴ1は入力ニューロン1と中間ニューロンJとの間の重みを表す・偏角の単位は度．  

絶対値  0．6  0．4  1．6  2．8  0．9  0．6   
偏角   14  117  76  36  22  107   

表5・2 合成重みの偏角の平均像合成重みとは，入力ー中間層（あるいは中間一出力層）の  

すべての重みを加えることによって得られる複素数のことをいう．合成重みは当該層におけ  

る重みが全体としてどんな催を表しているかを示すものといえる．回転角度および偏角の単  

位は度．  

入力ー中間層の合成量みⅣの偏角の平均値評  25  29  33   

中間一出力層の合成重みVの偏角の平均値∇  23  48  75   

合計罰戸＋∇   48  77  108   

5．4 やや複雑な変換  

5・3節においては，単独の変換率（回転角皮，相似率，平行移動ベクトル）を用いた2次元  

アフィン変換について示した。たとえば，回転については，原点を中心にして正の方向に90  

度などのように1つの回転角度だけを学習させ，その●ふるまいについて調べた。本節では，2  
つの変換率を複素BPにより学習させた場合のネットワークのふるまいについて調べる。な  

お，本節に限って学習回数は7，000回である。   

5．4．1 回転  

異なる2つの直線を原点を中心にして正の方向に，それぞれ，90度，45度回転させるよう  

に学習させた（図5．9）。   

入力学習パターンは，直線諾＝0ト1≦y≦1）上の21個の点（●印）とした。直線  

ご＝0（0≦訂≦1）上の11個の点に対応する出力学習パターンは，それらの点を原点を中  

心にして正の方向に塑＿塵回転させた点（直線y＝0ト1≦∬≦0）上にある）とし，直線  

霊＝0ト1≦y≦0）上の11個の点に村しては，それらの点を原点を中心にして正の方向に  

盟塵回転させた点（直線y＝－∬（0≦∬≦0・7）上にある）を出力学習パターンとした（○  

印）。ここで，直線憲＝0（0≦y≦1）上の点に対応する学習パターンを学習パターン1，直  

線ご＝0ト1≦y≦0）上の点に対応する学習パターンを学習パターン2と呼ぶことにす  

る。  
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学習の後，入力テストパターンとして，直線y＝諾（－0・5 

≦諾≦0．5）および直線y＝0ト1≦∬≦1）上の61個の点を与えた（▲印）。ここで，直  
線y＝諾（0≦諾≦0・5）上の点を入力テストパターン1，直線y＝0（0≦∬≦1）上の  

点を入力テストパターン2，直線y＝－∬（0≦ご≦0．5）上の点を入力テストパターン3，直  

線y＝∬（一0・5≦∬≦0）上の点を入力テストバターン4，直線y＝0（－1≦∬≦0）上  

の点を入力テストバターン5，直線y＝一昔ト0．5≦∬≦0）上の点を入力テストパターン  

6と呼ぶことにする。このとき，ニューラルネットワークは，概ね，原点を中心にして正の方  

向に，入力テストパターン1を45度，入力テストバターン2を67．5皮，入力テストパターン  

3を90度，入力テストパターン4を45皮，入力テストバターン5を67．5度，入力テストパ  

ターン6を90度回転させた点を出力した（口印）。ここで，入力テストパターン2および人  

力テストパターン5は，入力学習バターン1と入力学習バターン2とのちょうど境界線に位  

置しており，それらの出力テストパターンが共に入力テストパターンを67．5＝（90＋45）／2度  

回転させた直線上の点となっていることは興味深い。また，入力テストパターン6および入  

力テストパターン4は，それぞれ，入力学習バターン1，人力学習パターン2に位置的に近い  

ため，学習バターン1および2の回転角度（90度，45度）の分だけ回転している。ところが，  
人力テストバターン1および3は，それぞれ，人力学習バターン1（回転角度90度），入力学習  

パターン2（回転角皮45皮）に位置的に近いにもかかわらず，入力テストパターン1は45皮，  

入力テストパターン3は90度回転させられた。  

固5．9 回転  
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5．4．2 相似変換・   

相似変換の一例として，異なる2つの直線上の点を原点との距離に関して，それぞれ，1／2，  

1／10に縮小させるパターンを学習させた（図5．10）。   

入力学習パターンは直線y＝∬（－1≦∬≦1）上の21個の点（●印）とした。直線y＝  

∬（0≦∬≦1）上の11個の点に対しては，それらの点と原点との距離を1／2にした点（直線  

y＝∬（0≦ご≦0・5）上にある）を出力学習パターンとし，直線y＝かト1≦諾≦0）上の11  

個の点に対しては，それらの点と原点との距離を1／10にした点（直線y＝∬ト0．1≦諾≦  

0）上にある）を出力学習バターンとした（○印）。ここで，直線y＝＝諾（0≦∬≦1）上の点に  

対応する学習バターンを学習バターン1，直線y＝∬ト1≦∬≦0）上の点に対応する学習バ  

ターンを学習パターン2と呼ぶことにする。   

学習の後，入力テストパターンとして，円諾2再2＝1の円周上の24個の点（▲印）を与え  

たところ，ニューラルネットワークは図5・10における□印で示される点（出力テストパター  

ン）を出力した。図5・10において，出力テストパターン（□印）は，入力学習バターン1に近  

い入力テストバターンのものほど円∬2＋訂2＝（1／2）2に近くなっており，破線で示される学  

習パター ン1と学習パターン2との境界線を越えると急激に原点との距離を締めている。  

図5．10 相似変換  
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5．4．3 平行移動  

異なる2つの直線を下向きに，それぞれ，0．4，0．8だけ平行移動させるように学習させた  

（図5・11）。   

人力学習バターンは，直線y＝1（－1≦∬≦1）および直線訂＝0．2ト1≦∬≦1）  

上の42個の点（●印）とした。直線y＝1ト1≦∬≦1）上の21個の点に対する出力学習  

バターンは，それらの点を下方に0・4移動させた点（直線訂＝0・6ト1≦∬≦1）上にある）  

とし，直線y＝0．2ト1≦諾≦1）上の21個の点に対しては，それらの点を下方に0．8移動  

させた点（直線y＝－0・6ト1≦∬≦1）上にある）を出力学習パターンとした（○印）。  

ここで，直線y＝1ト1≦ご≦1）上の点に対応する学習バターンを学習バターン1，直線  

y＝0・2ト1≦諾≦1）上の点に対応する学習パターンを学習バターン2と呼ぶことにす  

る。  

tm  

L⊥⊥⊥⊥⊥⊥」 ＝  ト0   lLLLLL山JJ   

lt t t tllt tll ○■、〈〈‾▲‾‾‾▲  1111エ1上11l   

1111IIll11t ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲  11t t tlllll ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲  

之 2 モ 2‡之！Z 2‡2  

tllt lll t llt  ll11111111   

ロ00 ロ ロ ロ ロ ロ ロ ロ  ロ ロロ ロ ロ ロ ロロロ】 ▲ ■■ ■■ ▲ ▲ ■ ▲ ▲ ▲ ▲  ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼ ▼■ ▼ ▼ ▼  

之 2 モ！之 2 之 之 之 之 2  2 2 t 之 之 Z 2 之 2！   

． 

図5．11平行移動  

学習の後，入力テストパターンとして，y＝0．8（－1≦ェ≦1），直線y＝0．4ト1≦  

諾≦1）上の42個の点（▲印）を与えた。ここで，y＝0．8ト1≦諾≦1）上の点を入力テス  

トパターン1，直線y＝0・4ト1≦∬≦1）上の点を入力テストパターン2と呼ぶことにす  

る。このとき，ニューラルネットワークは，入力テストパターン1を下方に，0．55，入力テス  

トパターン2を下方に0・75だけ平行移動させた点（ロ印）を出力した。つまり，人力テスト  

バターン1および2の出力は，それぞれ，直線y＝0．25ト1≦諾≦1），y＝－0・35ト1≦  

∬≦1）上にほほ乗っている。ここで，入力テストパターン1は，入力学習バターン1とは  

0．2，入力学習パターン2とは0．6の距離がある。また，入力テストパターン2は，入力学習  

パターン1とほ0．6，入力学習バターン2とは0．2の距離がある。つまり，入力テストパター  

ン1は，入力学習バターン1と人力学習バターン2を1村3に内分する直線，入力テストバ  
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ターン2は，入力学習パターン1と人力学習パターン2を3対1に内分する直線である。そ  

して，出力テストパターン1は，出力学習パターン1と出力学習パターン2をほぼ1対3に  

内分する直線，出力テストパターン2は，出力学習パターン1と出力学習パターン2をほほ3  

対1に内分する直線となっている。つまり，出力テストパターンは，入力テストパターンと2  

つの入力学習パターンとの距離関係を反映したものとなっていると言える。   

5．5 考察  

複素BPによって学習させたニューラルネットワークには，従来の多層ニューラルネッ  

トワークには見られない2次元アブイン変換学習能力があることがわかった。   

実験結果において，正方形が完全に拡大されなかったり（図5．4（c）），平行移動により直線  

がいくらかねじ曲がっているが（図5．5（a）），これらの現象はシグモイド関数の出力値が完全  

に1にならないために起こるものと考えられるので，若干の工夫を施すことにより改善でき  

るものと思われる。   

一般に，2次元平面上の点（憲，y）が原点を中心として正の方向にβ度だけ回転すること  

は，複素数gl＝霊＋ねに，動径が1で偏角がβ皮の複素数z2＝e柑を掛け合わせることに対  

応する。つまり，ZIZ2は，点（∬，y）を原点を中心として正の方向にβ皮だけ回転させた点を  

意味する。たとえば，5・3・1項の回転の実験では，点をあらわす複素数zl＝∬＋壱yにz2＝e伽  

またはz2＝e偏が掛け合わされていたことになる。また，2次元平面上の点（∬，y）の相似変  

換（縮小，拡大）および平行移動は，それぞれ，複素数gl＝∬＋五yと実数αとの乗算，複素  

数zl＝ご＋ねと複素数びとの加算に対応する。図5．4（a）に示す縮小はα＝0．5の場合，図  

5・4（c）の拡大はα＝3・33の場合であり，図5・5（a）に示す平行移動はぴ＝0．5－0ぷの場合  

であった。要するに，ニューラルネットワークは複素関数タ（g）＝Ze柑，g（g）＝αgあるいは  

タ（z）＝Z十Ⅶを学習したと考えることができる。ここで，注意すべきことは，複素関数タの  

定義域はト1，1］×ト1，1】であるにもかかわらず，ニューラルネットワークが学習したのは  

その領域のある直線上の複数個の点にすぎないということである。定義域の一部の点列を学  

習したニューラルネットワークは，その定義域のすべての点に対して，学習した複素関数に  

従った出力を行っている。ニューラルネットワークのこのふるまいは複素解析における一致  

の定理（たとえば，【12〕）との関係を持っていることが予想される。一致の定理は，実解析に  

は見られない複素解析の特徴的な性質を示したものである。すなわち，   

定理3（一致の定理）耳イ＝ま領域β上の正則関数とする。このとき，β内のある曲線上で  

ダ（ヱ）＝G（z）ならば，刀で恒等的にダ（z）＝G（z）で挙る0   

平たく言うと，一致の定理は次のようなことを主張している。平野に，高さが複素数億  

で表されている2つの山A，βがあって，それらの形状が同一であるか否かを知りたいとす  

る。ただし，山Aとβの底面は重なり合わせることができるとする。山Aと月が，それぞ  

れ，正則な複素数値関数∫，タ（定義域は同じ）で表現できるとき，私達は山の底面内のある  

曲線上の山の高さが等しいか否かをチェックしさえすれば，山Aとβの形状は全く同じで  

あるか否かを判定することができる。一方，山Aと月が正則な複素数億関数で表現できな  
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い場合，一敦の定理は適用できないので，私達は山の底面内のすべての点における山の高さ  

が等しいか否かを逐一チェックする必要がある。   

そこで，この一致の定理を使って前述のニューラルネットワークのふるまいを解釈する  

と次のようになる。学習データは，複素関数G：ト1，1】×ト1，1］→ト1，1】×ト1，1】の定  

義域内のある曲線上の点から得られたものとする。ニューラルネットワークは，この与えら  

れた学習データをもとに其の複素関数Gを推定しようとし，その結果，推定関数ダを求める  
（ニューラルネットワークは少なくとも学習データについてはダ（z）＝G（z）としようとす  

るはずである）。このとき，ニューラルネットワークは一致の定理を満たすかのように定義  

域ト1，1】×ト1，1］のすべての点gに対して真の複素関数G（z）に近い催を出力する0つま  

り，ニューラルネットワークが推定した複素関数ダは定義域ト1，1】×ト1，1］上で恒等的に  

ダ（g）＝G（g）となっていることが予想される0   

5．6 コンピュータビジョンヘの応用  

本節では，複素BPのコンピュータビジョンへの応用について述べる。本章で今まで述  

べてきた2次元アフィン変換学習能力がうまく生かされる。   

コンピュータビジョン【6，11，54】は，眼で外界を見てその状況を認識，理解する人間の視  

覚情報処理機能を，機械を用いて実現させることを目的とした研究分野である。具体的には，  

カメラを通じて得られた画像から，外界の物理的村象物に対する明白で意味のある記述を計  

算機を通して構成することを目的としている。   

コンピュータビジョンにおいて，動いている物体の動画像（異なる時刻で得られた画像  

の集まり）から物体の動きパラメータを推定することは重要な課題である【2】。多くの方法  

は，動画像からオプティカル・フローと呼ばれる画像上の2次元速度ベクトル場を計算する  

ことを前処理として行ない，次にそのオプティカル・フローから画像中の動物体の動きパラ  

メータを推定する。オプティカル・フローから動きパラメータを推定する方法の多くは，オ  

プティカル・フロー中のいくつかのフロー・ベクトルを使って方程式を解いている［1，55，  

57】。しかし，この方法では時間がかかること，雑音に弱いこと，実画像に対する解が容易に  

得られない，といった解決すべき課題がある。   

ニューラルネットワークはパターン変換にしばしば利用され，雑音にそれほど影響を受  

けないという特徴がある。しかも，学習後の処理に要する時間は短い。よって，これらの点  

で，動きパラメータの推定に応用すると有効であると考えられる。   

特に，複素BPネットワークは入出力パターンが複素パターン（2次元情報）であるので，  

2次元ベクトルから構成されるオプティカル・フローを自然に扱うことができる。つまり，  

オプティカル・フロー中の2次元ベクトルを，1つの複素数として，複素ニューロンに素直  

に入出力させることができる。図5．12に動きの解釈を行なう複素BPネットワークの構成  

例を示す。入力はオプティカル・フロー，出力は動きパラメータである。ここで，複素BP  

ネットワークには，1つの平行移動や1つの回転といった基本的な動きに関するパターンを  

教師データとして予め学習させておく。基本的な動きを学習した複素BPネットワークは未  

学習の動きに対してもうまく解釈を行なうことが期待される。  
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さらに，実画像のオプティカル・フローは必ずしも完全なものが得られるわけではなく，  

1部分しか得られないことが多い（図5．13）。このため，正規化を行なう必要があり，この正  

規化に複素BPの2次元アフィン変換学習能力を利用することが考えられる。つまり，得ら  

れたオプティカル・フローの1部分を1一円－1複素BPネットワークに学習させ，オプティ  

カル・フローの残りの部分を推定させるといった使い方をするわけである。図5．14にオプ  

ティカル・フローの正規化を行なう複素BPネットワークの構成例を示す。フロー・ベクト  

ルの始点を表す2次元座標を入力ニューロンに，終点を表す2次元座標を出力ニューロンに  

相応させて利用する。   

実際，宮内らはこの考え方に沿って複素BPネットワークに（実画像も含めた）動きの解  

釈を行なわせ，その有効性を確認している【17，18，191。  

（平行移動成分）  

（相似成分，回転成分）  

＜動きパラメータ＞  

＜複素BPネットワーク＞   

図5．12 動きの解釈を行なう複素BPネットワークの構成例  

図5．131部分だけが得られているオプティカル・フローのイメージ  
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∠－′  
＜フロー・ベクトルの始点＞ ＜複素BPネットワーク＞ ＜フロー・ベクトルの終点＞  

図5・14 オプティカル・フローの正規化を行なう複素BPネットワークの構成例  

5．7 むすび  

複素BPを用いて2次元アブイン変換（図形変換）を学習させたニューラルネットワーク  

のふるまいを計算機実験を通じて評価した。そのふるまいは，実BPには見られない複素B  

P固有のものであり，図形の変換を行なうものである。そしてそれは一致の定理と関係して  

いる。複素数への拡張を行うだけでこのような性質が現れることは興味深いことである。ま  

た，2次元アファイン変換学習能力の誤差の性質が明らかになった。つまり，2次元アフィ  

ン変換学習能力の誤差はテストバターンが入力学習バターンから離れるにつれて増加する。  

そして，最も距離が大きくなるあたり．で誤差が最大となる。さらに，テストパターンが入力  

学習パターンに近づくにつれて減少する。また，「学習させるアフィン変換」と「学習パラ  
メータの値」との明確な関係が示唆された。回転の学習の場合，合成量みの合計値は学習さ  

せた回転角度とほぼ等しくなっている。最後に，コンピュータビジョンへの応用について述  

べた。第6章では，この2次元アフィン変換学習能力について数学的に解析する。  
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第6章  

複素バックプロパゲーション学習アルゴリズムの2次元アフィ  

ン変換学習能力の数学的解析  

6．1 はじめに  

本章では，第5章において実験的に示した2次元アフィン変換学習能力の数学的解析を行  

う“25，28，29，33，46］。得られた主要な結果は次のとおりである。   

1．1種類の変換率（たとえば，1種類の回転角皮）を学習した複素BPネットワークの  

定性的性質を明らかにした0変換率に関する汎化能力の（距離に関する）誤差は，未学  

習パター ンと学習パターンの偏角の差に関する正弦関数によって表現される。  

2．2種類の変換率を学習した複素BPネットワークのふるまいを回転角度を側にとって  

解析した結果，次の結果を得た。  

（a）2種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力  

の（距離に関する）誤差の評価式を与えた。  

（b）2種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力  

のr（角度に関する）誤差が無視できるほど小さな値であるための十分条件Jを求  

めた。  

以下，6・2節において，解析の対象とする複素BPネットワークモデルを定義し，6．3節で  

は1種類の変換率を学習した複素BPネットワークの変換率に関する汎化能力の解析を行  

い，その定性的な性質を明らかにする。6．4節では，2種類の変換率を学習した場合を扱う。  

6・5節において，それらの計算機実験を通じた数億例を示し，6．6節においては，簡単な考察を  

行なう。最後に，6．7節において結論を述べる。   

6．2 複素B Pネットワークモデル  

まず，解析の対象とするモデルの説明を行なう。解析を容易にするために，入力ニューロ  

ン1個，中間ニュー ロン1個，出力ニュー ロン1個から成る3層ネットワークを考え，入力  

57   



ー中間ニューロン問および中間一出力ニューロン間の重みパラメータをそれぞれuexp［叫，  

cexp【idlとし，中間ニューロンおよび出力ニューロンの開催をそれぞれsexp囲，reXP［il］と  

する。この複素BPネットワークにおいて，複素BP学習を施した後の学習パラメータを  

vOexp［iwO］，COexp［idO］，SOexp［iiO］，rOexp［ilO］で表すことにする（これらの記法は，本章で共  

通に使われるが，異なる学習パターンで学習が行なわれる場合，それらの借は異なるもので  

あることに注意）。   

また，次の定数を定義しておく。  

たαCOlノO  cOβ0  

距 cO 誘，C＝rO，  A＝  C＝  ∬＝  …  

（1＋ヽ乃）cO＋2γ0’ ） 2（ん肌0＋呵’  2（た肌0＋β0）’  

鞄＝Acos（佃0）＋βcos（れ芸）＋Ccos（gO），  

〟＝2可扇了肩，  
仇＝Asin（ま0祀）＋鋸n（距言）＋C瑚0），   

可A2＋糾C2＋2A月cos（to一言）＋2ACcos（瑚0一言O）＋2即co＄（dO＋芸一押）］   
〟（7）＝2  

＋言一丁小cos（…0一山）＋餌s（dO＋芸一小ccos（gO－ ヰ  

Q＝－4∬たαSin2（㌍＋ギ）・［鮎os（宇十叫誓）＋恥n（竿冊誓）］  

＋〟2．  

＋8∬2Gsin2（？）・［恥os（竿＋…0十dO）＋恥n（竿十両0＋㌔）］  

（6．1）  

これらは学習終了後の学習パラメータの値に依存しており，学習毎に値は異なっていること  

に注意されたい。   

6．3 1つの変換率の学習能力の解析  

本節では複素BPの唯1つの変換率の学習能力を解析的に調べ，その定性的な性質を明  

らかにする。   

6．3．1 回転の学習   

まず，回転角度を複素BPにより学習させた場合のニューラルネットワ→クのふるまい  

について調べる。   

学習パターンは，複素平面において実軸と霊度の角度をなす直線上に等間隔に並んだp  

個の点列を原点を中心にして正の方向（反時計回り）にα度だけ回転させるもtのとする（図  

6．1）。つまり，任意の1≦た≦pに対して，入力パターンは  

玩exp［叫  
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であり，それに対応する出力パターンは  

たαeXp［申＋α）】  （6．3）  

である。ただし，α∈R＋は常数であり，点列の間隔を表す。また，たげ∈Ⅳ（Ⅳは自然数  

全体の集合を表す）；エ，α∈R；0＜pα≦1である。ここで，式（6．3）で示される出力パター  

ン（－1から1の間の値をとる）は，ニューラルネットワークに与える際には，0から1の間の  

催へ変換しておく必要がある。なぜならば，複素BPネットワークの出力値が0から1の間  

の催であるからである。その変換の様子を以下に示す。任意の1≦た≦pに対して，式（6．3）  

は  

たαeXp【申＋α）］＝んαCOS（ご＋α）巾たαSin（訂＋α）  
（6・4）  

と表される。この実部と虚部は共に－1から1の間の催をとる。そこで，それらをそれぞれ  

2分の1にした後，2分の1を加えることにより，0から1の間の催をとるように変換する：  

［喜たαCOS（∬＋α）＋ 
去］＋瀞αSin（…α）＋去］  

去ヰs（…α）＋坤＋α小言【仙】  

去たαeX榊＋α）】＋去exp闘  
（6・5）  

このように，任意の1≦た≦pに対して，ニューラルネットワークに与えられる出力バター  

ンは  

去たαeX榊＋α）］＋去expト芸】  

lm  

（6・6）  

とやや複雑な形で表される。  

図6．1学習バターンとテストパターン（α皮の回転）   

以下，この学習バターンを学習した複素BPネットワークのふるまいの定性的性質を明  
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らかにする。準備として，補題を用意しておく。   

補題1任意の1≦た≦pに対して，近似的に次の等式が成り立つ。  

1  

2  

1  

たαCOS（＝α）＋   
2  

ゐαSin（…α）＋   
2  

1  

亨，  
1  

亘●  

咋cos（…0＋㌔）＋垢］＋  

坤sin（…0＋㌔）＋叫＋  

（証明）   

任意の1≦た≦pに対して，入力学習パターンたαeXp何に対する複素BPネットワー  

クの出力値を求めると，その実部は式（6．7）の左辺，虚部は式（6・8）の左辺であることがわか  

る。その際，各ニューロンが持つ出力関数に現れるシグモイド関数は区分的線形関数で近似  

しておく。つまり，中間ニューロンにおいては区分的線形関数  

－（玩㌦十㌔）≦∬≦たα叫β0 
）  

た肌0＋β0＜∬  
（6・9）  g（豊）＝   

∬＜－（た肌0＋β0）  

で，出力ニューロンにおいては区分的線形関数  

－（宰co＋rO）≦諾≦牢co＋rO）  

o））   

1  

（1．2）佃rO 霊＋去  

1   

0   

ゐ（諾）＝  

で近似しておく。一方，入力学習パターンに対する複素BPネットワークの出力値の実部と  

虚部は，それぞれ，出力学習パターン（1／2）たαeXp【申＋α）］十（1／ノ豆）exp【中／4）】の美都，虚  
部に等しいから，式（6．7）および式（6・8）が得られる。  （証明終）   

次に示す定理は，複素BPの回転角度に関する汎化能力の定性的性質を明らかにするも  

のである。   

定理41≦た≦pを任意に固定する。式（6．2）および式（6．6）で示される学習パターンを  

学習した複素BPネットワークに対して，「入力学習バターン鳥αeXp【珂を原点を中心にし  

て正の方向に任意の角度¢だけ回転させた点玩既p【申＋刷jを入力テストパターンとし  

て与える（図6．1）。このときJ複素BPネットワークが出力する催ほ  

［喜た叩［輌＋小義exp［朝十和）∈C  
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で与えられる。ここで，式（6・11）の第1項は未学習パターンたαeX鍾（∬＋¢）】を原点を中心  

にして正の方向に「学習した角度αJだけ回転させた点に相当する（図6．1）。また，が（¢）  

はそのときに生じるずれを表す複素数でありノその絶対値（回転汎化誤差）は，  

l且月（抑＝叫sin  （6．12）  

で与えられる。   

（注意）   

式（6．12）における〟は式（6・1）で定義された常数であり，学習終了後の学習パラメータ  

の億には依存するが，¢には依存しない。   

（証明）   

次の方針で証明する：補選1で示した式（6・7）および式（6．8）をもとに，未学習パターン  

たαeXp［申＋卯］に対する複素BPネットワークの出力値を計算し，その出力値を［兼学習パ  

ターンを原点を中心にして正の方向にα度回転させた点］＋［ずれ】という形に変形する。   

まず，入力テストパターンたαeX鍾（∬＋両］に対する複素BPネットワークの出力値の  

実部を求める。Å＝tan¢とおくと，任意のβに対して，  

cosβ一入sinβ＝仰cos（β＋¢）  （6．13）  

であることを利用して，【式（6．7）ト入【式（6．8）］を計算することにより，   

咋cos（㌃＋¢＋Ⅷ0〟）＋鮎卜喜＝［喜たαCOS（㌃＋¢＋α）＋呈］＋且錮，（6・14）  
ただし，  

蜘）＝肌n（書）・［Asin（冊＋書）＋βsinト言＋書）＋Csin（go＋書）］  

（6．15）   

が得られる。ここで，式（6．14）の左辺は，入力テストパターンに対する複素BPネットワー  

クの出力値の実部を表している。また，その右辺の第1項は，入力テストパターンを原点を  

中心にして正の方向に，「学習した角度αJだけ回転させた点たαeXp上古（ご＋¢＋α）］の茎型  
を表している。また，β㌘（¢）は“ずれ”を表す複素数且月（¢）の実部に相当する。   

同様にして，任意のβに対して，  

ÅcosO＋sinO＝VmSin（0＋¢）  （6．16）  

であることを利用して，人［式（6て）］＋［式（6．8）】を計算することにより，   

中in（∬＋¢＋ぴ0〟）＋可＋妄＝［喜最n（か＋か・可＋芸卜榊），（6・17）  
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ただし，  

榊）＝－2紬 （書）・［Acos（冊＋書）＋βcos（棋＋書）＋Ccos（JO＋書）］  

（6・18）  

が得られる。ここで，式（6．17）の左辺は，入力テストパターンに対する複素BPネットワー  

クの出力値の虚部を表している。また，その右辺の第1項ほ，入力テストパタ ーンを原点を  

中心にして正面にr学習した角度αjだけ回転させた点たαeXp陣＋¢＋α）】の昼型を  

表している。また，即（胡は“ずれ”を表す複素数月月（¢）の虚部に相当する。  

よって，式（6・14）および式（6．17）により，入力テストパターンに対する複素BPネット  

ワークの出力値は，  

［妄kaexp［輌＋α）】＋去exp［i；］］・ER（＄），  （6・19）  

ただし，  

が（¢）翌月告¢）＋ば錮）  （6．20）  

で表現される。すなわち，複素BPネットワークは，入力テストパターンたαeX鍾（諾＋刷を  

原点を中心にして正の方向に「学習した角度αjだけ回転させた点たαeX鍾（∬＋¢＋α）】を  

出力し，そのときに生じる“ずれ”はが（¢）で与えられる。また，式（6・12）は，式（6．15）お  

よび式（6．18）から次のようにして得られる：  

且醐＝4∬2sin 2（書肝in（ま0＋距書）＋鋸n（dO十言・か可0＋書）］2  

＝4摘n2（書酔sin2（佃0＋書）＋β2sin2ト芸＋書）＋C2sin2（go十書）  

＋2A抽（佃0＋書）・Sinト…＋書）＋2ACsin（佃0＋書）・Sヰ0＋書）  

＋2βC可れ言＋書）・Sヰ0＋訓  （6・21）  

舶ニ4∬2sin2 （紳cos（佃0＋書）撒os（れ言＋書）＋Cco中書）］2  

＝4∬2sin2（書）・［A2cos2（佃0＋書）＋飢os2ト言＋書）＋C2cos2（go＋書）  

十2A抽（fO〟十書）・COS（れ芸＋書）＋2ACcos（ま0〃＋書）ヰ＋書）  

十2肌os（れ‡十書）・Cヰ0＋訓  （6・22）  
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よって，  

珊＋珊瑚儲 

（紳2＋銅軸cos（冊＋喜一（dO＋芸＋書））  

＋2ACcos（醐＋粋＋書））＋2肌os（現十粋・豊川  

＝4∬2sin2（紳＋月2＋C2＋2A月ヰ0一芸）＋2AC項→射0）  

＋2狛os（dO＋言一∫0）］  

＝4∬2（境＋増）  

＝〟2．sin2  
（6・23）  

したがって，   

（6・24）  

（証明終）  

回転汎化誤差（式（6・12））は，未学習パターンが学習パターンから離れる（¢が大きくな  

る）につれて増加し，最も離れた地点（¢＝180度）において最大値且オをとり，更に学習パタ  
ーンに近づくにつれて減少してゆくということを示している。   

6．3．2 相似変換の学習   

次に，相似変換を学習した複素BPネットワークの性質をみる。   

学習パターンは，複素平面において実軸と諾度の角度をなす直線上に等間隔に並んだク  

個の点列を原点との距離に関してβ倍させるものとする（図6．2）。つまり，任意の1≦た≦  
pに対して，入力パターンほ  

たαeXp【珂  （6．25）  

であり，それに対応する出力パターンは  

たαβexp［珂  （6．26）  

である0ただし，α∈R＋は常数であり，点列の間隔を表す0また，ゐ，p∈Ⅳ；〇，β∈月，  
0＜pαβ≦1である。ここで，6・3・1項と同様にして，式（6・26）で示される出力パターント1  

から1の間の値をとる）は，ニューラルネットワークに与える際には，0から1の間の億へ変  
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換しておく必要がある。変換の結果，ニューラルネットワークに与えられる出力パターンは，  

任意の1≦た≦pに対して，  

喜輌州・去expト言］  
（6・27）   

とやや複雑な形で表される。  

図6．2 学習バターンとテストパターン（相似率βの相似変換）  

次の定理は複素BPの相似率に関する汎化能力の定性的性質を述べたものである。  

定理51≦た≦pを任意に固定する。式（6．25）および式（6・27）で示される学習パターン  

を学習した複素BPネットワークに対して，「入力学習パターンたαeXp［司を原点を中心に  

して正の方向に任意の角度¢だけ回転させた点たαeX鍾（ェ＋州Jを入力テストパターンと  

して与える（図6．2）。このとき，複素BPネットワークが出力する億は  

［吉崎Ⅹp【輌）】＋去exp［朝＋掬）∈C  （6・28）  

で与えられる。ここでノ式（6．28）の第1項は未学習バターンたαeX挿（∬十刷を原点との距  

離に関してr学習した相似率β」だけ相似変換させた点に相当する（図6．2）。また，が（¢）  

はそのときに生じるずれを表す複素数であり，その絶対値（相似汎化誤差）ほ，  

・軸＝中n軌  （6・29）  

で与えられる。   

（注意）   

式（6．29）における〟は式（6．1）で定義された常数であり，学習終了後の学習パラメータ  

の備には依存するが，¢には依存しない。  
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証明は，定理4と同様にしてできるので省略する。   

相似汎化誤差（式（6・29））は，回転汎化誤差（式（6．12））と同様に，兼学習パターンが学習  

パターンから離れるほど大きいことを意味する。  

6．3．3 平行移動の学習   

最後に，複素BPネットワークに平行移動を学習させた場合，どのようなふるまいをする  

かについて明らかにする。   

学習パターンは，複素平面において実軸と∬度の角度をなす直線上に等間隔に並んだp  
個の点列を，複素数7＝ニTeXp［叫で規定される平行移動によって平行移動させるものとす  

る（図6・3）。7は平行移動ベクトルを複素数で表したものであり，丁は平行移動の距離，Uは  
方向を表している。   

学習パターンは次のように表現できる。すなわち，任意の1≦た≦pに対して，入力パタ  

ーンは  

たαeXp［司  （6．30）  

であり，それに対応する出力パターンは  

たαeXp【珂＋7   （6，31）  

である。ただし，α∈兄＋は常数であり，点列の間隔を表す。また，如∈Ⅳ；ご∈R；7∈C，  

－1≦Reb）aeXp［ix］＋7】，Imk，aeXP［ix］＋7】≦1  （6．32）  

である。式（6．32）は，学習パタ～ンを複素平面において－1から1の範囲に押えておくため  

のものである。ここで，6・3・1項と同様にして，式（6．31）で示される出力バターント1から1  

の間の億をとる）は，ニューラルネットワークに与える際には，0から1の間の催へ変換して  

おく必要がある。変換の結果，ニューラルネッ．トワークに与えられる出力パターンは，任意  

の1≦た≦pに対して，  

妄（たαeX州＋7）＋去exp卜言］  
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とやや複雑な形で表される。  

図6．3 学習バターンとテストパターン（平行移動ベクトル7の平行移動）   

定理6は複素BPの平行移動に関する汎化能力の定性的性質を示す。   

定理61≦た≦pを任意に固定する。式（6t30）および式（6．33）で示される学習バターン  

を学習した複素BPネットワークに対して，r人力学習パターン鳥αeXp【珂を原点を中心に  

して正の方向に任意の角度¢だけ回転させた点たαeXp【盲（∬＋刷」を入力テストパターンと  

して与える（図6．3）。このとき，複素BPネットワークが出力する値ほ  

［喜｛たαe榊＋刷＋小義exp瑚＋抑）∈C  
（6・34）  

で与えられる。ここで，式（6・34）の第1項は兼学習バターンたαeXp【申＋¢）】をー学習した  

平行移動ベクトル7Jに従って平行移動させた点に相当する（図6．3）。また，が（卵はその  

ときに生じるずれを表す複素数であり，その絶対値（平行移動汎化誤差）ほJ  

鞠＝町中n軌  （6・35）  

で与えられる。   

（注意）   

式（6・35）における〟（7）は式（6．1）で定義された常数であり，学習終了後の学習パラメー  

タの値には依存するが，¢には依存しない。  

証明は，定理4と同様にしてできるので省略する。   

定理6ほ，定理4や定理5で示した内容とほほ同じことを述べている。すなわち，平行移  

動汎化誤差（式（6．35））は，兼学習パターンと学習バターンとの離れ具合を示す¢に依存して  

変動する。  
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6．4 2つの変換率の学習能力の解析   

本節では，2つの変換率を複素BPにより学習させたニューラルネットワークのふるま  

いについて，回転角度を例にとって調べる。   

学習パターンは2種類である。1つは複素平面において実軸と志度の角度をなす直線上  

に等間隔に並んだp個の点列を原点を中心にして正の方向に空運だけ回転させるもの（学  
習パター ン1）であり，もう1つは実軸とy度の角度をなす直線上に等間隔に並んだp個の  

点列を原点を中心にして正の方向に旦塵だけ回転させるもの（学習パターン2）である（図  

6・4）。すなわち，任意の1≦た≦pに対して，学習パターン1の入力パターン（入力学習パタ  

ーン1）は  

たαeXp【司  （6．36）  

∈R＋は点列の間隔を表す）であり，それに対応する出力パターン（出力学習パターン1）  α
、
ま
 
 

（
 
 
 
‘
 
 
 

んαeXp【壱（諾＋α）］  （6・37）  

である。ここで，6・3節と同様にして，式（6・37）で示される出力パターント1から1の間の億  

をとる）は，ニューラルネットワークに与える際には，0から1の間の値へ変換しておく必要  

がある。変換の結果，ニューラルネットワークに与えられる出力バターンは，任意の1≦た≦  

pに対して，  

去た明神＋α）】＋去expト…］   
（6・38）  

とやや複雑な形で表される。また，学習パターン2の入力パターン（入力学習パターン2）は  

たαeXp匝】  （6．39）  

であり，それに対応する出力パターン（出力学習パターン2）は  

たαeXp【軸＋β）］   （6．40）  

である。ここで，学習パターン1と同様にして，式（6．40）で示される出力バターンを変換す  

ると，任意の1≦た≦pに対して，  

去たαeXp［軌β）け去exp巨言］  
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となる。ただし，た，p∈Ⅳ；∬，y，α，β∈R；0＜pα≦1である。  

固6・4 学習バターン（α度とβ度の回転）  

そこで，上記の学習バターンを学習した複素BPネットワークのふるまいの定性的性質  

を明らかにする。準備として，次の補選を用意する。   

補題2 任意の1≦た≦pに対して，近似的に次の等式が成り立つ。  

1  

2  

1  

2  

1  

2  

1  

2  

たαCOS（…α）＋   
2  

たαSin（＝α）＋   
2  

たαCOS（y＋β）＋   
2  

たαSi巾＋β）＋   
2  

1  

盲，  
1  

盲｝  

1  

盲，  
1  

2  

∬トos（…0〃）＋鞄卜  

咋sin（…0＋町可＋  

咋cos（y＋ぴ0〟）＋鞄卜  

坤sin（y＋㌦1㌔）＋仇卜  

（6．42）   

（6・43）   

（6．44）   

（6．45）  

（証明）   

2つの学習パターンに対して，それぞれ，補選1の証明の方法を適用することにより，補  

遺の主張を得る。  （証明終）   

次の定理は，2つの回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化  

能力の（距離に関する）誤差の評価式を与えるものであり，汎化能力の一端を示すものであ  

る。  
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定理71≦ゐ≦pを任意に固定する。式（6・36）から式（6．41）で示される2つの学習パタ  

ーンを学習した複素BPネットワークに対して，「入力学習パターン1（式（6．36））と入力  

学習パターン2（式（6・39））との中間に位置するパターンJ玩ex鍾（（諾＋y）／2）】（入力テス  

トパターン1）およびたαeXp［言（（‡＋y）／2巾）］（入力テストパターン2）を与える（図6．5）。  

このとき，入力テストパターン1および入力テストパターン2に対して複素BPネットワー  

クが出力する値は，それぞれ，   

［喜kaexp［i（等・望ヂ）］・去exp［朝＋E（1）（k）∈C， （6・46）   

［吉たαeXpト（宇恒＋誓）卜去exp［朝＋が畑∈C 
（6・47）  

で与えられる。ここで，式（6．46）および式（6．47）の第1項は入力テストパターンを原点を中  

心にして正の方向に『学習した角度αとβの中間的な角度（α十β）／2Jだけ回転させた点に  

相当する。また，月日（ん）およびが）（た）はそのときに生じるずれを表す複素数であり，その  

絶対値（回転汎化誤差）は′  

2  

［2KG＄in2（？）qkasin2（誓＋誓）］  
l〆1）（た）l＝   

＋8たα∬Gsin2（？＋誓）・Sin2（誓）・Sin2（誓－  

ぴ0＋dO   

2  

匿（2）（矧＝  

で与えられる。  

匿（l）（矧2＋Q  

（注意）   

（1）入力テストパターン1の回転汎化誤差（式（6．48））と人力テストパターン2の回転汎  

化誤差（式（6・49））との差はQ（式（6・1））である。（2）ご＝y，かつ，α＝βの場合（つまり，  

6．3．1節におけるモデルと等価），回転汎化誤差は，  

‡屈（1）（た）l＝0，  （6．50）  

‡が）（た）‡＝〟  （6．51）  

となる。ここで，入力テストパターン1は学習パターンそのものであるので，回転汎化誤差  

が0であることは理に適っている。また，学習パターンと180度の角度をなす入力テストパ  

ターン2に対する回転汎化誤差が勇グであることは，定理4の主張と一致する。   

（証明）   

入力テストパターン1に関する主張の証明と入力テストパターン2に関する主張の証明  

は同じ方法によって行なうことができるので，入力テストパターン1に関する主張の証明に  
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ついてのみ示す。また，その証明は定理4のものと本質的に同じであるので，簡単に述べるに  

留める。補選2で示した関係式をもとに，［式（6．42）＋式（6■44）】／2，【式（6・43）＋式（6・45）J／2  

を計算することにより，入力テストパターン1に対する複素BPネットワークの出力値を求  

め，その出力値を【入力テストパターン1を原点を中心にして正の方向に（α＋β）／2度回転  

させた点］＋【ずれ】という形に変形する。ちなみに，ずれを表す複素数属（1）（ゐ）の実部現1）（た）  

および虚部頑1）（た＝ま，それぞれ，  

）・［cos（㌍＋竺ヂト1］  2 ＼22 ノL＼2 2ノ」  
－∬紬s（竺㌢…0十叶［cos（竺デト1］， （6・52）  

（竿＋望衿［cos（？十㌢空ト1］  
たαSin  且fl）（た）  

ー〟Gsin（竿…0＋叶ト（竺ヂト1］  

となる。式（6．48）は，この式（6．52）および式（6．53）から得られる。  

図6．5 テストバターン（α皮とβ度の回転）   

次の定理は，2つの回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角皮に関する汎化  

能力の「（角度に関する）誤差が無視できるほど小さな億であるための十分条件Jを与えるも  

のである。  
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定理81≦た≦pを任意に固定する。式（6・36）から式（6．41）で示される2つの学習パタ  

ーンを学習した複素BPネットワークに対して，「入力学習パターン1（式（6．36））と入力  

学習パターン2（式（6・39））との中間に位置するパターン」玩ex鍾（（∬＋y）／2）］（人力テス  

トパターン1）およびたαeX鍾（（霊＋y）／2＋打）］（入力テストパターン2）を与える。このと  

きノ複素BPネットワークは，それぞれの入力パターンに対して，誤差跡l）（ゐ），副2）（鳥）∈C  

を伴いつつ，入力テストパターンを原点を中心にして正の方向に「学習した角度αとβの中  

間的な角度（α＋β）／2Jだけ回転させる。ここで，入力テストパターン1に対する複素BP  

ネットワークの出力値の回転角度に関する誤差鴎～e（た）を  

軋（た）聖 
霊l竺芋＋竺ヂ 

＋2氾打－∠0ゆ呵  

また，入力テストパターン2に対するそれを  

（6・54）  

軋（た）聖 
慧妻l竿恒＋等旦＋2m打一助扉呵（6・55）  

と定義する（以下，回転汎化角度誤差と呼ぶ。gは整数全体の集合。図6．6参照）。ただし，  

∠仇如押（た）および∠0ゆ祝f（2）（た）はノそれぞれ′入力テストパターン1および人力テス  

トパターン2に対する複素BPネットワークの出力値の偏角を表す。また，  

0≦α－β≦y－∬≦打   

とする。   

このとき，∬Gが十分小さいならば，回転汎化誤差匿（1）（た）lは，  

（6・56）  

tβ川（た）l母 たαSin2  （一打≦ゆ≦0）   （6・57）  

で与えられ，かつ，回転汎化角度誤差且£是～e（ゐ）は無視できるほど小さい。また，∬および  
〝Gが十分小さいならばノ回転汎化誤差‡且拉）（た）lはノ  

即（ゐ）l得たα＄in 2（害）ト訂≦朽0）  （6・58）  

で与えられ，かつ，回転汎化角度誤差∬三誌∫e（あ）は無視できるほど小さい。ただし，ゆ響（＝  
α）－（y＋β）。ゆは出力学習パターン1の偏角と出力学習パターン2の偏角の差を表す。  

（注意）   

式（6．56）は次の3つの式に分けることができ，それらの意味は，それぞれ，次の通りであ  

る。   

1．β≦α  

学習パターン2の回転角度は，学習パターン1の回転角度を越えることはない。  
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2．諾＋α≦y＋β   

出力学習バターン1の偏角は，出力学習バターン2の偏角を越えることはない。   

3．0≦y－∬≦町   

人力学習パターン2の偏角から入力学習バターン1の偏角を差し引いたものは180度   

以内である。  

Im  

固6．6回転汎化角度誤差鴎′e（た）  

（証明）   

入力テストパターン1に関する主張の証明と入力テストパターン2に関する主張の証明  

は本質的に同じであるので，入力テストパターン1に関する主張の証明についてのみ示す。  

まず，定理7により，複素BPネットワークは入力テストパターン1を誤差劇1）（た）∈Cを伴  
いつつ，（α＋β）／2度回転させる。ここで，誤差β（1）（た）の実部現1）（た）（式（6・52））および虚  

部βfl）（た）（式（6．53））は，それぞれ，∬Gが十分小さいから，  

）・［cos（？＋ギト1］  （等＋  

諾＋y．α＋β  
畔（た）＝たαCOS         2   

2  

＋糾dO）・［cos（三ヂト1］  
＋ 

y  
－〟Ccos  

嵩去たdCOS控＋誓 ）・［cos（？＋ギト1〕，  
ヽ
l
■
■
／
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］
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（6．60）   
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である。よって，   

喜たα壷（攣十字）・【cos（攣・雫ト1］  ）
 
 L
ル
 
 
 

（
 
 

）
 
 
l
 
 

（ 攣＋撃）・［cos（撃・雫ト1］  喜たαCOS  

）
 
 
，
卜
ぷ
 
 
 

（
 
 

）
 
 

l
 
 

（
】
r
 
 

β
 
 

＝tan（等＋竺ヂ）・  

故に，β川（た）の偏角をやg響arctan面1）（た）／吋）（た））とおくと，  

郎＝＋  

となる。   

ここで，複素平面を考え，  

（6・61）  

（6．62）   

●（ズ。，％）：誤差且（l）（た）を0としたときの複素BPネットワークの出力値を表す座標（  

以下，理想の出力値と呼ぶ），   

●（礼坑）‥誤差且（1）（た）を含めた複素BPネットワークの出力値を表す座標（以下，実  

際の出力値と呼ぶ）   

とすると，  

arctan（芸）＝空室＋竺ヂ ，  
11－l・も  

早β＝arCtan   

（研（ゐ）＝ズl一方。，曹）（た）＝㍉一端による）  

である。故に，式（6・62ト（6・64）により，  

arctan（景）  

よって，  

l′i－‡も  
（6・65）  ＝arCtan  

ズ1－∬0  

iも 1・′i－1・も  
（6・66）   

∬。 芳1一二‰●  

そこで，r＝％／ガ0とおくと，  

％＝ア二‰，  

％－％＝ア（ズ1一方0）・  
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よって，  

l・も＝T「∫0，  

Ⅵ＝rズ1  

となり，理想の出力値（ズ。，％）および実際の出力値（ズ1，靖）は，共に，直線封＝rご上に乗っ  

ていることがわかる。一方，∬Gは十分小さいから，式（6．48）により，  

世（た）Ⅰ克たαSin2（富）  

≦ゐα・ ト打≦朽0による）  （6．71）  

故に，複素BPネットワークの実際の出力値（∬1，坑）および理想の出力値（∬0，％）は，共に，  

直線y＝r諾上に乗っており，それら2つの点の距離は高々（1／2）たαしか離れていない。  

そして，理想の出力値（端，％）と原点との距離はたαである。よって，実際の出力値（耳1，坑）  

％）との間に（∬1，坑）が位置している場合  原点と理想の   の位置に関しては，（α）  

と，（り（ズ1，坑）と昼昼との間に（ガ0，％）が位置する場合の2通り以外には有り得ない（図  

6．7）。故に，（∬0，端）と（弟，坑）との間に原点が位置する場合は有り得ない。従って，ある  

mo∈gが存在して，  

∠仇卸神（た）母等旦＋竺ヂ十2moれ  （6・72）  

すなわち，  

＋ ＋2m汀一搾＋誓＋2仰］   且三島～。（た）謁  rnln 

几∈Z  

O．   （6・73）  

また，式（6．71）により，回転汎化誤差岬（1）（た）】は式（6・57）で与えられることがわかる。  

（証明終）  

定理8からは，次のような性質が読み取れる。  

1．回転汎イヒ誤差岬（1）（た）lおよび1月け）（た）lは，たが大きくなるにつれて増加する。つまり，   
原点から離れた点ほど回転汎イヒ誤差は大きくなる。しかし，回転汎イヒ角度誤差は長の   

備には無関係に無視できるほど小さい，  

2．回転汎化誤差】且（1）（ふ）1およびl属拉）拘lは，2つの出力学習バターンの偏角の差ゆに   
関する正弦関数によって表現される（式（6．57）および式（6．58））。つまり，2つの出力   
学習パターンの偏角の差ゆが0のとき最小値0を取り，ゆの絶対値が大きくなるにつ  
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れて増加し，¢＝一打のとき最大値（1／2）たαをとる。たとえば，諾＝90鹿川＝270度  

の場合，匿（1）（た）t＝たαSin2（（α－β一打）／4），ただし，0≦α－β≦汀。故に，α＝βのと  

き，lか1）（矧は最大値（1／2）たαをとり，α－βが増えるにつれて単調に減少し，α＝β＋  

汀のとき最小値0をとる（図6．8）。ただし，これは，∬および∬Gが十分小さいとい  

う仮定のもとでの定性的性質である（ゆの備によって∬および〟Gの侶が変動するこ  

とに注意）。  

1m  

（ふ，羊）   圃1）（た）I   

固6．7 理想の出力値と実際の出力値との位置関係  

Im  

（a）1劇1）（た）l＝喜ゐα（最大値）  

図6．8 回転汎化誤差の一例（ェ＝90度，y＝270度の場合）  
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（b）l且（1）（た）l＝0（最小値）   

図6．8 回転汎化誤差の一例（ェ＝90度，訂＝270度の場合）  

6．5 数値例  

本節では，6．4節において示した定理7および定理8の数億例を示す。   

実験でほ，入力ニューロン1個，中間ニチ 一口ン1個，出力ニューロン1個の3層ネット  

ワークを使い，学習バラメータの初期値は，0．0から1．0の間の乱数により設定し，学習率は  

0．5とする。学習パターンは，通常，数種類のバターンから構成されているが，その数種類の  

バターンをひと通り提示することで1回の学習と数えることとする。   

学習させる2つの回転角度は90度，45度とする。90度回転に関する学習パターン  

を学習バターン1，45度回転に関する学習バターンを学習バターン2とする。入力学習バ  

ターン1をたαeXp【司（α＝0・1；∬＝90；た＝1，…，10）とし，それらを原点を中心にして正  

の方向にα＝90度回転させた点列を出力学習バターン1とする（図6．9（α））。入力学習バタ  

ーン2を玩exp【瑚（α＝0．1；y＝270；た＝1，・‥，10）とし，それらを原点を中心にして正  

の方向にβ＝45度回転させた点列を出力学習バターン2とする（図6．9（α））。   

20，000回の学習の後，2つ？入力学習バターンの中間に位置する未学習パターンたαeXp  

【壱1叫（入力テストパターン1）およびたαeXp［拍60】（入力テストパターン2）を入力テストパ  

ターンとして与えた（図6．9（り）。実験結果を図6・10に示す。図6・10（α）および図6・10（可  
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は，それぞれ，入力テストバターン1および入力テストパターン2に対する回転汎化誤差を，  

定理7による理論値と共に示したものである。縦軸は回転汎イヒ誤差，横軸は原点からの離れ  

具合1≦た≦10である。   

図6．11は，入力テストパターン1および入力テストパターン2に対する回転汎化角度誤  

差を示したものである。縦軸は理想の回転角度67．5＝（90＋45）／2度との差，横軸は原点か  

らの離れ具合1≦た≦10である。  

Im  

（a）学習パターン  

Im  

（b）入力テストバターン  

固6．9 90度および45度回転の学習  
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回転汎化誤差  

ヱ．（氾  4．∝1  6．（凋  8．（頂  10．（氾  

（a）入力テストパターン1に対する回転汎化誤差   

回転汎化麒羞  

ユ．仰  4J氾  6．00  8．00  軋∝l  

（b）入力テストパターン2に対する回転汎化誤差   

図6．10 90度および45度回転の学習実験における回転汎化誤差  
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回転汎化角度誤差  

ユ．00 4．00 ‘．（相 恩．（泊 10．伽   

図6．1190度および45度回転の学習実験における回転汎化角度誤差  

6．6 考察  

5．3．4項で示した複素BPの2次元アフィン変換に関する汎化能力の誤差についての数値  

実験において，回転汎化誤差け㌍（抑，相似汎化誤差Iが（抑および平行移動汎化誤差lが（抑  

は，¢＝0のとき最も小さく，¢が大きくなるにつれて増加し，¢＝180あたりで最も大き  

くなっており，更に，¢が360に近づくにつれて，概ね，除々に小さくなっている（国5．7）。  

この傾向は定理4から定理6で示したものとほほ同じである。若干のずれはあるものの定理  

4から定理6は複素BPネットワークの定性的なふるまいの大要は捉えているものと言える。   

次に，6．5節で示した定理7および定理8に関する数値実験結果について考察する。図6．10  
からわかるように，回転汎化誤差は，入力テストバターン1および入力テストバターン2，共  

に，定理7に示した理論値に沿っている。また，式（6．56）は満たされており，∬の値は0．031  

である。また，∬Gの値は表6．1からわかるように十分小さいものである。よって，定理8が  

適用できる。実験におけるそのときの回転汎化角度誤差は－1～6度の間に入っており，ほ  

ほ定理8の主張に沿った結果となっていることがわかる（図6．11）。  
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表6．190度および45度回転の学習実験における∬Gの値  

6．7 むすび  

第5章において実験的に示した2次元アフィン変換学習能力は複素BPの最も特徴的な  

性質である。本章ではその2次元アフィン変換学習能力を数学的に解析し，定性的性質を明  

らかにした。すなわち，   

1．1種類の変換率を学習した複素BPネットワークのふるまいを明らかにした。変換率  

に関する汎化能力の（距離に関する）誤差は，兼学習パターンと学習パターンの偏角の  

差に関する正弦関数によって表現される。  

2．2種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力の（距  

離に関する）誤差の評価式を与えた。   

3．2種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力のー（  

角度に関する）誤差が無視できるほど小さな催であるための十分条件」を求めた。  

更に，これらの数値例を示し，解析結果の安当性を確認した。  
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第7章  

3次元ベクトルり〈ックプロパゲーション学習アルゴリズム  

7．1 はじめに  

前章までは，通常のバックプロパゲーション学習アルゴリズムの複素数版である複素B  

Pを定式化し，その性質について調べてきた。   

複素BPは莫BPの2次元化パラメータ版であったわけであるが，本章では，さらに，こ  
の複素BPを群論に基づいて自然な形で3次元パラメータ化した3次元ベクトル■バック  

プロパゲーション学習アルゴリズム〈以下，3次元ベクトルBPと呼ぶ）を捜案する（t31，  

35，42J）。3次元ベクトルBPは，閥他人力信号および出力信号がすべて3次元実ベクトル，  

重みパラメータが3次直交行列である階層型ニューラルネットワークに適用される。さら  

に，3次元ベクトルBPには，従来のニューラルネットワークには見られない3次元アフィ  

ン変換学習能力が備わっていることを確認する（【42，43，49j）。この能力は複素BPが備えて  

いた2次元アフィン変換学習能力に対応するものである。また，コンピュータビジョンへの  

応用についても述べる。   

7．2節では，3次元ベクトルBPを定式化し，7．3節で3次元ベクトルBPの3次元アフィ  

ン変換学習能力について示し，7．4節で応用について述べる。最後に，7．5節で結論を述べる。  

7．2 3次元ベクトルB P  

本節では，3次元ベクトルBPモデルを定式化し，3次元ベクトルBP学習アルゴリズム  

の導出を行う。  

7．2．1 3次元ベクトル・ニューロン  

実BPは実数を扱うという点で1次元的であり，複素BPは複素数を扱うという点でい  

わば2次元的である。そのような実BPあるいは複素BPをさらに高次元パラメータ化す  

る方法はいくつか考えられる。ひとつは，実数α（1次元）を複素数z＝£＋五y（2次元），4  
元数曾＝α十指＋Jc＋たd（4次元），8元数（8次元），16元数（16次元），‥・へと拡張して  
ゆく方法である。もうひとつは，重みおよび開催の次元数を1次元あるいは2次元かられ次  
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元実ベクトルを使って高次元パラメータイヒする方法である。本稿では，後者の方法を使って  

3次元パラメータ化を試みる。   

次のようなニューロン（3次元ベクトル・ニューロンと呼ぶ）を考える。入力信号，開催  

および出力信号はすべて3次元実ベクトルであり，重みはすべて3次行列である。ニュー  

ロンJの内部ポテンシャルAゴは，実BPにおいて用いられるニュー ロンの内部ポテンシャ  

ルの類堆で，  

AJ＝∑ⅣJた5ん＋アブ  
た  

（7．1）   

と定義する。ここで，WJんはニューロンJとニューロン克との間の重みを表す3次行列，ぶた  

はニューロンたから出力されたニューロンブへの入力信号を表す3次元実ベクトル，アブは  

ニューロンJの開催を表す3次元実ベクトルである。出力信号為（AJ）は次のように定義さ  

れる：  

克（α1）  

ん（α2）  

舟（α3）  

l
 
 
つ
一
 
 
3
 
α
 
 
α
 
 
α
 
 

為（AJ）  ，ただし，AJ＝  （7．2）  

薫（AJ）の各成分は，それぞれ，AJのそれぞれの各成分αm（m＝1，2，3）に関するシグモイ  

ド関数値である。   

上記の定式化において，出力関数為にはいろいろなものを考えることができ，それらに  

応じてニューロンにはそれら固有の性質が備わることになる。また，一般に，重みを表す3  

次行列にはいろいろな制限を与えることができる。たとえば，正則性，対称性，直交性などで  

あるが，これらはニューロンのふるまいに影響を与えることとなる。本稿では，重みは3次  

直交行列にしておく。この3次直交行列は，複素BP・において償われている重みの自然な拡  

張となっているからである。以下，このことを示す。複素BPネットワークにおけるニュー  

ロンの構造は次のとおりである。重みひた＝∽芸＋硯∈C（1≦た≦m）および開催β＝  

βγ＋五βf∈Cを持つ陀入力のニューロンをひとつ考える。このとき，入力信号∬た＋如∈  

C（1≦鳥≦陀）が与えられると，このニューロンはズ＋盲y∈Cを出力する。ここで，  

ん（帖舶＋毎回βr＋  
（差 呵  

克（差（恥ひ晶＋βり棚（羞廟＋瑚＋βi ）・（7・3）  

ズ＋哀y  

さらに，  

に妻  
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霊1］［封＋…  COSα1  

－Slnα1  

二三㌶m批］＋［冨；］），（7・4）  COSαm  

Slnαれ   
＋‡ひml  

ここで，可［；］）＝［㍊］  ，αk＝arCtan（wuw芸）（1≦k≦n）である。式（7．4）  
1U芸 －・吠  

呵よ1塙   
は2次直交群02（点）の元である。このように，重みが3次直交群  において，  

03（R）の元である3次直交行列であることは自然であると言える。さらに，出力関数為の  

形態などについても先に与えられた3次元ベクトル・ニューロンの定式イヒは自然であること  

］  ［  

COSαん －Slnαん   

Slnαた  COSαた   
は2次回転群gO2（月）の元であり，Ⅰ∽ん＝まR＊＝  がわかる。ちなみに，  

ほ妻］  （ご∈Rt∬＞0）（乗法に関する群）の元である。したがって，  

ぶ02（R）の元でもあるわけである0   

は群R＊×  

7．2．2 3次元ベクトル・ニューラルネットワーク   

本項では，3次元ベクトルBPが適用されるネットワークを，7・2・1項で定義した3次元  

ベクトル・ニューロンを使って構成する。一般に，3次元ベクトル・ニューロンから構成さ  

れるニューラルネットワークを3次元ベクトル・ニューラルネットワークと呼ぶことにする  

が，ここで定義するネットワークは，3次元ベクトルBPが適用されるネットワークという  

意味で3次元ベクトルBPネットワークと呼ぶことにする。簡単のために，3層ネットワー  

クを例にとる。   

入力ニューロン壱と中間ニューロンゴとの間の重みをⅣゴf∈03（月）（03（R）は3次直  

交群），中間ニューロンノと出力ニューロンたとの間の重みをⅤたブ∈03（R），中間ニューロ  

ンゴの開催を∂J＝叩ぎβぎβ言】∈R3，出力ニューロンぁの開催をれ＝竹意戒∴涌∈月3  

とする。また，入力ニューロン盲への入力信号を∫‡＝f【ギ ガ ギ】∈R3とし，中間ニュ  

ーロンJおよび出力ニューロンたの出力信号を，それぞれ，Ⅳゴ＝t［軍 雪 印∈R3，  

0た＝電【0芸0芸0孟】∈R3とする。さらに，ムた＝士幌∂岩∂孟］＝rた－0た∈R3を0たと出  

力ニューロンたに対する教師パターン（出力学習パターン）rた＝電［符瑠耶】∈月3との  
．Ⅳ  

間の誤差とする。パターンpに対する2乗誤差をβp＝（1／2）∑l鶴－0刷2，と定義する。  
た＝1  

ただし，糎Il撃  ∬至＋ご茎＋ご護，昔〒t【諾1∬2ご3】，〃は出力ニューロンの総数である。重みは，  

ここでは，特に次のように定義する  

（噂）2十（噌）2，（7・5）   ∈03（R），ただし，W宗＝  Ⅳゴ；＝   
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り
J
 
 

Z
・
克
 
．
小
J
 
 

O
 
即
▼
 
別
ざ
烏
 
 

t
 
U
 
 

．
▲
J
 
．
∧
J
 
O
“
喘
鳴
 
 

0
0
 
 

ニ
 
 

．
〔
J
 
 
l
ぷ
 
Ⅴ
 
 

∈03（R），ただし，鴫＝  （鴫）2＋（鴫）2・（7・6）  

式（7・5）および式（7・6）におけるⅣJi，Ⅴふメは群R＊×ぶ03（R）の元でもある（gO3（月）は3  

次回転群）。なぜならば，これらは次のようにも表現できるからである：  

COSαj；－SinαメiO  

SlnαJi COSαji O   

O  O  l  

WJi＝噂A（αゴi）＝璃  （7．7）  

。
 

C
 
S
 
 

「
⊥
 
0
 
0
 
 

（
U
 
 
 Ⅴたゴ＝鴫β（β揖）＝鴫  q
J
 
 

S
 
O
 
 

一
C
 
 
 

（7．8）  

ただし，αJ‘＝arCtan（噌／璃），β揖＝a∫Ctan（鴫／瑞）・ここで，β（鮎）は3次回転群  

ざ03（点）の元の標準形である，つまり，任意の∬∈∫03（月）に対して，ある直交行列y∈  

03（R）が存在して，yズ■y‾1＝β（βたブ）。また，β（β尤J）は芳軸のまわりの右まわりの回転，  

A（αJi）はZ軸のまわりの右まわりの回転を表している。   

上記の定式化では，y軸のまわりの回転要因が含まれていないため，一般性を欠くように  

思われるが，一般に，3次元ユークリッド空間における任意の合同変換（2点間の距離を変  

えない変換）はあるユニタリー変換（たとえば，式（7・8）における月（βたゴ））と平行移動によっ  

て一意に表現されるので，上記の定式化はy軸のまわりの回転を（暗に）含んでいると言え  

る。しかしながら，偏りのある定式イヒであることは否めない．（これは一例であることに注意  

されたい）。  

7．2．3 学習アルゴリズム  

次に，前項までに定義した3次元ベクトルBPモデルに対する学習アルゴリズムを導出  

する。十分小さい学習率E＞0に対して，最急降下法を使うことにより，学習パラメータは  

次の式にしたがって修正すべきであることがわかる。  

∬
・
J
 
訂
・
J
 
g
・
q
J
 
 

月
V
 
 
β
V
 
 
β
 
 

△
 
△
 
△
 
 

（7．9）   一 己  
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式（7・9）を計算すると，結局，  

璃
㌦
用
璃
 
△
 
△
 
△
 
 

鴫／鴫）軍  

鴫／鴫）軍  
（鴫≠0のとき）  

三三二重二二  （7．10）  
訂
長
∵
y
－
た
 
Z
●
た
 
 

で
・
†
・
7
 
△
 
△
 
△
 
 

0 旦㌢  

0 一軍  

］
 
 

巧
軍
 
 

（鴫＝0のとき），  

（1－0冨）0芸   0  
∬
L
Ⅳ
 
山
y
L
作
＋
雇
l
付
 
 

7
・
γ
・
7
 
△
 
△
 
△
 
 
 

∬
た
 
V
】
L
ル
 
Z
－
鬼
 
（
人
U
 
（
人
U
 
∫
U
 
 

0  （1－0芸）0芸   0  

0  0  （1－0芸）0孟  

（7．11）  

即
．
卵
″
郎
．
 
 

△
 
△
 
△
 
 

［ ＿  

］
 
 

（璃≠0のとき）  

ニ
 
 

］
 
 

l
 
 

ご
‥
〃
y
‥
J
 
 

ひ
 
び
 
△
 
△
 
 

［
 
 （7．12）  

昨
ノ
卵
．
腔
″
 
 

△
 
△
 
△
 
 
 

「
■
■
」
 
 

0
 
0
 
 
 

・
 
 
 

ガ
 
 
 

ギ
ガ
 
 
 

「
L
 
 

（璃＝0のとき），  

∬
・
J
 
y
・
∫
 
Z
．
▲
J
 
β
 
β
Y
 
ハ
け
V
 
 

△
 
△
 
△
 
 

）
 
 

0
0
 
 

0  

0  

（1一軍）鞘  

0
 
 

■
J
Z
揖
 
0
境
 
 

0
0
 
 

鱒
た
∴
y
ん
＝
タ
た
 
 

†
・
7
 
7
 
△
 
△
 
△
 
 （7．13J  

が得られる。   

7．3 3次元アフィン変換学習能力  

複素BPには2次元アフィン変換学習能力が備わっていた（第5章および第6章）。本節  

では，複素BPの自然な拡張である3次元ベクトルBPに3次元アフィン変換学習能力（3  

次元図形変換能力）が備わっていることを計算機実験により検証する。   

実験に用いるネットワークは，入力層1ニューロン，中間層6ニューロン，出力層1ニュ  

ーロンの3層構造である。つまり，1つの3次元ベクトルズを入力し，1つの3次元ベク  

トルズ′を出力するものである。一般に，1つの3次元ベクトルズ＝f［∬1鱒2豊3】は3次元  

空間内の1点（諾1，∬2，ご3）に対応する。よって，当該ネットワークは3次元空間内のある1点  

（∬1，諾2，∬3）を他の1点（諾1，詰ら，ごら）に変換するものであると考えることができる。ここでは，  

対象とする空間を，諾軸，y軸およびz軸の取る催が－1から1までであるような空間に制限  

しておく。ニューラルネットワークが出力する催は0から1の間の値であるが，便宜上，以  

下に示す図では，それらを－1から1の間の備に変換した億で示す。   

比較のために，実BPによる実験も行ったが，ネットワークは入力層3ニューロン，中間  

層15ニューロン，出力層3ニュー ロンとし，3次元ベクトルズの弟1成分ご1を入出力  
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ニューロン1に，第2成分∬2を入出力ニュ ーロン2に，第3成分∬3を入出力ニューロン3  

に対応させた。   

学習率Eは0．5とし，学習パラメータの初期値は－0．3と十0．3の間の値をとる乱数によ  

り設定した。学習は誤差  

2∑ち  （7．14）  
p  

が0・05となったときに収束（終了）したものとみなし，収束の規範とした（ちは7．2．2節で定  

義したパターンpに対する2乗誤差である）。また，学習パターンは，通常，数種類のパター  

ンから構成されているが，その数種類のパターンをひと通り提示することで1回の学習と数  

えることとした。   

ちなみに，“1－6－1”3次元ベクトルBPネットワークと‘‘3－15－3”実BPネットワー  

クの学習1回あたりの時間計算量はほぼ等しく，  領域計算量（つまり，学習パラメータ数）  

は実BPの約半分となっている（表7．1）。   

表7．13次元ベクトルBPと莫BPの計算量の比較．時間計算量は1回の学習において  

行なわれる四則演算の総数・領域計算量は学習パラメータ（つまり，重みおよび間借）の総数．  

3次元ベクトルBPト6－1  255   141  396  36  21  57   

実BP3－15－3   264   141  405  90  18  108   

7．3．1 回転   

まず，直線の回転に関する実験を行った（図7．1～囲7．3）。学習パターンは11個であ  

り，直線  

1
 
0
 
（
U
 
 

ご
W
ゾ
＋
Z
 
 

（0・0≦f≦1．0）  （7．15）  

上の11個の点（点列の間隔は0．1）を入力パターンとし，それらの点をz軸のまわりを右  

まわりに60度の回転を行ない，その後諾軸のまわりを右まわりに45度の回転を行なった点  

を出力パターンとした（図7．1）。出力パターンは直線  

1  

遥  

遠   
4  

諾
 
〃
）
 
Z
 
 

（0・0≦f≦1・0）  （7．16）  

の上にのっている。人力パターンと出力パターンのなす角は60度である。なお，見やすく  

するために，囲中では点列を省略し，点列を繋いだ直線あるいは曲線のみ示している。  
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学習の後，テストパターンとして，入力学習パターンと30度の角度をなす4つの直線上  

の点列を与えた（各直線上には0・1の等間隔で11個の点列がのっている）（図7．2）。各直  

線は次の式で与えられる。  

（1）テストパターン1  

逓
2
0
1
盲
 
 

エ
 
〃
V
 
g
 
 
 

（0・0≦ま≦1．0）．  （7．17）  

この直線は，入力学習パターン（式（7．15））を訂軸のまわりを左まわりに30度回転させて得  

られる。  

（2）テストパターン2  

逓
2
0
」
2
 
 

（0・0≦t≦1．0）・  （7．18）  

この直線は，入力学習パターン（式（7．15））をy軸のまわりを右まわりに30度回転させて得  

られる。  

（3）テストパターン3  

遜
2
1
言
0
 
 

諾
 
〃
レ
 
Z
 
 
 

（0・0≦ま≦1．叫  （7．19）  

この直線は，入力学習パターン（式（7．15））をz軸のまわりを右まわりに30度回転させて得  
られる。  

（4）テストパターン4  

遜
2
1
「
0
 
 

諾
 
y
 
g
 
 
 

（0．0≦f≦1．0）．  （7・20）  

この直線は，入力学習パターン（式（7．15））をz軸のまわりを左まわりに30度回転させて得  

られる。   

これらのテストパターンに対して，3次元ベクトルBPネットワークは，誤差はあるもの  

の，ー学習した回転Jに従った点を出力する傾向性が見られた（図7・2～図7・3）。同様にし  

て，実BPを使って実験したところ，当然ながら，実BPネットワークは教師パターン（出力  

学習バターン）に近い点を出力した（図7・2）。  
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7．3．2 相似変換   

次に，相似変換に関する実験を行った（図7．4～図7．5）。学習バターンは11個であり，  

直線  

l
 
l
 
l
 
 

ご
 
打
V
 
Z
 
 

（0・0≦ま≦1・0）  （7．21）  

上に等間隔に並んだ11個の点（点列の間隔はヽβ／10）を入力バターンとし，それらの点を  

原点との距離に関して2分の1に縮小した点を出力パターンとした（図7．4）。当然ながら，  

出力バターンも人力パターンがのっている直線（式（7．21））の上にある。   

学習の後，テストパターンとして，3つの正方形のそれぞれの4辺の上に等間隔に並ん  

だ48個の点を与えたところ，ニューラルネットワークはそれらの点を原点との距離に関し  

て2分の1に縮小した点を出力する傾向が見られた（図7．5）。ただし，縮小された正方形は  

歪んでおり，入力学習パターンに近いものほど原点との距離が2分の1に近い値を出力して  

いて，それから離れるに従って徐々に誤差が大きくなっていっている。複素BPの2次元ア  

フィン変換学習能力において，変換率に関する汎化能力の誤差は，未学習パターンと学習パ  

ターンの偏角の差に関する正弦関数によって表現される（6・3節）という性質があったが，実  

験の結果はこの性質が3次元的に現れたものであると考えられる。ちなみに，実BPを使っ  

た実験では，出力学習バターンに近い点が出力された（図7，5）。  

図7．4 学習パターン（相似変換）  
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l  

（a）テストパターン1（相似変換）  

（b）テストパターン2（相似変換）  

（c）テストパターン3（相似変換）   

図7．5 テストバターン（相似変換）  

7．3．3 平行移動  

直線の平行移動を行った（図7．6～図7．7）。学習パターンは11個であり，直線  

1
 
 

1
一
〇
 
 

ハ
U
 
l
 
l
 
 

諾
 
y
 
Z
 
 

（7・22）  （0．0≦壬≦1・0）   

上に等間隔に並んだ11個の点（点列の間隔は、β／10）を入力バターンとし，それらの点を∬  

軸方向，y軸方向，Z軸方向にそれぞれ－0．5ずつ平行移動させた点を出力バターンとした（囲  
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7．6）。出力パターンは直線  

1
 
 

1
一
〇
 
 

5
 
0
・
5
 
5
 
 

．
 

一
〇
〇
 

諾
 
町
V
 
ヱ
 
 

（0・0≦壬≦1．0）  （7・23）  

の上にのっている。   

学習終了後，テストパターンとして，出力学習バターンと同じ点列（テストパターン1），  

人力学習パターンを∬軸方向，y軸方向にそれぞれ－0・5ずつ平行移動して得られる点列（テ  

ストバターン2），おなじく入力学習バターンを㌃軸方向に－0．5だけ平行移動して得られる  

点列（テストパターン3）を与えた（図7・7）。これらのテストパターンに対して，3次元ベク  

トルBPネットワークは，誤差はあるものの，「学習した平行移動Jに従った点を出力する  

傾向性が見られたo同様にして，実BPを使って実験したところ■，当然ながら，実BPネット  

ワークは教師パターン（出力学習バターン）に近い点を出力した（図7．7）。  

1  

図7・6学習バトン（平行移動）  （a）テストパターン1（平行移動）  

‥、 
‥ 

・ 
・ 

・ 

（b）テストパターン2（平行移動）  （c）テストパターン3（平行移動）  

図7．7 テストパターン（平行移動）  
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7．3．4 非線形変換   

7．3．1～7．3．3項においては，単純な3次元アブイン変換学習能力について示した。たとえ  

ば，“原点との距離に関する2分の1の縮小”などのように単独の縮小率を学習させ，そのふ  

るまいについて調べた。本項では，やや複雑な3次元アブイン変換を学習させた場合のネッ  

トワークのふるまいについて調べる。   

異なる2つの直線上の点を原点との距離に関して，それぞれ，2分の1，10分の1に縮  

小させるパターンを学習させた（図7．8）。学習パターンは21個であり，直線  

∬
 
〃
Y
 
Z
 
 

ト1・0≦ま≦1・0）  （7・24）  

上の21個の点（点列の間隔はヽ乃／10）を入力パターンとした。直線  

l
 
l
 
l
 
 

諾
 
V
V
 
Z
 
 

（0・0≦ま≦1・0）   （7・25）  

上の11個の点に対しては，それらの点と原点との距離を2分の1にした点を出力パターン  
とし，直線  

諾
 
即
）
 
Z
 
 

（－1．0≦ま≦0・0）  （7・26）  

上の11個の点に対しては，それらの点と原点との距離を10分の1にした点を出力バタ  

ーンとした。ここで，前者の学習パターンを学習パターン1，後者の学習パターンを学習パ  

ターン2と呼ぶことにする。出力学習パターン1は，直線  

∬
 
即
V
 
Z
 
 

（0・0≦ま≦0・5）  （7．27）  

上に乗っており，出力学習パターン2は，直線  

霊
 
y
 
ヱ
 
 
 

（－0・1≦壬≦0・0）   （7・28）  

上に乗っていることになる。   

学習終了後，入力テストパターンとして，3つの円∬2＋z2＝1，y2＋z2＝1，諾2＋y2＝1の  

円周上の60偶の点を与えたところ，ニューラルネットワークは図7．9に示すようなパター  
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ンを出力した。囲7．9において，入力学習パターン1に近い入力テストパターンほど2分の  

1に縮小され，入力学習バターン2に近い入力テストパターンほど10分の1に縮小される  

という傾向性が見られる。つまり，0．1と0．5という2つの縮小率が反映された結果となっ  

ているようである。  

図7．8 学習バターン（やや複雑な変換）（a）テストパターン1（やや複雑な変換）  

（b）テストパターン2（やや複雑な変換）（c）テストパターン3（やや複雑な変換）  

図7．9 テストパターン（やや複雑な変換）  

7．4 コンピュータビジョンヘの応用  

3次元ベクトルBPのコンピュータビジョンへの応用について述べる。   

5・6節では，複素BPの応用として，里準墾（1つのカメラ）によりオプティカル・フロー  

から動物体の（画像平面上の）動きを解釈する方法について述べた。本節では，3次元ベクト  

ルBPの応用として，5．6節で述べた方法の屑の上に乗り，封昼墾（3つのカメラ）による動物  

体の（3次元空間内の）動きの解釈を行なう方法について述べる。本節では，5・6節で述べた  

単眼視により得られる「画像平面上の動きを規定するパラメータ」を2次元動きパラメータ  
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と呼ぶことにする。そして，この2次元動きパラメータを出力する複素BPネットワーク  
2次元動き僻釈ネットワーク と呼ぶことにする。   （図5・12）を  

図7．10に3次元ベクトルBPを利用した3次元空間内の動きの解釈を行なう処理系の構  

成例を示す。まず，各カメラ画像のオプティカル・フローをそれぞれ2次元動き解釈ネット  

ワークを通して解釈を行ない，2次元動きパラメータを出力する。その結果を3次元ペクト  

呼ぶ）に入力し，その出力を3次元空  

と呼ぶ）の解釈億とする。ここで，3  

3次元動き解釈ネットワークと  ルBPネットワーク（   

3次元動きパラメータ  間内の動きを表すパラメータ（  

次元動き解釈ネットワークには，1つの並進連動や1つの回転といった基本的な3次元動き  

に関するパターンを教師データとして予め学習させておく。基本的な3次元動きを学習した  

3次元動き解釈ネットワークは，学習していない3次元動きに対してもうまく解釈する能力  

を示すことが期待される。図7．11に示すように，3次元動き解釈ネットワークへの入力とな  

るのは，各カメラ視点ごとに得られる2次元動きバラメータである。つまり，†（血2，dy2，dz2））  

および（山Z2（1），山Z2（2），山Z2（3））といった4つの3次元ベクトルである。ここで，血2はご軸  

方向の並進成分，dy2はy軸方向の並進成分，dz2は拡大・縮小成分，そして山g2（りはカメラ  

盲により得られた回転成分である（五＝1，2，3）。いわば，i（ゐ2，dy2，dヱ2））は並進成分，（uz2（1），  

Uヱ2（2），山Z2（3））は回転成分である。そして，3次元動き解釈ネットワークは，3次元の動き  

を表す3次元動きパラメータ，すなわち，対象物体の3次元空間におけるご，机Z軸方向への  

並進成分（ゐ，dy，dz）と各軸毎の回転成分（u諾，Uy，UZ）の2つの3次元ベクトルを出力する。  

このように，3次元ベクトルBPネットワークは3次元ベクトルから構成される入出力バタ  

ーンを想定しているので，3次元情報を自然に扱うことができる。   

3組のカメラ画像の動きから連立方程式を解くことにより，3次元の動きを計算する一  

般的な手法の場合，計算量が多く非効率的であるのに対し，3次元ベクトルBPネットワー  

クを使用するこの手法は，学習後の処理に要する時間が短く，しかも雑音に強いと考えられ  

る。   

宮内らはこの考え方に沿って3次元ベクトルBPネットワークに3次元の動きの解釈を  

行なわせ，ノイズの影響にも強いことを含めて，その有効性の確認を行なった【58，59，62】。  

2次元赦さパラメータ  3次元動きパラメータ   

固7．10 3次元動き解釈処理系の構成例  
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図7．113次元動き解釈ネットワークの構成例  

7．5 むすぴ  

バックプロパグーション学習アルゴリズムの3次元化パラメータ版である3次元ベクト  

ル・バックプロパダーション学習アルゴリズムを塊来した。3次元ベクトルBPは人力倍  

号，開催および出力信号がすべて3次元実ベクトルであり，重みがすべて3次直交行列であ  

る階層型ニューラルネットワークに適用される。この新しいアルゴリズムは第2単において  

提案した複素BPの自然な拡張になっており，その拡張は群論に基づいて行なわれた。さら  

に，複素BPには2次元アフィン変換学習能力が備わっていたように，3次元ベクトルBP  

には，従来の階層型ニューラルネットワークには見られない3次元アフィン変換学習能力が  

備わっていることが示唆された。最後に，応用事例としてコンピュータビジョンへの応用を  

取り上げた。   

3次元ベクトル・ニューロンの入力は3次元ベクトルであることが要請されるため，本  

章で捷案したアルゴリズムが自然な形で扱うことのできる問題は，入出力空間がR3×…X  

R3であるようなクラスの問題に制限される。つまり，階層型ニューラルネットワークのパ  

ラメータを3次元化することにより，3次元アフィン変換学習能力という機能が生じたが，一  

方では，入出力空間が月れであるような一般的な問題を素直に扱うことはできないという制  
限が生じたわけである。  
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第8章  

外積に基づいた3次元化パラメータ㌧バックプロパゲーション  

学習アルゴリズム  

8．1 はじめに  

第7章では，複素BPの自然な拡張としての3次元ベクトルBPを提案した。本章では第  

7章とは異なった観点から実BPの3次元パラメータ化を行なう（【37，39，40〕）。すなわち，  

外債を拡張の基軸とする。   

まず，次のような階層型ニューラルネットワークを定式化する。重み，開催および入出力  

信号がすべて3次元実ベクトルであり，各ニューロンにおける計算が3次元外債を使って行  

なわれるというような階層型ニューラルネットワークである。3次元ベクトル・ニューラル  

ネットワーク（7・2．2項）と異なるのは，重みが3次直交行列から3次元莫ベクトルになってお  

り，その影響により，3次元ベクトル・ニューラルネットワークにおいて行なわれていた行列  

演算が外横演算になっているという点である。次に，このような階層型ニューラルネットワ  

－クに適用されるバックプロパゲーション学習アルゴリズム（以下，  外債BP  と呼ぶ）を導  

出する。外積BPは3次元ベクトルBP（第7章）と同様，実BPの3次元化パラメータ版の  

一種である。最後に外積BPの性能を調べるために，簡単な計算機実験を行ない，実BPに  

比べて学習速度および計算量において優れていることを確認する。   

8．2節では，外積BPを定式化し，8．3節で外積BPの学習特性に関する実験を行なう。  
8．4節で結論を述べる。  

8．2 外積B P  

本節では，外積BPモデルを定式化し，外債BP学習アルゴリズムの導出を行う。   

8．2．1 外積ニューロン   

第7章でも述べたように，実BPあるいは複素BPをさらに高次元パラメータ化する方法  

にはいくつか考えられる0ひとつは，実数α（1次元）を複素数z＝諾＋ね（2次元，第2章），  

4元数ヴ＝α＋沌＋Jc＋たd（4次元），8元数（8次元），16元数（16次元），・‥へと拡張  
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してゆく方法である。もうひとつは，重みおよび開催の次元数を1次元から托次元実ベクト  

ルを使って高次元パラメータ化する方法である。後者の方法にはさらに次の2つの方法が考  

えられる：（1）重みを托次行列（第7章）とする方法，（2）重みをm次元実ベクトルとする方  

法。本章では，（2）の方法を使って3次元パラメータ化を試みる。その際，3次元実ベクトル  

と3次元実ベクトルとから3次元実ベクトルを生成することが必要となる。そのような演算  

を自由に創ることもできるが，ここでは，数学において標準的に使用されている外債を採用  

する。   

次のようなニューロン（外構ニューロンと呼ぶ）を考える。入力信号，重み，開催および出  

力信号はすべて3次元実ベクトルである。ニューロン  Jの内部ポテンシャルAJは，実BP  

において用いられるニューロンの内部ポテンシャルの類推で，  

Aゴ＝∑（ⅣJた×翫）十れ  
ん  

（8．1）  

と定義する。ここで，Wゴふはニューロンブとニューロンぁとの間の重みを表す3次元実ベク  

トル，ぶたはニューロンたから出力されたニューロンゴへの入力信号を表す3次元実ベクト  

ル，rJはニューロンjの開催を表す3次元実ベクトルである。また，お×甘は影＝隼1笹2諾。】  

とy＝t［yl俳之封3】の外債を表している。すなわち，㌶×γ＝世朗一瑚。諾3yl－∬1y3ご1y。－  

ご2yl】である。出力信号為（AJ）は次のように定義される：  

）
 
）
 
）
 
 
 

l
 
 
つ
－
 
 
3
 
α
 
α
 
α
 
 

（
 
（
 
（
 
 

l
 
 
り
一
 
 
3
 
α
 
α
 
α
 
 

ニ
 
 
 

）
 
 
 

．
－
一
 
A
 
 

（
 
 

為
 
 

ただし，Aゴ＝  （8．2）  

為（Aj）の各成分は，それぞれ，Aゴのそれぞれの各成分αm（m＝1，2，3）に関するシグモイ  

ド関数値である。この出力関数為は式（7．2）において定義したものと同じものである。   

8．2．2 外積ニューラルネットワーク  

本項では，外積BPが適用されるネットワークを，8．2．1項で定義した外債ニューロンを  

使って構成する。一般に，外積ニューロンから構成されるニューラルネットワークを外積ニュ  

ーラルネットワークと呼ぶことにするが，ここで定義するネットワークは，外積BPが適用  

されるネットワークという意味で外積BPネットワークと呼ぶことにする。簡単のた捌こ，  

3層ネットワークを例にとる。   

入力ニューロン盲と中間ニューロンメとの間の重みをⅣゴf＝t［噌∽芸嘲∈R3，中間  

ニューロンブと出力ニューロンたとの間の重みをⅤ毎＝f【鴫鴫鴫】∈属㌔中間ニューロ  

ンゴの開催を∂J＝明βぎβ言］∈R3，出力ニューロンぁの開催をrた＝t【7若7君7封∈ガ  

とする。また，入力ニューロン五への入力信号を∫；＝里㌢ ギ■ 瑠∈R3とし，中間ニュ  

ーロンブおよび出力ニューロンたの出力信号を，それぞれ，∬J＝f【軍 軍 鞘∈R3，  

0た＝士［0芸0芸0孟】∈ガとする。さらに，ム鳥＝重囲碓矧＝rた－0た∈児3を0たと出  

力ニュー ロンゐに対する教師パターン（出力学習パターン）rた＝t【符帯花】∈R3との  
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〃  

間の誤差とする。パタ ーンpに対する2乗誤差を且p＝（1／2）∑l勘－0甜2，と定義する。  
た＝1  

ただし，l匝＝撃  諾箸＋∬茎＋∬三，茫＝電【霊1勘之諾3】，Ⅳは出力ニューロンの総数である。  

8．2．3 学習アルゴリズム   

次に，前項までに定義した外横BPモデルに対する学習アルゴリズムを導出する。十分  

小さい学習率e＞0に対して，最急降下法を使うことにより，学習パラメータは次の式にし  

たがって修正すべきであることがわかる。  

考
曙
苛
鞄
鞄
苛
 
 

語
義
慧
苛
設
定
警
苛
 
 

△Ⅴんメ響  △rた響  

∬
・
J
▼
 
‖
y
・
J
 
ヱ
・
J
 
 

月
V
 
 
月
V
 
 
β
 
 

△
 
△
 
△
 
 
 

△Wゴ音響  響
 
 

軌
 
 

■T′  

△
 
 

．
〇
■
 
 

y
‥
〃
 
そ
J
 
 

ひ
 
 
Ⅶ
 
 

△
 
△
 
 

（8・3）  

ここで，△諾ほ学習パラメータ把の修正量を表す。式（8．3）を計算すると，結局，  

△Ⅴんブ＝ ∬ゴ×△rた，  

△∫た ＝ EガムAふ，  

△ⅣJi＝ ∫iX△◎J）  

△軌 ＝∵ 巧∑（△∫た×Ⅴたゴ），  
ん  

ただし，  

（8・4）  

（8・5）  

（8・6）  

（8・7）  

（1－0冨）0冨  0  

0   （1－0芸）0冨   0  ．Dん  （8・8）  

0   （1－0孟）0孟  0  

（1一軍）軍  

0  

0  

O 0  

（1一郎）月ア   0   

0   （1一軍）軍  

（8・9）  かj  

が得られる。   

8．3 学習特性  

本節では外積BPの学習特性について調べる。簡単な学習パターンを使って実BPとの  

比較実験を行なった。学習パターンは表8．1に示すものを用いた。また，ネットワークは，  
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1－3－1外積BPネットワーク，3－7－3実BPネットワークを用いた。表8．2はこれらのネット  

ワークの学習1回の時間計算量がほぼ等しいものであることを示している。ここで，4．4節  

と同様に，1回の学習で行なわれる（実数の）四則演算の総回数を時間計算量，学習パラメー  

タ数を領域計算量としている。ただし，時間計算量において，加算，減算，乗算および除算の  

それぞれの1回の計算量はすべて等しいものと仮定している。また，学習パターンは，通常，  

数種類のバターンから棉成されているが，その数種類のバターンをひと通り捷示することで  

1回の学習と数えることとしている。学習率は0．5とし，学習パラメータの初期値は－0．3  

から＋0．3までの間の乱数により設定した。  

実験結果を図8．1に示す。縦軸は誤差  2∑pちである（ちは8・2・2節で定義したバク  

－ンpに対する2乗誤差である）。外積BPはおよそ400回で収束したのに対し，実BPは  

800回の学習を要した。さらに，外債BPネットワークの領域計算量は実BPネットワーク  

のものと比べて，約3分の2程度になっている（表8．2）。  

表8．1実験に用いる学習バターン．∬，y，gは外積BPネットワークにおいてはそれぞれ入  

出力ニューロン1の∬成分，y成分，Z成分に与え，実BPネットワークにおいてはそれぞ  

れ入出力ニューロン1，2，3に与える．  

入力バターン  出力バターン  
バターン番号  

－2  0  2    0  0   

2   0    0  

3   0    ・1  

4   2      0    0   

0  400  800  

図8．1学習曲線（外積BPと実BPの比較）  
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表8．2 外積BPおよび実BPにおける計算量．時間計算量は1回の学習において行なわれ  

る（実数の）四則演算の総数．領域計算量は学習パラメータ数（重みおよび開催の総数）．  

外積BPト3－1  117   78   195  18   12  30   

実BP3－7－3   128   69   197  42   10  52   

8．4 むすび  

バックプロパゲーション学習アルゴリズム（BP）の3次元化パラメータ版である外積バ  

ックプロパダーション学習アルゴリズム（外積BP）を提案した。外債BPは入力信号，重  

み，開催および出力信号がすべて3次元実ベクトルである階層型ニューラルネットワークに  

適用される。第7章において提案した3次元ベクトルBPと異なる点は，外積を基軸として  

パラメー タを3次元に拡張したという点である。さらに，外債BPの学習特性について調べ，  

実BPに比べて優れているとの感触が得られた。しかし，明確な結論を得るためには，より  

体系的な実験を要する。また，複素BPには2次元アフィン変換学習能力が，3次元ベクト  

ルBPには3次元アフィン変換学習能力がそれぞれ備わっていたように，外積BPにも何ら  

かの固有の性質が備わっていることが予想される。  
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第9章  

結論  

階層型ニューラルネットワークのパラメータを高次元に拡張した高次元化パラメータ・階層  

型ニューラルネットワークを提案し，その固有の特徴，性質を解析的，実験的に調べた。その  
結果を要約すれば次のようになる。  

1・Widrowら［60］，Kimら【13〕とは異なった方法で，従来の階層型ニューラルネットワー   

クの結合の重みと各ニューロンが持つ開催を複素数に拡張し，複素パターンに対する  

自然なバックプロパゲーション学習アルゴリズム（複素BP  ）を提案した。学習識別理   

論【4］を複素数に拡張することにより，学習収束性の保証を得た。複素BPは，既存の   

複素化パラメ【夕を持つ階層型ニューラルネットワーク［60，13げ持っていた収束性   

に関する問題点を解消している。   

2・複素BPの基本特性を，ネットワークアーキテクチャの観点から解析的，実験的に調べ，   

実BPとの差異を明らかにした。複素BPには，複素数への拡張の結果として，次のよ   

うな性質が生じている。複素BPネットワークにおける重みパラメータは互いに独立   

ではなく2次元アフィン変換に基づいた制約を有しており，学習は基本的にその制約   

のもとで進められる。複素ニューロンの決定表面は2つの直交した超曲面から構成さ   

れており，決定領域を均等に4つに分割しようとする。一般に，これは0，1，盲，1＋盲   

という4つのクラスを扱う複素バターンに適した性質である。3層の複素BPネット   

ワークにおける決定表面は基本的にこの性質を内包しており，中間ニューロンへの総   

入力が十分大きいときに直交する。   

3・複素BPの基本特性に対して，学習アルゴリズムの側面からアプローチし，次の結果   

を得た。複素数への拡張は複素BPに次のような性質をもたらしている。複素BPに   

おける誤差逆伝播は2次元アフィン変換に関係した構造を有している。複素BPは，   

ネットワークを流れる複素信号を1つの処理単位として学習を進める。複素BPの学   

習別には，学習停滞状態の発生を押えるメカニズム（実部要因と虚部要因の補完機構）   

が含まれている。これにより，複素パターンに対する学習が実BPに比べて数倍速く   

なっている。しかも，そのときに必要となる領域計算量は約半分で済む。  
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4．複素BPには2次元アブイン変換学習能力（回転，相似変換，平行移動などを学習する   

能力）が備わっていることを確認した。これは実BPには見られない複素BPが持つ   

顕著な性質である。また，この2次元アフィン変換学習能力と複素解析における一致   

の定理との関係を考察した。一致の定理は複素解析においてのみ見られる固有の性質   

である。さらに，「学習させたアフィン変換」と「学習パラメータの値」との間には   

明確な関係があることを明らかにした。また，コンピュータビジョンへの応用の可能   

性を明らかにした。   

5．複素BPの2次元アフィン変換学習能力の数学的解析を行ない，その定性的性質を明   

らかにした。得られた主要な結果は次のとおりである。（1）1種類の変換率（たとえ   

ば，1種類の回転角度）を学習した複素BPネットワークのふるまいを明らかにした。   

変換率に関する汎化能力の（距離に関する）誤差は，兼学習パターンと学習パターンの   

偏角の差に関する正弦関数によって表現される。（2）2種類の変換率を学習した複素   

BPネットワークのふるまいを回転角度を例にとって解析し，次の結果を得た。（a）2   

種類の回転角度を学習した複素BPネットワークの回転角度に関する汎化能力の（距   

離に関する）誤差の評価式を与えた。（b）2種類の回転角度を学習した複素BPネッ   

トワークの回転角皮に関する汎化能力のF（角度に関する）誤差が無視できるほど小さ   

な倦であるための十分条件」を求めた。更に，これらの数値例を示し，解析結果の安当   

性を確認した。   

6．バックプロパゲーション学習アルゴリズムの3次元化パラメ岬夕版である3次元ベク  

トル・バックプロパゲーション学習アルゴリズム（  3次元ベクトルBP  ）を提案した。   
3次元ベクトルBPは入力信号，開催および出力信号がすべて3次元実ベクトルであ   

り，重みがすべて3次直交行列である階層型ニÅ－ラルネットワークに適用される。   

このアルゴリズムは複素BPの自然な拡張になっており，その拡張は群論に基づいて   

行なわれた。さらに，複素BPには2次元アフィン変換学習能力が備わっていたよう   

に，3次元ベクトルBPには，従来のニューラルネットワークには見られない3次元ア   

フィン変換学習能力が備わっていることが示唆された。最後に，コンピュータビジョ   

ンヘの応用について述べ，3次元ベクトルBPの有用性を示した。   

7．3次元ベクトルBPとは異なった観点からバックプロパグーション学習アルゴリズム   

を3次元パラメータ化した外積BPを提案した。外債BPが適用されるのは入出力  

信号，重みおよび開催がすべて3次元実ベクトルであり，各ニューロンにおいて外債  

計算が行なわれるような階層型ニューラルネットワークである。3次元ベクトルから  

成るパターンを使って簡単なシミュレーションを行ない，外積BPの性能を調べた。  

その結果，実BPに比べて学習速度，計算量の点において優れているとの感触を得た。  

外積ニューロンへの入力は3次元ベクトルであることが要請されるため，外積BPが  

自然な形で扱うことのできる問題は，入出力空間がR3×…×R3であるようなクラス  

の開港に制限される。複素BPおよび3次元ベクトルBPについても同様のことが言  

える。  

104   



以上の結果から，階層型ニューラルネットワークのパラメータを高次元化し，複素数（2  

次元情報）あるいは3次元情報などの高次元情報を自然に表現することができ，素直に処理  

することのできる階層型ニューラルネットワークを提供し，その特性を明らかにするという  

本論文の目的は，ある程度達成されたものと考える。   

最後に今後の課題について述べる。まず，複素BPに関してであるが，2次元への拡張  

方法としては複素数が最も標準的であると考えられる。しかし，複素数にとらわれなけれ  

ば，2次元化への方法はいろいろ考えられる。また，ニューロンが持つ出力関数にも様々な  

種類が考えられ，それらに応じてそれら固有の性質が生ずるであろうと推定される。特に，  

シグモイド関数の代わりに－1から1の間の催をとる双曲線正接関数（hyperbolictangent）  

tanh∬をペースにした複素関数を使うと，2次元アブイン変換を学習する際に出力パターン  

を ト1から1の間の傭」から「0から1の間の億」に変換する必要がなく，素直に処理す  

ることができるようになる。複素BPの特性に関して言えば，複素BPネットワークによる  

複素関数の近似能力の解析，4層以上のネットワークの決定表面の構造，学習速度の高速イヒ，  

2次元アフィン変換学習能力と一致の定理との関係に関する理論的考察，3種類以上の回転  

角皮を学習した複素BPネットワークの性質の探究，相似変換および平行移動に関する学習  

能力の数学的解析，「学習させたアフィン変換」と「学習パラメータの億」との関係の体系  

的調査，ニューロン数が非常に多い場合の特性の考察などが考えられる。また，本論文では  

決定表面，学習特性および2次元アフィン変換学習能力を個々に調べたわけであるが，これ  

らの相互間の関係について考察することも興味深い問題である。たとえば，決定表面の直交  

性が学習特性にどのような影響を与えているかという問題である。つまり，3層ネットワー  

クの場合，決定表面がかならずしも直交するとは限らなかったが，直交する場合としない場  

合とで学習特性がどのように変わってくるかという問題である。応用に関して言えば，文献  

【17，18，19】において行なわれたような画像処理への応用が既に存在するが，画像処理に限ら  

ず信号処理，制御工学，音声認識などへの本格的な応用を通した複素BPの評価を進めてゆ  

く予定である。   

次に3次元ベクトルBPについては，上記で述べた複素BPの今後の課題に対応した項  

目がすべてそのまま今後の課題の対象となる。複素BPに備わっていた基本特性が3次元ベ  

クトルBPにどのような形で現れてくるか，興味のあるところである。特に，3次元アフィ  

ン変換学習能力については3種類以上の変換率を学習したネットワークのふるまいを調べて  

ゆきたい。また，外積BPの基本特性について言えば，研究の端緒についたばかりであり，よ  

り体系的なアプローチが必須である。複素Bf），3次元ベクトルBPにおける2次元アフィ  

ン変換学習能力，3次元アフィン変換学習能力のように，外積BPに固有の性質が出てくる  

ことを期待している。また，3次元ベクトルBPあるいは外債BPに3次元空間における曲  

線の曲率を学習させたり，Poggioらが行なったGenerali2iedRadialBasisFunctionsNet－  

workによる3次元空間内の曲がりくねった針金の認識実験【51】を行なわせるなどの応用も  

行なってゆく予定である。   

さらに階層型ニューラルネットワークのパラメータを4次元以上に高次元化した場合に，  

どのような特性が現れてくるのかについても引続き興味のあるところである。  
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