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第1章  

序論   

本論文は、ポアソン方程式に対する高次精度差分法および差分法に  

よって得られる係数行列をSOR法を用いて解く場合の収束率に関する研  

究をまとめたものである。  

1．1 研究の背景   

近年のコンピュータの発達はめざましく、その計算能力も急速に上昇  

している。計算能力の上昇は計算機の持つ能力を質的にも変化させつつ  

ある。現在では、物理現象を数学モデルに基づいて記述し、コンピュータ  

を用いて数値シミュレーションを行うことにより現象の解明を行う、と  

いうことすら行われている。また、実験が不可能または困難な現象、例  

えば原子炉、気象、量子力学、船舶や航空機の特性等に対する数値シミュ  

レーションが日常的に行われている。コンピュータを使った数値シミュ  

レーションでは、パラメータの変更が容易であるという利点もある。こ  

のため産業界では、実験可能な現象においても実験のコストを下げるた  

めに数値シミュレーションによる数値実験を行い、製品の生産効率を上  

げたり品質を向上させるのに役立たせる、ということも頻繁に行われて  

いる。 通常これらの数値シミュレーションでは、物理現象を偏微分方程  

式を用いて記述し、それをなんらかの方法で離散化し、得られた大規模  

な連立一次方程式を解く、という方法が最も一般的である。   

しかし、このような数値シミュレーションにおいて要求される計算能  

力は非常に大きい場合が多々あり、現在のスーパーコンピュータを持っ  
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てしてもまだ十分であるとはいえない。そのためにも、また数値シミュ  

レーションの信頼性を高めるためにも数値計算法の研究が必要である。コ  

ンピュータのハードウェアが持つ一定の計算能力に対し、数値計算法を  

工夫することによりソフトウェアとしての能力を高め、全体としてコン  

ピュータの計算能力および信頼性を高めるということは重要である。   

さてポアソン方程式は、定常熱伝導、弾性膜の釣り合い、電場、磁場  

等多くの物理現象を偏微分方程式で記述するときに現れる。特に非圧縮  

性流体の数値計算においては、連続の式と等価に扱われる圧力のポアソ  

ン方程式を解くのに計算時間の大部分が費やされている。従って、ポア  

ソン方程式に対する高速かつ高精度な数値計算法の確立が望まれている。   

ポアソン方程式を初めとする偏微分方程式に対する数値計算法の研究  

には二つの大きなテーマがある。第一のテーマは偏微分方程式の離散化  

法である。これには差分法、有限要素法、境界要素法、スペクトル法等  
様々な方法があるが、本研究では古典的方法である差分法を取り扱う。差  

分法は、偏微分方程式の初期値・境界値問題を数値的に解く手法として最  

もよく知られている方法である。差分法の特徴としては、方程式の離散  

化の手順が比較的容易であり、離散化の精度やスキームの安定性がよく  

研究されているということが挙げられる。さらに差分法は規則的な演算  

をくり返すという点でスーパーコンピュータによく適合する方法である。   

第二のテーマは、離散化の結果得られた大規模な連立一次方程式に対  

する数値計算法である。偏微分方程式を差分法を使って離散化したとき  

に得られる連立一次方程式の左辺の係数行列は、規則的帯部分のみが非  

零である疎行列となる。実用レベルの数値シミュレーションを行う場合、  

係数行列は相当大規模なものになる。これらの数値計算を行う場合、計算  

機のメモリを節約するためにGau鱒Sの消去法に代表される直接法よりも  

反復法が用いられることが多い。反復法は、Jacobi法、Gauss－Seidel法、  

SOR法等の比較的古くから使用されてきた反復法と、前処理法の開発に  

より最近よく使用されているCG法系統の反復法に大別される。CG法  

系の反復法においては、性質の悪い係数行列に対しても比較的安定した  

収束特性を備えたアルゴリズムが開発されている。しかし、SOR法等の  

古典的反復法においても、ベクトル、並列コンピュータ向きのアルゴリ  

ズムが開発され、CG法系の反復法よりも高速な数値計算が行える場合も  

ある。また、SdR法はプログラミングが容易であり手軽に使うことがで  

きるため、まだまだ数値計算で用いられる場面も多い。本研究では、反  

復法として主にSOR法を取り上げ、その収束性に対する理論的な性質を  

調べた。   

以上の二つのテーマはそれぞれ重要であるが、決して独立ではなく相  
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互に干渉し合っており、総合的な数値計算法として同時に研究するのが  

望ましい。そこで本研究では、SOR法の収束特性が良い差分法やSOR法  

の最適加速係数が理論的に得られる差分法、またCG法の前処理の効率  

が良い差分法の開発、といった離散化法と反復法を統合した立場で研究  

を行った。  

1．2 研究の概要   

数値計算を行うにあたってはより正確に、より高速にという二点が重  

要なテーマとなる。差分法を用いた場合、より正確に解くためには高次  

精度の差分公式を求めることが必要である。これに対して今まで多くの  

研究がなされてきた。一般に高次精度の差分公式の導出は、方程式の離  

散化のときに使う格子点の数を増やして精度を向上させる、という考え  

方に基づいて行われる。このようにして導き出された高次精度の差分公  

式は、離散化しようとする点に対し隣接点以外の格子点を使ったものが  

多い。この場合、領域の境界付近では同じ差分公式は適用できなくなる  

という問題が生じる。このとき、境界付近だけ別の差分公式を用いて離  

散化しても、そこで得られる係数行列の規則性がくずれ、数値的に扱い  

にくくなる場合が多い。また、一般に差分の精度が高くなるにつれ使用  

する格子点数が増加し、係数行列の非零要素が増え演算畳も増加する。   

そこで本論文では、シングルセルと呼ばれる2次元なら9点、3次元  

なら27点の隣接する格子点内の領域のみを使った差分公式を研究した。  

また、本研究で用いる格子点は直交等間隔格子とした。シングルセル内  

の格子点のみを使った差分公式の場合、境界以外のすべての格子点で同  

じ差分公式を用いることができる。その結果、得られる係数行列は規則  

的な帯行列となり反復法を用いて解くときに都合がよい。しかし通常の  

差分法を用いた場合、シングルセル内の格子点だけでは2次精度の公式  

しか得ることができない。   

これに対し、ポアソン方程式の右辺項を利用し左辺の離散化の剰余項  

を消すことにより精度を高める方法がある。例えば、2次元ポアソン方  

程式に対する周囲の8点を使った4次精度の差分公式が古くから知られ  

ている。R．E．Lynchはこの考え方を拡張し、さらに高次の6次精度差分  

公式を待る方法を文献［23］で提唱した。具体的には、格子点と格子点の  

間に位置する補助的な点の上でのポアソン方程式の右辺項の関数の値を  

利用して左辺項の差分式の剰余項を消す、という方法である。ここで得  

られた6次精度の差分公式から得られる係数行列は、古くから知られて  
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いる周囲の8点を使った4次精度の差分公式から得られる係数行列と全  

く同じものになる。Lynchの方法はシングルセル内のできるだけ少ない  

格子点を用いた高次精度の差分公式である、ともいえる。Lynchは文献  
［24］，［25］においてもこの考え方を適用し、3次元のポアソン方程式に対す  
る簡潔な形の高次精度の差分公式を得ている。これらLynchの差分公式  

は、HODIEmethod（HighOrderDi鮎renceapproximationviaIdentity  
Expansionsの略）という名称で多くの文献で引用され、その有用さは広  
く知られている。ただし、この考え方を適用するにはポアソン方程式の  

右辺項の関数がある程度なめらかであることが必要である。例えば右辺  

項の関数が微分不可能な場合にはこれらの公式は使用できない。しかし、  

実際の問題においては右辺項の関数が十分なめらかであることを仮定で  

きる場合も多く、Lynchの差分公式が使える場合が多い。   

ポアソン方程式におけるLynch型の公式は、Lynchの文献で尽くさ  

れているわけではなく、またその研究内容に関しても十分とはいえない。  

例えば、（i）3次元の4次精度、6次精度の差分公式がそれぞれ一つだけ  

しか記述されていない、（ii）8次精度の差分公式に対する考察が不足して  

いる、（iii）計算機による実験が少なく計算機への実装に対する考察が不  

十分である、など明らかにすべき事柄も多い。   

そこで、本研究ではLynch流の考え方を一般化し、それによって得ら  

れる様々な差分公式を計算機への実装という観点から評価した。本研究  

では、まずm次元のポアソン方程式に対して、中心となる格子点からの  

距離でシングルセル内の格子点を分類し、同じ距離の格子点には同じ差  

分係数を使った2次精度差分公式を導出した。ここで得られた2次精度  

の公式はLynch流の考え方とは無縁であり、ポアソン方程式の右辺項の  

なめらかさを必要としない一般的な公式である。さらに、Lynch流の考  

え方を一般化して得られる、乃次元ポアソン方程式に対する4次精度差  

分公式を導出した。これらの2次精度、4次精度の差分公式は一般的な形  

で記述されており、Lynchの公式を初めとするLynch流の考え方を用い  

て得られるすべての4次精度差分公式を含んでいる。   

次いで2，3次元の場合に6次以上も含めた高次精度の差分公式につい  

て検討した。その結果、2，3次元のこれまで知られていなかった4次、6  

次精度の差分公式を得ることができた。特に3次元ポアソン方程式に対  

しては、Lynchによって得られた4次精度差分公式よりも少ない格子点  

数の4次精度差分公式を得ることができた。また、格子点と格子点の間  

に位置する補助的な点を使用しなくても、6次精度の差分公式を作れるこ  

とを示した。さらに、この方法では8次以上の差分公式は得られないこ  

とを示した。また、係数行列に対してICCG法を用いた場合、これらの  
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公式の中にべクトル計算機において前処理を効率的に行うことができる  

ものがあることを示し、その場合Lynchの公式と比較して高速な数値計  
算が行え、かっ同程度の精度が得られることを数値計算により示した。   

次に、上記研究により得られたシングルセルのみを使ったれ次元ポ  

アソン方程式の一般的な形の差分公式に対して、その係数行列の性質を  
調べた。係数行列の性質としては行列の解きやすさの指標として使われ  

る条件数を取り上げた。モデル問題として単位正方形領域における全周  

Dirichlet境界条件を伴うポアソン方程式を考え、直交等間隔格子を使っ  

た場合の係数行列のすべての固有値を理論的に求めた。なおこの固有値  

の値は、通常の2次精度中心差分から得られる係数行列に対してはすで  

に得られている［39］。本研究では、シングルセル内の様々な格子点を使っ  

た差分公式から得られる係数行列の理論的な固有値を求めた。そして、そ  
の結果を使って行列の条件数を理論的に求め、どの格子点を使った差分  

公式が良い性質の係数行列を持つかを調べた。その結果、通常の2次精  

度中心差分で用いられている格子点よりシングルセルの中心点からの距  

離の遠い格子点を使った差分公式の方が良い条件数が得られることがわ  

かった。すなわち、2次元ならばシングルセルの正方形の頂点に位置する  

格子点を使った差分公式が、また3次元ならばシングルセルの立方体の  

頂点に位置する格子点を使った2次精度の差分公式が、他のどの格子点  

を使った2次精度の差分公式より係数行列の条件数が良くなることがわ  

かった。さらに、基本的な反復法であるJacobi法をこれらの係数行列に  

適用した場合、距離の遠い格子点を使った差分公式から得られる係数行  

列に対するJacobi法の収束が、他の格子点を使った場合よりも速いとい  

う結果も得られた。   

次に、2，3次元のポアソン方程式に対する4次精度差分公式から得られ  

る係数行列の性質を調べた。特に、3次元ポアソン方程式に対して、Lynch  

の差分公式と本研究で導いたある差分公式から得られる係数行列の条件  

数とJacobi法の収束率を比較した結果、いずれも本研究で得られた差分  

公式に対するものが良い、という結果が得られた。   

最後にSOR法の収束率および最適加速係数に関する研究を行った。  

研究の対象としたのは、前述のモデル問題に2，4次精度差分公式を使っ  

た場合の係数行列に対するSOR法である。モデル問題が2次元の場合に  

は、2次精度差分公式に対するSOR法は文献［39］，r44J等で、また4次精  

度差分公式に対するSOR法は文献軋［35］，［40］等で研究成果が報告され  
ている。そこで、本研究では3次元問題に対する研究を行った。ここで  
は、ベクトル計算機向けの手法であるマルチカラー法を使ったSOR法に  

っいても研究を行った。マルチカラー法とは、連立一次方程式の未知数  
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を何色かに色分けし、それを利用して通常とは異なる順序で未知数を並  

べることにより再帰参照関係を取り除く、という方法である。特に、色と  

して赤と黒の2色を使い、隣り合う格子点に異なる色を与えるマルチカ  

ラー法およびそのときの未知数の順序はそれぞれred－black法、red－black  

orderingと呼ばれ、2次元のポアソン方程式に対する通常の2次精度中心  

差分公式から得られる係数行列において使用されている。この場合、通  

常のorderingであるna七uralorderingを使ったSOR法と同じ収束率、最  

適加速係数が得られることが様々な方法で証明されている［22］，［39］，〔46］。  

また、2次元のポアソン方程式に4次精度の差分公式を適用した場合のマ  

ルチカラー法を使ったSOR法およびそのときの収束率の変化についても  

文献［1］ですでに報告されている。   

本研究では、前述の3次元のモデル問題に対して、本研究で得られた  

4次精度差分公式を適用した場合の、naturalorderingによるSOR法と  
red－blackorderingによるSOR法に対する収束率、およびLynchの4次  

精度差分公式を適用した場合のSOR法の収束率を調べた。その結果、本  

研究で得られた差分公式に対するSOR法がred－blackorderingによりベ  

クトル化可能であること、またそのときの理論的な最適加速係数、収束率  

を求めることができた。さらに、そのときの収束率がnaturalorderingに  

よるSOR法よりも良いことを理論的に証明することができた。また、い  

くつかの格子点数の蓼合に数値計算を行った結果、いずれの場合もLynch  

の公式より本研究で得られた公式を用いた方が、係数行列に対するSOR  

法の収束性が良いという結果が得られた。   

すなわち、本研究で得られた3次元ポアソン方程式に対する4次精度  

差分公式は収束率、ベクトル化という二重の意味でベクトル計算機向き  

であるといえる。またこの結果は、元来ベクトル計算機向けに考案され  

たred－blackorderingによるSOR法は、ベクトル計算機のためだけでは  

なく一般の計算機においても有効な技法となる場合がある、ということ  

を示している。  

1．3 論文の構成   

本論文は以下のような構成になっている。まず、第2章ではポアソン  

方程式に対する高次精度差分公式に関する研究結果を述べる。最初に、乃  

次元のポアソン方程式に対する1次元のT如lor展開による一般的な差分  

公式の導出法を述べる。次いで、シングルセル内の格子点のみを使ったれ  

次元の¶wlor展開による2次精度の差分公式を導出する。さらに、ポア  
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ソン方程式の右辺項を利用し左辺の離散化の剰余項を消すという方法に  

よって得られる4次精度の差分公式を導出する。2，3次元の場合には、さ  

らに6次精度の差分公式を導出する。また、この考え方では8次精度の  

公式は理論的にできないことも明らかにする。第2章の最後に、本研究  

で得られた差分公式から得られる係数行列にICCG法を適用した場合の  

数値計算結果を述べる。そして、新しく得られた公式の中に、Lynchに  

よって得られた公式よりも演算量が少なく、かつベクトル計算機向けの  

ものがあることを示すも   

第3章では、第2章で得られた差分公式について、ポアソン方程式の  

境界条件が全周Dirichlet条件の場合にその係数行列の性質を述べる。こ  

こでは、本研究で得られたすべての差分公式を含む一般的な形の差分公  

式を考える。まず、この一般的な形の差分公式から得られる係数行列が  

二つの基本的な行列のテンソル積を使って表されることを示す。次に、こ  

こで用いた二つの基本的な行列の固有値を求め、テンソル積による表現  

を使って一般的な形の差分公式から得られる係数行列のすべての固有値  

を求める。また、その結果を使って㍑次元の2次精度差分公式、2，3次元  

の4次精度差分公式から得られる係数行列の条件数およびJacobi法の収  

束率を調べ、どの格子点を用いた場合が性質の良い係数行列を得ること  
ができるかを調べた。   

第4章では、第3章で扱った差分公式から得られる係数行列にSOR法  

を適用した場合の研究結果を述べる。最初にべクトル計算機向けのアルゴ  

リズムであるマルチカラー法の一般化を述べる。特にred－blackordering  

によりベクトル化できるための条件を調べ、その条件に合う差分公式に  

ついても述べる。次に、本研究で得られた、3次元ポアソン方程式に対  

するある4次精度差分公式の係数行列にred－blackorderingによるSOR  

法を用いた場合の収束率、最適加速係数に関する研究結果を述べる。こ  

こでは、Lynchの公式の係数行列に対するSOR法との比較、また通常  

のorderingによるSOR法の収束率との比較を行う。そして、元来はベク  

トル化のための手法であるred－blackorderingによるSOR法がnatural  
orderingによるSOR法よりも収束性が良くなる場合がある、ということ  

を示す云 また、SOR法の反復行列の固有値を数値計算で求めることによ  

りLyncbの公式との比較を行い、本研究で得られた差分公式の方が収束  

性が良いことを示す云   

第5章で本研究のまとめを述べる。   

なお、付録として1変数関数の導関数に対する差分公式を載せる。こ  

れらの公式は、第2章において境界付近の格子点での差分公式を導出す  

る際にも使用される。  
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第2章  

ポアソン方程式に対する差分公式   

一般にポアソン方程式に対する高次精度の差分公式は、使用する格子  
点の数を増やすことにより得られる。これに対して、ポアソン方程式の  
右辺項を利用して左辺の離散化の剰余項を消去することにより精度を高  

める方法がある。本章では、この考え方を一般化することにより得られ  
る高次精度の差分公式について述べる。  

2．1 モデル問題の設定   

本章では、m次元単位超立方体：Ⅰ（＝［0，畔）におけるポアソン方程式  

を扱う。Ⅰの内部IO（＝（0，1）れ）およびその境界∂Ⅰにおいて、次のような  

境界値問題を考える。  

△祝＝J  inIO   

祝＝タ   On∂Ⅰ  

ポアソン方程式の変数として、れ次元の場合は勘，∬2，…，∬れを、2次元の  
場合は∬巨∬1），y巨∬2）を、3次元の場合は∬巨∬1），y巨∬2），Z巨∬3）を  
用いる。すなわち、m次元の場合は  

（2．3）   祝＝祝（諾い∬2，…，∬m），∫＝J（∬1，∬2，…，∬m）  
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であり、2次元の場合は  

（2・4）  祝＝祝（∬，訂），J＝拍，訂）  

であり、3次元の場合は  

（2・5）  む＝㍑（∬，弘之），J＝拍，訂，Z）  

である。また△視は、㍑次元の場合は  

∂2てJ ∂2祝  ∂21上  

司＋礪＋‥●＋礪  
（2．6）  

を、2次元の場合は  

∂2㍑ ∂2㍑  
＋  

扉裔  
（2・7）  

を、3次元の場合は  

∂2祝 ∂2祝 ∂2祝  
＋＋  

云扉高言扁  
（2・8）  

を表す云   

なお、以下で扱う差分公式は場合によってはJがある程度なめらかで  
あるという条件が必要である。この条件が必要な場合はその都度述べるこ  

ととし、ここでは何も仮定しないでおく。また、境界条件としてDiricuet  
条件を課したが、差分公式はポアソン方程式に対するものであって境界  
条件に対するものではない。その意味では境界条件はDirichle七条件でな  
くともかまわないが、第3章以降で扱う係数行列がDirichlet条件のもの  
に限るため、ここでもDiricblet条件を仮定した。なお、本章で得られた  
差分公式は領域内部のポアソン方程式に対するものとしてどんな境界条  

件の場合にも適用できる。  
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2．2 格子点とシングルセル   

本研究では、れ次元単位超立方体‥Ⅰ（＝［0，1】m）上の各辺をた＝1／Ⅳ  

刻みでⅣ等分した格子を用いる。そのとき、Ⅰの内部IO（＝（0，1）れ）の格子  

点の座標は、  

（2・9）  （埴，擁，‥・高刃（1≦わ，豆2，…，まm≦Ⅳ－1）  

と書ける。特に、2次元の場合の格子点の座標は、  

ノ（2．10）  （乞九，ブ九）（1≦行上≦Ⅳ－1）  

3次元の場合の格子点の座標は、  

（2．11）  （姉彿肋）（1≦豆，J，た≦Ⅳ－1）  

と書ける。   

本研究ではシングルセル内の格子点のみを使って差分公式を構成する。  

ここで、シングルセルとは座標  

（2．12） （埴，ねん，…，宜循九）（1≦わ，宜2，…，五指≦Ⅳ一1）  

の格子点を中心とする領域、  

（2．13）  ［（わー1）九7（豆1＋1川×［（豆2－1）九，（豆2＋1）叫×・‥  

×［（哀れ－1）ん，（哀れ＋1刑  

をさす。この領域内の格子点は、各座標軸に対する座標値が  

（2．14）   豆m九一九，豆m九，宜m九＋九（m＝1，2，…，れ）  
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のいずれかである3m個の点に限られる。   

また、本章を通して  

（2・15） 坤1九，妨…，亘れん）＝叫 葎1ん，豆2ゐ，‥・，豆mん）＝J  

と略記する。座標の表し方と同様にして、2次元の場合は、  

（2・16）  坤九，錘）＝叫J（叫錘）＝J  

3次元の場合は、  

（2・17）  ㍊（殉ブん，兢）＝祝，′拝ん，ブん，兢）＝J  

と略記する。   

さて、本研究では差分の中心点からの距離が等しい点における差分係  

数が同じである差分公式のみを考える。そのために次の略記法を使う。す  

なわち、シングルセル内の点のうち中心点（埴，宜2九，…，哀れん）からの距離  

が∨玩ん（m＝1，2，…，れ）である点における関数祝の和を∑m㍑という記  

法で表う㌔言い換えれば、∑m祝はれ個の座標値のうちm個が中心点の  

座標値と士んだけ異なりれ－m個の座標値が一敦する2m几q乃個の点にお  

ける関数視の和である。れ次元の場合の∑mwを具体的に表すと、  

（2．18）   ∑1u＝祝（わ九一九，励，…，宜几九）＋坤1九＋九，豆2九，…，宜m九）  

＋u（埴，宜2九一九，…，塩化九）＋祝（埴，宜2九＋九，‥・，五和九）   

＋祝（埴，乞2ん，‥・，戌m九一九）＋坤1ん，ねん，・‥，乞mん＋姉   

∑2u＝坤1九一九，宜2九一九，ね九，…，宜m九）   

＋㍊（姉＋恒妨一恒納，‥・，抽）   

＋祝（研一九，乞2九＋九，ね九，‥・，哀れ九）   

＋坤1九＋九，宜2九＋九，兢‥・，哀れん）  
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＋祝（研一ん，宜2九，…，乞几＿1ん，豆mん－ん）  

＋項1ん＋九，励，…，乞几＿1ん，慮れ九－ん）  

＋坤1九一九，宜2九，…，戎几＿1ん，慮れん＋た）  

＋坤1ん＋ん，乞2恒‥ふ－1ん，五和ん＋ん）  

＋祝（妨‥・，宜乃－2九，宜乃＿1九一九，塩花ん一九）  

＋坤1ん，‥・，虞犯鵬2九，豆れ－1ん＋恒扉－ん）  

＋坤1恒‥高一2九，宜れ＿1九一恒擁十九）  

＋㍊（妨‥・，宜几－2九，宜れ－1ん＋九，哀れん＋九），  

∑乃朋＝坤1九一恒兢一九，‥・，乞九九一九）  

＋坤1九＋恒兢－ん，…，亘れん一九）  

＋㍑（研一九，宜2ん＋九，…，宜几ん一九）  

＋坤1九＋恒兢＋九，…，哀れ九一九）  

＋祝（わん一恒兢－ゐ，…，乞mん＋ん）  

＋祝（埴＋恒妨＋九，…，郁＋九）  

となる。   

2次元の場合は、さらに任意の乞，ブ（1≦宜，ブ≦Ⅳ－1）に対して  

t申九，弗）＝叫Jと略記する。この記法を使えば、  

（2・19）   ∑1W＝叫－り＋叫十1，メ＋叫ゴー1＋町汁1，  

∑2祝＝叫－1，ゴー1＋叫＋1，ゴー1＋叫－1か1＋叫＋1，丼1  

となる。Figure2．1に、∑1叫∑2㍊で使用される格子点の位置をそれぞれ  

○町●印で示す云∑1叫∑2視で使用する格子点数はそれぞれ4点である。  
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祝竜一1，ゴー1  

Figure2・1：Twogroupsofgridpointsinasinglecellin2－dimensions・   

3次元の場合も同様に、任意の宜，J，た（1≦宜，J，た≦Ⅳ－1）に対して  
祝（拘れ叫＝叫ゴ，たと略記する0この記法を使えば、  

（2．20）   ∑1祝＝叫トh抽＋明石，ゴ，た＋叫鳥」埴  

＋町什1，た＋叫誹－1＋叫ム叫1〉  

（2．21）   ∑2u＝明－り－1，た＋明＋1，H，た＋祝叫什1，た  

＋叫症1，什1，た ＋叫わー1，た－1＋町井1，た－1  

＋叫高一1，た吊＋町汁1，軒1＋硯－1，ゴ，た－1  

＋叫＋り，た－1＋均一り，糾1＋叫＋り薄＋1，  

（2．22）   ∑3祝＝鋸叫j－1，ト1＋叫十1，jヰた－1＋叫－1，州ト1  

＋叫叶1，汁1，ト1＋叫一り－1，た＋1＋叫廿1，十J舟＝  

＋祝電－1，什拍＋1＋叫＋1か1，紅1  

となる。Figure2．2に、∑1叫∑2叫∑3視で使用される格子点の位置をそ  
れぞれ○印、●印、◎印で示すム∑1叫∑2叫∑3㍑で使用する格子点数  
はそれぞれ6見12点，8点である。  
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Figure2・2：Threegroupsofgridpointsinaslnglecellin3－dimensions．   

また、記法∑m祝（m＝1，2，…，れ）と同じ意味で、ポアソン方程式の  

右辺項Jについても、記法∑mJ（m＝1，2，・‥，几）を使うこととする。  

2．3 1変数関数に対する一般の差分公式   

ここでは、一般的な差分法の考え方および差分公式の導き方を述べる。  

一般の差分法の場合、れ変数関数の導関数に対する差分公式は1変数関  

数の導関数に対する差分公式m個を組み合わせて作る。2変数以上の関  

数の導関数に対する差分公式の導出法については次節で述べることとし、  

本節では1変数関数祝（∬）の導関数に対する差分法についてのみ述べる。   

㍊（∬）の導関数に対する差分公式でも、幅九の等間隔格子を用いる。以  

下では、項目胡）を叛と航する0本節では、（∬）（＝祝（m）（∬）＝舶  

に対する差分公式を導く。ここで、れ個の格子点上の関数現の値を使った  

差分公式について次が成り立っ。  

14   



定理2・1異なる几個の格子点∬＋妨∬＋ね九，…，∬＋宜m九上の関数祝の  

値恥u宜2，…，叫れを使った、恒）のm階導関数辟）（m＞m）に対する  
和一m次精度差分公式が一意に存在する。すなわち、次式  

（2・23）辟）＝（鱗＋α2叫了ト‥＋軌）＋岬－m）  

を滞たすαhα2，…，αmが一意に存在する。  

証明1如lor展開の公式より  

（2・24）叛p＝葦浄刷＋岬（㌢＝恥・）氾）  

が成り立っ。従って、  

（2・25）嘉墓α鵜＝毒薪榊）＋岬－m）  

となる。（2．25）式の右辺が、  

（2・26）  
辟）＝ ∂ヱ，m瑚  

に等しければ、（2．25）式の左辺が辟）に対するれ－m次精度の差分公式  
となる。ここで、6はKroneckerの記号である。従って、  

12 

（2暮27）   ∑αp豆を＝∂～，mg！（g＝0，1，…，れ－1）  
p＝1   

を満たすα1，α2，…，αれの存在と一意性が示せればよい。（2・27）式を行列で  
表せば、  
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1   1  1   

息1  32  官れ  

宜竿‾1錯‾1… 官記‾1  （和一1）！∂れ－1，m  

となる。（2．28）式の係数行列はVandermonde行列ゆえ正則であり、係数  

α1，α2，…，αれは一意に決定する。  1  

2．4 2変数以上の関数に対する一般の差分公式   

2変数以上の関数の導関数に対する一般的な差分公式は1変数関数の  

導関数に対する差分公式を組み合わせて作る。3変数以上の場合も基本的  

には2変数の場合と同じであり、ここでは2変数関数の導関数に対する  

差分公式についてのみ説明する。なお、これらの一般的な差分公式は本  

論文で導出するポアソン方程式（2．1）に対する差分公式において、左辺の  

離散化ではなく右辺の関数の離散化において使用される。   
さて、本節で使用する格子点は2．2節において定義したものを使用する。  

∂ml＋m2㍑  

に対するm次精度差分  ここでは、祝＝町ゴ（＝坤九，錘））における   
∂ガml軸m2   

公式について考察する。まず、定理2．1の結果より、異なる乞1，乞2，…，宜叶ml  

に対して、  

（2．29）  雲慧，j＝よ嘗α弼，ゴ＋0（九れ） ∂∬ml  九ml  
p＝1  

となる係数α1，α2，…，α叶ml が一意に存在する。ここで現れる叫p，jに対し  

て、同じく定理2．1より、  

∂m2叫p，j＿ 
1丁2  

∑如毎＋0（㍍）  （2．30）  
軸m2   九m2言∃  

となる係数わ1，わ2，‥・，わ叶m2 が一意に存在する。（2・29）式と（2・30）式を組  

み合わせて、  

伊1＋m叫 12  

ゴ＝ ‡㍉ ∑由揖＋0（九m）  （2．31）  
∂∬ml軸m2 九ml＋m2蒜 言∃  
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∂ml＋m2祝  

が得られる。これは、   に対する（れ＋ml）（m＋m2）点を使った  
∂ガml軸m2   

∂4視 れ次精度差分公式である0一例として、 
珂 

に対する2次願の差分  

公式を求める。なお、∬の偏微分に対する差分としては片側差分を用い  

る。まず、定理2．1において  

（2・32）   m＝2，m＝4，わ＝0コ宜2＝1，ね＝2，豆4＝3  

とおくと、  
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（2・33）  

より、  

（2．34）  α1＝2，α2＝－5，α3＝4，α4＝－1  

が得られる。すなわち、  

（2t35） ＝鮎一5軌＋4恥2，「叫＋3，j）＋0（九2）  

∂2町ゴ∂2明＋り∂2叫＋2，ゴ∂2叫十3，ゴ  
である。   にも同じ公式を用いると、次  

軸27 軸2’軸2 ’軸2  

の式が得られる。   

鴛茎，メ＝嘉触－5仇両＋如拙2一触）＋0（ん2），  
（2・36）  

∂2叫＋1，J  
（2叫十り－5祈り＋1＋4町甘証2一触，汁3）＋0（九2），  
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∂2叫＋2，ゴ   妄執＋2，ゴー5恥2，汁1＋4叫2｝什2一叫2，井3）＋0（九2），  

嘉（2柚－5恥3，汁1＋4叫3直2刊＋3か3）＋叩2）■  

（2．38）  
軸2  

∂2硯＋3，j  
（2．39）  

軸2  

（2．36）～（2．39）式と（2．35）式を組み合わせることにより次の2次精度差分  

公式が得られる。  

が情，．ブ  
・鮎－10叫十り＋8叫2，ゴー2柚  

－1仙招＋1＋25叫＋1か1－20硯＋2か1＋5硯＋3か1  

＋8鮎＋2－20硯＋1，什2＋16叫＋2か2－4叫＋3直2  

－2町汁3＋5叫＋1，什3一触＋2か3＋硯＋3証3）  

＋0（九2）．   

（2．40）   
∂∬2軸2  

次に、2次元ポアソン方程式に対する一般の差分公式を導出する。な  
お、ここでは中心差分公式のみを考える。定理2．1において  

（2・41）  m＝2，m＝3，宜1＝－1，五2＝0，ね＝1  

とおくと、  
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（2，42）  

より、  

（2．43）  α1＝1，α2＝－2，α3＝1  

が得られる。すなわち、  
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∂2垢  

∂∬2  
（帰ゴー2町ゴ＋恥り）＋0（九）  （2．44）  

である。同様に、  

∂2町．．ゾ  

軸2  （帖1－2叫J＋鮎1）＋0（ん）  
（2．45）  

であるから、ポアソン方程式  

∂2勒  
＋  扉  

（2．46）  ＝．差，J  

に対する1次精度差分公式として、  

（2・47）嘉（町ゴ＋軌，∫＋佃＋触一触）＝ん＋0（ん）  

が得られる。この差分公式の精度はれ－m＝1であるから定理2．1より1  

次以上の精度であるということがわかる。次に、定理2．1において  

（2．48）   m＝2，乃＝4，戌1＝－1，官2＝0，ね＝1，宜4＝2  

とおくと、  
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（2．49）  
l
 
 

l
 
 

より、  

α1＝1，α2＝－2，α3＝1，α4＝0  
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が得られる。すなわち、  

（2・51） 一嘉（町ゴー2叫厄＋軌，ゴ）＋0（ん2）  

である。この式は（2．44）式と同じ形の近似式であるから、（2．44）式が2  

次精度で成り立っているということがわかる。同様に、2次元ポアソン方  

程式に対する1次精度差分公式である（2．47）式が2次精度の差分公式に  

なっているということもわかる。なお、この2次精度の差分公式は2次  

元ポアソン方程式に対する5点差分公式として最もよく知られている基  

本的な差分公式である。   

次にポアソン方程式に対する、さらに高次の差分公式を導出する。定  

理2．1において  

（2．52） m＝2，m＝5，五1＝－2，宜2＝－1，ね＝0，宜4＝1，毎＝2  

とおくと、  
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（2．53）  

より、  

（2・54）α1＝一，α2＝， α3＝一，α4＝っ α5ン  

が得られる。すなわち、  

（2・55）＝（瑚ゴ＋16帰ゴ  
ー30鮎＋1恥＋1，ゴー叫．2，ゴ）＋0（ん3）  
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である。なお、ここで定理2．1の差分係数に関する一意性により、2次精  

度差分公式（2．47）が3次の精度ではなく、ちょうど2次の精度を持っ公  

式であることがわかる。また、  

，J 

（2・56） 

芸芸（一町ゴー2＋16帰  

一30裾＋16叫伸一町井2）＋0（が）  

であるから、2次元ポアソン方程式に対する3次精度差分公式として、  

（2・57）（－叫－2，j＋16町ゴ＋16軋り刊＋2，ゴ  
ー町ゴー2＋16町ゴー1＋16町汁1－町汁2－60町ゴ）＝ん  

が得られる。この差分公式の精度はm－m＝3であるから定理2．1より3  

次以上の精度であるということがわかる。次に、定理2．1において  

（2．58）  m＝2，m＝5，  

わ＝－2，豆2＝－1，ね＝0，宜4＝1，砧＝2，宜6＝3  

とおくと、  
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より、  

（2・60）α1＝一， α2＝，α3＝一，α4＝，α5＝一）α6＝0  
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が得られる。すなわち、  

（2・61）恕＝去（－u叫j＋16町ゴ  

ー3仇板＋1毎＋り一明＋2，ブ）＋0（㍍）  

である。この式は（2・55）式と同じ形の近似式であり、（2．55）式が4次精度  

で成り立っているということがわかる。これより、2次元ポアソン方程式  

に対する3次精度差分公式である（2．56）式が4次精度の差分公式になっ  

ているということもわかる。Figure2．3にこの4次精度差分公式で使用す  

る格子点を示す云  

Figure2・3：Genera19－pOintdifferenceapproximation・   

2次元ポアソン方程式に対するこの4次精度の差分公式は、シングル  

セル以外の格子点を使用するため、境界点の隣点においては適用するこ  
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とができない。従って、それらの点では別の差分公式を使用しなければ  
ならず、その場合係数行列の規則性がくずれ、数値的に扱いにくくなる  
場合が多い。また、係数行列も〃行列とはならず、一般に性質が悪く解  
きにくい。そこで、次節以降ではシングルセル内の格子点のみを使った  

差分公式を導出する。  

2．5†1次元の場合の2次精度差分公式   

本節では、れ次元のポアソン方程式に対するシングルセル内の格子点  

のみを使った2次精度の差分公式を導出する。なお、ここで導出する差分  

公式においては、ポアソン方程式の右辺項の関数Jに対する制限はない。   

まず、m次元座標空間において、格子点  

（埴，宜2／も，‥・，宜m九）  

およびその近傍点  

（埴十九い豆2九＋九2，…，宜m九＋九J   

を考える。坤1九＋九い宜2九＋転‥■誹＋九氾）に対する、点（扉函れ…，郁）  
におけるT如lor展開は、祝＝坤1九，励…，亘れ九）とおくとき、  

（2朋）祝（埴＋九1，豆2ん＋九2，‥・，宜れ九＋んれ）  

…去（喘＋九2孟＋… ＋九れ孟ト  

孟）2u  
＋去は＋九2孟＋…＋九れ  

＋ 孟）3視  
去は＋九2孟＋‥・＋九れ  

＋0（〆），  

九要＋…＋境  
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となる。また、多項展開の公式より  

（2・63）（碇＋磁＋…＋境）m  
打l！  

」ノ  
汀巾m2トトmm＝mml！m2！…m几！  

（咄ml（九2孟）m2‥・（んm封mれ  

∑   mqれ1×m珊1G几。×．…×m珊1－m2…mれ＿1G乃m   
γ托1＋†rも2＋…＋mγl＝m   

（成「（城m2…（境rれ  

が成り立つ。差分公式で使用する近傍点はシングルセル内の格子点であ  
るから各ん宜（1≦宜≦m）は－ん，0，九のいずれかである。   

ここで、∑m祝（1≦m≦れ）に対する4次精度の近似式を上記丁町lor  
展開を使って求める。∑m視で使用される2m几G乃個の格子点のうち、mO  
個の座標軸に対する座標値が宜た九士九となる格子点の数は2mm▼m。q肝珊。  
個である。これらの考察と、（2．62），（2．63）式より次式が得られる。  

（2・64）∑m祝＝2m伽＋2mれ－1㍍－1＋彿  

ここで、んの項と九3の項が消えているのは∑m祝の持つ対称性より＋の項  
と－の項が同数現れるからである。また、九2の項は、  

（2・65）   

△祝＝真＝∫  

なる関係より′に置き換えることができ、次式が得られる0   

（2・66）  ∑m祝＝2mm㍍山2m－1¶い－1G扁捌＋0（九4）・  
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この式を変形することにより、れ次元ポアソン方程式に対する次の2次  

精度の差分公式が得られる。  

（2・67）嘉（∑m㍑－2m陀伽）＝2m－1m－1q乃」＋0（九2）  

（m＝1，2，…，㍑）．   

さて、この（2．67）式においてm＝1とおくと、次の差分公式が得ら  

れる。  

（2・68）   伽一呵＝J＋0（九2）・  

m＝2，3、すなわち2，3次元の場合はこの（2．68）式はポアソン方程式に対  

する2次精度中心差分公式としてよく知られている基本的な公式である。  

また、（2．67）式においてm＝1からmまでの1次結合の形である次式も  

ポアソン方程式に対する2次精度の差分公式となる。  

（2・69） 錘∑叶‥  
m  

＋αれ∑m領一（∑2mm㍍αm）㍊  

m＝1  

㌔ 2m‾1J  
＋0（九2）．  

＝∑                 ∠⊥ノ  

m＝1m－1G和一1   

ここで、α1，α2，…，αmは任意の実数である。ただし、  

α1＝α2＝  ＝ αれ＝0  

となる場合は除く。  

2．6 右辺項のエ夫による公式の高精度化   

次に、前節で利用したれ変数1如lor展開（2．62）式を利用して4次精  
度の差分公式を導出する。しかし、シングルセル内の格子点のみを利用  
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する場合、前節と同じ方法では4次精度の差分公式を得ることは不可能  

である。そこで何らかの工夫が必要となるが、ここではポアソン方程式  

の右辺項を利用して公式の精度を高める方法を利用する。   
本節では、その考え方を明確にするために次の差分公式の導出方法を  

説明する。  

（2・70）（4＝1虹＋＝2祝一犯）＝4′＋＝1J＋0（町  

この公式は2次元ポアソン方程式に対する4次精度の差分公式であり、9  

点差分公式としてすでに知られている［30】。ただし、ポアソン方程式の右  

辺項の関数Jが2回偏微分可能であるという条件が必要である。本節で  

は、この条件を仮定する。この公式を導くにはまず、前節と同様に∑い∑2  

に対する近似式を利用する。∑1，∑2のそれぞれの関数に対して九5の項ま  

でT如lor展開し、和をとることにより次の二つの式が得られる。  

（2．71）   ∑1祝＝血＋九2（uズ＋町）  

＋（叫ば＋Ⅷ”）＋0抑  

∑2㍊＝血＋九2（㍊ズ＋町）   

＋（㍊ズズ廟y梱y）＋0彿  

（2．72）  

なお、ここで  

∂2tム  ∂2てJ  

－＝板， 評＝町  （2．73）  

という記法を用いた。すなわち、uの添え字のズ，yはそれぞれ視を∬，封  

で2回偏微分するという意味を表すム従って、  

〆祝  伊祝  伊仙  

祝ズズ＝扉， 町y＝ 
面， 

視ズy＝ 
∂∬2軸2  

（2・74）  
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である。以下本論文ではこの記法を用いることとする。また、祝をJに  
置き換えた場合も同じ意味でこの記法を用いることとする。   

さて次に、（2．71），（2．72）式を組み合わせて4次精度の差分公式を導  

く。単純な一次結合では、差分公式が得られないので、ポアソン方程式  

およびそのラブラシアンをとった次の二つの関係式を使い、uの偏微分の  

項を消去することを考える。  

祝ズ＋祝y＝J，  

uズズ＋2祝ズy＋払yy＝ん＋ん．  

具体的には（2．71）式の4倍と（2．72）式を足し合わせて（2．76）式の左辺の  

形が現れる次の形にする。  

（2・77）（4＝1…＝2祝－2仙）  

＝6（叫「ト町）＋（視ズズ＋2uズy＋叫汀）＋0（和  

ここで、（2．75），（2．76）式により次式が得られる。  

（2・78）嘉（4∑1…∑2視パ仙）珊＋誓（い仰咄  

さらに、ここで右辺項は2回偏微分可能であるから次の近似式が利用で  

きる。  

∑1J＝4J＋九2佑＋ん）＋0（和  （2．79）   

なお、この（2．79）式は（2・71）式を九4のオーダーで評価し㍊をJで置き換  
えれば得られる。この（2．79）式を（2．78）式に代入することにより、2次  
元ポアソン方程式に対する4次精度の差分公式  

（2・80）嘉（4∑1両∑2祝凋h）瑚＋去∑1∫＋0（呵  
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が得られる。ただし、この（2．80）式はまわりの格子点上のJの値を参照  

するため、境界点の隣に位置する格子点では使用できない。そのときは、  

（2．78）式の右辺に現れる次式に対する近似式を境界上のJの値を参照しな  
いように変更しなければならない。  

（2・81）  （ん上り＝  妾一芸．卜  
これには次のようにすればよい。まず、格子点  

（2・82）  （叫九）（乞＝2，3，・‥，Ⅳ－2）  

に対する差分公式では、y＝0上の格子点上のJの値を参照しないように  

に対して片側差分を用いる0差分公式（2・35）より、  

嘉（2ん→兢2＋鴫3一局＋0（ん2）  （2．83）   

が成り立っ0慧に対しては通常の2次精度中心紛である次式を使う。  

（2・84） （揖，1－2揖＋ん1，1）＋0（九2）・  

（2・83）式と（2．84）式を（2．78）式に代入すれば次式が得られる。  

（2・85）嘉（4∑1勒＋∑2町－20町）  

＝6い妄信，1＋三晶一芸か2尤3一芸い0（吟  

同様に、格子点  
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（2・86）   （砺（Ⅳ－1）九）（宜＝2，3，‥・，Ⅳ－2）  

に対する差分公式でも、こ対して片側差分を、  
分を用いることにより、次の差分公式が得られる。  

に対して中心差  

（2・87）  

（4∑㈲ト1＋＝2畔1－20叫冊）  

＝6鉦1＋芸烏瑚⊥1＋三晶，Ⅳ－1  

一九Ⅳ－4＋紬－3一允Ⅳ－2・0（九4）・  

次に、格子点   

（2・88）  （ん，ブ九）（ブ＝2，3，…，Ⅳ－2）  

に対しては、に対して片側差分を、  
ことにより、次の差分公式が得られる。  

に対して中心差分を用いる  

（2・89）嘉（4＝1鮎＋＝勅－20鮎）  

＝6揖＋吉山－1＋去九州一芸長，ゴ＋抽－…克ゴ＋叩4）・  

同様に、格子点   

（2．90）   （（Ⅳ－1）ん，錘）（ブ＝2，3，…，Ⅳ－2）  

に対しても次の公式が得られる。  

（4＝1叫町J＋＝2岨，ゴー20岨，ゴ）   

＝6佑，j＋三晶，＝＋三晶冊   
一ん瑚十2ん朝一ん一鋤＋0（和  
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次に、格子点  

（2・92）（ん，九），（九，（Ⅳ－1）九），（（Ⅳ－1）九，九），（（Ⅳ－1）ん，（Ⅳ－1朔  

については、慧）に対して片側差分を用いることにより、次の四つ  
の差分公式が得られる。  

（2・93）去（4∑伽＋∑2叫，1－20町）  

＝8山一言九2＋2山一去九4  

一い紬一揖＋0（九4），  

（4＝仇Ⅳ－1＋＝裾ト1一恥，睨）   

＝8九〃－1一毎－1＋獅－1一晶1   

一芸毎－4相川－3－…九Ⅳ－2・0帆  

（4＝曲瑚＋＝2叫帰一20町1）   

＝8仇1一芸んt4，1用Ⅳ朝一喜ん朝   
一ん瑚＋軋1，3一ん瑚＋叩4），  

（4＝1伽瑚」1＋＝2軸瑚－1－恥ト1晶   

＝8狛，Ⅳ－1一ん瑚」1＋2ん瑚⊥1一ん瑚⊥1   

一芸狛，Ⅳ－4＋2ん瑚ト3一言晶，Ⅳ－2＋0（町  

（2．94）  

（2・95）  

（2・96）  

以上の差分公式を使えば、境界点の隣に位置する格子点上でも4次精度  
の差分公式が適用でき、領域全体で同じ精度を保った近似を行うことが  
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できる。また、これらの公式では左辺の祝の係数は同じであり、差分公  

式から得られる連立一次方程式においては、右辺項のみが異なり、未知  

数に対する係数行列は規則的帯行列となる。  

2．7 柁次元の場合の4次精度差分公式   

ここでは、ポアソン方程式の右辺項を利用して恥ylor展開で現れる  

項を消去するという前節の考え方を一般化して氾次元のポアソン方程式  

に対する4次精度の差分公式を導く。本節でもポアソン方程式の右辺項  

の関数Jの2回偏微分可能性を仮定する。   

まず、2・5節で利用した㍑次元の恥ylor展開である（2．62）式を高精度  

化することにより、  

（2・97）坤1九＋九1，乞2ん＋九2，‥・，加＋九れ）  

＝叫去（碇＋磁＋…＋九れ孟）祝  

＋ 
去（症＋ん2孟＋… ＋九れ孟ト  

＋持去＋ん2孟＋…＋んれ孟）5祝  

＋0（β6），  

ん雪＋…＋境  β＝   

が得られる。2．5節と同様にして、この（2．97）式と多項展開式（2．63）より  

次式が得られる。  

（2・98）∑m祝＝2mれ伽＋2m机㌫－1詣蒜  

＋2mれ－1G乃－1話  
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∂4u  ん4  

＋0（九6）．  ∠J  

‥‥，   
l≦た1≦た2≦れ∂∬た12∂∬た22  

ただし、（2．98）式第4項の几＿2Gれ●2は、れ≦2またはm＝1となる場合  

はれ＿2qれ＿2＝0と定める。†l次元ポアソン方程式に対する4次精度の差  

分公式は、∑m祝の6次の近似式である（2．98）式から導かれる。1種類の  

m（1≦m≦れ）に対する（2．98）式から4次精度の差分公式を作るために  

は、（2．98）式の左辺の第2項以降に現れる現に関する式をすべて消去し  

なければならない。そのためには、ポアソン方程式およびそこから導か  

れる次の二つの式を用いる。  

差芸  
∂二1・u  

（2．99）  ＝J，  

＝真（＝△什  
（2．100）＋2 ∑   触 畠た4 

一‾ 

1≦た2≦几 ∂鞠2∂∬た22   

（2．98）式において、第2項の現に関する式は（2・99）式を用いて消去でき  

る。第3，4項の現に関する式を、（2．100）式を用いて消去するためには、  

（2・101） 2mm－1G山‥2mm－2G几－2・4G＝1‥2  

が必要十分である。これを解いて次式が得られる。  

（2．102）  3m－m－2＝0・  

この関係式が成り立つ場合とそうでない場合に分けて4次精度の差分公  

式を導出する。   

（A）3m一犯－2＝0のとき   

この場合は、1種類のmに対する（2．98）式から4次精度の差分公式  
が得られる。すなわち、（2．98）式は、（2・99），（2・100）式を使えば、  

2γも  

り＋△′＋0（九4）  
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（2．103）   
2m－1m＿1㍍＿1J12  



と変形される。次に、この式の右辺の△Jを差分化する。∑m祝の4次の  

近似式である（2．64）式において、視＝J，m＝1とおくと、  

（2．104）  ∑1′ ＝ 2†げ＋九2△J＋0（㍍）  

となる。従って、  

△J＝嘉（＝1巨瑚・0（九2）  （2．105）   

である。この式を（2．103）式に代入すると、次の4次精度の差分公式が得  

られる。  

一芸祝＝（ト芸）∫＋去＝1∫十0（九4）・  
∑γ√～．・JJ・  

（2．106）   
2m－1れ－1㌫＿1／も2   

（B）3m－和一2≠0のとき  

この場合は2種類のm（1≦ml＜m2≦m）に対する（2・98）式を組み  

合わせて4次精度の差分公式を導く。m＝ml，m＝m2の場合の近似式  

（2．98）はそれぞれ次のようになる。  

∑ml祝＝2mlm㍍1…2ml－1m－1㍍1－1九2畠蒜   

＋2ml－3 

m－1㍍1－1詣  

（2．107）  

∂4伽  
■“  

れ‾‘）ml‾‘■V れ＿叫－ 

l≦た怒2≦れ∂鞠2∂∬た22  

＋0（九6），  

∑m。祝＝2m2れ㌫2…2m2－1扁㍍2一  （2．108）  
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＋2m2－3m－1qm2－1 詣蒜  
＋2m2‾2 

几－2qれ2－2九4 ∑  
∂4視  

∠J  
l≦た1≦た2≦几 ∂∬た12触た22  

＋0（九6）．  

ここで、  

co＝  （2，109）  

とおき、（2・107）式×2m2珊1m2（3m2－m－2）＋（2．108）式×ml（れ－3ml＋2）  

を計算すると、  

（2・110）2m2‾mlcom2（3m2－m－2）∑ml祝＋ml（和一3ml＋2）∑m。祝  

＝〈2m12m甘一ml 
れ㍍1Cm2（3m2一犯－2）  

＋2m2穐qれ。ml（乃－3ml＋2））祝  

＋〈2ml‾12m2叫 れ－1q町1Com2（3m2一門∵－2）   

＋2m2－1れ－1㍍2－1ml（m瑚＋2）〉ん2真宗  

＋〈2ml‾32m即1 m－1㍍1－1句m2（3m2一犯－2）   

＋2m2－3れ－1Cふml（れ－3ml＋2）〉詣蒜  

＋（2ml‾22m2‾ml 
m－2qml－2句m2（3m2－m－2）  

∂4てJ   

一‾ m‾‘〉Ⅳん2‾‘ト■’U⊥＼川 〉■■V⊥■‾′」■V れ－2－ 
l≦た2≦m ∂∬た12∂∬た22   

＋0（九6）   

＝（2m2m㌫2（m2－ml）（3ml＋3m2一犯－2））視  
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＋〈3・2γ托2－1㍑－1㍍2－1ml（m2両）増葦  

＋（2m2－3 れ端1－1ml（m2－m桝真宗  

∂4祝  

＋（2汀も2‾2れ－1㍍1－1ml（m2－ml）〉九4 ∑  ∠J  

l≦た1≦た2≦几 ∂鞠2∂現22   

＋0（ん6）   

＝‡2m2，んqn。（m2－ml）（3〃も1＋3m2－m－2））祝  

＋（3・2m2‾1和一1㍍。－1ml（m2－ml）〉㍍△祝  

＋〈2m2‾：主犯－1㍍1－1汀乙1（m2－〝も1））㍍△△…叩6）  

となる（〕（2．99），（2．100）式を使って上の（2．110）式を変形すると、次の4  

次精度の差分公式が得られる。  

3m2一犯－2  
（2．111）   ∑，，とl・丹  

3・2ml‾1γも＿1G現＿1（m2－ml）九2  

れ－3ml＋2  
∑γrとヱ1⊥  

3・2m2‾1れ＿1〔ln2＿1（m2－ml）ん2  

2m（3ml＋3m2－れ－2）  
視＝（ト芸）′＋去＝1什0（ん4）  

（1＜ml＜m2＜m）・   

3mlm2／も2  

なお、本節で得られた4次精度の差分公式についても、まわりの格子  
点上のJの値を参照するため、境界点の隣に位置する格子点上では使用  
できない。しかし、前節と同様にして定理2．1において片側差分を用いる  
ことにより、同じ精度を保ち、かつ境界点上のJの値を参照しない差分公  
式を作ることができる。また、このとき前節と同じく差分公式から得ら  
れる連立一次方程式の係数行列は規則的帯行列となる。  
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2・8 2次元の場合の2，4，6次精度差分公式   

ここでは、れ次元のポアソン方程式に対して得られた結果を2次元の  

場合に適用するとともに、さらに高次精度の差分公式を導く。   

m次元のポアソン方程式に対する2次精度差分公式（2．67）において  

㍑＝2とおき変形すると、  

∑mlム  4  

ニ叩＝J＋0（九2）  （2・112）  

∵ 2m‾りも21G乃＿1 九2m  

が得られる。m＝1，2であるから、これより2次元ポアソン方程式に対  

する2種類の差分公式が得られる。   

1．m＝1のとき、  

伽 一触）＝J＋瑚2）・  （2・113）  

2．m＝2のとき、  

（＝2視 －4w）＝∫＋0（九2）・  （2・114）  

m＝1の場合の公式（2．113）は2．4節で一般的な差分公式として導いた  
（2．47）式と同じものであり、5点差分公式としてよく知られた公式であ  
る。（2．114）式はシングルセルの正方形の頂点に位置する格子点を使った  

差分公式である。   

次に、2次元ポアソン方程式に対する4次精度差分公式を求める。m＝2  

の場合、3m－m－2＝0となる自然数mは存在しないから差分公式（2・106）  
は適用できない。そこで、差分公式（2．111）においてれ＝2とおき公式を  
導く。この場合はさらにml＝1，m2＝2とml，m2が決定される0これ  
らを（2・111）式に代入し左辺の係数を整数にするために式全体を定数値す  

れば、2．6節で導いた4次精度の差分公式（2・70）と同じ次式が得られる0  

（2・115）嘉（4∑1山∑2祝ぺ仙）＝4∫＋去∑1日0抑  
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この（2・115）式の右辺の4′＋去∑1川6日誓△Jの近似式であるが、  

これは別の近似式であってもよい。例えば2．6節の（2．72）式を九4のオー  

ダーで評価し祝を〆で置き換えれば、  

（2・116）  ∑2祝＝血＋九2（祝ズ＋町）＋0（呵  

が得られる。この式を使えば次の4次精度の差分公式  

（2・117）嘉（4＝1…∑2㍑－叫珊＋芸∑2J＋0（九4）  

が得られる。ただし、右辺に別の近似式を用いるときは、差分公式の精  

度を4次に保つため、右辺の近似式も4次、すなわち右辺の△Jに対する  
2次精度の近似式を用いる必要がある。   

なお、（2．115）式と（2．117）式の違いは右辺のみであり、それぞれの差  

分公式を用いてポアソン方程式を解く場合、そこから得られる連立一次  

方程式の係数行列は全く同じものとなる。   

また、境界点の隣に位置する格子点では、2．6節で述べた差分公式を使  

用する必要がある。この場合も、差分公式の左辺は変化せず、そこから  

得られる連立一次方程式の係数行列は規則的な帯行列となる。   

次に、2次元ポアソン方程式に対するさらに高次の差分公式を導出す  

る。まず、∑い∑2に対する6次精度の近似式である（2．71）式，（2．72）式  

の高精度化を考える。これには、左辺の∑い∑2のそれぞれ関数をさらに  

高次の項まで恥ylor展開すればよい。ここでは、ん7の項まで了知lor展開  

した次の式を用いる。  

（2・118）∑1㍑＝触十槽減寸町）＋（叫㍑∵ト叫什）  

＋（祝ズズズ＋町yy）＋0（均，  

（2・119）∑2㍑＝射2軌＋町）＋（板ズ撤y＋叫〝）  

＋芸（板ズズ仙ズズy＋馳yyルyy）＋坤8）・  
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ここで、・4次精度差分公式（2・115）の左辺を（2．118），（2．119）式を使って計  
算すれば、  

（2・120）（4∑1叫∑2祝一紬）  

＝6（て小町け（uズズ＋2祝ズy＋軌）  

＋（㍊ズズズ軸ズy廟yy＋uyyy）＋0（′も6）  

が得られる。さらに、ポアソン方程式から得られる三つの式、  

（2・121）  板＋町＝J，  

（2・122）  ？↓ズズ＋2uズy＋wyy＝ん＋ん，  

（2・123）叫m㍑＋馳xズy＋餌ズyy＋町yy＝んズ＋2んy＋んy  

を使えば（2．120）式は、  

（2・124）（4＝1粧＋∑押一犯）  

＝6J＋（ん十吊＋（ん＋4んナ＋んバ＋0（九6）  

と変形できる。次に、（2．124）式の右辺に対する6次精度の近似式を導出  

する。ここでは、まず論文【25】で述べられている方法を紹介する。なお、  

ここではJに対する4回偏微分可能性を仮定している。まず、次の三つの  

式を使う。  

（2・125）∑1J＝4川貼＋．机（ん＋んy）＋0（明，  

（2・126）∑2J＝4J＋2′貼＋仰（ん＋軋＋んり＋0（ん6），  

（2・127）∑毒′＝4J＋（い仰（ん＋‰＋んy）＋0（九6）・  
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ここで、∑圭Jの定義は次の通りである0  
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これはシングルセルの正方形の対角線上に位置する4点でのJの値の和  

であるo Figure2・4に、∑1u，∑2u，∑圭uで使用される格子点の位置をそ  

れぞれ○，●，◎印で示すも  

（∑1J：○，∑2′‥●，∑喜J：◎）  

Figure2・4‥Threegroupsofgridpointsinasinglecell・   

ここで、（2．125），（2．126），（2．127）式を組み合わせることにより次式を  

得る。  

去＝1打孟＝2∫＋芸＝去∫  
（2．129）   

J＋（ん十吊  
53  

＋芸（晶＋4んy輔車0（九6）・  

この（2．129）式と（2・124）式により、次の6次精度差分公式が得られる。  
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（4＝1…∑2祝－2仙）＝  （2・130）嘉  

去＝1′＋孟＝2∫＋芸＝圭′＋芸∫＋0（九6）・  

なお、この公式は論文［25】にすでに記載されている。また、（2．124）式の  

右辺の近似式は6次精度であればよく、様々なバリエーションがある。一  

例として、次の四つの格子点を使った差分式を導出する。  

（2・131）（統一去九潮（糾芸九潮（伸一芸九），（柚＋去町  
また、この四つの格子点上のJの値の和を∑去で表丸すなわち、  

（2・132）  

＝圭J＝榊一芸柑）・榊＋三相）  

＋納ブ九一帰納恒九）  

と定義する。Figure2・5に、∑1叫∑2叫∑ま視で使用される格子点の位置  

をそれぞれ○，●，◎印で示す云  

（∑1J：○，∑2′：●，∑去J：◎）  

Figure2・5‥An0therthreegroupsofgridpointsinasinglecell・   

恥ylor展開により（2．132）式の近似式として次式を得る。  

（2・133）∑豊国＋筈（い机蓋（巌＋ん」＋0（町  
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ここで、（2・125），（2・126），（2・133）式を組み合わせることにより次式を得る。  

（2・134）  
一志∑1∫＋孟∑2J＋；∑姜′  

′＋（ん十村  

＋（ム㍑＋4んy＋ん」＋0（町  

この（2・134）式と（2．124）式により、次の6次精度差分公式が得られる。  

（2・135）嘉（4∑1虹＋∑2u一肌）＝  

1  

一志＝1∫＋元∑2′＋言∑姜卜芸才＋0彿  

さて、（2．130），（2．135）式は格子点と格子点の中間点の上での関数の値を  
利用している。Lynchはこの考え方を使って様々な差分公式を得ている  

［23〕，〔24］，［25］。しかし、格子点と格子点の中間点を使うということはそれ  

だけ多くの情報を必要とし、実際の数値計算において計算機上でメモリ  

を多く必要とすることになる。また、Lyncbの論文には境界点の隣の格  

子点での処理法も記載されておらず、計算機への実装という点で不十分  

である。そこで、本論文では、格子点と格子点の中間点を使用せず、従  
来の格子点上のJの値のみを使った6次精度の差分公式を導出する。   

そのためには、まず（2．124）式の右辺の6次精度の近似式を格子点上  

のJの値のみを使って構成する。それには、定理2．1を使い、（2．124）式の  

右辺に現れる、  

∂2九ブ ∂2ん  

∂∬2’軸2  
（2・136）  

に対する4次精度の差分公式を、また  

♂尤メ がん ♂ん  
二  

触4，∂∬2軸2’軸4  
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（2．137）  



に対する2次精度の差分公式を利用する。中心差分に対して、定理2．1を  
使えば、次の差分公式が得られる。  

（2・138）崇 去卜ん2，ゴ＋帆1，ゴ  

ー30ん＋16ん1，ゴー烏＋2，J）＋0（九り，  

（－ん－2＋勒－1  

－30ん＋16在山一尤汁2）＋0（㍍），  

（2・139）  

（ん2，ゴー軋，ブ   

＋6凡ゴー4ノ‡．1，ゴ＋ん2，ゴ）＋0（九2），  

（んヵー1－2ん－1＋晶，ゴー1  

（2・140）  

伊ん  
（2・141）  

∂∬2軸2  

－2ムーり＋4九ゴー2ん1，j  

＋ん1か1－2ん＋1＋ん1か2）＋0（ん2），  

＝ 
箸去（ん－2－4ん－1  

＋6ん－4ん両＋尤汁2）＋0（ん2）．  

（2．142）  

この（2．138）～（2．142）式により、次の近似式が得られる。  

（2・143）6J＋（ん十村＋（んズ＋4ふ＋んy）  

ん＋（ん府＋ん力＋晶1＋晶1）  

＋（揖，H＋んヵー1＋信州＋ん1，川）  

一志（ムー2，j＋ん2，汗鬼ゴー2・允汁2）＋0（町  
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ここで、次の略記法の定義をする。  

∑4祝＝恥2，ゴ＋叫＋2，j＋町ゴー2＋叫招・  

さらに、記法∑1，∑2を使えば、最終的に次の6次精度差分公式が得ら  

れる。  

（2・144）（4∑1虹＋∑2祝一紬）  

許＋掛＋孟∑2一志∑4＋0（町  

この差分公式は、Lynchの差分公式のように格子点と格子点の中間点で  

のJの値は使わないが、まわりのより多くの格子点上のJの値を参照す  
るため、境界付近の右辺項の処理は複雑になる。例えば、4次精度公式  
（2・115）の場合は、境界点の隣に位置する格子点での差分公式のみ右辺の  
近似式を変更すればよいが、6次精度差分公式（2．144）式では境界から二  

つ内側の格子点においても右辺の近似式を境界上のJの値を参照しない  

ように変更しなければならない。しかし、定理2．1において片側差分を使  

用すれば、4次精度差分公式での手順と同様にして右辺の近似式を変更  

できる。そこで使用される片側差分公式を一覧表の形で付録Aに示した。  

ここでは、例として格子点（ん，ん）における6次精度差分公式（2．124）の右  
辺の近似式について述べる。   

まず、定理2．1を使えば、偏微分（2．136）に対する4次精度の片側差分  

公式が、また（2．137）に対する2次精度の片側差分公式が次のように求  

まる。  

（軌1一明1＋214ふ   

－156九1＋6りも，1－10九1）＋0（ん当，  

（軌1－154九2＋214九3   

－156九4＋61九5－10九6）＋0（九当，  

＝嘉帆一峨1＋26ふ  
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（2．145）  

（2．146）  

（2．147）  



ー24ム，1＋11九1－2九1）＋0（ん2），  

宗純1－峨1＋恥一紬   

－10九2＋25Jら，2－2蟻，2＋5ム，2   

＋8九3－20Jち，3＋16鳥3－4九3   

－2ムβ＋5Jも，4－4Jも，4＋左4）  

＋0（九2），  

一芸帆1－14九2＋26九3   

－24九4＋11九5－2九6）＋0（ん2）．  

∂リ1、1  
∂∬2軸2  

（2・148）  

（2・149）  

この（2・145）～（2・149）式より、（2．124）式の右辺に対する6次精度の近似  
式である次式が求まる。  

（2・150）6∫＋（い仰（んズ＋4んy＋んy）  

山一揖＋ふ一い芸九1  

一芸毎一芸九2＋言九2一芸毎＋言九4  

＋芸九3一芸毎＋芸鳥3一芸允4一芸九4  

＋三先4一芸ふ＋去毎＋芸九5一芸九6＋0（勒  

この式を（2・124）式に代入すれば、格子点（ん，ん）での6次精度差分公式で  
ある次式が求まる。  

（2・151）（4＝1折ト∑押－2叫  

山一揖＋蝕一ん＋揖  
44   



一芸毎一許1，2＋…九2一芸毎＋主力，4  
十冨九3一芸毎＋芸揖一芸九4一芸九4  

＋三先4一芸ふ＋去克4＋芸九5一芸九6＋0（勒  

境界点付近の他の格子点での差分公式においても、（2．144）式が境界点上  
のJの値を参照するときは、同様の手順で（2．124）式の右辺に対する近似  
式を片側差分公式を使って近似することにより、境界点上のJの値を参照  
しない差分公式を導出することができる。4次精度差分公式の場合と同じ  

く、この場合も左辺の㍑に対する係数は全く変化せず、差分公式から得  

られる連立一次方程式の係数行列は規則的帯行列となる。  

2．9 3次元の場合の2，4，6次精度差分公式   

ここでは、m次元のポアソン方程式に対して得られた結果を3次元の  

場合に適用するとともに、前節の方法に従ってさらに高次精度の差分公  

式を導く。   

m次元のポアソン方程式に対する2次精度差分公式（2．67）において  

m＝3とおくと、  

∑m祝  6  

J＋ 0（ん2）  （2．152）  － ＿〈‘u  

2m－リも22qれ＿1／も2m  

となる。これより3次元ポアソン方程式に対する3種類の差分公式が得  

られる。   

1．m＝1のとき、  

（＝1W －イ厄）＝J＋0（九2）・  （2．153）  

2．m＝2のとき、  
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嘉（∑2祝－1叫＝4J＋叩2）・  （2・154）   

3．m＝3のとき、  

（2・155）  

（∑3祝一叫＝4J＋叩2）・  

m＝1の場合の公式（2．153）は、中心差分による2次精度7点差分公式と  

してよく知られている。これに対して、m＝2の蓼合の公式（2．154）はシ  

ングルセルの立方体の辺の中点の格子点を使った13点差分公式、、m＝3  
の場合の公式（2．155）はシングルセルの立方体の頂点の格子点を使った9  

点差分公式である。   

次に、3次元ポアソン方程式に対する4次精度差分公式を求める。れ＝3  

の場合もm＝2の場合と同じく、3m一犯－2＝0となる自然数mは存在  

しないから差分公式（2■106）は適用できない。そこで、差分公式（2．111）  

においてm＝3とおいた次式を利用する。  

3m2－5  
（2・156）   ∑ml祝  

3・2ml‾12G叫－1（m2－ml）九2  

5－3ml  
∑m2祝  

3・2m2‾12G托。＿1（m2－ml）九2  

6（3ml＋3m2－5）  
祝＝（1一芸）∫＋去＝1′＋叩4）  

（1＜ml＜m2＜3）．  

3mlm2九2  

この（2．156）式においてmいm2の値を変え、式全体を定数倍することに  

より、次の3種類の差分公式が得られる。   

1．ml＝1，m2＝2のとき、  

（2・157）姦（2＝1…∑2祝パ血）＝∫＋吉＝1什0（吟  
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2・ml＝1，m2＝3のとき、  

（2・158）孟（8∑1…∑3祝－56岨＋去∑1J＋0抑  

3．ml＝2，m2＝3のとき、  

（2・159）孟（4＝2祝－＝3㍊－40視）＝J＋去＝1J＋0抑  

この（2・157）式はLynchの文献【25］によりすでに知られているが、（2．158）  
式と（2・159）式は本研究により得られた4次精度の差分公式である［14］。  
これらの差分公式の右辺は、2次元ポアソン方程式に対する4次精度差  

分公式と同様に、同じ精度を保った様々な右辺のバリエーションがある。  

また、境界点の隣に位置する格子点では、境界上のJの値を参照しない  

ように右辺を変更する必要があるのも同様である。右辺の変更の方法は、  

2次元ポアソン方程式に対する差分公式の場合と同様であり、ここでは省  

略する。   

次に、3次元ポアソン方程式に対する6次精度の差分公式を導出する。  

なお、2次元の場合と同様にJに対する4回偏微分可能性を仮定する。ま  

ず、∑い∑2，∑3に対する8次精度の近似式を求める。これは㍑次元の場  
合の∑mに対する近似式である（2．98）式をm＝3の場合に高精度化すれ  

ばよい。具体的には∑1，∑2，∑3のそれぞれ関数を九7の項までT如lor展  
開し、和をとることによって次の三つの式が得られる。  

（2・160）∑1祝＝6…軌＋…z）＋（叫…∵い町y＋祝㌶）  

＋（板ズズ極yy＋祝ggz）＋0（九8），  

（2・161）∑2祝＝12…4枯木十町寸坂）＋（叫㍑＋祝yy＋叫銅）  

＋椀y＋祝yg＋扁＋（板ズズ…yyy…zgg）  

＋（板ズy  

＋0（九8），  

＋祝ズyy＋祝yyz＋Ⅶygg＋祝zズズ＋祝zzズ）  
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（2・162）∑3励＋4鞍＋町中扁＋（uズズ・叫γ＋祝㌶）  

＋叫ズy＋町g…g山（祝ズズズ…yyy…zzz）  

＋（㍑ズズy…ズyy…yyz＋wygg＋祝zズズ…zgズ）  

＋九㌦∬yZ＋0（呵．  

なお、ここで用いたⅦに対する添え字のズ，V gは、2次元の場合と同  

様にそれぞれ∬，弘之，で2回偏微分するという意味である。   

さて、ポアソン方程式に対する差分公式を導くためには、前節で4次  

精度差分公式を導いたときと同じように右辺に現れる祝の偏微分の項を  

ポアソン方程式から導かれる関係式、  

（2．163） 祝∬＋wy＋視g＝J，  

（2・164） 祝ズ∬＋祝yy＋叫㍑＋2（板y＋町z＋祝zズ）  

＝ん＋ん＋ん，  

（2．165） 祝ズズズ＋祝yyy＋祝ggz  

＋視ズズy＋祝ズyy＋uyyz＋祝ygg＋祝gzズ＋祝gxズ  

＝んズ＋んy＋Jgz，  

（2．166） 祝ズズy＋板yy＋祝yyz＋町方g＋視zgズ＋ugズズ＋3板yg  

＝んy＋んz＋ムズ  

を使って消去しなければならない。   

ここでは、祝の偏微分の項を消去するための必要十分条件を求める。  

そのため、（2．160），（2．161），（2．162）式にそれぞれα，β，7なる重みをつ  

けた次式を考える。  

α∑1祝＋β∑2祝＋7∑3視＝（6α＋12β＋87）㍑  

＋九2（α＋4β＋47）（祝ズ＋町＋祝g）  

＋鳩＋誓＋か扉輝蟻）  
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（2・167）  



＋呵β＋27）（祝ズy＋町z＋叫㍑）  

＋九6（孟＋孟＋孟）（板ズズ＋軌y＋祝gzz）  

＋九6（孟＋言）  
（板Ⅹy＋板yy＋恥yg  

＋町zz＋㍊zズズ＋祝zgズ）  

＋叫板yz＋0（呵．  

ここで、（2．167）式の右辺に現れた視の偏微分の項を消去するための条件  

をα，β，7に関する条件として求める。まず、（2．167）式の右辺の第2項  

の祝の2階偏微分の項は（2．163）式を使って消去可能である。次に、第3，  

4項の㍑の4階偏微分の項を（2．164）式を使って消去するためには、  

（2・168）  

2（芸＋誓＋…）＝β＋27  

が必要条件となる。また仮に、第5，6，7項の祝の6階偏微分の項が（2．165）  

式を使って消去できたとすると、ズ，γZに対する対称性により、第5，  

6，7項の式は係数α，わを使って次のように置くことができる。  

（2・169）（孟＋孟＋孟）  
（祝ズズズ＋町yy＋祝ggz）＋7祝ズyZ  

＋（芸＋芸）   
（祝ズズy＋祝ズyy＋祝y，g＋祝ygg＋祝gズズ＋祝ggズ）  

＝α（んズ＋んy＋んz）＋む佑y＋んz＋ムズ）・  

ここで、（2．169）式は（2・165），（2・166）式を使うと、  

（2・170）（蒜＋孟＋孟）（板ズズ甑y…ggg）佃yz  

＋（芸＋言）  
（祝ズズy＋祝ズyy＋町yg＋町gz＋祝gズズ＋祝zzズ）  
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＝α（祝Ⅹズズ＋町yy＋祝zzz）＋3わ≠ズyg  

＋（α＋わ）（Ⅶズズy＋㍊ズyy＋叫′yg＋㍊yzg＋視gズズ＋㍑zgズ）  

と変形できる。これより、次の関係式が導かれる。  

（2・171）  α＝＋＋ 
，  

（2・172）   α＋わこ＋ 
，  

（2．173）  3わ＝7．  

（2・168），（2・171），（2・172），（2・173）式の四つの式が、（2．167）式の右辺に現  

れたuの偏微分の項をすべて消去するための必要十分条件である。これ  

らの四つの式をα，β，7に関して連立して解くと、まを0以外の任意のパ  

ラメータとして次の解が得られる。  

（2■174）  α＝14ま，β＝3壬，7＝舌．  

これより、ポアソン方程式の6次精度の差分公式では、シングルセル内  

の27個の格子点すべてが左辺の離散化で必要になることがわかる。ここ  

で、（2・167）式の右辺の㍊を消去した式に上の関係式（2．174）を代入して  

両辺を£で割ると、  

（2・175）   14∑1祝＋3∑2朋＋∑3祝  

＝128両30桁＋言明ム＋ん十局  

＋去九鵠ズ＋ん㍉んz）  

＋喜舶y＋んz＋ん」＋0（九8）  

となり、ポアソン方程式に対する次の6次精度の近似式が得られる。  
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（2・176）嘉（14＝1…3∑2叫∑3視一助）  

＝鞘＋（いい射（巌＋ムγ＋イム）  

＋（んy＋んg＋晶＋0㈹   

さて、ポアソン方程式に対する6次精度差分公式を得るためには、  

（2．176）式の右辺項に対する6次精度の近似式を求めなければならない。  

そのためには、シングルセル内の27個の格子点における関数Jの値だけ  

では不可能である。ここでは、まずLynchの考え方を一般化し、シングル  

セル内の中心点からの距離が恒舟高儀となる27個の格子点の外に、  

格子点と格子点の中間点（中心点からの距離が喜ん，  
誓 堵刷る）  

での関数Jの値を使った公式を導く。格子点と格子点の中間点におけるJ  

の値に対しても、格子点でのJの値の場合と同じく次のような記法を用  

いる。  

（2・177）＝去J＝榊一芸九，榊）＋榊＋吉相，叫  
＋柵ブ九一芸岬）・鮎項欄  

＋梱榊一芸ん）＋柵榊＋芸軋  

（2・178）∑姜J＝榊一芸柑一芸岬）＋榊＋吉相一芸岬）  

＋榊一芸柑＋三相）＋榊＋吉相＋吉相）  

＋梱ブ九一芸伸一芸九）＋梱恒三柑一芸九）  

＋梱ブ九一芸岬＋言ゎ）＋柵直言岬＋去九）  

＋榊一芸九，榊一芸九）＋榊＋言ゎ，榊一芸九）  
榊＋去九）＋榊十妄軋れ抽＋去九），  ＋榊一芸ん，   
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＋錘九＋  
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＋榊一柑＋川一′も）  

＋榊＋ん誹＋ん直呵  

＋榊一九直岬＋ん）  

＋榊＋喜ん㌦一芸刷＋喜ん）  

＋榊一芸柑＋吉相＋喜ん）  

＋榊＋相＋相＋ん）・  

（2・176）式の右辺の近似式を求めるために、次の式を用いる。  

（2・180）∑1′珊祀（ム＋ん＋ム）＋雲佑山んy＋んg）  

＋0（呵，  

∑2∫＝12′＋4九2（ん＋ん十以＋誓佑ズ＋んy＋んz）   

＋㍍（んy＋んz＋んズ）＋0（明，  

∑3榊＋4九2（ん＋ん十〃＋織硯）   

＋2叫んy＋んz＋んズ）＋0（九6），  

∑書棚＋（いい机（ム㍑＋′汀＋んz）  

＋0（が），  

∑圭′＝12∫瑚ム＋ん十以＋芸（んズ＋いんg）   

＋（んy＋んg＋局＋0（呵，  

∑豊′珊瑚ム＋ん十村＋佑ズ＋いムg）   

＋（んy＋んg＋晶＋0（ん6）・  

（2．181）  

（2・182）  

（2．183）  

（2・184）  

（2．185）  
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これらの式はいずれも左辺の関数をがの項までT町lor展開することに  

よって得られる。（2・180）～（2・185）式のうち（2．180），（2．181），（2．182）式  

の中から二つの式と（2・183），（2．184），（2．185）式の中から一つの式を選ん  

だ9通りの組み合わせにより、3次元ポアソン方程式に対する9通りの  

公式が導出できる。Table2．1に9通りの差分公式を示すムただし、表中の  

α1，α2，…，α7の欄は、差分公式を  

（2・186）  

（14＝1…3∑2粧＋∑3領一12叫  

＝α1∑1J＋α2∑2J＋α3∑3J＋α4∑圭′  

＋α5∑圭J＋α6∑雲′＋α7J  

と表したときの係数の値を表す云なお、Thble2．1の（iv）式はLynchの文  

献r25】にも記載されている。  
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Table2・1‥CoefBcientsoftheright－handsideofapproximateexpression．  

差分公式  係数（格子点）  係数（中間点）  

α1   α2   α3  α4   α5   α6   α7   

5  

囲  
6   3  

8  －17   

5  

2  圏   
3  2   

1  

（iii）   2   12   
6  

田  

55  
（iv）   

6  6   3   

5  14  

（Ⅴ）  1 亮  
2  

3   

1  35  
（vi）   

2  

3  3   

5   8  56  
（vii）  

12  3   

1  

2  

29  
（viii）  

6   

37  
（ix）  

2  

6   3  

さて、前節で導出した2次元ポアソン方程式に対する6次精度差分公  
式と同様に、3次元ポアソン方程式に対する6次精度差分公式でも、格子  
点と格子点の中間点上のJの値を参照しない差分公式の導出が可能であ  

る。このためには、（2．176）式の右辺項に対する6次精度の近似式を格子  
点上のJの値だけを使ったものしなければならない0まず、次の略記法の  
定義をする。  

（2．187）  ∑4J＝葎九一2机町叫＋拍九＋2九，絢叫  

＋葎九，j九－2九，肋）＋拍九，ブ九＋2九，肋）  

＋J巨九，彿抽－2九）＋葎九，拘たた＋2町  
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ここで、2次元ポアソン方程式に対する6次精度差分公式の導出に使っ  

た差分公式（2・138）～（2．142）と同様の公式を使えば、次の近似式が得ら  

れる。  

（14∑1叫3∑2叫∑押－12叫   

筈′＋言∑1′＋言∑2ト芸∑4J＋0（町  

（2・188）  

この差分公式（2．188）も、2次元ポアソン方程式に対する6次精度差分公  

式（2・144）式と同様に境界点付近では、右辺項を変更する必要がある。そ  

の場合も2次元ポアソン方程式に対する場合と同様に、（2．176）式の右辺  

に対する6次精度近似式を、定理2．1で片側差分を考えることにより求め  

ることができる。具体的な手順は前節と同様であり、本節では省略する。  

2．10 2，3次元の場合の8次精度差分公式の検討   

ここでは、2，3次元のポアソン方程式に対する8次精度差分公式の実  

現について検討する。まず2次元の場合、8次精度差分公式を得るために  

は∑1叫∑2祝に対する8次精度近似式（2．118），（2．119）を10次精度に変更  

する必要がある。T如lor展開をさらに高次の項まで行うことにより、次  

式を得る。  

∑1祝＝如＋姉丸寸町）＋（板ズ＋町y）   

＋（祝ズズズ…yyy）   

＋（視ズズズズ＋椒yy）＋0（勅  

∑2㍑＝射2槽減寸町）＋（叫ば＋飢ky＋笹川）   

＋（叫㍑昔＋1与板ばy＋馳yyルyy）   

＋i（祝ズズズズ＋軌ズズズy＋徹ズズyy   

＋2餌Ⅹyyy＋町yyy＋0（九10）．  
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この（2・189），（2・190）式を使い（2．120）式の左辺を計算すれば、  

（2・191）嘉（4∑1…∑2祝－2叫  

＝6（叫汀＋1ル）＋（㍊ズズ撒y＋町y）  

＋（祝ズズズ相方ズy摘ズyy＋軌y）  

＋（祝ズズズズ＋独ズズズy撒ズズyy  

＋28祝ズyyy＋町yyy）＋0（が）  

＝6∫＋（い仰（んズ＋4んy＋んy）  

＋恥ズズズ＋軌ズズズy撒ズズ，y  

＋28板yyy＋3祝yyyy）＋0（呵  

が得られる。2次元ポアソン方程式に対する8次精度差分公式を得るため  

には、この（2．191）式の九6の項の祝をJを使って消去しなければならな  

い。消去した後の式は、ズ，yの対称性より係数α，わを使って次のよ  

書ける。  

（2．192）  3祝ズズズズ＋28祝ズズズy＋701ムズズyy＋28祝ズyyy＋3㍊yyyy   

＝α（んズズ＋んyy）＋わ（んⅩy＋んyy）   

＝α（㍊ズズズズ＋祝yyyy）   

＋（α＋わ）（祝ズズズy＋祝ズyyy）＋2わ祝ズズyy・  

これより、  

α＝3，α＋わ＝28，2わ＝70  （2．193）  
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なる三つの式が得られるが、これは解を持たない。従ってこの方法によ  

る2次元ポアソン方程式に対する8次精度差分公式は不可能である。   

次に3次元の場合を考える。この場合も2次元の場合と同じ手順で  

ある。まず、8次精度差分公式を得るために∑1叫∑2叫∑3現に対する8  

次精度近似式（2．160），（2．161），（2．162）を10次精度に変更する。2次元の  
場合と同様に¶wlor展開をさらに高次の項まで行うことにより、次式を  

得る。  

（2・194）∑1鋸＝6折り外販＋町＋叛）＋（朋ズⅩ…yy…gg）  

＋（叫ばズ＋叫〝y…ggz）  

＋ （板ズズズ極yyy…gggg）・0（九10），  

（2・195）∑2㍊＝12…4鞍＋町減＋（板ズ極y…gz）  

＋椀y＋恥g…g山（祝ズズズ極yy…gzg）  

＋（祝ズズy…ズyy…yy再γZZ…zズズ＋祝ggズ）  

・（朋ズズズy…ズyyy…yyyg・町gzg…gzzズ…gズズズ）  

＋（視ズズyy＋叫Ⅵ柑＋叫㍑描）  

＋0（九10），  

（2．196）∑3祝＝8…4鞍＋叫「＋ぺk）＋（祝ズズ＋町y…gz）  

＋2頼ズy…yg…g山（視ズズⅩルyy…ggz）  

＋（坂y  

＋九6祝ズyZ  

＋Ⅶ∬yy＋町yg＋町gg＋㍑z∬ズ＋wggズ）  

＋（板ズⅩズ＋岨y…gggz）  

＋（板芯Ⅳ＋牒肝yトト町…才＋叫Ⅵほ＋硯闇ば＋叫はⅢ）  

＋（叫㍑Ⅵ「十叫〝鋸「巨販胤…）  
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＋（祝ズズyZ極yzズ…zgズy）  

＋0（九10）．  

この（2．194），（2．195），（2．196）式を使い（2・175）式の左辺を計算すれば、次  

式が得られる。  

（2・197）嘉（14＝1…3∑2…＝3領一肋）  

＝30′＋仏＋ん＋ム）＋（ん打んyりgg）  

＋（んy＋んg＋届  

＋（板ズズズ＋町yyy＋叫ほ銅）  

＋（視ズズズy＋岨yy…yyyz  

＋祝yzzg＋祝gzzズ＋祝gズズズ）  

＋（uズズyy両yygz…zgズズ）  

＋（領ズズyZ＋町ygズ…ggxy）＋0（九8）・  

ポアソン方程式に対する8次精度差分公式を得るためには、上の式の右  
辺の祝の偏微分に関する項を、関係式板＋町＋視g＝／を使ってすべて  
消去しなければならない。消去した後の式は、∬，㌣gの対称性より係  
数α，わ，Cを使って次のように書ける。  

（2・198）宗（Ⅶズズズズ＋uyyyy…gggg）  

＋去（uズズズy＋領ズyyy＋町yyg＋叫Ⅵほ＋叫矧㍑＋叫㍑㍑）  

＋（頃∬丹＋叫汀㌶＋叫㍑m）  

＋去（視ズズyy旬yzg＋祝zgズズ）  

＝α（ん㍊＋んyy＋んgg）＋cんyg  
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＋わ（んⅩy＋んyy＋んyg＋んzz＋ムズズ＋んgズ）   

＝α（祝ズズズズ＋祝yyyy＋㍑gzzg）   

＋（α＋り（板ズズy＋祝ズyyy＋町γyZ＋町gzz＋祝zzzズ＋祝gズズズ）   

＋2わ（Ⅶ∬ズyy＋祝yygz＋uzgズズ）   

＋（2わ＋c）（板ズyZ＋視yygズ＋祝gzズy）．  

これより、  

5 
2わ＝ 

1  

i扇｝ 
2わ＋c＝  α＝ 

1  

1 吉元）α＋わ＝－          72，   
なる四つの式が得られるが、これは解を持たない。従って2次元の場合  
と同じく、右辺項を修正し精度を上げる方法では、3次元ポアソン方程式  
に対する8次精度差分公式の導出が不可能であることがわかった。  

2．11ICCG法による数値計算   

第2章の最後に、3次元ポアソン方程式のいくつかの差分公式に対す  
る数値計算結果について述べる。ここでは、連立一次方程式の解法とし  
てICCG（IncompleteCholeskyConjugateGradient）法を採用した。また、  
2．1節で定義したモデル問題を解いた。最初にICCG法のIC分解のベク  
トル化について考察する。  

ICCG法で連立1次方程式を解くとき、IC分解の前進消去と後退代  
入のベクトル化はいわゆる超平面法を使って行われることが多い。その  
とき、三つの4次精度差分公式（2．157），（2．158），（2・159）および6次精度  
差分公式（2．186）における方程式の左辺で使用される格子点数と超平面の  
数は、2．2節で定義したⅣ（分割数）を用いて下のようにまとめられる。  

差分公式 左辺の格子点数 超平面の数  

（2．157）式   19点  6Ⅳ＋1  

（2．158）式   15点  5Ⅳ＋1  

（2．159）式  21点  7Ⅳ＋1  

6次精度公式  27点  7Ⅳ＋1  
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超平面の数が多いほどベクトル長は短くなり、計算効率は悪くなる。これ  

からわかるように、4次精度差分公式の中で（2．159）式は、（2．157），（2．158）  

式に比べて、左辺で使用する格子点数も超平面の数も多いので効率がよ  

くないと予想される。事実、実際の数値実験でも他の二つに比べて効率  

がよくなかった。また、第3章で（2．159）式から得られる連立一次方程式  

の係数行列の性質が悪いことを示すム従って、以後の実験結果の表から  

は（2．159）式の結果を省いた。   

まず、Lynchによる差分公式（2．157）と本研究で得られた差分公式  

（2．158）の比較を行う。ここでは、精度の検証のために2次精度の差分  

公式である通常の7点差分公式（2．153）に対する数値計算も行った。   

本節の以下の数値計算においては、IC分解のベクトル化は超平面法  

で行い、反復計算の収束判定条件は相対残差エ2ノルムが10－12以下とし  

た。計算はすべて倍精度で行った。ポアソン方程式の右辺項Jは下記に示  

した厳密解が叫または㍑2になるように定めた。  

厳密解祝1：叫（∬，封，Z）＝Sin（打∬）＋sin（打封）＋sin（町Z），  

厳密解㍊2：㍑2（霊，弘之）＝e軒叶Z  

なお、2．1節のモデル問題の定義に従い、境界条件は全周Diricble七条件を  

課した。また、計算機は富士通のVP－2600を用いた。   

Table2．2に各差分公式の最大誤差を示す1ここで、15点の欄は差分公  

式（2．158）の結果を、19点の欄は差分公式（2・157）の結果を、また通常の  
7点の欄は差分公式（2．153）の結果をそれぞれ表している。また、ここで  

は厳密解叫に対して数値計算を行った。さらに、各行の下段の括弧内の  
数字は最上行の結果を1．0としたときの比率である。格子間隔が主になる  

にしたがって誤差がそれぞれおよそ（圭）2，（圭）4になっており差分公式が  
4次精度であることがわかる。また、本研究で提案した15点差分公式の  
誤差は、Lyncbの19点差分公式の誤差と同程度であることがわかる。  
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1もble2．2：Maximumerrorsofthe2ndand4th－Orderapproxima七ion．  

格子  4次精度  

点数   15点  19点   

53   四 亘  6．77×10－2  2．26×10－3 2．28×10－3  

（1．0）   （1・0）   （1．0）   
93   主 8  1．77×10‾2  1．39×10‾41．39×10－4  

（志）2   （志）4  （嘉）4   

173  ロ i石  4．47×10－3  8．66×10‾6 8．66×10－6  

；■   （志）4  （志）4  

Table2．3に通常の2次精度の差分公式および4次精度の差分公式のエ2  

ノルムでの誤差を示す云厳密解祝2に対する数値計算では誤差に多少の差  

はあるが、本研究で提案した15点差分公式とLynchの19点差分公式は  

ほぼ同程度の誤差であることがわかる。  

T瓦ble2．3：ErrormeasuredinL2－nOrm．  

格子  2次精度   4次精度  

点数  厳密解        通常の7点   15点  19点   

403   ㍊1   3．56×10‾4  9．74×10－8 9て4×10－8  

㍊2   1．95×10‾5  5．78×10－91．50×10‾9  

Table2．4に収束までに要したICCG法の反復回数とCPU時間（秒）を  

示すム この表から、4次精度の15点および19点差分公式に対するICCG  

法の反復回数は7点差分のときとほとんど変わらないこと、そして新た  

に提案した15点差分公式の方がLynchによる19点差分公式より計算効  

率が良いことがわかる。これは、15点差分公式の方が19点差分公式よ  

りも左辺の離散化で使う点が少なく、また超平面法でベクトル化したと  

きベクトル長が長いためである。実際にTもble2．4に示した例では、15点  

差分公式におけるベクトル長が約320、Lyncbの19点差分公式における  

ベクトル長が約267となっており、約2割ほど15点差分公式の方が長く  
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なっている。  

Table2・4：IterationcountsandCPUtime（inseconds）．  

格子  2次精度   4次精度  

点数  厳密解        通常の7点   15点  19点   

403   祝1   57回（0．508）  56回（0・712）58回（0．831）  

祝2   64回（0．510）  64回（0・768）63回（0．948）  

次に、Tもble2．1に示した9種類の3次元ポアソン方程式に対する6次  

精度の差分公式のうち、Lynchによる公式（iv）と新たに提案した8種類  

の公式の中から公式（ii）に対する数値計算結果を示一九公式（ii）を選ん  

だ理由は、あとに示すTable2．6において公式（ii）の誤差の大きさが8種  

類の公式の中でちょうど中間に位置することが多かったためである。ただ  

し、各公式間の誤差の差は極めて小さかったことも付記する。またここで  

も、比較のために2次精度の差分公式である通常の7点差分公式（2．153）  

に対する数値計算を同時に行った。   

Tもble2．5に通常の2次精度および6次精度の各差分公式の最大誤差を  

示す。厳密解は叫とする。各行の下段の括弧内の数字は最上行の結果を  

1・0としたときの比率である。格子間隔が主になるにしたがって誤差がそ  

れぞれおよそ（圭）2，（喜）6になっており、差分公式が6次精度であること  
がわかる。  
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Tbble2・5：MaxirmlmerrOrSOfthe2ndand6th－Orderapproximation・  

格子  6次精度  

点数   公式（iv）   

53   四 盲  6．77×10－2  2．79×10－6 2．79×10－6  

（1・0）   （1・0）   （1．0）   
93   主 8  1．77×10‾2  4．26×10－8 4．26×10－8  

（古志）2   （誌・）6   （志）6   

173  n 丁百  4．47×10‾3  6．63×10‾10 6．63×10－10  

（志）2   （豆志）6   （志）2  

本研究で提案した公式（ii）とLynchによる公式（iv）の最大誤差とL2  

ノルムでの誤差をTable2．6に示‾九下線を付けたところは公式（iv）と比  

較して値が違うところである。その他の8種類の公式についても、Lyncb  

の公式（iv）の結果を1．0としたとき、厳密解叫，祝2のどちらの場合も、最  

大誤差は0．9933～1．0084、エ2ノルムでの誤差は0．99997…1．00012の  
範囲に入っていた。以上のことから、新しく提案した差分公式の誤差は  

Lynchの公式（iv）と同程度であることがわかる。なお、格子点数は403  

とした。  

Thble2．6：MaximumandL2－nOrmerrOrSOfthe6th－Orderapproximation・  

厳密解  差分公式   最大誤差  エ2ノルム   

祝1   公式（iv）  7．6195×10－121．79931×10‾12  
公式（ii）  7．6192×10－121．79934×10‾12  

祝1   公式（iv）  5．938×10－111．7317×10‾11  
公式（ii）  5．934×10－111．7317×10‾11  

Table2．7に収束までに要したICCG法の反復回数とCPU時間（秒）を  
示すも格子点数は恥ble2．6と同じ403である。この表から、6次精度の差  
分公式を使ったときのICCG法の反復回数は7点差分のそれと同程度か  

わずかに少ないこと、そして本研究で提案した公式（ii）はLyn血による  
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公式（iv）と計算効率が同じであることがわかる。なお、恥ble2．1の残り  

の7種類の差分公式についてもほとんど同じ結果が得られたことを付記  

する。  

Table2．7：IterationcountsandCPUtime．  

格子  2次精度   6次精度  

点数   厳密解        通常の7点   公式（ii）  公式（iv）   

20 x 20 x 20 祝1   31回（・144）  31回（．203）31回（■203）  

視2   36回（．179）  33回（．214）33回（・214）   

40 x 40 x 40 視1   59回（．422）  59回（．963）59回（・963）  

視2   66回（・435）  60回（1．03）60回（1・03）   
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第3章  

係数行列の性質   

本章では、第2章で得られた代表的な差分公式から得られる係数行列  
に対する性質について述べる。また、基礎的な反復解法であるJacobi法  

を適用した場合の収束率についても述べる。  

3．1 係数行列とJacobi法   

本章でも、第2章2．1節で定義したモデル問題を考える。また、格子  
点も同じものを用いる。まず、m次元の場合の未知数の略記法として次を  

定義する。  

坤1ん，わ九，…，宜mん）＝叫1か・ん  （3．1）   

この記法を用いて、シングルセル内の格子点（境界点は除く）上の未知数  

を次の順序で並べたベクトルを定義する。なお、ベクトルの右肩のまは  

転置を表すム  

（3．2） u＝（wl，1，…，1，勒1，・・・，1，…，伽－1，1，…，1，  

㍑1，2，…11）㍊2】2）…】1】‥・）祝Ⅳ－1）2）‥・〉1，  

㍑1，Ⅳ－1†‥・）1）視2IⅣ－1】…）1） ‥・，祝Ⅳ－1IⅣ－1I…）1，  
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祝1，1，…，2フ 祝2，1，…，2， ‥・）㍊Ⅳ－1）1】…I2，  

祝1，2，…，2）祝2，2I…）2）‥・，祝Ⅳ－1I2I…I2，  

祝1，Ⅳ－1，…，2，祝2，Ⅳ－1，…，2，‥■っⅥ木Ll，Ⅳ－1，…，2）  

士  
笹りト斗‥．，Ⅳ＿1，祝2，Ⅳ－い，Ⅳ－い・‥，勒－1，Ⅳヰ・・，Ⅳ」）  

この順序は辞書的順序と呼ばれ、最も基本的な順序である。以下、この  
順序をnaturalorderingと呼ぶ。この順序を、正確に定義するために、写  

像pを次式で定める。  

（3．3）  甲：瑞＿1→ 勒＝）m，  
†も  

（乞い…，哀れ）←｝  ∑（豆m－1）（Ⅳ…1）m‾1＋1・  

m＝1  

ここで、  

ぞⅣ＿1＝（1，…，Ⅳ－1），  

m個  

瑞＿1＝鞠－1×‥・×j㍉－い   

1≦宜m≦〃－1  （1≦m≦れ）  

とする。～クは格子点（軋…，九哀れ）と、1から（Ⅳ－1）れまでの自然数との  
対応をつける写像である。この逆写像を、  

（3．4）   √1（豆）＝（豆1，…，虞犯）＝（打1（宜），…，甲ニ1（宜））  

と表す云この逆写像を用いれば、（3．2）で定義したnaturalorderingによ  

る未知数のベクトルuは、  

亡  

u＝（祝〆（1），甲－1（2），…，〆（（Ⅳ叫れ））  
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と書ける。   

次に、ここで定義したnaturalorderingを用いて係数行列を考える。  

まず、2．1節で定義したモデル問題で1次元の場合を取り扱う。すなわち、  

（3・6）   ＝J（0＜∬＜1），  

（3・7）  可0）＝鮎  u（1）＝β2  

を考える。また、差分公式としては通常の2次精度の中心差分公式であ  

る次式を使用する。  

（3・8）嘉（祝壱－1－2叫＋叫吊）＝ム（1≦宜≦Ⅳ－1）・  

なお、ここで用いたん，Ⅳは第2章で定義したものと同じものである。また、  

u（兢）＝恥   錘九）＝ム  （3，9）  

とおいた。ここで、naturalorderingにより未知数を並べ、連立一次方程  

式を作ると次のようになる。  

九2ムー仇   

九2Jら   

－2 1   

1 －2 1  

九2JⅣ＿2  

九2∫Ⅳ＿1一夕2  

1 －2 1  

1 －2  

なお、この（3．10）式における行列の次数はⅣ－1である。（3・10）式は簡  

単に、  

Au＝f  
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と書くことができる。ここでAが差分公式（3．8）から得られる係数行列  

である。2次元以上の場合も同様にして係数行列を定義する。すなわち、  

未知数をnaturalorderingによって並べ、それに対する係数の行列とし  

て係数行列を定義する。   

なお本研究で扱う、差分公式から得られる係数行列は、実対称かつ正  

則行列である。また本研究では、係数行列の性質の指標として条件数を  

取り上げる。実対称かつ正則な係数行列Aに対する条件数Cond（A）の定  
義は次の通りである。  

Aの絶対値最大固有値  
（3・12）  Cond（A）＝   

Aの絶対値最小固有値■  

実対称かつ正則行列に対する固有値は実数になることが知られており、こ  

の場合の条件数は正の実数になる。また、条件数が小さければ小さいほ  

ど係数行列としての性質が良い（連立一次方程式の解が係数行列に対して  

安定である）ことが知られている【32］。   

また、本章では差分公式の性質の善し悪しの指標として最も基本的な  

反復法であるJacobi法を取り上げる。これは、1次元の例では、（3．8）式  

において非対角成分に相当する項を右辺に移行した次の形の反復を行う  

方法である。  

（3・13）  ㌦瑚＝紳＋雌－㈹・  

ここで、未知数の右肩にかかれた数字は反復のステップ数を表すムJacobi  
法は行列の形で表現することもできる。まず、任意の行列Aに対して次  
のように分割を行う。  

A＝β－β一旦  （3．14）   

ここで、βはAの対角部分、βは狭義下三角、耳は狭義上三角部分のみを  

取り出し残りの要素を零とした行列を表す1Jacobi法は次のように表さ  

れる。  

u（組）＝β‾1（且＋ダ）u（た）＋β‾1f・  
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行列β‾1（且＋ダ）はJacobi反復行列と呼ばれる。なお、この行列による  

表現は任意の係数行列に対して成り立つ。すなわち、任意の連立一次方  

程式Au＝fに対するJacobi法として（3．15）式は用いられる。   

本論文では、Jacobi法の収束率をJacobi反復行列のスペクトル半径で  

定義する。Bを任意のJacobi反復行列とするとき、スペクトル半径p（B）  

はβの次数をm、βの固有値を入1，入2，…，入mとするとき、次で定義  

される。  

（3．16）  β岬）＝豊艶困・   

さて、ここで（3．10）式に対するJacobi反復行列を求める。（3．10）式  

の係数行列Aを（3．14）式に従って分割すると、  

（3．17）  

であり、また  

0 －1   

（3・18）風＝  

－10  

である。従って、Jacobi反復行列は、  

（3．19）  
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となる。以下では、この（3．19）式のⅣ－1次正方行列をJで表す云また、  

Ⅳ－1次の単位行列をJで表すムすなわち、  

（3・20）J＝  

と定義する。  

3．2 係数行列のテンソル積による表現   

ここでは、m次ポアソン方程式に対する一般的な形の2次精度差分公  

式である（2．69）式から得られる係数行列を考える。（2．69）式の左辺は、  

（3叫  錘 ∑叶‥＋αm∑れ祝－（羞2m几仇）祝〉  

嘉〈姜αm（∑mu－2m可）  

と変形できる。以下では、この（3．21）式から得られる係数行列をAと  
おく。ただし、係数行列は対角成分が1になるように正規化（行単位に  
対角成分の値で割る）したものを用いる。また、未知数の順序はnatural  
orderingとする。   

さて、（3．21）式の右辺はれ次元ポアソン方程式に対する2次精度差  
分公式（2．67）の左辺の一次結合の形である。言い換えれば、係数行列A  
は（2．67）式の係数行列の1次結合の形で表すことができる0以下では、  
（2．67）式から得られる係数行列をAmとおく。ここで、次が成り立っ0  

（姜αm）A＝姜αmAm・  
（3．22）   

70   



以下では、係数行列Aを簡潔に表現することを目標にする。関係式（3．22）  

より、そのためには係数行列Amが簡潔に表現できればよいことがわかる。   

まず2次元の場合に係数行列4日A2を考える。この場合、Al，A2は  

それぞれ（2・113）式、（2・114）式から得られる係数行列である。実際に行  

列の成分を書き下すことにより次が得られる。  

l
一
4
 
 

（3．23）  Al＝  

J
 

．
 

l
一
2
 
 

（3．24）  A2＝  

ここで、0はⅣ－1次の零行列を表すムこの（3．23），（3．24）式は㊨をテン  

ソル積（kronecker積）とするとき、次のように表すことができる。  

（3・25）   Al＝∫⑳∫一（∫㊨Jり㊤∫），  

（3．26）  A2＝J⑳トJ㊨J  

この（3．25），（3．26）式により、2次元の場合の係数行列Al，A2は3・1節で  
定義した行列J，Jのみを用いて表すことができるということがわかる。  
従って、係数行列Aも行列J，Jのみを用いて表すことができる。なお、  
2次元の場合の係数行列AいA2のテンソル積を用いた表現は、文献［28］  
に記述がある。   

次に3次元の場合を考える。この場合は、差分公式（2．153），（2・154），  
（2．155）式から得られる係数行列がAl，A2，A3である。2次元の場合と同  
様に、係数行列の成分を書き下すことにより次が得られる。  

l
一
6
 
 
 

（3・27）  Al＝  



β2 β1  

β1  

（3．28）  A2＝  
・β1  

β1β2  

02 β2  

β2  

（3．29）  A3＝  
．β2  

β202  

ここで、β1，β2は  

0 2J  

2．ノ ー・  

2J ナ  

ナ ●  

（3．30）β1＝  
，  β2＝  

．∫  

J 2J■  

．2J  

2J‘0  

なる（Ⅳtl）2次の行列である。また、02は（Ⅳ－1）2次の零行列を表づ㌔  
ここで、  

月1＝2（J㊨J＋J⑳J），  

β2＝4J⑳J  

より、  

Al＝∫⑳用∫一（摘∫㊨J＋摘J㊨…㊨∫輔  

A2＝∫㊨摘∫一（J㊨摘∫り⑱∫㊨川⑳J㊥J），  

A3＝J㊨J㊨∫－J㊨J㊨J   

が得られる。従って、3次元の場合も、係数行列Al，A2，A3およびAを行  

列J，Jのみを用いて表すことができる。   

これを一般のm次元に拡張すれば、次の補題が成り立っ。  
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補題3，1れ次元ポアソン方程式に対する2次精度差分公式の係数行列Am  
は行列J，ノを使って次のように表される。  

れ個  
1  

．1仁一…  
（3．36）   Am ＝J⑳…⑳才一  

m個   m－m個  
′十1  

J⑳‥・⑪J㊤J㊤‥・⑳J  

m－1個  m－m－1個  
′十、  

＋J⑳‥・㊨J㊨J㊤J㊨J㊨‥・㊨J  

れ－m個  m個  
「 人   ヽ  

㊨J㊤J⑳‥■㊨J  ＋J㊨  

m次元の場合、係数行列Amはれ次元の単位行列およびm個のJとれ－m  
個のJ個の積の一次結合であり、Jとノに関するあらゆる順序の積を含む。  

3．3 係数行列の固有値   

ここでは、係数行列Aに対する固有値を求める。そのためにまず、次  

の〃－1次正方行列を定義する。  

（1≦乞，ブ≦Ⅳ－1）・  （3，37） C＝（c寝），C豆ゴ＝   

さらに、行列Cのれ個のテンソル積である行列Gを定義する。  

れ個  

（3．38）  ㍍＝C⑪…⑳C．  

また、Ⅳ－1次正方行列月を次のように定義する。  
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（3．39）   点＝  

と  
cos  

これらの行列に対して、次の関係式が成り立っ。  

補題3．2  

（3・40）  C－1JC＝月，  

れ個  

㍍1（芯「訂）G  

れ個  

（3・41）  ＝月㊤‥・㊤月．  

証明 まず、行列ノと行列Cのブ列目の列ベクトルの積を計算する。  

（3・42）   J  

sin驚  

sin雪許＋sin彗許  

sin箪㌍  
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Sin欝  

J汀  
＝COS  （3．43）   SiIl苦  

sin彗搾  

これは、Jが固有値cos慧を持ち、行列Cの脚目のベクトルがその固有  
値に属する固有ベクトルであることを示している。これより、次が得ら  

れる。  

（3・44）  JC＝月C．  

従って、C‾1JC＝月が得られる。また、これより  

（3．45）（右1（J⑳…⑳J）㍍  

＝（C⑳‥・㊨C）‾1（J㊨…㊨J）（C⑳…㊨C）  

＝C－1JC⑳…⑳C‾1JC  

＝月⑪‥・⑳月．   

が得られる。   

なお、（3．40）式はすでに知られた結果であり、例えば文献［39］に書か  

れている。   

次に、行列Cが直交行列であることを示う㌔そのためにまず、次の補  

題を示す二   

Ⅳ－1  

補題3・3呵1，2，…，2Ⅳ－り（Ⅳ≧2），β＝∑cosとおくとき、  
た＝1  

次の関係が成り立つ。  

g≡0（mod2）⇒ β＝－1，  

g≡1（mod2）⇒ β＝0・  
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証明 記号壱は、本証明部分でのみ虚数単位を表すものとする。βの定  

義より、  

JV－1  

β＝∑  
た＝1  

たg汀  

COS  

e鋸汀－1  

Re  

まず、g≡0（mod2）ならば、  

e亀J汀＝1  

よりβ＝－1が得られる。次に、g≡1（mod2）ならば、  

e鋸訂＝－1  

より、次式が得られる。  

e一喘＿e鹿島  

また、この補題3．3により、次の補題が得られる。  

補題3．4行列qむは直交行列である。  

証明 まず、行列Cが直交行列であることを示す云C2＝（屯）とおくと  
き、行列要素毎は、  
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Ⅳ－1  

宛＝∑c兢C毎  
た＝1   

sin憲s嬬  

S
 
 
 
O
 
 
 
C
 
 

i
 
 

睨
∑
抽
 
 

1
一
Ⅳ
 
 

COS  
Ⅳ  

と表せる。ここで、豆＝ブならば宜＋J≡0（mod2）および補題3・3から、  

Ⅳ－1  Ⅳ－1  

∑coso－∑  
た＝1  た＝1  

〉＝妄（…＋1）＝1  
（宜＋ブ）玩  

＝  
九r  

Ⅳ   

が得られる。また、豆≠ブならば、  

l乞一九宜＋ブ∈（1，2，…，2Ⅳ－1）  

かつ、  

l宜一Jl≡宜＋ブ（mod2）  

より、  

Ⅳ－1  

∑cos  
た＝1  

戌－ブl町  

Ⅳ  

が得られる。ゆえに、宛＝0である。従って、  

C2＝J  

が成り立つ。C＝C壬であるから  

CC士＝J  
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となりCが直交行列であることがわかる。これより、  

Gq＝（C⑳…㊤C）（C⑳…⑳C）士  

＝（CC士⑳・‥㊨CCり  

＝（J㊤…㊨J）  

が得られ、この式の右辺は単位行列であるから、qtも直交行列である。H  

さて、以上の補題を使えば、次の定理が得られる。  

定理3．1Aの固有値入Aは、  

αmlJm  

忘rとC几  
入A＝1－  （3．46）  

史αm  
m＝1  

の形で表される。ただし、Jmは  

（3・47） 

1≦力メm≦れ 
αm＝真COS驚…COS智  

（1≦たか…，たゴm≦Ⅳ－1）  

である。  

証明 まず、Amの固有値を求める。C‾1AmCを計算すると、補題3・1、補  
題3．2より  
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m個  和一m個  
′十、  

月㊨・‥⑳月㊨J⑳‥・㊨∫  

m－1個  れ－m－1個  
′十、  

＋ 月㊨‥・⑳月㊨J⑳月⑳ ∫⑳‥・⑳J  

m－m個  
′十、  

m個  

＋J㊨‥・㊤J㊨月㊨‥・⑳月  

が得られる。月は対角行列であるから、この（3．48）式よりC－1AmCも対  

角行列であり、そのp（たいた2，‥・，た几）行目の対角成分は次のように書け  

ることがわかる。  

ト COS驚…COS智  
1≦力≦m  

＝1－  

以上により、トはAmの固有値であり、㍍の鋸（た1，た2，…，たれ）  

列がその固有ベクトルであることがわかる。また、補題3．4よりqlは直  

交ベクトルであるから、㍍の（Ⅳ－1）れ個の列ベクトルは1次独立であり、  

たか…，ゐ九を動かしたときに1一 がGのすべての固有値であるこ  

とがわかる。   

さらに、AとAmの関係式（3．22）より、  

A＝  

C anA, 
m＝1  

であるから、Aのすべての固有値は  
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αmJm  

，窟丁，〔－㌦  
1－   

皇αm  
m＝1  

の形で表されることがわかる。  

この定理3．1とJacobi反復行列の定義より次の系が得られる。  

系3．1Aに対するJacobi法の反復行列月の固有値入βは、  

αmJm  

Tf恵，↓Gr▲．  
（3・49）  入β＝   

±ニー＿＿  

m＝1  

の形で表される。  

証明 入A，入βをそれぞれ行列4βの固有値とする。また、んを（Ⅳ－1）れ  
次の単位行列とおく。このとき、  

（3．50）  IA一入Aんl＝0，  

（3．51）  l月一入βん1＝0  

である。また、Jacobi反復行列の定義とAの対角成分がすべて1である  

ことにより、  

（3．52）  β＝ん－A  

が得られる。（3．52）式を（3．51）に代入して変形すれば、  

tA－（1＋入β）ん】＝0  
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が得られる。従って、（3．50）式より  

スA＝1＋入β  

が得られ、この関係式と定理よりβすべての固有値が  

αmJm  

忘，－C」も  
（3・53）  入β＝   

皇。m  
m：＝1  

で表されることがわかる。  

3．4 係数行列の条件数とJacobi法の収束率   

ここでは、3．3節で得られた結果を、第2章で得られたいくつかの差分  

公式に適用する。   

まず、2次元のポアソン方程式に対する差分公式である（2．113），（2．114），  

（2．115）式に適用する。（2．113）式が通常の2次精度5点差分公式、（2・114）  

式がシングルセルの正方形の頂点を使った2次精度5点差分公式、（2．115）  

式が4次精度9点差分公式である。（2．113），（2．114），（2．115）式から得られ  

る係数行列をそれぞれ、A21，A22，A23とおく。係数行列は対角成分を1  

に正規化したものを用いる。（2．113），（2，114），（2．115）式を、れ次元のポア  

ソン方程式に対する一般的な形の2次精度差分公式の左辺である（3．21）  

式で表したときに各係数行列に対する係数αいα2の値は次のようになる。  

差分公式 α1  

0
 
 

1
■
4
1
面
 
 
 
 
｛
 
 

一
 
 

l
一
4
 
 
0
 
 
1
t
5
 
 

（2．113）式   

（2．114）式   

（2．115）式  
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また、係数行列A21，A22，A23は次のように表される。  

（3・54）  A21＝∫㊤∫一（∫⑳JlトJ㊤∫），  

（3・55）   A22＝J㊨才一J㊨J  

（3・56）  

A23＝∫⑳ト言（∫⑳…叫一言（J瑚・  

さらに、定理3．1より係数行列A2いA22，A23の固有値が次のように求め  

られる。  

係数行列  固有値  

A21  1一（cos＋cos）  

A22  トcoscos  

1 た1打  た2打  一COS‾ COS‾  A231一（cos＋cos）  

ここで、  

（1≦たいた2≦Ⅳ－1）  

である。   

これより係数行列A21，A22，A23の固有値の絶対値の最大値および最  

小値が次のように求められる。  

係数行列  最大値  最小値  

A21  1＋cos  トcos  

A22  1＋cos2   1－COS2  

4 n 1 
A23  4  打 1  
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固有値の絶対値の最大値と最小値の比が条件数であるから、ここで係数  

行列A21，A22，A23の条件数が求まる。Table3．1に条件数、〃→∞のと  
きの条件数の近似式およびⅣ＝100のときの条件数を示すも  

rIbble3・1：ConditionnumbersofcoefncientmatrixA21，A22，A23■  

係数行列   条件数   Ⅳ→（X）  Ⅳ＝100   

1＋cos是  4〃2  

A21  ～・・・・・・・・・軸   

1－COS意   打2   

4052  

1＋cos2是  
A22  

1－COS2意   
2〃2 ～   2026  

打2   

5＋4cos芳一COS2是   8Ⅳ2   
√ヽJ・・・・・・・・・・・・・－   A23  

5－4cos悪…COS2苦  3ポ  
2702  

係数行列A22の条件数は係数行列A21の条件数の約半分の値である。  

これは、同じ2次精度差分公式で比較した場合、（2．114）式を使用した方  

が（2．113）を使用するより、係数行列の性質が良いということを示してい  

る。すなわち、2次精度差分公式においては、通常の5点差分公式よりも  

シングルセルの正方形の頂点を使った差分公式を使った方が係数行列の  

性質が良い。また、係数行列A23の条件数は係数行列A22の条件数とA21  

の条件数の中間にあり、4次精度差分公式から得られる係数行列の性質  

は、シングルセルの正方形の頂点を使った差分公式から得られる係数行  

列の性質より悪いが、5点差分公式から得られる係数行列の性質よりは良  

いといえる。   

次に、Jacobi法における収束率を求める。係数行列A21，A22，A23に  

対するJacobi反復行列をβ21，哉2，哉3とおく。系3．1よりβ21，哉2，β23  

のスペクトル半径、すなわち係数行列A21，A22，A23に対するJacobi法  

の収束率が求まる。T嵐ble3．2に収束率、Ⅳ→∞のときのスペクトル半径  

の近似式および〃＝100のときのスペクトル半径の値を示う㌔  
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T嵐ble3．2：SpectralradiusofmatrixB21，B22，B23．  

反復行列   収束率   Ⅳ→（X）  Ⅳ＝100   

7「   汀2   

β21  
COS面   

…1－   

2Ⅳ2   

0．9995  

打2  

β22   cos2  ～ト   
扉   

0．9990   

4 7rl  3町2  

β23  
盲COS万＋盲COS2是    …ト節   

0．9994  

Jacobi法の収束の善し悪しは、係数行列の性質の善し悪しと全く同じ  

傾向にあることがわかる。すなわち、シングルセルの正方形の頂点を使っ  

た2次精度差分公式を使った場合がJacobi法の収束は最も速く、次いで  
4次精度差分公式、通常の2次精度5点差分公式という順になることが  

わかる。   

次に、3次元のポアソン方程式に対する2次精度および4次精度差分  
公式の係数行列に対する条件数およびJacobi法の収束率を求める。2次  
精度差分公式では、（2．153），（2．154），（2．155）式、4次精度差分公式では  
（2．157），（2．158），（2・159）式を取り上げる。   

まず、2次精度差分公式に対して条件数、Jacobi法の収束率の比較を  
行う。（2．153），（2・154），（2・155）式から得られる係数行列をA31，A32，A33  
とおく。ここで、（2．153）式が通常の7点差分公式、（2・154）式がシングル  
セルの立方体の辺の中点を使った13点差分公式、（2．155）式がシングル  
セルの立方体の頂点を使った9点差分公式である。なお、係数行列は対  
角成分を1に正規化したものを用いた。（2．153），（2．154），（2・155）式を、m  
次元のポアソン方程式に対する一般的な形の2次精度差分公式の左辺で  

ある（3．21）式で表したときに各係数行列に対する係数α1，α2，α3の値は  
次のようになる。  
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差分公式 α1  α2 α3  

（2・153）式一  0  0  

（2・154）式  0一  0  

（2．155）式  0  0   

また、係数行列A3いA32，A33は次のように表される。  

（3・57）A31＝∫⑳∫⑳ト言（摘∫⑳川㊤摘∫＋摘∫輔  

（3・58）A32＝∫⑳∫⑳ト（J⑳摘∫＋摘∫㊤川⑳J㊨J），  

（3．59） A33＝J㊨J㊨才一J⑳J⑧J  

さらに、定理3．1より係数行列A3いA32，A33の固有値が次のように求め  
られる。  

係数行列  固有値  

A31  1一（cos＋cos＋cos）  

A321一（cos cos＋coscos＋coscos）  

A33  1－COScoscos  

ここで、  

（1≦た1，た2，毎≦Ⅳ－1）  

である。   

これより係数行列A31，A32，A33の固有値の絶対値の最大値および最  
小値が次のように求められる。  
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係数行列  最大値   最小値  

AS1 1＋cos トcos  

A321＋coトco  

A331＋cos3トcos3  

固有値の絶対値の最大値と最小値から、係数行列A3いA32，A33の条件数  
を求めることができる。Tもble3．3に条件数、Ⅳ→∞のときの条件数の近  

似式およびⅣ＝100のときの条件数を示すム  

Table3．3：Conditionnumbersofcoe伍cien七matrixA31，A32，A33．  

係数行列  条件数  Ⅳ→（：氾  Ⅳ＝100   

1＋cos芸  
A31  

1－COS是   4Ⅳ2 （ノー   

4052  

1＋cos2是  
A32  

1－COS2芸   2Ⅳ2 ／■＼ノ   

2026  

1＋cos3芸  4Ⅳ2  

A33  ′＼ノ   1351  
1－COS3芸   3打2  

係数行列A3いA32，A33の条件数の比は、ほぼ6：3：2である。すなわ  

ち、2次精度差分公式においては、シングルセルの立方体の頂点を使った  

9点差分公式から得られる係数行列の性質がもっともよく、次いでシング  

ルセルの立方体の辺の中点を使った13点差分公式、通常の7点差分公式  

の順に得られる係数行列の性質が悪くなっていくということがわかる。   

次に、Jacobi法における収束率を求める。係数行列A31，A32，A33に  

対するJacobi反復行列をβ31，哉2，β33とおく。系3．1より哉1，β32，月謂  

のスペクトル半径、すなわち係数行列A3いA32，A33に対するJacobi法  

の収束率が求まる。T嵐ble3．4に収束率、Ⅳ→∞のときのスペクトル半径  

の近似式およびⅣ＝100のときのスペクトル半径の値を示すム  
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Table3．4：Spectralradiusofma七riⅩB31，B32，B33．  

反復行列  収束率  Ⅳ→∝）  Ⅳ＝100   

7r  町2  

β31  COS  ～1－   
2Ⅳ2   

0．9995   

打2  

β32   cos2  …ト   
扉   

0．9990   

3汀2  

月33   cos3  …ト   
裏戸   

0．9985  

2次元ポアソン方程式に対する場合と同じく、Jacobi法の収束の善し  

悪しは、係数行列の性質の善し悪しと全く同じ傾向にあることがわかる。  

すなわち、シングルセルの立方体の頂点を使った9点差分公式を使った  

場合がJacobi法の収束は最も速く、次いでシングルセルの立方体の辺の  

中点を使った13点差分公式、通常の7点差分公式という順になることが  

わかる。これは、シングルセルの中心点からの距離が遠い格子点を使っ  

た差分公式の方が数値計算に適用する上で有利になるということを示し  

ている。   

次に、3次元のポアソン方程式に対する4次精度差分公式の係数行  

列に対する条件数およびJacobi法の収束率を求める。差分公式として、  

（2．157），（2．158），（2．159）式を使う。それぞれの差分公式から得られる係  

数行列をA34，A35，A36とおく（2．157）式がLynchによる19点差分公式、  

（2．158）式が本研究で得られた15点差分公式、（2．159）式が同じく本研究で  

得られた21点差分公式である。なお、（2．159）式は∑2と∑3の係数の符号  

が異なっており、係数行列が〟行列とはならない。従って、（2．159）式か  

ら得られる係数行列の性質は悪いということが予想される。ここでも係数  

行列は対角成分を1に正規化したものを用いた。（2．157），（2．158），（2．159）  

式を、乃次元のポアソン方程式に対する一般的な形の2次精度差分公式の  

左辺である（3．21）式で表したときに各係数行列に対する係数α1，α2，α3  

は次のようになる。  
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差分公式  α1  

0
 
1
騙
1
面
 
 

1
云
 
0
 
1
面
 
 

1
亮
1
ラ
 
0
 
一
－
 
 

（2．157）式   

（2．158）式   

（2．159）式  

また、係数行列A34，A35，A36は次のように表される。  

（3・60）A34＝摘∫㊨ト（∫㊨∫⑳川㊨J⑳∫り⑳摘∫）  

一（J射㊨＝J⑳∫⑳川㊨J⑳J）｝  

（3・61）A35＝摘∫⑳ト（摘∫⑳川㊨摘∫＋J⑳摘∫）  

一（J㊤J瑚，  

（3・62）A36＝∫㊨柑∫一（J鋸㊤hJ⑳∫⑳川㊨J㊨J）  

＋言（ノ鋸㊨J）・  

さらに、定理3．1より係数行列A34，A35，A36の固有値が次のように求め  
られる。  

係数行列  固有値  

A34  ト去（¢「十J2）  

A35  ト（2…J3）  

A36 ト芸（お2一打3）  
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ここで、  

た3打  

＋cos＋cos一軒，  Jl＝COS  

た1打 た2打 払打た1打  
J2＝COS COS・cosCOS＋cos－COS一 

訂，  

た1打  た2打  た3打  
COS‾肩COS亙，  J3＝COS  

（1≦たいた2，た3≦Ⅳ－1）   

である。   

これより係数行列A34，A35の固有値の絶対値の最大値と最小値および  
係数行列A36の固有値の最小値が次のように求められる。  

係数行列  最大値  最小値  

A34 1＋cos＋cos21一cos一co  
3  

A35 1＋cos＋cos3 卜cos一cos  
23  A361＋cos＋cos  

係数行列A36については、最小値を与えるた1，た2，転がⅣによって一定せ  
ず、固有値の最小値を簡潔な式で表すことができない。例えば、Ⅳ＝100  
での固有値が最小になるのはた1＝72，た2＝93，毎＝93のときで、その  

ときの固有値は約0．00004186という小さな値になる。係数行列A紬A35  
の条件数は次のようになる。Table3．5に条件数、Ⅳ→∞のときの条件数  
の近似式およびⅣ＝100のときの条件数を示すも  
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Table3．5：Conditionnumbersofcoe氏cien七matrixA31，A32，A33．  

係数行列   条件数   Ⅳ→∞  Ⅳ＝100   

6＋cos是＋cos2是   
A34  

6－3cos憲一3cos2意   
16Ⅳ2 ′ヽ、J   1801  

97r2   

7＋6cos是＋cos3芸  
A35  

7－6cos憲一COS3意   
28Ⅳ2 rヽノ   3152  

9打2  

条件数を比較した場合、Lynchの差分公式から得られる係数行列の条  
件数が本研究で提案した差分公式から得られる係数行列の条件数の約半  

分であり、それだけ係数行列の性質が良いということがわかる。なお、係  

数行列A36の条件数は例えば、Ⅳ＝100のとき、約38205となり、係数  

行列A34，A35の条件数に対してかなり大きく、係数行列の性質は他の係  
数行列の性質に比べてかなり悪いといえる。   

次に、Jacobi法における収束率を求める。係数行列A34，A35に対す  

るJacobi反復行列をB34，B35とおく。系3．1よりB34，B35のスペクト  

ル半径、すなわち係数行列A34，A35に対するJacobi法の収束率が求ま  
る。√mble3．6に収束率、Ⅳ→∞のときのスペクトル半径の近似式および  

Ⅳ＝100のときのスペクトル半径の値を示すも  

Table3．6：SpectralradiusofmatrixB34，B35．  

反復行列   収束率   Ⅳ→00   ．Ⅳ＝100   

3打2  

β34   17rl COS＋CO  ～1一   
節   

0．9993   

6 打1  
β35  ラCOS而＋ラCOS3芸  、ニー   0．9994  

これまでと異なり、Jacobi法の収束率と条件数の大きさは異なる傾向  

になる。係数行列A34の条件数に比べてA35の条件数は、約2倍の値であっ  
たが、Jacobi法の収束率では、わずかに係数行列A34に対するものの方が  

良いとはいえ差がほとんどなくなっていることがわかる。これは、他の反  

復法についてもいえることである。2次精度差分公式においては、係数行  
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列の条件数の善し悪しといろいろな反復法との収束率の善し悪しが一致  

するが、4次精度差分公式においては一致しない。例えば第2章で行った  

ICCG法による数値計算では、係数行列A34の元となる差分公式（2．157）  

と係数行列A35の元となる差分公式（2．158）を使ったときの収束までの反  

復回数はほとんど同じであることがすでに示されている（恥ble2．4）。ま  

たSORの収束率では、逆に本研究で得られた差分公式（2．158）に対する  

SOR法がLynchの差分公式（2．157）に対するSOR法よりも速く収束す  

ることを第4章で示す云 なお、係数行列A36に対するJacobi法はⅣ≧6  
で発散する。このように差分公式（2．159）は、係数行列の性質も悪く、数  

値計算に適しているとは言い難い。従って、今後の検討対象からはずす  

こととする。  

3．5 CG法による数値計算   

本章の最後に、3次元ポアソン方程式に対する2次精度差分公式であ  

る（2．153），（2．154）式を使った場合の数値計算結果を述べる。この二つの  

式はそれぞれ通常の7点差分公式、シングルセルの立方体の頂点を使っ  

た9点差分公式である。前節の結果では、係数行列の条件数、Jacobi法  

の収束率ともに（2．154）式を使った方が良いという結論であった。本節で  

は、実際の数値計算で頻繁に使用されているCG法、ICCG法において、  

同様の傾向になるかどうかを数値実験により検討した。   

以下に示す数値計算においては、第2章の2．1節で定義したモデル問  

題で3次元の場合を解いた。反復計算の収束判定は相対残差ム2ノルムが  

1012以下とし、格子点数は403個とした。また、計算は倍精度で行った。  
ポアソン方程式の右辺項Jは、下記に示した厳密解が叫または祝2になる  

ように定めた。  

厳密解ul：ul（x，y，Z）＝eエsin（7Ty）sin（7TZ）＋eysin（7TZ）sin（打X）  

＋eZsin（汀∬）sin（叩），  

厳密解祝2：祝2（∬，封，Z）＝Sin（訂∬）＋sin（叩）＋sin（訂Z）・  

なお、計算機は富士通のVP－2600を用いた。一触1e3．7に各反復法におけ  
る反復回数とCPU時間（秒）を示鶴カツコ内の数字は、通常の7点差  
分式の結果を1．0としたときの比率を表すム  
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Table3．7：IterationcountsandCPUtime（inseconds）．  

7点   9点   

問題  CG ICCG   CG   ICCG   

A  Iterations  234  64  152（．65） 44（．69）  

CPU   1．73 ．398  1・14（・66）・．273（・69）   

B  Iterations  75  66  53（0．71）35（0．53）  

CPU   ，457 ．435  ・311（・68）「226（・52）  

シングルセルの立方体の頂点を使った9点差分公式の方が、通常の7  

点差分公式に比べて反復回数が少なく、CPU時間も短い。従って、CG  

法、ICCG法を使う場合は、Thble3．3，Table3．4が示す傾向通り、9点差分  
公式の方が数値計算に適した差分公式であるといえる。  
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第4章  

SOR法の収束率   

本章では、3次元ポアソン方程式に対する差分公式にSOR法を適用  

した場合の収束率、最適加速係数について述べる。また、ベクトル化の  

ための手法であるマルチカラー法の一般化についても述べる。  

4．1 SOR法に対する既知の理論   

本章においても、第2章2．1節で定義したモデル問題を考える。この  

モデル問題を第2章で得られた差分公式によって離散化し、得られた連  

立一次方程式をSOR法を用いて解くことを考える。問題が2次元の場合  

には、すでに文献［1】，［35】，【39］等で、SOR法の最適加速係数、収束率、マ  

ルチカラー法等に関する研究結果が報告されている。そこで本論文では、  

3次元のモデル問題に対する2次精度、4次精度差分公式にSOR法を適  

用した場合の研究結果を述べる。   

まず、SOR法およびマルチカラー法を説明するために、1次元のモデ  

ル問題、  

＝′（0＜∬＜1），  

祝（0）＝飢，  祝（1）＝タ2  

を考える。ポアソン方程式に対する差分公式として、通常の2次精度の  
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中心差分公式である  

吉山－2叫＋叫皿）＝ム  （1≦豆≦Ⅳ－ 1）  

を使用する。また、第3章と同じく   

u（兢）＝‰   頼ん）＝ム  

と定義する。SOR法は、次の形の反復を行う方法である。  

（4・3）  

た） ㌦叫＝視！た）＋芸（措1し2㍑…＋祀－㌦）  

＝（1一山）㌦）＋冨（措1）・雌一脚  

ここで、未知数の右肩にかかれた数字は反復のステップ数を表う㌔また、  
山はSOR法の加速係数と呼ばれ、1＜∪＜2の範囲で収束を加速するた  
めに使われる。   

SOR法もJacobi法と同じく、行列の形で表現することができる。ま  

ず、任意の行列Aに対して（3．14）式と同じく、次のように分割を行う。  

（4．4）  A＝β一月－ダ・  

ここで、釧まAの対角部分、且は狭義下三角、且は狭義上三角部分のみ  

を取り出し残りの要素を零とした行列を表す云SOR法は次のように表さ  

れる。  

（4．5） u（腑）＝（β一山且）‾1（（トⅧ岬＋山巧u（た）＋山岬一山呵f．  

行列乱＝（p一山属）‾1（（1一山）ガ＋山ダ）はSOR反復行列と呼ばれる。   

SOR法の収束率についてもJacobi法の場合と同じく、SOR反復行列  

のスペクトル半径β（乱）で定義する。β（乱）を最小にする山は最適加速係  
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数と呼ばれる0本論文では最適加速係数を叫頑で表丸SOR法の最適  
加速係数、収束率に関してはY血mg［44］，Ⅴ加ga［39］の理論がよく知られ  

ており、ここでもそれを利用してSOR法の収束率の評価を行う。以下、  

本節ではこれらの既知の理論を述べる。なお、本節の命題はすべて文献  

［4軋［39］からの抜粋であり、証明は省略する。   

まず、係数行列Aに対して2巡回および整合順序の定義を述べる。係  

数行列Aが2巡回行列であるとは、適当な置換行列Qが存在して、  

（4・6）   紳㌻1＝（急窓）  

とできるときをいう。ここでム1，ち2は単位行列を表す云本論文では、  

（4．6）式の右辺の行列の形を2巡回標準行列と呼ぶ。   

また、2巡回行列Aが整合順序であるとは、行列  

（4．7）  月（α）＝αβ‾鳩＋α‾1ヱ）‾1ダ（α≠0）  

の固有値がαに無関係であるときをいう。   

整合順序行列であるための十分条件として次が知られている。  

命題4．12巡回標準行列は整合順序である。   

また、2巡回整合順序行列に関して次の事実が知られている。ここで、  
Bは係数行列Aに対するJacobi反復行列を表すム  

命題4．2行列Aが2巡回整合順序ならば次が成り立っ。  

（4・8）  山opt＝  

1－β（β）2  

β（乱廟）＝   ＝叫画一1・   （4・9）  

1－β（β）2  
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命題4．3行列Aが対称かつβ≧0，0＜β（月）＜1ならば次が成り立っ。  
ここで、0は零行列を表すも  

1－β（β）2  

≦β（乱）＜  （4．10）  

等号はAが2巡回整合順序かつ山＝叫頑のときに限り成り立っ。   

行列Aが2巡回または整合順序ということに関してはグラフ理論に  

よる判定法がある。  

命題4・4行列Aのすべての要素勒≠0について、  

宜＞ブ ならば 彗→巧，  

乞＜ブ ならば 巧＝⇒蔦  

と書き平面グラフを作る。このとき、‘すべての閉じた道の矢印の個数が  

偶数である’ということと‘Aが2巡回である’ということは同値であ  

る。さらに、‘Aが2巡回でありかつすべての閉じた道が→と＝⇒を同  

数含む’ということと‘Aが整合順序である’ということは同値である。   

なお本章で取り扱う差分公式は、3次元ポアソン方程式に対する2次  

精度差分公式である  

嘉伽功）＝J＋0（九2），  

（＝2祝 －12w）＝4J＋叩2），  

伽一触）＝4r＋0（九2）  

および3次元ポアソン方程式に対する4次精度差分公式である  

96   



孟（2∑1…∑2加功h）＝付言∑1J＋0（呵，  
孟（8∑1虹＋∑3㍊一」誠h）＝付言∑1J＋0（呵  

の五式とする。（4・11），（4．12），（4．13），（4．14），（4．15）式はそれぞれ、第2章  

で（2・153），（2・154），（2・155），（2．157），（2．158）式として導出した差分公式で  

ある。（4・11）式が通常の2次精度7点差分公式、（4．12）式がシングルセル  

の立方体の辺の中点を使った2次精度13点差分公式、（4．13）式がシング  

ルセルの立方体の頂点をった2次精度9点差分公式、（4．14）式がLyn血  

の4次精度19点差分公式、そして（4．15）式が本研究で得られた4次精度  

15点差分公式である。すでに第3章において、これらの差分公式から得  

られる係数行列の性質とJacobi法の収束率を調べた。ここでは、その結  

果を利用して、SOR法における最適加速係数、収束率を調べる。なお第  

3章と同じく、差分公式（4．11）～（4．15）式から得られる係数行列をそれぞ  

れA31，A32，A33，A34，A35とおく。  

4．2 マルチカラー法   

ここでは、SOR法のベクトル計算機での実効速度を上げるための手  

法であるマルチカラー法を説明する。これは、未知数を並べる順序を変  

えることによって、再帰参照関係を取り除く、という方法である。具体  

的には、差分で用いる格子点を何色かの色で色分けし、各色毎に計算を  

行う方法である。ベクトル計算機でベクトル化するためには、ある色の  

ついた格子点での未知数の値を更新する際に、自分自身の色は参照しな  

いように色分けをしなければならない。本節では、任意の差分公式に対  

してベクトル化のためのマルチカラー法における色数と色分け方法を与  

える一般的な定理を証明する。   

まず、もっとも簡単なマルチカラー法であるred－blackorderingによ  

るマルチカラー法（redblach法）について説明する。4・1節で取り上げた  
1次元のモデル問題に対するSOR法は、  

（4・16）  祝！叫＝（ト山）視！た）＋芸（措1）＋雌－㌦）  

と書かれる。これは、通常の順序であるnaturalorderingによるSOR法  
では、  
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ぜ叫 
＝（ト〕）祝iた）＋芸（叫十ぜ）－〟巧  

ぜ＋1）＝（ト山）祝㌢）＋芸（祝皇叫…㌘し 伽2）  

た）＋1） 
視㌢＋1）＝（ト山）祝皇＋冨（ぜ十ぜ）一柳2）  

という順で計算される。この一連の計算におけるベクトル化は不可能で  

ある。例えば、祝宴＋1を計算する際に彊十1の値を参照するが、この値はこ  

の一連の計算中に更新されるため、再帰参照関係が生じている。これを  

解消するために次のようなorderingを考える。   

まず、格子点をFigure4．1のように交互に赤色（R）と黒色（B）の2色  

に色分けする。  

uo  l項  祝2  祝3  tム4  視5  

R  B  R  B  R  

Figure4．1：Coloringonthered－blackorderinginl－dimension．   

そして、まず赤色（R）のついた格子点上の未知数の値を左から更新  

し、次いで黒色（B）のついた格子点上の未知数の値を更新する。すなわ  

ち、まず  

た） ㌦叫＝（1一山）祝皇＋冨（叫＋視㌢し㌦），  

ぜ＋1）＝（ト山）ぜ）＋冨（祝㌢）＋視禁し〃巧，  
ぜ）…㌘し 

祝㌘＋1）＝（1一山）祝㌘）＋冨（ 〃巧，  

を計算し、次いで  

ぜ＋1）＝（1一山）ぜ）＋芸（げ瑚＋ぜ＋1し 
榊2）｝  
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祝㌘＋1）＝（ト山）ぜ）＋芸（祝㌢＋1）十ぜ＋1し〟和  

祝㌘＋1）＝（ト山）ぜ）＋芸（祝㌘＋1）＋躍＋1し 〟巧，  

を計算する。こうすれば、それぞれの色のつけられた格子点上の未知数の  
値を計算するときに、同じ色のついた格子点上の未知数の値を参照せず、  
赤、黒各色のついた格子点上の未知数の値の計算においてベクトル化が可  
能となる。このときの計算における未知数の順序は、red－blackordering  
と呼ばれる。   

naturalorderingとは異なるorderingを考えるとき、その係数行列も  
変化する。これは、行列の形で表現することが可能である。まず、ここで  

取り上げた1次元のモデル問題に対する例で説明する。naturalordering  
によって未知数を並べたベクトルuは、  

（4．17）  
士  

u＝（町視2，‥・，祝Ⅳ－1）  

と表すことができる。これに対して、  

（4．18）  uR＝（叫，祝3，祝5， …）土，  

（4．19）  uβ＝（㍑2，W4，恥 …）七  

によりベクトルu動uβを定義し、さらに  

（4・20）  u月眉＝u兄Ouβ  

によりベクトルuRβを定義する。このベクトルu月月における未知数の順  

序がred－blackorderingである。   

さらに、   

（4．21）  QRβu＝u且β  

によって置換行列QRβを定義する。このとき、  
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QRβAQ誌  （4．22）   

がred－blackorderingによって未知数を並べたベクトルに対する係数行列  

となる。同様のことが任意の係数行列、任意のorderingに対して成り立  
っ。次に、これを示す。まず、係数行列Aに対する連立一次方程式、  

（4．23）  Au＝f  

に対して、あるorderingによる未知数のベクトルをu／とおく・。また、  

（4．24）  Q′u＝u′  

によってこのorderingに対する置換行列Q／を定義する。連立一次方程  
式の右辺項のベクトルに対しても、  

（4．25）  Q′f＝f′  

と、このorderingによる右辺項のベクトルf′を定義する。（4・24），（4・25）  

式より、  

u＝Qト1u′  

f＝Qト1f′  

が得られる。これを（4．23）式に代入すれば、  

AQト1u′＝Qト1f′  （4．28）  

より、  

QA（～ト1u′＝f′  
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が得られる0これはQ′AQ／－1が、ここで考えた新たなorderingに対する  

係数行列であることを示している。   

さて、次に1次元のモデル問題の場合に2種類のorderingに対する  

係数行列を具体的に表丸naturalorderingに対する係数行列は、  

－2 1  

1 －2  
ムた2一夕l   

九九2   
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（4・30）  

ん－2九ヲ  

ん＿1九2一夕2  

と表され、red－blackorderingに対する係数行列は、  
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（4．31）  
－2  2
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祝
 
祝
 
 

－2  

と表される。ここで、（4．30）式の係数行列は、4．1節の（4．6）式の右辺で定  
義した2巡回標準行列となる。   

次に、3次元のモデル問題に対するred－blackorderingを説明する。  

まず、未知数町ゴ，た（1≦宜，J，た≦Ⅳ－1）に対し、Figure4．2に示すよう  

なRed，Black2色によるグループ分けを考える。ここで、左側の図は  

た＝1，3，5了‥‥に対するグループ分けを、右側の図はた＝2，4，6，…に対  

するグループ分けを表す云  
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Z＝2′も，4九，6九，…  Z＝九，3ん，5九，‥・  

封  

九  2九 3九 4九  九  2九 3九 4九  

Figure4・2‥Coloringonthered－blatkorderingin3－dimensions・   

さて、第3章3．1節の（3．2）式で定義されたna七uralorderingによる未  
知数のベクトルuは、3次元では、  

（4．32）  u＝（叫↓力1均1，1， ‥・，叫Ⅳ－1，1，い  

㍊1，2，い㍑2，2Il】‥・）㍊〃－1】2）1，  

祝1，Ⅳ－1｝1）u2）Ⅳ－1）1）‥・，W〃－1〉Ⅳ－1Il，  

祝1，1，2）㍑211）2）‥■）WⅣ－1）1）2，  

祝1，2，2）㍑212I2っ ‥・っ 祝〃－1I2）2，  

祝1小」1，2，祝2，Ⅳ－1，2，‥●，祝Ⅳ－1，Ⅳ－1，2，  

土  

叫，Ⅳ＿1，〃＿1，勒〃」，Ⅳ－1，…，≠Ⅳ一叩－1，Ⅳ－1）  

と書ける。ここで、Red，Blackそれぞれの色の付けられた未知数を辞書  
的順序に並べた二つのベクトルを次のように定義する。  

uR＝（叫んい喝1，い恥1，1，…，  

祝2，2，1）祝4I2）い≠6†2）1，＝●，  

視1，3，1） 祝3，3，い 祝5）3〉1，＝●，  

（4．33）  
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≠2，1，2フ祝4，1，2†祝6，1I2，＝●，  

祝1－2，2）W3，2，2）祝512）2っ  ＝● ，  

町1，3，勒1，3，叫砧3， 
‥・）ま，  

uβ＝（明，1，1，叫1，1，恥1，い … 
，  

㍑1，2｝い祝3，2，1）祝5）2】1，  ，  

㍑2，3，い ㍑4，3，1）祝6）3】い ＝●，  

（4．34）  

祝1，1，2）祝3，1，2）㍑5，1，2）＝●）  

㍊2，2，2）㍑4，2，2）u6，2，2）＝●，  

勒1，3，叫刷勒1，3， 
‥・）t・  

これは、（4．32）式で定義されたnaturalorderingによる未知数のベクトル  

uを二つのグループに分けたものでもある。ここで、1次元の場合と同  

様に  

（4．35）  u兄β＝uR¢uβ  

QRβu＝u属β  

によって置換行列QRβを定義する。u見βにおける未知数のオーダリングが、  
3次元のモデル問題に対するred－blackorderingである。ここで、Figure4．2  

で定義されたグループ分けに関して次の命題が成り立つ。  

命題4・5係数行列Aが、その対角成分以外の任意の非零要素α。メについ  
て（4・32）で定義されるベクトルuの五番目の要素とゴ番目の要素が異な  

るグループに属する、という性質を持っとき次が成り立つ。  

（1）Aは2巡回行列である。  

103   



（2）Aに対するred－blackorderingによるSOR法においてベクトル化   

が可能である。  

（3）鮎βAQ誌は2巡回標準行列である。  

証明  

（1）命題4．4における平面グラフを考える。命題4．5の仮定より、央印で  

結ばれる蔦とろについてuの五番目の要素とj番目の要素が属す  

るグループは異なるから、閉じた道は必ず偶数個の矢印を含む。  

（2）仮定より係数行列Aに対するSOR法の反復ステップにおいて、月，β  

それぞれのグループに属する未知数の値を更新する際、自分自身の  

値以外は他のグループに属する未知数のみを参照する。すなわち、各  

グループの未知数の値は同時に更新可能である。red－blackordering  

によるSOR法では旦β各グループ毎に計算するので各グループの  

計算におけるベクトル化が可能となる。  

（3）未知数叫ゴ，たが満たす連立一次方程式を  

．4u＝f  

と表すもred－blackorderingによる係数行列をA′、QRBf＝玩Bとお  

くと  

A′uRβ＝玩月  

が成り立っ。ここで、  

A′＝QRβAQ孟   

が成り立っ。また、m乱れβを月，月それぞれのグループに属する未知  

数の個数、克，んをそれぞれmR次，mβ次の単位行列とするとき、（2）  

の証明より  
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A′＝ほ窓）  

と表されることがわかる。よって、鮎βA（？誌は2巡回標準行列で  
ある。  Il  

さて、次にred－blackorderingを一般化したmulticolororderingを考  
える。ここでは、3次元の任意の差分公式に対して適用可能なマルチカ  

ラー法を提案する。まず、nC色、Cl，Cb，…，CLcを使ったorderingを  
考える。ここで、Cの添え字はれ。を法として考えることとする。すなわ  
ち、任意のmに対して  

Gl，㍍巾。，G叶2m。，  

は、同じ色を表すものとする。またここでは、Figure4．3で示すordering  

のみを考えるものとする。  

た＝2  た＝1   

Figure4・3：Coloringonthegeneralmulticolorordering・   

Figure4．3では、Cの添え字はj方向にはml、た方向にはm2増えるもの  
とする。このorderingに対して次の定理が成り立っ。  

定理4．13次元（m＋1）点差分式、   

m  

句叫ゴ，た＋∑cヱ叫＋戌エ，什九輌  
ヱ＝1  
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をSOR法を使って解く場合に次が成り立っ。  

㍑。，㍑1，m2によりベクトル化が可能である。   

⇔1≦巨≦mなる任意のgについて  

宜ヱ＋mlJ慮＋m2たヱ≠0 （modm。）  

が成り立つ。  

証明 Figure4．3のorderingの定義により、格子点（i，j，k）の色をCLと  

おくと、格子点（宜＋わ，J＋九た＋た～）の色はq巾1力巾2たェ と表されるこ  

とがわかる。これは、五，ゴ，たには無関係で成り立つので、格子点（宜，ブ，た）の  

色と格子点（豆＋豆J，J＋九た＋たJ）の色が一致するかどうかは乞，ブ，たにはよ  

らない。   

次に、ベクトル化が可能であるための必要十分条件を求める。これ  

は各色のグループの計算を行うときに再帰参照関係にないこと、すなわ  

ち、すべてのg（1≦g≦m）について、格子点（宜，J，た）の色と格子点  

（宜＋宜ヱ，j＋九た＋たよ）の色が一致しないことである。これは上の考察に  

よって、すべてのg（1≦巨≦m）について乞慮＋mlブェ＋花2たβミれ。で割り切  

れないこと、すなわち  

宜上＋呵力＋明海≠0 （modγ乙。）  

が成り立つことである。   

この節の最後に、定理4．1を差分公式（4．11）～（4．15）に対して適用した  

結果を述べる。Table4．1に定理4．1におけるnc，nl，n2の値をFigure4Aに  

実際の色分けの仕方を示すもなお、Table4．1には最も′トさなれ。の値のみを  

示す云これは、れ。の値が小さい方がベクトル長が長くなり、ベクトル計算  

機において効率的な計算を行うことができるからである。なお∴mble4．1  

中の格子点数は、差分公式で使用する格子点数を表う㌔また、Figure4．4  

には（1≦宜，ブ，た≦2）における格子点の色を示す云  
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T瓦ble4・1：Minimumcolornumbers七oapproximations．  

差分公式  格子点数  mc  ml  れ2   

（4．11）   7   2  

（4．12）   13   4  0  2   

（4．13）   9   2  

（4．14）   19   6  2  3   

（4．15）   15   2    1   

た＝1  た＝2  

Figure4・4：Coloringtodi鮎renceapproxima七ions．   

通常の2次精度7点差分公式、シングルセルの立方体の頂点をった2  

次精度9点差分公式および本研究で得られた4次精度15点差分公式では  

red－blackordedringによるSOR法によりべクトノ叫ヒされるのに対し、シ  
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ングルセルの立方体の辺の中点を使った2次精度13点差分公式、Lynch  

の4次精度19点差分公式では 、ベクトル化のために多くの色を使ったマ  
ルチカラー法が必要であるという結果が得られた。  

4．3 各差分公式に対するSOR法の収束率   

ここでは、前節までの結果を使って、差分公式（4．11），（4．12），（4．13）フ  

（4．14），（4．15）に対するSOR法の収束率および最適加速係数について述べ  

る。係数行列A31，A32，‥・，A35に対するJacobi反復行列をB31，B32，・・・，  

β謂で、SOR反復行列をぶ1，軌範，勅 ‥・，銭，山で表すムここで、UはSOR  

法における加速係数である。   

まず、係数行列A31，A32，‥・，A35の2巡回性、整合順序性を調べる。  

これには、命題4・5を用いる。係数行列Aが実際に怜題5】の仮定を満  

たすかどうかについては、係数行列を定める差分公式とFig4．2から容易  

に調べることが出来る。差分公式（4・11），（4．13）および（4．15）の係数行列  

A3いA33およびA35は、いずれも［命題5〕の仮定を満足している。すなわ  

ち命題4．5により、それぞれの係数行列は2巡回であり、かつred－black  

orderingによるSOR法を適用した場合、ベクトル化が可能である。   

次にA3いA33が整合順序であることを示すムまず、1A31，A33を（4．4）  

式と同様に、  

2J‘＝一助一帯，   

A31＝J㊤J⑳才一β31一馬い   

A33＝J⑳J⑳才一属33一馬3  

と分解する。ここで、且卜鵠1，筏3は狭義下三角行列、乃凋1，蔦3は狭義  

上三角行列である。また、J，Jは（3．20）式で定義された行列である。係数  

行列A31，A33を表す（3．57），（3．59）式より、  

（4・40）臨＝一（∫㊨∫紺J＋∫㊤動⑳∫＋助㊨∫叫）  

（4叫 薫1＝一芸（摘∫⑳机∫細㊤∫用⑳∫絢  

（4・42）臨＝一言軌㊨J⑳J），  
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（4・43） 薫3＝鵬（桐J⑳J）  

が得られる0係数行列鮎A33に対して、（4・7）式のβ（α）に相当する行  
列をそれぞれβ31（α），β33（α）とおくと、  

（4・44）軌（α）＝一言（摘∫㊨楓＋α－1肴）  

＋J⑫（αβJ＋α－1苺）㊤J＋（α動＋α‾1肴）⑳J㊨J），  

（4・45）哉3（α）＝一芸（（α机α－1瑚⑳J叫  

となる。ここで、次の（Ⅳ－1）次行列rを定義する。  

r＝〔1αα〃…2〕・  

このとき、  

（r⑳r⑳r）‾1β31（α）（r㊤r㊥r）＝昂狛  

（r⑳J⑳J）‾1哉3（α）（r⑳J⑳J）＝哉3   

が成り立つ。すなわち、β凱（α），哉3（α）の固有値はαに無関係であり、  

A紬A33は整合順序であることがわかる。従って命題4．2より  

1－Sin蒜  
（＝ト2（是）＋0（九2）），  （4・46）  β（ぶ1，軸）＝  

1＋sin是  

2  

（4・47）  叫頑＝  
1＋sin是   

が得られる。同様に次式も得られる。  
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1－COS6是  
（＝1－2諦（芸）＋0（九2）），  （4・48） β（β3，叫が）＝  

（4・49）  山叩±＝   

これより次の不等式が得られる。   

（4・50）  β（札坤）＜β（∫1軸）・  

すなわち、モデル問題に対するSOR法においては、通常の7点差分公式  

（4．11）より9点差分公式（4．13）を使った方が収束が速い。   

次にグラフ理論を利用して係数行列が整合順序かどうかを調べる。第  

3章3．1節の（3．3）式で定義した、naturalorderingを定める関数甲を利  

用する。3次元の場合の写像pの定義は、次の通りである。   

（4．51） 甲 （盲，プ，た）卜→宜＋（クー1）（Ⅳ－1）＋（た－1）（〃－1）2  

（1≦宜，ブ，た，≦Ⅳ－1）・  

これは、（4．32）で定義された未知数のベクトルuにおいて勒メ，たが何番目に  

並ぶかを表す写像である。（乞1，九たり，（ね，ブ2，た2）（1≦宜1，ね，九ブ2，た1，た2≦  

〃－1）に対し、恥，鉦如での差分式において叫2血た。の係数が0でないこと  

と、係数行列の甲（豆1，九た1）行軍（豆2，九た2）列の要素が0でないことは同  

値である。   

さて、係数行列A32について考える。まず、次のように記号を定める。  

ml＝（1，1，1），m2＝（2，2，1），m3＝（1，2，2）・  

A32＝（α宜ブ）においてα甲（ml）甲（m2），α甲（m。）頑m3），αp（m3）p（叫） は0ではない。  

命題4．4に従って閉じた道を作ると、  

ち（ml）＝⇒ち（m。）＝＝トち（m3）→ち（ml）  
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となり、矢印を奇数個含む。従って、A32は2巡回ではない。A34＝（旬）に  

おいても同じ閉じた道が作れるからA34も2巡回ではないことがわかる。   

次に、A35が整合順序行列かどうかを調べる。まず、  

ml＝（1，1，1），m2＝（2，2，2），m3＝（2，2，1），m4＝（2，1，1）  

とおく。A35＝（勒）においてα甲（几1）甲（れ2），α由。）甲（几3），α甲（れ擁（れ4），α甲（几。）両1）  
は0ではない。このときの閉じた道は、  

ち（叫）＝⇒ち（循2）→ち（几3）→j㌔（托1）→ち（可  

となり、→と＝⇒の個数は一致しない。従ってA35は2巡回ではあるが  
整合順序ではない。以上により命題4．3を使って次の評価が得られる。  

1－COS4是  
（4．52）   β（銭，山）＞  

1－COS4是  

ト去（cos是＋cos2是）2  
（4．53）   β（坑，山）＞  

2  

1一夏（cos芸＋cos2是）  

2  

ト志（6cos是＋cos3是）  
（4・54）   β（烏，U）＞  

2  

1一志（6cos是＋cos3是）  

（4．52）式により、三つの2次精度差分公式（4・11），（4・1礼（4・13）にSOR  

法を適用したときの収束率について、次の不等式が得られる。  

（4・55）  β（島，物t）＜β（銭，山）・  

不等式（4．50）と合わせて、モデル問題に対するSOR法においては三つの  
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2次精度差分公式（4．11）～（4．13）のうち差分公式（4．13）を使った場合が、  

最も収束が速いという結果が得られる。   

さて、係数行列A35は整合順序ではないが、A；5＝Q郎A35（ヨ孟は2巡  

回標準行列である。従って、A左5は命題4．1により2巡回整合順序行列で  

あり、Aら5に対するSOR反復行列境，Uに関する、すなわち差分公式（4・15）  

にred－blackorderingによるSOR法を適用したときの最適加速係数山ppt  

およびそのときの収束率β構，坤）が次のように求まる。  

（4・56）   β偶，坤）＝  

＝ト芸（封＋0（九2），  
2  

（4．57）  叫頑＝  

ト去（6cos是＋cos3芸）  

（4．54）式と（4．56）式より任意の山（≠叫頑）に関して次の不等式が得られる。  

（4・58）  p偶，軸）＜β（烏，山）・  

すなわち、差分公式（4．15）にSOR法を適用する場合、naturalordering  

によるSOR法よりred－blackorderingによるSOR法の方が収束が速い。  

なお、差分公式（4．11），（4．13）から得られる係数行列は2巡回整合順序で  

あり、命題4．1，命題4．2，命題4．5によりred，blackorderingによってベ  

クトル化が可能であり、かつそのときの最適加速係数、収束率はnatural  

orderingによるものと同じであることがわかる。  

4．4 数値計算   

ここでは、実際にいくつかのⅣについて固有値を数値計算によって求  

めることにより、SOR法の最適加速係数およびそのときの収束率を求め  

た。まず、2次精度の7点差分公式（4．11）、13点差分公式（4・12）および9  

点差分公式（4・13）に対するSOR反復行列札u。p‖銭，U。が，烏，U卸について  

の結果を恥ble4．2に示すムここで、叫頑は数値計算により求めた最適加速  
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係数を、βはそのときのスペクトル半径を表すもなお、礼物，品，叫tにつ  

いては解析値（4．46）～（4．49）式を使った。  

Table4，2：Convergenceratesfbr2nd－Orderapproxima七ions．  

β1，∪叩七  筑擁p土  品，叫叫  
Ⅳ           叫頑   β   ■l   β   叫頑   β   

6  1．333  0．333  1，216  0．294  1．136  0．136   

7  1．395  0．395  1．276  0．357  1．189  0．189   

8  1．446  0．446  1．328  0．410  1．238  0．238   

9  1．490  0．490  1．374  0．455  1．284  0．284   

10  1．528  0．528  1．415  0．494  1．325  0．325  

三つの2次精度差分公式の中では（4．13）式に対するSOR法が収束が  

最も速く、次いでわずかの差で（4．12）式、（4．11）式の順になることがわ  

かる。   

次に、4次精度の19点差分公式（4．14）、15点差分公式（4．15）に対す  

るSOR反復行列S4，U。Pt，S5，。。Pt および差分公式（4・15）に対するred－black  

OrderingによるSOR反復行列Sg，。。Ptについての結果をTbble4・3に示鶴  

見坤については（4・56），（4・57）式による解析値を使った。  

Tもble4．3：Convergenceratesfor4thorderapproximations・  

基軸七  札軸  薫，〕。山  
Ⅳ           叫頑   β   叫頑   β   ′ ′   β   

6  1．283  0．344  1．315  0．349  1．290  0．290   

7  1．344  0．406  1．375  0．411  1．350  0．350   

8  1．396  0．458  1．427  0．461  1．402  0．402   

9  1．440  0．502  1．471  0．504  1．447  0．447   

10  1．479  0．539  1．510  0．541  1．485  0．485  

4次精度差分公式では（4．14）式と（4．15）式に対するSOR法の収束率  

がほとんど同じであり、それよりも差分公式（4．15）式に対するred－bla正  

orderingによるSOR法の収束が速いことがわかる。  
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最後に、実際にSOR法をベクトル計算機上で実行させたときの収束  
までの反復回数およびCPU時間（秒）を示す。数値計算では、2次精度の  
差分公式である（4．11）式と（4．13）式、4次精度の差分公式である（4・14）  
式と（4．15）式を用いた。なお、差分公式（4．12）式は、一触1e4・2において  

（4．13）式よりも収束性が悪く、かつ計算に使用する格子点数も多いので、  
以下の数値計算では使用しなかった。   

数値計算は、各差分公式についてnaturalorderingによるSOR法と  
Figure4．4で示したmulticolororderingによるSOR法の2種類のSOR法  
で行った。なお、multicolororderingによるSOR法では、ベクトル長を  

長く取るために3次元の配列を1次元化し、かつメモリアクセスがなるだ  

け連続になるように計算を行った。SOR法の反復における収束判定は相  
対残差エ2ノルムが10‾10以下とした。格子点数は803個とし、計算はすべ  
て倍精度で行った。ベクトル計算機として、日立のS－3800を用いた。ま  

た、以下に示した厳密解に対してポアソン方程式の右辺項のJを定めた。  

鮎（∬，弘之）＝Sin（町諾）＋sin（叩）＋sin（町Z）・  

なお、（4．11）式が2次精度7点差分公式、（4．13）式が2次精度9点差分公  

式、（4．14）式がLynchの4次精度19点差分公式、（4．15）式が本研究で得  

られた4次精度15点差分公式である。   

つもble4A＝に各公式におけるSOR法の反復回数とCPU時間（秒）を示づ㌔  

この表の中のnaturalはnaturalorderingによるSOR法を、multicolor  

はmulticolororderingによるSOR法を表す云  

Table4・4‥IterationcoumtSandCPUtime（inseconds）．  

差分公式   natural   multicolor   

（4．11）  436回（57．2）  388回（．776）   

（4．13）  263回（2．73）  229回（．537）   

（4．14）  429回（56．7）  417回（3・51）   

（4．15）  452回（59，0）  344回（1．18）  

2次精度差分公式では、9点差分公式の方が通常の7点差分公式よ  

り、反復回数、CPU時間ともに少ないことがわかる。なお、9点差分公  

式（4．13）にnaturalorderingによるSOR法を適用した場合のCPU時間  
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が短いのは、シングルセルの立法体の頂点のみを使うため、∬軸、封軸方  

向の反復計算において再帰参照関係が発生せず、自動的にべクトル化さ  

れるためである。ただし、Z軸方向の計算において再帰参照関係が発生す  

るため、ベクトル長は2次元の格子点数（Ⅳ－1）2にとどまる。   

次に、4次精度差分公式では、naturalorderingによるSOR法を比較  
した場合は、Lynchの差分公式（4．14）を用いた方がわずかにCPU時間が  

短いが、multicolororderingによるSOR法を比較した場合は、Lynchの  

差分公式（4．14）を用いると本研究で得られた差分公式（4．15）を用いた場  

合の約3偶のCPU時間がかかることがわかる。これは、反復回数の大小  

関係が逆転すること、使用する格子点数がLynchの差分公式の方が多い  

ことの他に、本研究で得られた差分公式はred－blackorderingによるSOR  

法が適用できるということが大きく関係している。red－blad（Orderingに  

よるSOR法では、格子点の添え字の関係が格子点の位置に関係なく一般  

的に記述できるのに対し、Lynchの差分公式に対するmulticolorordering  

では多くの色が必要となり、このような一般的な関係では記述できない。  

すわなち、参照する格子点の添え字に対して配列変数を用いなければな  

らず、リストベクトルを使用することになり、そのために実行性能が低  

下してしまう。また、本研究で得られた差分公式（4．15）を用いた場合、  

naturalorderingによるSOR法に比べてmulticolororderingによるSOR  

法の反復回数は約76％に減少し、前節の理論通り収束が速くなっている  

ということがわかる。   

また、いずれの差分公式を用いた場合も、ベクトル化によりCPU時  

間がかなり短縮されており、マルチカラー法によるSOR法が有効な手法  

であるということがわかる。特に、本研究で得られた2次精度9点差分  

公式および4次精度15点差分公式はいずれもベクトル計算機上で高い実  

行性能を持ち、ベクトル計算機に適した差分公式であるといえる。  
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第5章  

まとめ   

ポアソン方程式に対する高次精度の差分公式を導出し、そこから得ら  

れる係数行列の理論的な性質および係数行列をSORを用いて解く場合の  

収束率の研究を行った。また、差分公式から得られる連立一次方程式を  

効率よく解くことができるかどうかという観点に立ち差分公式の善し悪  

しの評価を行った。   

まず第2章では、ポアソン方程式の右辺項を利用し左辺の離散化の剰  

余項を消す、という方法でシングルセル内の格子点だけを使ったいくつ  

かの高次精度差分公式を導出した。まず、m次元のポアソン方程式に対す  

る一般的な形での2次精度、4次精度の差分公式を導出した。次に、2，3  

次元のポアソン方程式の場合にその結果を適用した。特に、3次元ポアソ  

ン方程式に対する差分公式では、すでに知られているLyn血の4次精度  

19点差分公式より使用する格子点数が少ない4次精度15点差分公式を導  

出した。また、6次精度差分公式では、Lyncbが提唱した格子点と格子点  

の中間点での関数の値を利用した6次精度差分公式のバリエーションを  

増やすとともに、中間点を使用せずに格子点上の関数の値のみを使った  

6次精度差分公式を提案した。さらに、この方法では8次以上の精度の差  

分公式を導出することが不可能であることを示した。第2章の最後に、3  

次元ポアソン方程式に対する2次精度、4次精度および6次精度の差分  

公式に対してICCG法による数値計算によりその実行効率の検証を行っ  

た。その結果、特に4次精度差分公式においてLynchの公式より本研究  

で得られた15点差分公式の方が、前処理のベクトル化に適しており、効  

率的に数値計算を行うことができることがわかった。また、その場合に  
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得られる数値解の精度が同程度であることを示した。   

第3章では、第2章で得られた差分公式をモデル問題に適用した場合  

に、得られた連立一次方程式に対する係数行列の条件数およびJa。。bi法  

の収束率を理論的に求めた。そのためにまず、第2章で得られた差分公  

式をすべて含む一般的な形の差分公式を構成し、そこから得られる係数  

行列が基本的な二つの行列のテンソル積で表現できることを示した。次  

に、それを使って一般的な形の差分公式から得られる係数行列のすべて  

の固有値を理論的に求めた0またその結果を用いて、2，3次元の場合の2  

次精度、4次精度差分公式について条件数およびJacobi法の収束率を求  

めた。その結果、特に2次精度差分公式においては、シングルセルの中  
心点からの距離が遠い格子点を使った差分公式の方が係数行列の性質が  

良くなることを示した。さらに、CG法、ICCG法による数値計算で実際  

にそれを検証した。   

第4章では、3次元のポアソン方程式に対する2次精度、4次精度差  

分公式の係数行列にSOR法を適用した場合の最適加速係数、収束率を求  

めた。また、ベクトル化のための手法であるマルチカラー法を一般化し、  

任意の差分公式に対して適用できるマルチカラー法を提案した。また同  

時に、最も長いベクトル長となる色数および色分けの方法を示した。さ  

らに、それを3次元のポアソン方程式に対する2次精度、4次精度差分公  

式の係数行列に適用し、各差分公式における色数および色分けの方法を  

示した。その結果、通常の2次精度7点差分公式、シングルセルの頂点を  

使った2次精度9点差分公式および本研究で得られた4次精度15点差分  

公式に対しては、red－blackorderingによるべクト）呵ヒが可能であり、ベ  

クトル計算機上で高い実行性能が得られることがわかった。また、これ  

らの公式に対しては、red－blackorderigによるSOR法における理論的  

な最適加速係数および収束率を示した。2次精度差分公式では、第3章で  

Jacobi法に対して得られた結果と同じく、 シングルセルの立方体の頂点  

を使った9点差分公式の方が通常の7点差分公式よりもSOR法の収束が  

速いという結果が得られた。さらに、本研究で得られた4次精度15点差  
分公式は、通常のnaturalorderingによるSORよりもred－blackordering  
によるSOR法の方が収束が速くなるということを理論的に示した。これ  

により、本来ベクトル化のための手法であるマルチカラー法が、ベクトル  

計算機のためだけでなく通常の計算機においても有効な手法となりうる  

ことを示した。また、Lyn血の4次精度19点差分公式は、マルチカラー  
法においては6色を必要とし、本研究で得られた4次精度15点差分公式  
の方がベクトル計算機に適していることがわかった。最後にベクトル計  

算機による数値計算により、シングルセルの立方体の頂点を使った9点  
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差分公式および本研究で得られた4次精度15点差分公式を使用すれば、  

他の差分公式に比べて高速な数値計算が可能であることを示した。   

本研究で得られた3次元ポアソン方程式に対する4次精度15点差分  

公式は、Lynchによる同じ4次精度の19点差分公式に比べて、ICCG法、  

SOR法等の反復法に適した差分公式であり、特にベクトル計算機に適し  

た差分公式であると結論できる。  
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付録A  

1変数関数に対する差分公式  

A．1 概要   

付録として、本論文第2章2．3節の定理2．1による一般の差分公式の一  

覧表を載せる。ここでは、1変数関数㍑（∬）の1，2階導関数に対する6次  

精度までの差分公式と3，4階導関数に対する4次精度までの差分公式の  

係数を表に示す云  

A．2 1…4階導関数に対する差分公式   

以下で使用する記号は、本論文第2章2．3節で定義したものと同じも  

のとする。すなわち、格子間隔を九とし、W（∬＋叫を叫と表れ  

まず、恥bleA・1に1階導関数芸に対する1～6次精度勤公式を示  
す〕表中のα宜＿3，恥2，…，α叶6は、差分公式を  

（A・1）＝（α一蹴＋α－2叫。＋α≠1＋α。…α伽＋雛十2  

＋α3叫＋3＋α4硯＋4＋α5硯＋5＋α6叫＋6）＋0（九れ）  

と表したときの係数の値を表すも ただし、空白は係数が0であることを  

示す〕また、表の左端の数字は公式の番号を表し、右端の㍑は差分公式  

の精度である（A．1）式のれの値を表す1   

TableA．1には、中心差分公式および差分点に対し右側の格子点を多  

く使用する片側差分公式のみを示した。ここで、このTもbleA．1を利用し  
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て、左側の格子点を多く使用する片側差分公式の導出方法を述べる。ま  

ず、TもbleA．1中の差分公式において使用される格子点に対する係数の添  

字の最小値、最大値をそれぞれ町乃2（れ1≦0＜m2）とおく。このとき  

の差分公式は、  

れ2  

＝∑α弼＋鳥＋0（㍍）   
た＝几1  

（A．2）  

と表される。これに対し、  

（A・3）  慧＝差潮巾2仙＋研  

が成り立つ。すなわち、1もbleA．1において、α0を中心に左右の係数の値  

を入れ替え、符号を変化させた差分公式が元の差分公式と同じ精度とな  

る。また、困≦Iれ2Iであるから、この（A．3）式は左側の格子点を多く  

使用する差分公式である。  

次に、恥bleA・2に2階導関数に対する1～6次精度差分公式を  

示すム表中のα豆＿3，α戎－2，…，α症7は、差分公式を  

（A・4）（α耽3＋α－2叫2＋α－1恥1＋α。帰α仙＋触2  

＋α3叫＋3＋α4叫＋4＋α51恒5＋α6叫＋6＋α7叫＋7）＋0（んれ）  

と表したときの係数の値を表すム空白は係数が0であることを示し、表  

の左端の数字は1階導関数に対する差分公式からの通し番号を、右端の  

乃は差分公式の精度である（A．4）式の氾の値を表すム   

TableA・2においても、中心差分公式および差分点に対し右側の格子  

点を多く使用する片側差分公式のみを示した。この場合は、次のように  

して左側の格子点を多く使用する片側差分公式を導出できる。   

几いm2（れ1≦0＜m2）をTableA．1中の差分公式において使用される  

格子点に対する係数の添字の最小値、最大値とおくとき、差分公式は、  

砦＝真帆刷乃）  
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と表される。これに対し、今度は  

‾ml  

＝∑αml巾2＋た叫＋た＋0（㍍）   
た＝－れ2  

（A．6）  

が成り立つ。すなわち、ThbleA．2において、α0を中心に左右の係数の値  
を入れ替えた差分公式が元の差分公式と同じ精度になる。  

TbbleA・3っA・4には、それぞれ3階、4階導関数，に対する  

1～4次精度差分公式を示す。表中の恥3，恥2，‥・，α頼7は、差分公式を  

（Aて）（α－3叫－3枕2叫2＋α≠1＋α0…α1叫1＋α2叫2  

＋α細江3＋α4てん十4＋α5叫十5＋α伸行6）＋0（九牲），  

（A・8）（α耽3＋α－2叫2枕1岨＋α0叫＋動向叫＋触2  
＋α3叫＋3＋α4叫叶4＋α5叫＋5＋α6叫＋6＋α7叫十7）＋0（九れ）  

と表したときの係数の値を表すム ここでも、空白は係数が0であること  

を示し、表の左端の数字は1階導関数に対する差分公式からの通し番号  

を、右端のmは差分公式の精度である（A．7），（A．8）式のれの値を表づ㌔   
TableA．3，A．4においても、中心差分公式および差分点に対し右側の  

格子点を多く使用する片側差分公式のみを示した。左側の格子点を多く  
使用する片側差分公式の導出方法は、3階導関数に対しては1階導関数に  
対する方法と、また4階導関数に対しては2階導関数に対する方法と同  
じである。  
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TもbleA．1：Di鮎renceapproximations七othears七orderderivative．  

α－3  α－2  α－1   α0  α1   α2  α3   α4  α5  α6  m   

1  

2  

1  

0  

2  

2   

2  

3  

3  

2   

2  

2  

2   

4  

1  

3  2   6  

3   

5  

6  3  

3  

11  2 3 

3   

1  2  2  

6  
0  

3   12  
4   

3  

1  6  1  

7  

5   2   嘉  
4   

25   4  －3  4  1  

8  4   

12  3  

9  

1  1  1  1  

田   4   面  
5   

2  3  

1  1  

10  13  
5  12   3  20  

5   

137   5   
10  

－5  
5  

3  4 5 

5   

60  

1   3   

12  
3   3   3  1  

60  20  4  0  

6  

1   2   7  4   1 2 1  

13  
12  3   2  15  60   

6  

30   5  

1   77  5   5  5   1  1  
14  

60  2   4  30   
6  

6  3  6  

49   
15  6  9  20  15  6  1  6  

20  4   5   6   

127   





TableA．3：Di鮎renceapproximationstothethirdorderderivative・  

α一3  α＿2  α－1   α0   α1   α2  α3   α4  α5  α6  m   

31  －1   3  －3   1   

32  －1   3  －3   1   

1  33  0  －1   2   

2   2  

3  

34  5  －6   3  2   

2  2  

5  

9  －12   
3  

35  7  

2  

2   

2  

1   5   7   7   

36  
2   2   4   4   

3  

4   4  

7   25   17   11   7   

37  
4   4   2   2   4   4   

3  

17   71   59  49   41   7  

38  
4   4   2   2   4   4   

3  

13  13  
39   O - -- 

8  

4   

8   8  8   

35  
－1  

29  
－6  40  

8  8   8  

4   

8  

15  83  29  
8  41  

8   

7  

8  8   

1  

8  

4   

49  461  
42  29 - -- 

307  

8  8   

62 ---- 
8   

13  15   4   
8  
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