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Abstract   

Thisthesisdcalswith七hcproblcmofselcctingpro鮎ableor（lcrs七oacceptoutorcustoIIl（汀HSequ（きnllia11y  

arrlVlngatCuS七OmPrOductioncompaniessucllaSaShipbuilding（：Ompany，advertisingagency，（二OnSultirlg  

COmpany，designofBce，COnStruC七ion且rm，andsoon．WbconsidcrinparticularthccompanicsopcraもingiII  

SCrViceindustrieswhichprovidcspecializcdservicesdesignedtomc（∋tthevariousneedsoftheir（：uStOm（きrf＄・  

Theconlpanics，takingth（！irlimiもcdproductioncapacityintoconsid即ation，makcad（！（：isioIIOnWh（血tモr  

OrnOttOaCCCptOrdcrsfromcustomcrswhoneedspccializcdservic（∋S．WhenalltllCOrdcrsac（℃Ptedso払・r  

arecompletedarlddclivercd，thcyprovidcsubsidiarys（汀Vicesirl（）rdertopreverlt．thcirsystemfromt）（血Ig  

idlc，yi¢1dingextraincoTne，（：alled theprofitfroIn aSidelinc．In additi（）ntO th（＝）rOlitfrom asidtモ1iIl（3，  

WeCOnSidersitua．tiorlSWh併eaCOStmuSt bcpaid tost3ardlfhr（て11StOrIlerS，（rallc（1t血s㈹r（：hcos（，．Th｛一  

irltrOductionofprofitfromasid（きIincandsearchcostistllCdistinguiHllC（lpointiIltllistll（さSis，andillh  

noもbe（さIltakeni血ocoIISi（1（∋ra七ioIISO払ー．  

Furth（汀，aStO Whi（：h thccustomcrortlleC（）mPany declaresthcpriceofthoorder，Wt∋（：OrlSid（－）r tWO  

PrOblems，uSuallycalledtheadmissioncoIltrOlproblcmand七h（さPrici一昭COntrOll）rOt）lやrIl．Inth（うm）rmCr，  

a・CuSt；0InCrO飽rs t；he price払r hisorder，andjudging frorn this，thecompany（lccid（）SWh（出1（！rOrl‘l（、）も  

toaccep七it．I11もhelaも七er，anarrivlngCuStOmCr haぶth（＝naXimum r）ermissit）leordering王）ricc，Callc（1  

reservation price，that heis willing to pay br his order．In this casc，tO an arriviIlg CuS七orll（汀tll（一  

COmpanyPrOPOSeSaPricc払ranorderfromthecustomer，andifandonlyifthatpriceproI）OH（∋（1byth（一  

COmpaIlyislowcrthanhisrescrvationprice，Willthecustomerplaccth（∋Ord（うrWiththe（：OmPany・   

Inthisthesiswcdefine且vebasicmod（きIs，ModelsItoV．Theobjcctivcineachofth（”nOdcIsistofin（1  

theoptirnaldecisionrulesoaぶ七OmaXimi55ethetotalcxpcctcdprcscntdiscountednctprofitgaillCdov（汀  

anin鮎1iteplanninghorizon．Thethcsisconsistsofthcninechaptcrs（）utlinedbelow，   

Chapterlstateswhatthecustomersclection problemisallabout，SpeCifies thetypeofcompanics  

COnSideredinthethesis，prOVidessornereviewsoftheliteraturerelated to，and clarificswhatour（ニOrト  

tributionsare・In Chapter2westateassumptionscommontoallthe models，Sketchouteachofth（1  

6vemodels，anddefinesymboIsandnotationsusedinthechaptersthatfbllow．InChapter3wedd翫1e  

SOmehlnCtions，Cal1edtheunderlyingfunctions，andexaminetheirpropertics．Thesefunctionsplaya  

importantroleindescribingtheoptimalequationsofthesemodelsaIldanalyzingtheproperもiesofth（〕  

Optimaldecisionrule払reverymodel．InChapters4and5weexamineModelsIandr［，inwhichitis  

assumedthatonlyonebackorderisallowed七obeheldandthatapcnaltyispaid払rdelqyofdelivery．  

Fhrther，inModelⅡanorderundergolngprOCeSSlnglSaSSumedtobccancelledwithakIlOW11prObability．  

InChapter6and7weexamineModelsⅢandⅣ，inwhichmultiplebackordersarepcrmiもtedto ht3  

held・WhileinChapter6anorderundergoingprocessinga七thepre＄enttimeisassumedtobecompletc（1   



withaknownprobabilityatthenextpointintime，inChapter7anaCCeptedorderisassumedtobe  

COmPletedafterfiⅩedperiodsfromthestartofproduction．InChapter8weproposeandexamineModel  

V・InallthemodelsstatedaboveexceptModelVitisimplicitlyassumedthatonlyoneproduction  

lineisavailable；COntrarytOthis，inModelVmultipleproductionlinesareassumedtobeavailable■In  

Chapter9wesummarizetheoverallconclusionsobtained七hroughoutthe七hesisandsuggestthesubjects  

Ofstudytobetackledinthefuture．  
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Chapter 1 

Introduction  
Thischapterspeci丘esthe七ypesofcompaniesconsideredinthethesis，PrOVidessomereviewsoftheliterature  

relatedto，Clari丘eswhatourcontributionsare，andstatesthestruCtureOfthisthesis・  

Con七ents   

Sectionl．1 What．theCustomer Selection ProblemIsAbout？  

Sectionl．2 TypesofCompaniesConsideredintheThesis．．・  

Sectionl．3 Literat11reReview…………………………．  

1  

2  

3  

5  

6  

SectionlA OurContributions  

Sectionl．5 Str11Ct11reOrtheThesis  

1．1 What the Customer Selection ProblemIs About？   

LetusCOnSideracustomproductioncompanysuchaぶaShipbuildingcompany，advertisingagency，COn－  

Sultingcompany，designo疏ce，COnStruCtionfirm，andsoon・Thecompany，takingitslimitedproduction  

capacityintoaccount，muStmakeadecisiononwhetherornottoacceptordersfromsequentiallyarrlVlng  

customers．Everyacceptedorderisregisteredinanorderbook，andtheprocessingoftheordercannot  

Start untilal1theordersacceptedsofar a，reCOmpleted．Whentheacceptedorderiscompleted，itis  

deliveredtoitscustomer．TheobjectivehereistomaximizetheexpectedlongrunprOnt・Inorderto  

attaintheobjective，thefb1lowingtwokindsofopportuni七ylossshouldbetakenintoconsideration：  

1．OpportunitylossI．Supposeorders fromallarrivingcustomersareacceptedirrespectiveoftheir   

PrOfitabilities．Theproductionprocesssoonbecomesfu11；Withtheresultthatordersfromcustomers   

arrlVlngthereaftercannotbeaccepted，howeverhightheirprofitabilitiesm町be，払rthereasonthat   

eveniftheywereaccepted，theycouldnotbeprocessedbytheappointeddateofdelivery・Thisleadsto   

theoppor七unitylossthatifadequateallowancewerekeptintheproductionlinesbyhavingrqiectedless   

profitableordersinadvance，thecompanycouldhaveenjoyedacceptingupcomingprofitableorders．   

WeshallrefertothislossasOpportunitylossI．  

2・Oppor・tunityloss H．Excessively refraining from accepting orders dueto the apprehension that   

Oppor七unitylossIcouldoccurcausesadecreaseinthebackorders．Thistime，theproductionprocess   

maysoonbecomeidle，CauSingtheoppor七unitylossthatifmoreordershadbeenacceptedinadvance，   

profitcouldhavebeengainedftomthem・WbshallrefertothislossasOpportunitylossII・  

BothOpportunitylossesmaycausediminishmentinthelongrunproat・Accordingly，theobjectiveisto  

丘ndanoptimalcustomerselectionru1esoastomaximi2；etheexpectedlongrunpro鮎七hroughkeeping  

anappropriatelevelofbackordersbycontrollingthenumberoforderstoacceptinadvancewiththe  

aimtoavoidbothOpportunitylosses．  

1   



1Introduction  2  

一一一一 一一－▼－－  －－  

Figurel．1．1：Graphicalrepresentationofthecustomerselectionproblem・   

Thisproblemisusual1ycalledthecustomerselectionproblem［12，Ikuta（1971）］［21，KushnerandTbtzlaff  

（1971）］，anditcanbegraphical1yexplainedbyFigurel・1・1・   

Thecus七OmerSelectionproblemisformula七edastheadmissioncontroIproblemandthepricingcontroI  

problem．Intheformer，aCuStOmerOfFerstheprice払rhisorder，andjudgingfromthis，thecompany  

decideswhether or not to accept，In thela七ter，anarrlVlngCuStOmer has the maximum permissible  

orderingprice，Calledthereserva・tionprice，Whichheiswi11ingtopaybrhisorder・Inthiscase）tOan  

arrivingcustomerthecompanyprOpOSeSaprice丘）ranOrder，andifandonlyifthepriceproposedbythe  

companyislowerthanhisreservationprice，thecustomeriswi11ingtoplacetheorderwiththecompany・  

1．2 TypeofCompanies ConsideredintheThesis  

Inthisthesiswe considerinparticularthecustomerselectionproblem ofthecompaniesoperatingin  

theserviceindustrieswhichprovidethespecializedservicesdesignedtomeetthevariousneedsoftheir  

customers・Thecompanies，takingtheirlimitedproductioncapacityintoconsideration，makeadecision  

onwhetherornottoacceptparticularordersfromcustomerswhoneedspecializedservices・However，  

whenalltheordersacceptedsofararecompletedanddelivered，theyprovidesubsidiaryservicesinorder  

topreventtheirsystemfrombeingidle，yieldinganextraincome・IJetuSref6rtotheextraincomefrom  

subsidiaryservices as theprqfthm a sideline．Inthisthesis，aS aSidelineweonlyconsidersimple  

subsidiary businesswhichcanbedonewithinoneperiod・Although，Ofcourse，thereexistasideline  

which cannotbecompletedwithinoneperiod，1et usleavethemodelsofthis caseasthesubjec七of  

futurestudies．Below，WepreSentSOmeeXamPlessuchcompanies・  

1．Staffservice providingcompany   



1．3 Literature Review  3   

The cruCialperformance ofastaffservice providing companyis cha．racterized by placing greater   

emphasisonacceptingordersofspecializedservicessuchashumanresourcesrecrui七ment，PerSOnnel   

training，andsoon・Indeed，Sincethecompany，stopmostpriorityistotakecareofitsclientsasking払r   

SpeCializedservices，itdevotesitselftomeettheirneeds．However．oncethecompanyhassatis且edthe   

diverseneedsofclientsasking払ritsspecializedservices，i七0鮎rsthelesspref6rredservicefbritselfsuch   

astemporarysta氏ng・Tbmporarysta侃ngisdesignedtoconnectcandidatesseekingopenpositions，   

Whopost七heirresumesinatalentbankinthecompanythroughtheinternet，Withclientswho are   

reluctanttomakealongtermsta瓜ngcommitment．Thecompanychargesafeeasacommissionfbr   

providingtheservice：Thefbeisthepro飢fromthesideline．   

2．Consultingcompany  

Aconsultingcompanywi七haglobalreputationmainlybcusesitse鮎rtsondeveloplngprOf6ssional   

advisoryservicesalongwi七hmisce11aneOuSSerVicessuchaBmarketresearch，COmmerCialsurveys，and ・ご   

SOOn・The丘rstpriorityoftheconsultingcompanywithafu11foresightofitsproductioncapacityisto   

helpitsclientsimprovetheirperformanceandtherebybringもhecompanyagoodamountofprofits．   

Accordingly，i七is morelikely to aim to provide profbssionaladvisory services thanmisce11aneOuS   

Servicesstatedabove．However，Whenthecompanyhas丘11edtheneedsofclientsaskingforprofbssional   

advisoryservices，if，afterthaJt，Clientsaskformiscellaneousservices，thecompany，aCCePtingtheir   

requests，Wi11bewillingtomakearelativelysmallamountofprontbyprovidingtheservies．   

3．Designo瓜ce  

ConsideradesignofBceprovidingi七sclientswi七hstrategicdesignservicessuchasalogodesign，an   

advertisingdesign，brandidentity，andsoon．Some七imessomeclientsasktheo侃cetomakeleane七s   

andhandbills・However，Whenthecompanyhasrequestsfromitsclientsforstrategicdesignservices   

Whichareimportantinorderforittosurviveinacompetitiveenvironment，itwillhardlyaccepta   

Client’srequesttomakelea且etsorhandbi11swhichwouldnotbesopro鮎able．However，Whena11the   

Ordersacceptedsofararecompletedanddelivered，thecompanywillbewillingtospenditstimeand   

resourcesinservingitsclientsbymakingleanetsandhandbills．   

Thesecompaniesusuallyconductavarietyofbusinessactivitiestogetorders，1nCumngSOmeCOStS，Cal1ed  

thesearchcost・Businessactivitiesinclude，fbrexample，theadvertisement，themakingofmaterialsfor  

presentation，thedemonstrationofsampleproducts，andsoon．  

1．3 Literature Review   

AdmissionandprlClngCOntrOlproblemshavebeenwidelyinvestigatedtoimprovetheperformanceof  

queueingsystemsinthetelecommunicationsandmanufacturingindus七ries．Crabilletal．［4，（1977）］and  

StidhamandWeber［47，（1993）］giveacomprehensivereviewof七heresearchconductedonthedynamic  

COntrOlofqueues，andprovideanextensivelistof七heliterature．Thetopicscanbeclassi丘edintotwo  

maincategories：theamivalprocess controlandserviceprocesscontrol．Itis onlythearrivalcontroI  

PrOCeSS that both七he admissioncontroland prlClng COntrOlproblemsinourworkrelate．Ffom both  

thereviewsofresearch aboveandtheliteraturehavingappearedthereafter，Wehavetakenonlythat  

literatureconcerningourstudyandclarifythediff6rencebetweenourstudiesandconventionalones・   
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1．Admission ControIProblem  

Theoptimalpoliciesoftheadmissioncontrolproblemwereoriginallyconsideredin［11，Heyman   

（1968）］・Manymodelsofqueueingsys七emshavebeenproposedandexaminedtoexplaindi鮎rentcases   

SuChasageneralarrivalprocess，amultipleserverSyStem，Ormultiplecustomerclasses：［34，Mi11er  

（1969）】，［21，Kushnerandntzlaff（1971）】，【29，LippmanandStidham（1971）＝12，Ikuta（1971）］，［39，   

Rueand Rosenshine（1981）】，and［45，Stidham（1985）］．Whilethesepapers providetheoptimal   

decisionrulesbasedoninformationofthestatusofqueues，KuriandKumar［20，（1995）】andLinand   

Ross［25，（2003）＝26，（2004）】considertheproblemwherethenumberofcustomersinthesystemis   

notalwaysknown．  

Intheaboveliteraturethevacationoftheserverisnotconsidered，COntrarytOthis，muChresearch   

OnqueuelngSyStemS Withvacationsoftheserver has beendone．Theoptimalthresholdpolicyin   

queueswithremovableservicestationwaぷ0rigina11yconsideredbyY瓦dinandNaor［49，（1963）J，and   

thiswaslaterappliedtoavarietyofversionsbyLevyandYechiali【22，（1975）】，I）oshi［6，（1986）】，   

Ke11a［17，（1989）＝18，（1990）］，andAltmanandNainfl，（1996）］．Intheaboveworks，itisassumed   

thatthesystem／serveristurnedo庁assoonasthesystemgetsidleandthatfiⅩedcostsareincurred   

Wheneverthesystem／serveristurnedonorturnedoff．Ofparticularinterestinthesepapersisthe   

thresholdpolicythatturnsthesystem／serverononlywhenthenumberofcustomersinthesystemis  

largerthanorequaltoaglVenValueandturnsitofFwhenthesystemisidle・   

2，PricingControIProblem  

Low［30，（1974）】［31，（1974）］considersthedynamicpricingpoliciesforM／M／squeueandshowsthat   

theoptimalpriceisnondecreasinginthenumberofcustomersinthesystem．Lippman［27，（1975）】   

extendsLow’smonotonicityresulttothe丘niteandinfinitehorizondiscountedproblem．Mendelson［32，  

（1985）】treatsservicecapacityasalongtermdecisionvariableandgivesamethodologytofindoptimal   

PrlClng and did capacity decisions．In his model，the delay costis assumed to belinear．Dewan   

andMendelson［5，（1990）］extendsMendelson，smodelbyassuminga．nonlineardelaycostfunCtion．   

MendelsonandWhang［33，（1990）】considerM／M／1withmultiplecustomerclasseswhereeachclass   

hasadiff6rentdelq，COStandanexpectedservicetime・Stidham［46，（1992）］studiesaslightlydi鮎rent   

VerSionofDewanandMendelson’modelbyputtinganupperboundonthearrivalrate．Johansen［15，  

（1994）］studiesoptimalpricinginM／G／1wherethepricechargeddependsonthesumoftheremaining   

processingtimesofthejobsinthesystem・PaschalidisandTsitsiklis［37，（2000）］studiespricingpolicies   

Withinanetworkserviceprovidercontext・Ziaetal・［53，（2002）】considersoptimalpricingforaservice   

facilityandinvestigatesrelationshipsbetweentheoptimalpriceandthereservationprice・  

Now7WeShouldnotethatpricingproblemshavebeenstudiesthusfarinvariousmodelsofoperations   

researchwhicharenotdirectlyrelatedtotheproblemsstatedabove・However，WeSeethattheconcepts   

andmethodologyusedthereareapplicabletoourmodels・Thetypicalexamplesinclude［51，Ⅵ）u  

（1998）］，【9，Fbngand Xiao（2000）］，【52，Zhaoand Zheng（2000）】，and【48，Ta11uriandvanRyzin  

（2004）］，andsee［8，ElmaghrabyandKeskinocak（2003）】foranextensivesurveyoftheliteratureasto   

theprlClngprOblem．   

3，Both Problems   
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Noarドj，（1969）】considersaLIM／M／1queuewhereadecision－makerdecideswhetherornottoaccept  

anarrivingcus七omerinto七hesystembasedonthelengthofthequeueandwhereto11sareimposedon  

anarrivingcustomer，aCCOrdingtowhichcustomersarenotacceptedifthenumberofcustomersin  

thesystemislessthanorequaltoagivennumber．LippmanandRoss［28，（1971）】andKnudsen［19，  

（1972）］extendNoar，smodelandresults・InYoon・andLewis，s［50，（2004）】，themostrecent work，  

theyinvestigatethemonotonicityofoptimalpoliciesinstationa．ryqueuesandextendthisresult to  

thenon－Stationaryproblem．  

1．4 0ur Contributions   

Intheprevioussectionwehavereviewedtheliteraturerelatedtoourstudies．Althoughalloftheprevious  

worksmentionedtherehavesomesimi1ari七iestoourwork，OurCOntribu七ionscanbesummari2；edinthe  

fbllowingthreepoints．   

1．Manyresearchescitedin七heprevioussec七iondealwiththeproblemswherethesystemisturnedoff   

assoonasitge七占idle．In七histhesis，however，WeaSSume七hatthesys七emisneverturnedoぼeven   

thoughalltheordersacceptedsofararecompleted，andtherebygeneratespro丘七丘omo飽ringservices   

a円aトミdelineduringthis period．AsmentionedinSecもionl－2，inthecompanieso鮎ringservicesas   

asideline，Whenthereareordersofspecializedservicestohandle，emPloyees（hurnanresources）will   

bedispatchedorasslgnedtothem．Fhrther，Whenalltheordersacceptedsofararecompletedand   

delivered，theemployeeswi11takepartinprovidingsubsidiaryservicesaぷaSideline，（i・e・，tempOrary   

Sta疏ng，marketresearch，makingoflea鮎ts，andsoon）whichcanbecomple七edwithinoneperiod＊・   

However，When the pro丘t obtained丘om subsidiaryservices aぶ」a Sidelineislarger than that from   

SPeCializedservicesduringtheperiod，thecompanywi11natural1yplacehigherpriorityonengagingin   

theformerthanthelatter．Here，aprOblemarisesindetermlnlngthelevelofpro軋ヒfromもhesideline   

SuChthatifthepro飢ffomthesidelineishigherthanthelevel，thecompanyshouldgiveasideline   

thetopmost priority．Inthisthesiswesucceededinansweringthis problem throughthe conclusion   

thattheoptimaldecisionrulehasaunimodalpropertyinthenurnberofbackorders．Itisnotverified  

inanyofconventionalmodelswithout the pro飢fromasidelinethattheoptimaldecisionrule has   

unimodality．Inthis七hesisweclari鮎dthatifthepro鮎fromthesidelineisneithersu侃cientlylarge   

norsufncientlysmall，theunimodalityoftheoptimalselectioncriterionplaysaroleinplacinghigher   

priorityonthesideline．Themanagerialimplicationsofaunimodalpropertywillbediscussedindetail  

inChaps．6and7．  

2．JJStatedinSectionl．2，fromthepracticalviewpointthatsomecostsmustbepaidforthecompanyto   

beableto丘ndorders；theintroductionofthesearchcostisaninevitablerequirement・Thesearchcos七   

hasbeenintroducedinalmostallconventionalmodelsofop七imalstoppingproblems［41，Sakaguchi  

（1961）＝14，Ikuta（2004）］f16，Kang（1999）＝40，Saito（1998）i【51，Ybu（1998）】butnotinthoseof   

CuStOmer Selection problem＄．Further，itshould be notedtha七thein七roductionofthe search cost   

eventuallyyieldstheoptionastowhetherornottoconductthesearch・However，thusfar七hisnew   

OPtionha5nOtbeentakenintoconsiderationinthemodelsofthecustomerselectionproblems．The   

＊Allthemodelsin thisthesisarede負nedas adiscrete－times七OChasticdecision process，lnWhichaperiod denot．esthe  
timeintervalbetweensuccessivepointsintime．   



1 DefinitionofM（〕dels  （i   

decisiononwhetherornottoenactthesearchmaybeinfluencednotonlybythesearcllCOStbutalso   

theprofitfromasideline．Inthisthesisweclarifythatifthesearchcostortheprofitfromthesidclintl  

islessthanagivenvalue，itisoptimaltoconductthesearchbrorders，Orelsetoskip thesearch．   

Thesepropertiesareexaminedineverymodelproposedinthethesis・  

3・ModelsoftheadmissioncontroIproblemandthepricingcontrolproblemhavebeenseparatcly for－   

mulated andexaminedso far・In this thesis wc sllOW that t）Oth problemscan be discussedin an  

identicalfraIneWOrk・Itwi11beprovenlaterthatthisresultcomes丘omthe払c七thattllCPrOPCrti（きS   

Ofunderlyingfunction払rbothproblemsareidentical（SceSectiot13．2）．Moredctaildiscussio11Sartモ   

ShowninScction3．3．  

l．5 Structure ofThesis   

The thesis consists ofthe nine chaptersincludingthis chaptcr．In Chaptcr2we state assumptioIlバ  

COrnmOn tOallthemodels，Sketchoute乱Chofthefive modcIs，Called ModcIs工toV，eXamilledin t正昭  

thesis，andprovidesome8ymboIsandnotationsusedirlthechaptersthat払IIow．InChapter3wcd（痛Il（モ  

SOmefunctionsICalledtheunderlyingfun（：tion，andexar11inethcirpropcrtios・Thcsefunctionsplayarl  

importantroleinanalyzingthepropertiesoftheoptimaldecisionrulcofeverymodel．工rlChapt（！rS4  

to8wecxamineModelsItoVandclarifythepropertiesoftlleOPtimaldecisiollrulcinth（うulO（1tきIof  

eachchapter，reSPCCtively．InChapter9，the丘nalchaptcr，WeSummarizeov（汀allconclusioIl＝）t）taiIl（1（1  

七hroughout七hethcsisandstatethesubjec七SOfstudy七obetackledinthefuturc．   



Chapter 2 

Definition ofModels  
Inthischapterwestatetheassumptionsandthedistributionfunctioncommonlyusedinallmodels，prOVidethe  
strictdefinitionofthe丘vemodekdealtwithinChapters4to8，andde丘nesomenotationsandsymboIswhich  

Willbeusedinthesubsequentchapters．  

Contents   

Section2．1CommonAssumptions……．．．……‥・…………．・………………・・7  

Section2．2 Distrib11tion Function  

Section2．3 De丘mitionofModels  

Section2．4 Notations  

2．1 CommonAssumptions  

Themodelsexaminedinthethesisaredeanedonthefo1lowingeightcommonassumptions．Assumptions  

that are furtheraddedineach modelarestatedin the de丘nitionofthemodel．   

Al．Eachmodelisde丘nedasadiscre七e－timestochasticdecisionprocesswithaninLini七eplanninghorizon．  

Letpoin七sintimebeequallyspacedontheaxisoftheplannlnghorizon，andletthe，′timeinterval  

betweensucccssivepoin七sintimebecalledtheperiod．   

A2．Itis onlywhen a seardlis conducted by payinga searTh cost s≧O at a pointin time thaもa  

CuStOmerarrivesatthenextpointintime．Hereacustomerisassumedtoarrivewithaprobability   

人（0＜入≦1）ifthesearchisenacted．Theintroductionofthesearchcostinevitablyyieldsthe  

OPtionwhethertosk卸thesearchornot．   

A3・ByN≧11etusdenotcthemaximumpermissiblenumberofordersthatcanbeheldinthecompany  
atanyinstance．   

A4・Intheadmissioncon七rolproblem，priceso鮎redbysubsequentlyappearingcustomers，W，W／，・・・，  

areassumed七obeindependentidentica11ydistributedrandomvariableshavingaknowndistribution   

functionF（w）withafiniteexpectationp．SeeSection2．2fbrastrictde且nitionofF（w）．  

A5・IntheprlClngPrOblem，themaximumpermissibleorderingpricesofsubsequentlyappearingcus－   

tomers，W，W／，…，areaSSumedtobeindependentidentical1ydistributedrandomvariableshaNing   

aknown distributionfunctionF（w）witha丘niteexpec七a七ionp・Whenthepriceziso鮎red by   

thecompany，ifandonlyifz≦w，thecustomeriswillingtoplacetheorderwiththecompany．   

Accordingly，theprobabilityofthecustomerplaclngtheorderwiththecompanyisglYenby  

p（z）＝Pr（z≦Ⅷ）■  

7   
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SeeSection2．2払rastrictdefinitionofF（w）・  

A6．Withtheprobabilityq（0＜q＜1）anorderheldinthecompanyatacertainpointintimeis  

completeduptothenextpointintime・  

A7．Whenthereexistnoordersofspecializedserviceinthesystem，thecompanyprovidesthesubsidiary  

servicesasasideline，andtherebyyieldstheprqRtPt）maSideliner≧0・Letthesubsidiaryservices  

asasidelinebecompletedwithinoneperiod．  

A8．Letthediscountfactorbedenotedbyβ；thatis，amOnetaryValueofoneunitaperiodhenceis   

equivalen七tothatofβunitsatthepresentpointintime；letβ＜1throughoutthethesis・   

Thedecisionsonthecustomerselectionproblemsarebasedonthe払1lowingthreerules：   

Dl．Therulewhetherornot七oacceptanorderfromarrivingcustomersintheadmissioncontroIproblem・  

D2．TheruleastothepricetoproposeintheprlClngCOntrOlproblem．   

D3．Therulewhethertocontinueortoskipthesearchinbothproblems．  

Theobjectiveisto鮎1dtheoptimaldecisionrulesoastomaximi21ethetotalexpec七edprescntdis－  

countednetpro飢gainedoveranin且niteplanninghorizon，thetotalexpectedpresentdiscountedvalue  

ofpricesofordersacceptedorplacedplus theproatsfromasidelineminusthetotalexpectedpresent  

discoun七edvalueofsearchcosts．  

2．2 Distribution Function   

Letdistribu七ionfunCtionF（w）statedintheassumptionsA4andA50fSec七ion2・1bedefinedasfollows・  

Ingeneral，randomvariablesarerepresentedbycapitallettersX，Y，．・．，andtheirreali2；ed values by  

correspondingsmalllettersx，y，…・Inthisthesis，however，brconvenienceofhusbandryofsymboIs  

usedaswellasforavoidanCeOfcomplicationindescriptions，1etusemploythesamesmal1lettersた）rboth，  

incaseswherethereisnopossibilityofconfusion．Letf（w）denotetheprobability（density）functionof  

F（w），WhichistruncatedonbothsidesasseeninFigure2・2・1whereO＜a＜b＜∞；mOrepreCisely，1et  

it bedefined asfollows．   

1・IfF（w）iscontinuous，払rcer七aingivenrealnumbersaandblet  

ダ（可＝0，ひ≦α， 0＜ダ（w）＜1，α＜ひ＜わ， ダ（可＝1，占≦叫 （2・2・1）   

where  

J（ひ）＝0，ひ＜α，J（可＞0，α≦ひ≦わ，J（w）＝0，わ＜肌   （2・2・2）  

ThenF（w）isstrictlyincreasingon［a，む］．  

2・IfF（w）isdiscrete，forcertaingivenin七egersaandblet  

ダ（可＝0，Ⅷ＜α， 0＜ダ（可＜1，α≦ぴ＜む， ダ（可＝1，占≦叫 （2・2・3）  

Whereitsmasspointswareintegers，i．e．，lwl＝0，1，・・・andwhere  

′（ひ）＝0，Ⅷ＜α，J（可＞0，α≦Ⅷ≦わ， ∫（w）＝0，占＜肌   （2・2・4）   
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ThenF（w）isstrictlyincreasingon（a－1，a，…，b）・  

α  〃  む  α   〃  

Figure2．2．1：Probability（density）functionf（w）・  

Now，intheprlClngCOntrOIproblemitcanbeeasilyseenもhat  

continuous F（w） discretc F（w）  

g＜ゐ …（恥 ヱ≦占，…（3t）  

わ≦z …（4），わ＜z・…（4′）・  p（ヱ）〈≡3：  p（z）〈…；三  

Z≦α …（1），  

α＜z …（2），  
（2・2・5）  

Throughout七hethesis，letusdenotetheexpecta七ionofagivenfunctiong（w）astowby捌9（w）ト  

2．3 Definition ofModels   

Inthisthesisthefbllowlng且vemodelsareproposedandexamined・  

1、ModelI：Stochasticmodelwithpenaltycost（N＝1）（Chapter4）  

Inthismodelwea占Sumethatonlyonecustomerisallowedtobeheldinthecompany，namely，N＝17   

andthatanyaccep七edordermustbedelivereduptoTPeriods丘・OmWhenitwaぷaCCeP七ed・Fbran   

acceptedorder七hatcannotbedeliveredwithinTPeriods，apenaltyO＞Omustbepaidfbroneperiod   

delayed．  

2．ModelⅡ：Stochas七icmodelwi七hcanCellation（N＝1）（Chapter5）   

ThismodelisthesameasModelIexceptthatanorderundergolngprOCeSSingmaybecanceleddue   

tounavoidablecircumstanceswithcustomer．Withknownprobabilitiesム′andi71etacustomercancel   

thecontract，reSpeC七ively，withinTperiodsandaftermorethanTperiods・Ifacustomercancels   

thecontract withinthecontrac七ed periodTOraftermorethanTperiods，hemustp町apenal廟   

respectively，㊥＞00rl，＞Otothecompany．  

3．ModelⅡⅠ：Stochasticmodelwithmultiplecustomersbeingallowedtobeheld（N≧2）  

（Chapter6）   

Thismodelisthesamea，SModelIexcepttha七（1）multiplecustomerscanbeheldin七hecompany，   

N≧2，and（2）thepenaltyO＝0．Inthismodelitisallowed七ohavebackorders，SOthatanew   

PrOblemarisesinclarifyingtherela七ionshipoftheoptimalselectionru1eandtheoptimalprlClngru1e   

Withthenumberoforders，denotedbyi，inthecompany・  

4・ModelIV：Deterministicmodel（Chapter7）   

WhilethecompletionoftheorderisstochasticintheabovethreemodelsIinthismodelitisassumed   
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thateveryacceptedordersrequiresthe丘xedproductionperiodsd（deterministic）andthatanyorder   

completedmustbedeliveredtothecustomerwithinTperiodswhereT≧dt  

5．ModelV：Stochasticmodelwi七hrnultipleproductionlines（Chapter8）   

ThemodelisthesameasModelⅢexcept thatthecompanyholds multipleproductionlines・By   

n≧21etusdenotethenumberofproduc七ionlinesavailableinthecompany・   

Abovewede丘ned且vemodelsofcustomerselectionproblemexaminedinthethesis．Table2・3．1below  

showsamapofthefivemodelsandthosetobe七ackledinthefuture，repreSentedX・  

Table2．3．1：Modelsinthethesis  

stocha5ticmodel  deterrninisticmodel  

ノⅤ＝1   〃＞2  

nopcnal七y／nocamCellation  ModelI   ModelⅡⅠ   ModelⅣ   

penalty／noca皿Cellation   ModelI   X   Ⅹ   

penal七y／cance11ation   ModelⅢ   X   Ⅹ   

i－di鮎rentarrivalprobability  nbnexisterlCe  ModelIⅡ   X   

multipleproductionlirleS  nonexistence  ModelV   Ⅹ   

＊Xrepresentsfuturestudiestobetackled．  

2．4 Notations   

Thefo1lowlngtWOeXpreSSionsarecommonlyusedthroughoutthethesis・  

叩＝（1－曾）β＜1，  

7＝（1一叩）‾1＞1，   

Whereitcanbeeasilyseenthat  

l－1叩β＝‥7（1－β）＞0・   

Further，forexplanatoryconvenienceletusdefinethesymboIsas七odecisionsasinTable2A・2・  

Table2．4．2：SymboIsastodecisions・  

（2．4．3）  

Symbol  Decision  Decision  Symbol  Decision  

C  ⊆Ontinlllngthesearch    〈C〉   
Itisoptimaltootferthepricez  

く0（z）〉   fbranorderinprlClngCOn七rol   
Ⅹ   S塾ipplng七hesearch  Bacb COrreSpOnding  

decision is 
A   

〈A〉  

Itisop七imaltoacceptanappearlng  
皇CCeptinganOrder  

Optimal  （A（w）〉   orderwinadmissioncontrol   

〈R〉  

Itisop七imaltorqjectanappearlng  
R   主ejectinganOrder  

（R（Ⅶ）〉   orderwinadmissioncontrol   

＊w占donotuseSa5aSymbolrepresentingu星kippingthesearchnbecauseitisoftenused如  
representing“旦tOPplngthesearch”   



Chapter 3 

Underlying Functions 
Inthis chapterwe de丘nesomefunctions，Calledtheunderlyin9舟nction，andexaminetheir properties．These  

functionsplayanimportantroleinanalyzingthepropertiesoftheoptimaldecisionru1eofeverymodel・  

Con七en七s  

Section3．1 De艮nitions  

Section3．2 Properties．‥‥…  

Section3．3 Roleo一丁－function  

Section3．4 Examples  

3．1 De丘nitions   

Fbranyrealnumberこじletusde丘nethefb1lowingfunctions：  

〈  

E［max（w－X，Ol］fbrtheadmissioncontroIproblem，  

讐ⅩP（z）（z－X） fortheprlClngCOntrOIproblem7  
（3．1・1）  r（∬）＝  

calledtheT一九nciiont14，Ikuta］［51，Ybu］．HerenotethatT（0）＞0（See［14】）・  

InthepricingcontroIproblem，払ragivenxbyz（x）1etusdesignatethezattainingthemaximumor  

P（z）（z・－・X）on卜∞，∞）ifitexists，i．e・，  

r（霊）＝p（z（㌫））（ヱ（諾）－可・  

Further，de丘ne  

エ（∬）＝入βr（∬）－β，  

α＝＝入βr（0）－β・  

Whenregardingxasafunctionofthepront丘omasideliner，i．e．，X＝X（r），byr＊letusdenoヒethe  

SOlutionofL（x（r））＝0，ifi七exists，i．e・，  

（3・1・4）  エ（諾（r＊））＝0・   

Ifmultiplesolutionsexistineachoftheabove七woequations，1etusde且nethesmatles壬ofthemasr＊・  

Fina11y，1etusde負ne  

〟（∬）＝エ（∬）＋伽・  

11   
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3．2 Properties  
もemma3．2．1   

（a）z（∬）e衰βねび助z（∬）≧仇  

（b）α≦z（霊）≦わかαJg£Ⅷ九eγeZ（£）＝わげェ≧む・  

（c）〝諾＜わ，伽柁∬＜z（∬）＜む・  

（d）z（∬）ねmo氾decr℃αβ血gれ∬・  

（e）meγeeご由ねα．伽如諾★＜αβuC九娩α柑∬＜（＞）£★，伽mz（∬）＝（＞）α・   

Proof．See［14，Ikuta】【51，Ybu］f・I   

Note．Itisnotyetprovenin［14】whichofz（x＊）＞aOrZ（x＊）＝aistrue・IfF（w）isau11ifbrm  

distributionon［a，b］wi七hO＜a＜b，thenx＊＝2a－b（SeeScction3・4）・   

Lemma3．2．2 加わ加ゎαdm由βわmcomか℃gα陀dp再cか叩C描かりJpmわgemβWe九α眠：  

（a）r（ェ）由com血視OMざαγldmo陀血γ℃α血タOm卜∞，∞）ノβかね軸decreαぷれgoれト∞，軋肌dc田川e∬Om   

ト∞，∞）・  

（b）r（諾）≧00陀ト∞，00）・  

（c）r（∬）＞0㈹ト∞，軋α陀dr（∬）＝00γりむ，∞）・  

（d）〝r（∬）＝（＞）0，兢eγ1わ≦（＞）∬・  

（e）凡げ馴叩づ血即用＞0兢ee押α如托r（∬）＝封九αβα肌擁eβOJw如γも，geぶβ伽乃む・  

（f）1im。→∞r（∬）＝0肌dlimか＋－00r（∬）＝∞・  

（g）βr（諾）＋∬由れOmdecreαβれタ如∬か0≦p≦1αれdβ柄c軸摘c陀αβ如g血∬♪γ0≦p＜1・  

（h）1im芯→∞βr（∬）＋∬＝∞か0≦β≦1肌dlim。→－∞βr（諾）＋霊＝＝－∞か0≦p＜1・   

Proof．See【14，Ikuta】【51，Ybu］．1   

Lemma3．2．3   

（a）エ（諾）由m∂mれcγeαβれ♂0れト∞，∞），β摘c軸decγ℃α扇加タOm卜∞，軋αれdcoれVe∬Omト∞，∞）・  

（b）エ（諾）≧－β0れト∞，∞）・  

（c）エ（∬）≦入βr（0）－＝可0，∞），エ（∬）＞－β0几ト∞，軋肌dエイ∬）＝－βOm一心，∞）・  

（d）1imx→∞L（x）＝－Sandlim∬＋＿∞L（x）＝∞■  

（e）ガエ（諾）＞0，兢em∬＜わ．  

（f）〝ム（∬）＝エ（y）＞0，伽m諾＝肌肌dげエ（∬）＞エ（y），兢e几霊＜釘・   

Proof・See【14，Ikut弧 t’   

Lemma3・2・4 凡才（諾）ぬmomdecreα扇mタれ∬α作d〟（b）＝βむ－β・  

Proof・M（x）＝L（x）＋伽＝β（入T（x）＋x）－S，WhichisnondecreasinginxduetoLemma3・2・2（g）・  

Fhrther，brx≧bwegetM（3：）＝卵一SduetoLemma3・2・3（c），henceM（b）＝βb－β・I  

†As【叫includesthecontentso＝51】，readersshouldrefertot141   
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3．3 Role ofT－function   

InEq・（3・1・1）wede丘ned the twoT－functionswith thesamefunctionname，T（x），Which are usedin  

theanalyses ofもhe admission controlproblem and the pricingcontroIproblem，reSpeCtively，and by  

usingthesetwoT－functionsweshowedthatthetwodi鮎ren七problemshaNebaぶical1ythesame払rmof  

Optimalequations．Noting七his result and the払ct七hat the two T－functionshaveidenticalproperties  

asseeninLemma3・2．2，WeSuCCeededinanalyzingbothproblemsinanidentical丘amework．However，  

discussions astotheoptimalprlCeS，Whicharenot seenin theadmissioncontroIproblem，are added  

tothepricingcontrolproblem（seeLemma3．2．1）・Fbrtunatelythispoin七Canbediscussedoutsidethe  

identicalframework．  

3・4 Examples  

LetF（w）beaunifbrmdistribu七ionfunctionon［a，b］wherep＝0・5（a＋b）．   

1・Admissioncontrolproblem：Wbhave  

＝0・5（α＋可一諾  払r ニだ＜α，  

r（ェ）＝  （仙－ご）／（占－α）血ノ ＝0．5伸一霊）2／（わーα）br α≦諾＜わ，  （3・4・1）  

＝0  払r わ≦∬   

Where71（0）＝0・5（α＋り．  

2・Pricing controIproblem：ItisevidentfromEq・（2・2・5）thatp（z）＝1払rz≦a，P（z）＝（b   

Z）／（b－a）fora≦z≦b，andp（z）＝0forb≦z・Fbrconvenience，let9（z，X）＝P（z）（z－X），hence   

T（x）＝maXzg（z，X）■Fhrther，払ranyrealnumberszandxletusdefiney（z，霊）＝（bNZ）（z－X）／（bqa），   

andbyz＊（x）1etusdenotethezattainingthemaximumofy（z，X）hranygivenユ∈ト∞，∞）．Thcn   

9（z，3＝）canbeexpressedasfb1lows．  

† 

Z 

Y 

－∬ 払r z＜α，  

（z，エ）br α≦z＜わ，  g（z，∬）＝  （3．4．2）  

hr む≦z．   

Here，nOtethat9（z，X）is maximizedat z＝Z（x）bythede丘nitionwherea≦z（x）≦bfrom  

●J Lemma3・2・1（b）1Since8y（z，X）／∂z＝（－2z＋x＋b）／（b－a），WeObtainz＊（霊）＝（x＋b）／2．Then  

9（z，X）canbedepictedasanyoneofthethreegraphsinFigure3・4・1，dependingonavaluethatz＊（x）  

takeson．   

Fromthefigureitisimmediatelyseenthat   

i・ifz＊（x）＜a，hencex＜2a－b，thenz（x）＝a，SOT（∬）＝P（a）（a－X）＝a－3；，  

ii・ifa≦z＊（x）＜b，hence2a－b≦x＜b，thenz（x）＝（x＋b）／2，SOT（x）＝P（（x＋b）／2）（（x＋b）／2－X）＝   

0・25（む－∬）2／（む－α），・  

iii・ifz＊（x）≧b，hencex≧b，thenz（x）＝b，SOT（x）＝P（b）（b－X）＝0．   

Theabovecanbesummarizedasfo1lows．   
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（1）z＊（£）＜α  （2）α≦ヱ■（Ⅱ）＜ム  （3）む≦z■（〇）  

Figure3・4・1ニGraphsof9（z，X）・   

瑚＝†喜去完湘≡……蔓‡‡＜む≡………；≡き棚（3・4・3）  

fromwhichweobtainx★＝2a－b（SeeLemma3．2．1（e））．Accordingly，ifx＊＝2aMb＞0，then  

r（0）＝α，Orelser（0）＝0．25わ2／（わーα）．   



Chapter 4 

ModelI：Stochastic modelwith  

Penalty（N＝1）  
Inthischapterwedefineandexamineamodelwhereonlyonecustomerisallowedtobeheldinthesystemand  

WhereanyacceptedordermustbedelivereduptoTPeriodsfromwhenitwasaccepted・Fbranacceptedorder  
thatcannotbedeliveredwithinTperiods）apenaltyO＞Omustbepaid払roneperioddelayed・  

Conten七日  

Section4．1SystemofOptimalEquations‥．…  

Section4．2 取ans払rmation．‥‥‥‥‥．‥‥．．．‥  

Section4．3 Analysis‥．．．‥‥‥．．  

Section4A OptimalDecisionRule  

Section4．5 Conclusions and Considerations  

4・1SystemofOptimalEquations  
Ei七herif七hesearchwasskippedatthe previous pointintimeorifnocustomerhas appearedwith  

probabilityl一入regardlessofhavingconductedthesearchatthepreviouspointintime，itfollowsthat  

nocustomerappearsatthepresentpointintime．Fbrconvenience，WeShal1refbrtosuchasituationas  

“thecompanyhasaj；ctitiouscustomer4）”，Calledthestate（4）．   

1・InboththeadmissioncontrolproblemandpricingcontroIproblem，byu（¢）andu（¢，l）weshall   

denotethemaximumtotalexpec七edpresentdiscountednetpro丘tstartingfromstate（4・），PrOVided，   

respectively7thatthereexistsnoorderinthecompanyandthatthereexistsanorderacceptedlperiods   

agointhecompany・Supposethecompanyisins七ate（4＞，l）atacertainpointintime．Ifl＝T，the   

COntraCtisnotyetviolatedal七houghtheorderhasnotyetbeencompletedasofthelatestdatesigned，   

hencenopenaltyisneededtobepaidatthattime；however，SinceitisatthelatestT＋1periods   

afterthat七heorderiscompleted，thepenal七yOmustbepaidatthenextpointintime・Ingeneral，if  

l≧T，thepenaltyOmustbepaidforoneperioddel町ed．  

2・Intheadmissioncontrolproblem，byu（w）letusdenotethemaximumtotalexpectedpresentdis－   

COuntednetpro鮎startingwithnoorderinthecompanyandanarrivingcustomerw，WhooHersa   

Pricewforhisorder．   

3・InthepricingcontroIproblem，byu（1）1etusdenotethemaximumtotalexpectedpreseptdiscounted   

netproAtstartingwithnoorderinthecompanyandanarrivingcustomer，tOWhomthecompany   

PrOpOSeSaprlCeZbranorder．  

15   
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Sincetheexpectationofimmediaterewardatanypointintimeisclearly丘nite，uSingtheconventional  

W町OutlinedinthediscussionoftheMarkoviandecisionprocess［38，Ross】（p29－30），WeCaneaSilyshow  

thatlu（4））I≦M／（1－β）andlu（¢，l）1≦M／（l－P），l≧0，forasu阻cientlylargeM＞0，i．e．，u（4・）is丘nite  

andu（¢，l）isboundedinl≧0．Fbrconvenienceinthediscus＄ionsthatfo1low，letusdefine  

九＝㍑（¢）一視（¢，0）．  （4・1・1）  

Thentheoptimalequationsforbothproblemscanbedescribedas払1lows．  

1・AdmissioncontroIproblem：   

〈 

）け（ト入）叫恥叫 
㈹＝maX 

〉  

（4・1・2）  

C：（トq）β（w（¢，g＋1卜〃（ヱ≧T）‡）  

＋曾β（入E【w（用＋（ト人）u（¢卜〃（g≧丁）トβ，  

K：（1－ヴ）β（Ⅶ（¢，ヱ＋1ト紺（g≧T））＋qβ（祝（¢卜〃（g≧丁）），  

餌（¢，g）＝maX  

u（叫＝maX 
〈：；ニ；榊 ）・   

（4・1・4）  

Thela5tequationcanberea．rrangedas  

㍑（w）＝maX（w－ん，0）＋祝（折   口  

2．Pricingcomirolproblem：  

（4．1．5）  

C‥β（九（1）＋（ト入）祝（卵）－β十γ，  

K‥β㍊（¢）十γ，  

C：（ト扇β（u（¢，J＋1ト→紺（g≧T））  

＋qβ（九（1）＋（ト人）u（¢卜〃（J≧丁）トβ，  

K：（1－曾）β（祝（¢，J＋1卜〃（ヱ≧γ））＋曾β（祝（¢ト紺（g≧T）），   

max〈  

ミニ三エー  

u（¢）＝  （4・1．6）  

W（¢，J）＝  ，g≧0，（4・1■7）  

叫）＝讐X（p（z）（z＋可動0））＋（トp（z））祝（¢け  

Thelastequationcanberearrangedas  

可1）＝Ⅰ讐Ⅹp（g）（z－ん）＝（軒 □  

（4－1．8）  

（4・1・9）  

SeeLemma4・2．1fortheproofoftheuniqueexistenceofthesolutionsfbrtheabovesystemofequa，tions．  

4．2 Transformation   

Let us define 

‡I（・）deno七estheindicatorfunction．FbrthegivenstatementSifSistrue，thenI（S）＝1，OrelseI（S）＝0．   
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エ（九）＝入官βr（ん）－β．  （4・2・1）  

Whenregardinghasafunctionofr，i．e．，h＝h（r），byt＊letusdeno七ethesolu七ionsofL（h（r））＝0，ifit  

exists，i．e．，  

エ（九（予＊））＝0・  （4・2・2）  

Ifmultiplesolutionsexistintheaboveequation，1etusdefinethesmallesfofthemas＋＊・Fhrther，letus  

de丘ne  

u（0）＝ 〈芸誓（w）】≡：：：；：≡≡i：：ニ：：ご芸ごアm， （4・2■3）  

ThenusingEq・（3・1・1），WeCaneXpreSSboth“Eqs・（4・1・2），（4．1・3），and（4．1．5）”and“Eqs．（4．1．6），（4．1．7），  

and（4・1・9）”bytheidenticalequationsbelow．  

㍑（¢）＝maX（入β可0）＋（1一入）伽（¢）－β，β可¢））＋r，  （4．2・4）   

，ヱ≧0，（4・2・5）  

（4・2・6）  

‥ニ三Ⅹ‡  
（トq）伽（¢，け1）＋9β（入u（0）＋（1一入）w（卵）－ββJ卜≦gトβ  

（1一曾）伽（¢，J＋1）＋曾βu（¢）－β〃（丁≦J）  
祝（¢，ヱ）＝  

U（0）＝ア（ん）＋w（胡．   

Fhrther，Eqs・（4・2・4）and（4．2．5）canberea，rrangedinto，reSpeCtively，  

祝（¢）＝伽（¢）＋max（入βト（0トむ（卵）－β，0〉＋γ，  （4・2．7）   

祝（¢，J）＝（ト9）伽（¢，g＋1）＋q伽（¢）＋max（入官β（u（0ト祝（¢））－ぷ，0）1β〃（T≦J），ヱ≧0・（4・2・8）   

UsingEq・（4・2・6），WeCanrearrangeEqs・（4・2・7）and（4．2・8）asb1lows，reSpeCtively，  

祝（¢）＝（max（エ（九），0〉＋γ）／（1－β）≧0，  （4．2．9）  

u（¢，～）＝（ト曾）β可¢，J＋1）＋曾伽（¢）＋max（上（ん），0）－β紺（T≦り，J≧0． （4．2．10）  

IJemma4・2・1 mesystemqfEqs・（4・2・4）to（4・2．6）hasauniquesolution．   

Proof．SeeApp．A．1．1   

1emma4・2・2 Eq．（4．2・10）ひ戎仇ヱ＝Oc備ゎer蝕J摘ねm  

祝（仇0）＝7qβ可¢）＋7maX（上（姉0）一戸．   

Proof．SeeApp．A．2．l  

（4・2・11）   

Now，Eqs．（4．1・5）and（4・1・9）andEqs・（4・2・9）and（4・2．10）tellusthattheop七imaldecisionrulescan  

beprescribedasfo1lows．   
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□0画mαgβec由加伽geイ．β．J  

l．Admissioncontrolproblem：  

i・IfL（h）＞0（L（h）＞0），then（C〉¢（〈c〉l）†，Orelse〈K〉¢（〈K〉l）・   

ii・LetanOrderwithvaluewappearafterthesearchwasenacted．Thenifu＞h，then（A（w）〉，Or  

else〈R（可〉．  

2．PricingcontroIproblem：  

i・IfL（h）＞0（L（h）＞0），then〈C〉¢（（C）L），Orelse〈K〉¢（（K）l）・   

ii・Letacustomerappearafterthesearchwasenacted・Then（0（z（h）））．   

Herenotethattheoptimaldecisionruleisindependentofl．  

4．3 AnalysIS ●  

Inthissectionweshal1provemanyassertionsrelatedtor・Thenitisoftenthath，G（x），X；，andx芸  

must beregardedasafunctionofr，i・e・，h＝h（r），G（x，r），X；＝X；（r），andx；＝X芸（r）・However，  

forexpla・natOrySimplicityletusemploythenotations“h，G（x），X；，andx芸”inLemmas4・3・3to4．3．6  

exceptLemma4・3・6（d）and“h（r），G（x，r），X；（r），andx芸（r）”intheirproof白．Forconvenienceinthelater  

discussionsletus define  

β＝7叩丁ββ≧0，   

X＝β7（1一曾）／q＋7γ十β．  

Fbranyrealnumberxletusde丘nethefo1lowingthreefunctions，Whichbecomesnecessaryintheanalyses  

of Sec七ion4．3．  

G（ェ）＝7（max（エ（∬），0卜max（上（∬），0）ト∬十7r＋β，   

月1（∬）＝ア（∬）－（£－7γ－β）／7入（1－9）β，   

β2（霊）＝r（ご）－（∬＋7（β－r）－β）／7入β－  

Byx＊，3：；，andx芸1etusdenotethesolutionof，reSpeCtively，G（x）＝0，Bl（x）＝0，andB2（3：）＝0，ifthey  

exist，i．e．，  

G（諾＊）＝0， β1（ポ）＝0， β2（諾芸）＝0・  （4・3・6）  

Further，byx；（0）andx芸（0）1etusdenote，reSpeCtively，T；andx；forr＝0・   

Lemma4．3．1   

（a）C（諾）由com血uo祝βα乃dβfわc軸decreαβ如宜乃£．   

†Thenota七ion〈c〉¢impliesthatconductingthesearchisoptimalinstate（¢）｝and（K）limpliesthatskippingthesearch  

isoptimalinstate（¢，l）forl≧0．   
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（b）C（諾）＜（＞）0かαmyβ櫛c融和ね叩e∬＞0（∬＜0）．  

（c）G（諾）由花0血cγ℃α扇mg血βα几dβf再c軸dec†℃αβ和宮m曾肌dTノbγαJg∬．  

（d）G（諾）由momdec†℃那れタ加入肌dβ机c軸かば代αβれタ血β∽d∂かαgJ∬．  

（e）G（諾）由β机c弛れcreαβ血g血γかαJg∬．   

Proof．SeeApp．A．3．］   

Lemma4．3．2   

（a）β1（諾）αれdβ2（ェ）α代わ0仇βfわc軸decγ℃αβ吻豆m∬ひん訂eβ直）＞（＜）0αmd哉（£）＞（＜）0かα珊   

瑚節c融和βmαJg（gα叩e）∬．  

（b）霊；肌d∬；α代♭0兢肌卸eJye∬姉Ⅷんねんα柁pOβ宜軌eげ入βr（β）＞β．  

（c）x＞（＝（＜））∬⇔β1（∬）＞（＝（＜））哉（ェ）ぴんe†℃β1（x）＝月2（x）．  

（d）工芸＞x⇔霊；＞x肌d∬芸≦x⇔可≦x．   

Proof．SeeApp．A．4．l   

Now，nOtingEq・（2・4・3），fromEq．（4・1・1）wehave  

九＝7（1－β）祝（¢ト7maX（上（ん），0）＋β．   

RearrangingEq▲（4・3・7）bysubs七itu七ingEq・（4・2■9）yields  

九＝7（max（坤），0卜max（上（九），0））十7γ恒，   

Whichcanbeeventual1yrewritten  

G（九）＝0；  

（4．3．7）  

（4・3－8）  

（4・3・9）  

inotherwords，theh，de丘nedbyEq．（4．1．1），isgivenbythesolutionofG（x）＝0・   

1emma4．3．3   

（a）諾＊祝m如egye戚ざぬw抽が＝九，∬＊≧γ，αmdが≧β．  

（b）〃r＜（む－β）／7（，九eれCeb＞β血eわγ≧0），触れ九＜占，0γegβe九≧れ  

（c）九由mom血creαβれgれβα几dβ如c軸dec†℃αβれg血曾αmdT．  

（d）九由乃Omdecreαβ威喝加入αmdβ机c軸れc†℃αβ豆喝れβαmdβ．  

（e）九由β古河c拘れcreαβ血夕飯rt〟肋1imr→∞九＝∞αmdlimr→＿∞九＝－∞．   

Proof・Below，nOtethatL（x）＝入βT（x）－S≧入qβT（xトs＝L（x）fbranyXbecauseT（x）≧Odueto  

Lemma3・2・2（b）．  

（a）Theuniqueexistenceofx＊，independentofr，isimmediatefromLemma4・3・1（a，b），henceh＝が  

ffomEq・（4・3・9）■Since7＞1duetoEq・（2A．2）；wehave  

qγ，r）＝7（max（エ（γ），0卜max（上（r），0））＋（7－1）r＋β≧0，  

C（β，γ）＝7（max（エ（β），0卜max（上（β）胡）＋7γ≧0，   
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hencex＊≧randx＊≧pduetoLemma4・3・1（a）・  

（b）SinceL（b）＝L（b）＝－SduetoEq・（3．1．2）andLemma3．2．2（c），WeObtainG（b，r）＝－b＋7r＋p．  

Ifr＜（b－P）／7，thenG（b，r）＜0，implyingh＜b，OrelseG（b，r）≧0，SOh≧b．  

（c，d）EvidentfromLemma4・3．1（c，d），reSpeCtively．  

（e）ThefbrmerhalfisimmediateftomLemma4・3・1（e）．Supposeh（r）convergestoafinitehasr→∞．  

Thensinceh（r）＜hforanyr，WehaveG（h，r）＜G（h（r），r）＝OduetoLemma4．3．1（a）；aCCOrdingly，  

1im，→∞G（h，r）≦OduetoLemma4・3・1（e）・However，lim，→∞G（克，r）＝∞fromEq．（4．3．3），Whichisa  

COntradiction・Thush（r）mustdivergeasr→∞・Similarlyal80prOVenlim，→＿∞h（r）＝M∞．1  

Below，byrLletusdenotethesolutionofh（r）＝bifitexists，i．e．，h（r；）＝b．  

Lemma4．3．4   

（a）㌔肌豆押egye血ね．  

（b）β8兢エ（九）肌d上（九）α柁β柄c軸decreα血gれr＜㌔αmdmo血cT℃朗か叩血γ彿ト∞，∞）．  

（c）エ（九）＞0αmd上（九）＞0かαれy叫伊cねm軸抑αggr．  

（d）ゲβ＞0，兢e几エ（九）＜0αmd上（九）＜0かαmy別邸cねm軸払呵eγ．  

（e）エ（九）＞上（九）かr＜㌔αmd坤）＝上（九）＝－βかr≧㌔．  

Proof・（a）ImmediatefromLemma4．3．3（e）．  

（b）Fbranyr＜r′＜rLSinceh（r）＜h（r／）＜h（rL）＝bduetoLemma4．3．3（e），WegetL（h（r））＞  

L（h（r′））andL（h（r））＞L（h（r′））fromLemma3．2．2（a），hencetheformerhalfoftheassertionholds．Ffom  

Lemmas4・3・3（e）and3・2・2（a）itcanbeimmediatelyseenthatL（h（r））andL（h（r））arenonincreasingin  

r．  

（c）Lets＞0・ThenhomLemmas4・3・3（e）and3．2．2（e）weeasilyseethatthereexistsanテsuchthat  

T（h（F））＝S／入β＞0andh（f）＜b・Now，forr＜戸wehaveh（r）＜h（f）＜bduetoLemma4．3．3（e）．  

Accordingly，fromLemma3・2・2（a）wegetT（h（r））＞T（h（f））＝＝S／人β，henceO＜入βT，（h（r））－β＝  

L（h（r））・Lets＝0・Thenforr＜r；WeObtainh（r）＜h（rL）＝b，henceL（h（r））＝入βT（h（r））＞入βT（b）＝  

OduetoLemma3・2■2（b，C））・TheproofofL（h（r））＞OisalsoshowninquitethesameWayaStheabove．  

（d）Lets＞0・ThenfbrrL≦rwehaveb＝h（rL）≦h（r）丘omLemma4．3．3（e），henceL（h（r））＝  

L（h（r））＝－S＜OduetoLemma3．2．2（c）．  

（e）Fbranyr＜rLWehaveh（r）＜h（㌔）＝bduetoLemma4．3．3（e），henceT（h（r））＞Odueto  

Lemma3・2・2（c）；aCCOrdingly，L（h（r））＝入βT（h（r））－S＞1qβT（h（r）トβ＝L（h（r））．Fbrr；≦rweget  

b＝h（rL）≦h（r），henceL（h（r））＝L（h（r））＝－SduetoLemma3．2．2（c）．I  

FromLemma4・3■4wecandepictFigure4・3・1・   

Lemma4．3．5  

（a）エefβ＝0・memム（ん）≧0肌d上（九）≧0．  

（b）ムeまβ＞0．  

1β山鳥γ＊αれdナ＊肌卸egyeエ由亡仏独ナ＊＜γ＊＜㌔．   

21行＊≦r，がほmエ（九）≦0肌d上（九）≦0，   
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γ  

Figure4・3・1：GraphsofL（h（r））andL（h（r））withs＞0．  

3 〝γ＜r＊，兢er乙エ（ん）＞0．   

4 即＊≦γ，兢e和上（ん）≦0．   

5 五行＜f＊，兢e和上（呵＞0肌d上（ん）＞0．  

Proof．（a）Ifs＝0，thenL（h）＝入βT（h）≧OandL（h）＝入qβT（h）≧OduetoLemma3．2．2（b）．  

（b）Lets＞0（seeFigure4．3．1）．  

（bl）Theuniqueexistenceofr＊andナ＊areimmedia七en・OmLemma4．3．4（b，C，d）．Thelatterhalfis  

evidentfromLemma4．3・4（e）・  

（b2－b5）EvidentfromLemma4・3．4（b，e）・J  

Below，1etusregardr＊andt＋asfunctionsofs，i・e．，r＊（s）andf＊（s），andlets＊andj＊bethesolution  

Ofr＊（s）＝0and予＊（s）＝0，reSpeCtively，iftheyexist，i．e．，  

（4．3・10）  γ＊（β＊）＝0， テ＊（占＊）＝0・   

Lemma4．3．6  

（a）助がけ＊（β）αれd㌣（β）α門扉再c軸decreαβ血タれβ．  

（b）ガβ＝0，兢㈹r＊＝オ＊＝㌔＝（わーP）／7．  

（c）β＊＝入βr（β）．  

（d）j＊＝曾（諾HOトβ）／7（1一曾）・  

（e）ガβ＜み，仇e†もj＊≦入qβr（β）＜β＊．  

Proof・（a）Lets＜sI・ThensinceL（h（r＊（s）））＝OandL（h（r＊（s′）））＝0，Wehaves＝入βT（h（r’（s）））and  

s′＝入βT（h（r＊（s′）））；aCCOrdingly入βT（h（r＊（s）））＝S＜s′＝入βT（h（r＊（s／）））・Henceh（r＊（s））＞h（r＊（s／））  

becauseifnotso，WehavethecontradictionofT（h（r＊（s）））≧T（h（r＊（s／）））duetoLemma3・2・2（a）・  

Therefore，WeObtainr＊（s）＞r＊（s′）fromLemma4．3．3（e）．Similarlyprovenforf＊（s）・  

（b）Lets＝0．ThensinceL（x）＝入βT（x）≧0andL（x）＝入qβT（x）≧0forallxduetoLemma3・2・2（b），  

wehaveG（x，r）＝7入（1－q）βT（x）－X＋7r＋p．Hencelet七ing戸＝（b－P）／7，WegetO＝G（h（F），戸）＝  

7叫1一瞥）βr（叫戸））－ん（戸）＋わorequiⅧ1e山Iy   
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7人（1－q）βr（九（可）＝ん（戸）－ゐ．  （4・3・11）  

SinceT（h（f））≧OduetoLemma3・2・2（b），WeObtainh（戸）≧borequivalentlyh（f）≧b＝h（rJduetothe  

de丘nitionofrL・Thus，ri≦戸duetoLemma4・3・3（e）・Here，SupPOSerb＜戸，Thenh（F）＞h（rb）＝b，hence  

T（h（F））＞OfromEq・（4・3・11），SOthath（戸）＜bduetoLemma3．2・2（d），Whichisacontradiction．Therefbre  

itmustbe戸＝r；・Now，ifr＜ri，thenh（r）＜h（rL）ffomLemma4・3・3（e），henceL（h（r））＞L（h（r；））＝O  

duetoLemma4・3・4（b）and（e）withs＝0，andifTL≦r，thenL（h（r））＝OduetoLemma4・3A（e）with  

S＝0・Thuswehaver＊＝rLduetothedefinitionofr＊・Theproofofナ＊＝rListhesameastheabove・  

（c）FtomEqs・（3・1・2）and（3・1・4）wehaⅥ㍉foranys，  

β＝＝スβr（九け＊）），  

β＝入官βr（坤＊））■  

SinceO＝L（h（r’））≧L（h（r＊））duetoLemma3・2・2（b）andsinceh（r＊）isthesolutionofG（x，r＊）＝0，  

fromEq，（4．3・3）weget  

O＝C（九（γ＊），γり＝－坤＊）＋7γ＊＋β，   

henceh（r’）＝7r＊＋p・Accordingly，ifs＝S＊，thenr＊＝r＊（s＊）＝0，hencesinceh（r＊）＝P，ftom  

Eq・（4・3・12）wehaves＊＝入βT（h（r＋））＝入βT（p）・  

（d）RearrangingEq・（4・3・3）with3：＝h（f＊）bysubsti七u七ing（4・3・13）yields  

O＝C（坤㌦巧＝7（max（入βr（坤＊））－β，0卜max（入官βr（坤＊）トβ，0）ト岬＊）十7ナ＊＋β  

＝7maX（Åβr（九（≠＊）卜入qβr（んげ＊）），0ト坤＊）＋7㌣＋β  

＝7maXい（1－曾）βr（九け＊）），0†－坤＊）＋7ナ＊＋β  

＝7入い一q）βr（九げ＊））一九け＊）＋7〃＋β   

duetoLemma3・2・2（b），fromwhich  

r（坤り）＝（坤＊卜7㌣－ 小川1－9）β，  

implying  

β1（九げ＊））＝0，  （4・3・14）  

hencex；（f’）＝h（i’）fromLemma4．3．2（b）．Ifs＝占＊，thenf＊＝iポ（F）＝OduetoEq．（4．3．10），thus  

X；（0）＝h（0）．Accordingly，  

r（霊；（0））＝（∬；（0トβ）／7入（1－q）β・  （4・3．15）  

Now，ffomEq・（4・3・13）wehave点＊＝入qβT（h（i＊））＝入qβT（h（0））＝lqβT（x；（0）），fromwhichT（可（0））＝  

点8／入qP，hencefromEq・（4・3・15）占＊／入qβ＝（x；（0トp）／7入（1．q）βorequivalently3＊＝q（可（0卜p）h（トq）■  

（e）SinceT（x；（0））≧OduetoLemma3．2．2（b），WehaⅧX；（0）≧pfromEq．（4．3．15），thusT（p）≧   
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T（T；（0））fromLemma3・2・2（a）・Accordingly，fromEqs・（4・3・15）and（d）wehave  

可（0）－β 拍；（0）－β〃7（1－q） 点＊                ＝                                   二＝こ      ■  

r（β）≧  
入官β’  7入（1一寸）β  入qβ  

hence占＊≦入qβT（p）．Ifp＜b，thensinceT（p）＞0fromLemma3・2・2（c），WeObtainj＊要人qβT（p）＜  

人βT（p）＝S＊duetotheassumptionofq＜1and（c）・［   

Lemma4．3．7   

（a）エefβ＊＞β．  

1祝（¢）＞0・  

2 γ＊＞0．  

3 エe士r＜r＊．  

iガナ＊≦r，兢eγもん＝∬芸≦x・  

iiガγ＜≠＊，仇emん＝∬；＞x・  

（b）エe壬β＊≦β・meγもエ（九）≦エ（九）≦0・   

Proof．（a）Lets＊＞s・  

（al）u（¢）≧OfromEq．（4．2．9）．Supposeu（4・）＝0・Thensincer＝OandL（h）≦0・・・（＊），ffom  

Eq．（4．3．8）wehaⅦh＝－maX（L（h），0‡＋p，fromwhichh≦p・駄omthisandLemma4・3・3（a）weget  

h＝P．Accordingly，L（h）＝入βT（h）－S＝入βT（p）－S＝S＊－S＞Oduetotheassumptipnofs＊＞s，  

Whichcontradicts（＊）．Thusu（¢）＞0・  

（a2）Letr＝0．Assume入Pv（0）＋（1－Å）Pu（¢）－S≦Pu（Q）・Thenu（4・）＝Pu（¢）丘omEq・（4・2・4），  

1eadingtoβ＝1duetou（¢）＞Offom（al），Whichcon七radictstheassumptionofβ＜1・Accordingly，it  

mustbe人Pv（0）＋（1一入）Pu（¢）－S＞Pu（Q），WhichcanberearrangedintoO＜人β（v（0）－u（4）））一S＝  

入βT（h）－S＝L（h）丘omEq．（4．2・6），implyingr＊＞OduetoLemma4・3A（b）・  

（a3）Letr＜r＊．ThenL（h）＞OfromLemma4・3・5（b3）・Herenotei＊＜r＊fromLemma4・3・5（bl）・  

（a3i）Let㌣≦r．ThenL（h）≦OftomLemma4・3・5（b4）・Accordingly，fromEq・（4・3・8）wehave  

h＝7L（h）＋7r＋p＝7入βT（h）p7（s－r）＋p，henceT（h）－（7L＋rY（s－r）－P）h入β＝0，i・e・，B2（h）＝O  

ffomEq．（4．3．5），implyingthathde丘nedbyEq・（4・1・1）isgivenbyT芸，Whichistheuniquesolutionof  

B2（x）＝OduetoLemma4．3．2（b），i．e・，h’＝3；芸・Hence  

r（九）＝r（∬芸）＝（ご；＋7（β－rトβ）／7入β・  （4，3・16）  

Now，fromtheassumptionoff＊≦rweobtainO≧L（h）＝入qβT（h）－SduetoLemma43・5（b4）・  

RearrangingtheinequalitybysubstitutingEq．（4・3・16）produces  

O≧叩；／7－β（1－q）一町一曾β／7，   

hence3＝芸≦c7（1－q）／q＋7r＋p＝XfromEq・（4・3・2）・  

（a3ii）Ifr＜予＊，thenL（h）＞OfromLemma4．3・5（b5）・Accordingly，fromEq・（4・3・8）wegeth＝  

7（L（h）－L（h））＋7r＋p＝7入（1－q）βT（h）＋7r＋p，henceT（h）－（h－7r～P）／py＾（1－q）β＝0，i・e・，   
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Bl（h）＝0fromEq・（4・3・4）・Thisimpliesthathde丘nedbyEq．（4．1．1）isalsogivenby可whichisthe  

uniquesolutionofBl（x）＝OduetoLemma4・3．2（b），i．e・，h＝X；．Hence  

r（ん）＝r（ポ）＝（∬；－7r一戸）／7Å（1一曾）β．  （4．3・17）  

Now，ffomtheassumptionofr＜i＊andLemma4・3・5（b5）wehaveO＜L（fL）＝入qβT（h卜β．Rearranging  

thisinequalitybysubstitutingEq・（4・3・17）yieldsq（x；－7r－P）h（1－q）－S＞00requivalently3＝；＞  

β7（1一寸）／q＋7γ＋β＝X丘omEq．（4．3．2）．  

（b）Lets≧s＊・Thens≧入βT（p）duetoLemma4・3・6（c）・Now，Sinceh≧pfromLemma4．3．3（a），We  

haveT（h）≦T（p）fromLemma3・2・2（a）・Hence，0≧人βT（p）－S≧人βT（h）－S≧入qβT（h）－βdueto  

Lemma3・2・2（b），i．e．，L（h）≦L（h）≦0．1   

4．4 0ptimalDecisionRule  

Thefo1lowlngtheoremprescribes七heoptimaldecisionrule．  

Theorem4．4．1  

（a）エeり≧わ・mem〈K〉¢肌d（K〉い  

（b）ムe亡β＜ゐ．   

1エefβ＝0・mem（C〉¢肌d〈c〉い  

2 エe£β＞0．  

iザβ＊≦β，仇e几〈呵¢肌d〈K〉ヱ■  

iiザβ＜β＊，娩eれ：  

1か＊≦γ，伽m（Ⅹ〉¢αmd咋レ  

2 〝γ＜r＊，兢e乃  

i〈c〉¢・  

ii〝弔≦（＞）x，兢em〈K〉‘（〈c〉よ），Orげ∬芸＞（≦）x，仇em（C〉‘（（K〉ェ）■   

Proof・（a）Letp≧b・ThenT（p）＝OduetoLemma3・2・2（c）；aCCOrdingly，0＝入βT（p）＝S＊≦sfrom  

Lemma4・3・6（c）andthea5Sumptionofs≧0・HencetheassertionholdsfromLemma4．3．7（b）．  

（bl，b2i，b2iil，b2ii2i）ImmediatefromLemmas4・3・5（a），4・3・7（b），4．3・5（b2），and4．3．5（b3），reSpeCtively．  

（b2ii2ii）NotingLemmas4・3・2（d），4・3・5（b4，b5），andthecontrapositionsofLemma4．3．7（a3i，a3ii），We  

immediatelyob七ainthefollowlngrelationships．  

Lemma4・3・2（d） Lemma4・3・7（a3i） Lemma4．3，5（b5）  

I  

⇔  

†  

γ＜f＊ ＝⇒上（九）＞0 ＝⇒（C〉‘  ご；＞入：   

ご；≦弐・  

エ芸＞x  

∬；≦x  ナ＊≦γ ＝⇒ム（九））≦0⇒ くK）ヱ  
十  

⇔   

十  
Lemma4・3・2（d） Lemma4・3・7（a3ii）Lemma4．3．5（b4）  

Theorem4・4・2 血統ep再c紺タCOTl加Jpm鋸eml〟e九肌e：  

（a）z（ん）由れ0れdecreα扇わg加入，β，r，α托dβα几dれ0γ血creαβわgれ曾，β，肌dT．  

（b）ザγ＜（わーβ）／7，仇∽九＜z（九）＜わ，Oreねez（九）＝わ．  

Proof・（a）ImmediatefromLemmas4．3・3（c，d，e），and3．2．1（d）．  

（b）EvidentfromLemmas4．3．3（b）and3．2．1（b，C）．l   
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4．5 Conclusions and Considerations  

Cl．Optimaldecisionrules．  

Theorem4・4・1provides七hemostimportantconclusionsobtainedinthismodel，Whichcanbesum－  

mari2；ed asinTable4．5．1．  

Table4・5．1：Summaryofoptimaldecisionrules．   

Notethattheoptimaldecisonsinsta・te（¢，l）isindependentofl・Thetableshowstheconditionson   

Whethertocontinuethesearchforcustomersorno七inbothstatesu（¢）andu（4），l）・W占inpar七icular  

COnCerntheconditionsrelatedtotheparameters，0，S，andr．Ifb≦p＝7r7TO，OrS＊≦s，Orr＊≦r，   

itisoptimaltoskip七hesearchwhenthereexistsnoorderinthesystem．Thisimpliesthatifthe  

delqycostorthesearchcostorthepro丘t ffomasidelineissu侃cientlylarge，itisoptimalforthe  

COmPanytOkeepthesystememp七ybynotsearchingforcustomersandtoenactsubsidiarybusiness，  

yieldingtheprofitfromasideline．   

C2．Relationshipsoftheoptimaldecisionruleswithparameters．  

IfTissu航cientlysmallorOissu航cientlylarge，thenb≦p＝7rlTO，implyingthatskippingthesearch   

isoptimalinbothstates（4・）and（¢，l）．Onthecontrary，ifTissu侃cientlylargeorOissufnciently   

Small，thenb＞p＝7T7TO，hence we can depict the optimaldecisionrulein Table4・5・1asin －√   

Figure4・5・2wherebothr＊（s）and7L＊（s）arestrictlydecreasinginswiths＊＝入βT（p），占＊＝q（x；（0ト   

P）／7（1－q）（Lemma4■3・6（a，C，d）），f＊（s）＜r＊（s）fors＞0（Lemma4・3・5（bl）），andf＊（0）＝r＊（0）＝   

（b－P）／7＞0（Lemma4．3．6（b））．ThethreeregionsJ？（K，K），L？（C，K），andJ2（C，C）inFigure4・5・2  

COrreSpOndto七heop七imaldecisionsa5fo1lows．  

L2（K，K）→Skippinginboths七ates（¢）and（Q，l）  

J？（C，K）→COntinuinginstate（¢）andskippinginstate（¢，l）  

L？（C，C）→COntinuinginbothstates（4・）and（¢，l）  

Herenote七hatthethreereg10nSareindependentofl・Thefigureprovidesuswiththefo1lowlngtWO  

points：   

1・WhenthesearchcostsortheprofitfromasidelinerissufBcientlylarge，Skippingthesearch   

becomesoptimalinbothstates（¢）and（4），l），implying，reSPeCtively，thatitisprofitabletoavoid   
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占■  β＊  

】l  I I 

q（ごHO）－β）／入（1－曾）   入βr（β）  

Figure4■5・2：Threeregionsencircledbythehnctionsi＊（s）andr＊（s）  

andtheaxess，rWhenb＞p．  

thesearchcostthroughskippingthesearchorthatitbecomesprofitabletoenjoy七heprofits丘・Om  

asidelinewhileemptyingtheprocessbyskipplngthesearch．  

2・When the searchcost s and the profi七fromasidelineraresu孤cientlysmal1，COntinuingthe  

SearChbecomesoptimalinbothstates（4・）and（4＞，l），implying，reSpeCtively，七hatitisreasonable  

toerdoythepro打b正omanorderobtainedthroughconductingthesearchandthatitdoesnot  

becomeprofitableevenwhenemptyingtheprocessbyskipplngthesearch・  

C3．Propertiesofh．   

1・In七headmissioncontrolproblemtheoptimalselectioncriterion，OnWhichthesystemdecides  

WhethertoacceptanappearlngCuStOmerOrnOt，isglVenbyh，andinthepricingcontrolproblem  

theoptimalprice，OnWhichanappearlngCuStOmerdecideswhethertoplacehisorderinthe  

SyStemOrnOt，isgivenby七hefunctionz（h）・Fhrther，itisonlyintheregionsJ？（C，K）uJ？（C，C）  

that thedecisions statedaboveareto be made．   

2・The hisgiven bythe uniquesolutionx＊oftheequationG（x）＝0，i・e・，h＝X＊；refbrto  

Lemma4．3．3forthepropertiesofh．   

3・Let（r，S）∈n（C，C）uJ？（C，K），henceh＜b（Lemma4・3・3（b））・Thentheoptimaldedsionscanbe  

prescribedas払1lows．  

1）Intheadmissioncontrolproblem，ifw＞h，anOrderwithvaluewappearingafterhaving  

COnductedthesearchisaccepted，Orelserqjected．  

2）Inthepricingcontrolproblem，theoptimalpricez（h）isintheinterval（h，b）（Theorem4・4・2（b））・  

C4・Themonotonicitiesofhandz（h）intheparameterS（Lemma4・3・3（c，d，e）andTheorem4・4・2（a））・   

1．Bothhandz（h）arenondecreasin9in入，β，r，andO・Thisimpliesthatthelargerthecustomer  

appearingprobability入，thediscountfactorβ，theprofitfromasideliner，andthepenaltyOmay  

be，itisreasonabletoacceptorderswithhighervaluesintheadmissioncontrolproblemand七o  

PrOpOSehigherpricesintheprlClngCOntrOIproblem・   
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2．Both h andz（h）are nonincreasin9inq，S，andT・Thisimpliesthatthelarger theservice   

completionprobabilityq，thesearchcosts，andthedateofdeliveryTmaybe7theinverseof   

theabovecanbesaid．Inotherwords，itisreasonabletoacceptordersintheadmissioncontrol   

problemeveniftheir values are smal1er and to proposesmaller pricesin the prlCingcontrol   

problem．  

3．4  

ユ2  

3  

之8  

ま8  

u（¢）之．．  

2．ヱ  

2  

1，8  

1．8  

t．4  

07  

0．6  

05  

入（∂）。．  

0．3  

0、之  

0．1  

0  1  2  3  4  

β  

5  0  1  2  3  

β  

ヰ  5  

Figure4．5．3：入（0）andu（¢）・  

C5．OptimalpenaltyO＋．   

Ftomapracticalviewpoint，ifapenaltyfordelayofdelivery，0，issma11enough，CuStOmerSWOuld   

bereluctanttoplacetheirorderswiththatcompany；Onthecontrary，ifitislargeenough，theyare   

wi11ingtoplace．ThisimpliesthattheprobabilityofcustomerarrivalincreaBeSinthe■PenaltyO，SO   

lettheprobabilitybedenotedby入（0）（SeeFigure4．5・3）・rrhenthetotalexpectednetpro丘tmay  

diminishduetofbwordersfromthecustomerinthefbrmercaseorduetotoomuchpenaltyp町ment   

inthelattercase．ThisconsiderationleadstothecoI肩ecturethattheremayexistaop七imalpenal七y   

O＊maximizingthetotalexpectedpresentdiscountednetproatu（Q）・Below，1etusexaminethecon－   

jecturebynumericalexperiments．Here，1e七人（0）＝＝：MO．6exp（－qO）十0・7（0・＝0．10，0・40，0・70，1・00），   

q＝0．30，β＝0．90，r＝0．10，S＝0．05，andT＝6．0，andletF（w）betheuniformdistribution   

On［1，2］．Thenweobtaintheresultsofnumericalexperiment，WhichareshowninFigure4・5・3・   

T嵐ble4・5・2showstheO＊maximizingu（4）・  

Thble4．5．2：TheoptimalpenaltyO＊andthemaximum  

totalexpectedpresentnetprofitstJ・（4・）・  

β＊   Ⅶ（¢）  

J＝0．10   3．10   1．98   

J＝0．40   2．40   2．79   

J＝0．70   1．90   3．10   

J＝1．00   1．60   3．28  



Chapter 5 

ModelⅡ：Stochastic modelwith  
CanCellation（N＝1）  
Themodelde丘nedandexaminedinthischapteristhesameasModelIexceptthatanorderundergoingprocessing  
maybecanceledwithaknownPrObabilityduetocustomer’sunavoidablecircumstance，andifibiscancelcd，thc  

penaltyispaidbythecustomer．  
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5．1 SystemofOptimalEquations  

ThisrnodelisthesameasModelIexceptthattheorderundergolngprOCeSSingmaybecancelleddueto  

thecustomer，s unavoidablecircumstance．  

1．In both theadmissioncontroIproblemand pricingcontrolproblem，byu（4））andu（¢，l）wesllall   

denotethemaximumtotalexpectedpresentdiscountednetpro鮎sstartingfromstate（b），PrOVided，   

respectively，thatthereexistsnoorderinthecompanyandthatthereexis七SanOrderacceptedlpcriods   

ago・Supposethecompanyisinstate（¢，l）atacertainpointintirne・Withknownprobabiliticslノ   

andi71etacustomercancel七hecontractwhen，reSpeCtively，l＜Tandl≧T．Ifacustomercancels   

theorderundergolngprOCeSSingin七henextpointintimewhenl＜TOrWhenl≧T，Whetheritis   

COmpletedinthenextpointintimeornot，hemus七payapenalty，reSPeCtively，t9＞00r㊥＞Oto七he   

COmpany．Further，ifl≧T，thenthepenaltyOmustbepaidfbroneperioddelayedasintroduccdin   

ModelI．   

2■Intheadmissioncontrolproblem，byu（w）1etusdenotethem乱Ximumtotalexpectedpresentdis－   

COuntednetpro丘tstartingwithnoorderinthecompanyandanarrivingcustomerw7Whoo鮎rsa   

pricewforhisorder．  

3・Inthepricingcontrolproblem，byu（1）letusdeno七ethemaximumtotalexpec七edpresentdiscounted   

netproAtstartingwithnoorderin七hecompanyandanarrivingcustomer，tOWhomthecompany   

O鮎rsapricezforanorder．  

Fromthesamereasona5mentionedinSection4．1themaximumtotalexpectedpresentdiscountednet  

pro触u（4））andu（¢，l）areboundedinl≧0．Forconvenienceinlaterdiscussionsletusd錦ne  

28   
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九＝祝（¢）一視（¢，0）・  （5・1．1）  

Thentheoptimalequationsforbothproblemscanbedescribedaぷfo1lows．   

1．AdmissioncontroIproblem：   

（ 

…‾入’舶＋γ’ 齢max 
〉，  

（5・1．2）  

C：（1一掴（レ（ぜ＋入瓦ト（ぞ）け（1一入）u（¢））  

＋（ト小（久∫＋1））＋弼〝町人印刷十（1一入）Ⅶ（翔一5，  

吋1－9）β（坤…（瑚＋（1－レ）刷＋1））＋qβ（レ叫㈱）  

C：（ト掴（－β＋戸（か十＝机可舘＋（1一入）u（¢））  

・（ト琳（動卜十り）＋刷一打房＋入E腑）け（1一入）Ⅶ（瑚  

Ⅹ二（1一掴（【β＋坤＋項瑚＋（ト瑚¢直1））  

叫β卜β十房＋u（叫   

祝（¢，り＝maX  ，0≦～＜丁，（5．1．3）  

祝（¢，り＝maX  ，T≦g，（5．1．4）  

巾）＝maX 
〈：；ニ；榔） ）・   

Eq・（5・1．5）canberearrangedas  

加（可＝maX（w一九，0）＋可卵．   

2・Pricingcontrolproblem：  

（5・1．5）  

（5．1．6）  

C：β（九（1）＋（1一入）w（¢））－β＋γ，  

Ⅹ：βw（¢）十γ，  
71（再＝  （5．1，7）  

C：（ト9）β（〝（町人刷＋（ト人）項瑚  

＋（ト小（仇ノ＋1））＋抑伊十叫1）＋（ト入榊））－β，  

吋1一掴（レ（び十u（瑚＋（1－〃）刷＋1））＋刷西中叫））  

C：（ト9）β卜∂＋∂＋叫（1）＋（1一入）u（¢））  

・（1一輝（卯＋1））＋刷－β十房＋叫1）十（ト入）w（¢）卜β，  

X：（1一郎（－β＋岬＋小用＋（ト瑚裾＋1））   

＋9β卜β・房＋u（¢））  

u（¢，g）＝maX  ，0≦ヱ＜丁，（5・1・8）  

祝（軋り＝maX  ，T≦J，（5・1・9）  

可1）＝讐X（p（z）（z＋“（¢，0））＋（1－p（z））w（¢汁  （5・1・10）   
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Eq．（5・1，10）canberearrangedas  

可1）＝讐Ⅹp（z）（z－ん）＋祝（跡  （5・1・11）  

5．2 Transformation   

Let us define   

J（ん）＝入β（曾＋（ト曾）レ）r（九卜β，  

J（九）＝入β（曾＋（ト曾）汐）r（九トβ・   

Whenregardinghasafunctionofr，i・e・，h＝h（r），byr；and戸；1etusdenotethesolutionsofJ（h（r））＝0，  

andJ（h（r））＝0，reSPeCtively，iftheyexist，i．e．，  

J（んけ：））＝0，J（九（戸：））＝0．  （5．2・3）  

Ifeachoftheabovetwoequationshasmultiplesolutions，1etusde丘nethesmallestofthemasr：and戸；，  

respectively，Fhrther，letusdefine  

u（0）＝ 

（芸ご‘可】…：：：；：≡i芸芸m’ 
（5・2・4）  

Then we can express“Eq・（5・1・2）to Eq・（5．1．4）and Eq・（5．1・6）”and“Eq．（5．1．7）to Eq．（5・1・9）and  

Eq・（5．1．11）”bytheiden七icalequationsbelow．  

可¢）＝maX（入伽（0）＋（1一入）伽（¢）－β，βⅦ（¢）〉＋r，  （5・2・5）  

（ト卯（坤＋叫0）十（ト入）祝（¢））   

＋（トレ）軸け1））＋曾坤叫叫0）＋（ト叫（¢）トβ，  

（1－掴（坤…（¢））＋（1－レ）祝㈲＋1））＋qβ（川＋祝（硯  

む（¢，～）＝maX  ，0≦g＜丁，（5■2・6）  

（ト掴（－β・戸（∂＋叫0）＋（1一入）祝（瑚   

＋（1一和（¢，＝→））＋頼入朝＋（L一入）祝（¢）トβ，  

（1瑚（一帰（∂＋¢腑卜榊，叫）  

＋泄（－β＋戸㊥＋Ⅶ（¢））   

，γ≦J，   （5・2・7）  加（¢，g）＝maX  

（5・2・8）   V（0）＝r（ん）＋祝（卵．   

Further，Eq・（5・2・5）toEq．（5．2．7）canberearrangedinto，reSpeCtively，  
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餌（¢）＝伽（¢）＋max（瑚（可0トⅧ（¢）卜β，0）十γ，  

祝（¢，り＝（ト曾）β（川（¢）＋（1－レ）u（¢，J十1））＋qβ可¢）＋βレ♂  

（5・2・9）  

＋max（入β（q＋（ト曾）レ）（u（0ト祝（¢））－β，0），0≦J＜T，（5・2・10）  

Ⅶ（裾）＝（ト曾）β（九（¢）＋（1一戸）祝（¢，g＋1））＋q伽（¢）＋β（汐∂－∂）  

＋max（入β（q十（トq）ク）（叫0卜祝（卵）－β，0），T≦ヱ・ （5・2・11）   

NotingEq・（5・2・8），WeCanrearrangeEq・（5．2・9）intoEq・（5・2・11）asfollows，reSpeCtively，  

祝（¢）＝（max（エ（九），0）＋r）／（1－β）≧0，  （5・2・12）  

祝（¢，g）＝（1－9）（1－〝）伽（¢，g＋1）＋（曾＋（1一曾）レ）β可¢）＋max（J（ん），0）＋βレげ，0≦JくT，（5・2・13）   

祝（¢，J）＝（ト虻（トりβ祝（¢，g＋1）＋（曾＋（1－q）戸）伽（¢）＋max（J（九），0）十β（涌一札丁≦J・（5・2・14）  

Eqs・（5・1■6）and（5・1・11）andEqs・（5・2・12）to（5・2・14）te11ustha七theoptimaldecisionru1escanbepre－  

scribedas払Ilows．   

□q匝mαgβec由血伽geJ．えJ  

l・Admissioncontrolproblem：   

i・IfL（h）＞0，then（C〉¢，Orelse〈K）¢－   

ii・IfJ（h）＞0，then（C〉いOrelse〈K〉lWherel＜T・  

iii・IfJ（h）＞0，then（C〉L，Orelse〈K〉lWherel≧T．   

iv・LetanOrderwithvaluewappearafterthesearchwasenacted．Thenifw＞h，then（A（w）〉，Or  

else〈R（ひ）〉．  

2・Pricingcontrolproblem：   

i・IfL（h）＞0，then（C〉¢，Orelse〈K〉¢・   

ii・IfJ（h）＞0，then（C〉l，Orelse〈K〉lWherel＜Tl  

iii・IfJ（h）＞0，then（C〉いOrelse〈K〉lWherel≧T．  

iv・Letacustomerappearafterthesearchwasenacted■Then（0（z（h）））．  

Lemma5・2・1 mesystempfEqs．（5．2．5）to（5．2．8）hasauniquesolution．  

Proof．Thesameastheproof岳ofLemma4．2．1．J  

5．3 AnalysIS ●  

Fbrconvenienceinthelaterdiscussions，1etusdefine  

代＝叩（1－レ），（0＜几＜1），  

元＝叩（1一戸），（0＜兎＜1），  

y＝KT，   （0＜y＜1），  

β＝β（β一房）〟（1一兎）－β川（1－y）／（1一代），  

（5・3・1）   

（5・3．2）   

（5．3．3）   

（5．3，4）   
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Ⅳ＝（1一封）／（1一∵代）＋訂／（1一礼   

∬＝（1－y）（q＋（1－ヴ）レ）／（1一作）＋y（曾＋（1－q）戸）／（1一礼   

xl＝Ⅳβ（ト9）（1－レ）／（q＋（1－ヴ）〝）十Ⅳγ＋β，  

翫＝Ⅳ項－9）（1－り／（q＋（1一曾）β）＋Ⅳr＋β，  

X2＝（Ⅳ一明β／（留＋（1－q）戸）＋Ⅳγ十β，  

文2＝（Ⅳ一句β／（ヴ＋（1－¢）レ）＋Ⅳr＋β・  

（5・3・5）   

（5・3・6）   

（5・3・7）   

（5・3・8）   

（5・3・9）   

（5・3・10）  

Lemma5．3．1 1γ壱九αUe：  

β茸＝1－（1－β）l隼   

Ⅳ ＞1＞月‘．  

Proof．SeeApp．A，5．J   

Further，branyrealnumber：rletusde丘nethefo1lowingfunctions，Whichareusedintheanalyses  

COnductedin Section5．3．  

G（x）＝Wmax（L（x），0）－（1～y）max（］（x），0）／（1－JS）－ymaX（］（x），0）／（1一元）  

－∬＋Ⅳγ＋β，   

β1（諾）＝r（ェト（∬－Ⅳγ－β）／入βⅣ（1一雨（1－レ），  

眉1匝）＝r（∬卜（£－Ⅳγ－β）／入βⅣ（トヴ）（1－わ），  

月轟）＝r（可－（叫β／（ト可－Ⅳr－β）／入β（Ⅳ－（叶（1－9）項一打）／（ト坤（5・3・16）  

如）＝r（可－（打（トy）榊一代トⅣr－β）／入β（Ⅳ－（打（トq陶／（1－叶（5・3・17）  

哉匝）＝r（可－（エーⅣγ一小β（Ⅳ一明，  （5・3・18）   

β4（諾）＝r（ご）一（∬＋Ⅳβ－Ⅳγ－β）／入βl椛  （5・3・19）  

By3；＊，X；，盃；，X芸，盃芸，X言，andx芸1etusdenotethesolutionsof，reSPeCtively，G（2：）＝0，Bl（x）＝0，  

Bl（x）＝0，B2（x）＝0，B2（x）＝0，B3（x）＝0，andB4（x）＝0，iftheyexist，i・e・，  

（5・3・20）   

（5．3．21）   

（5・3・22）   

（5・3．23）   

G（£＊）＝0，   

訊（£；）＝0， 眉1（ぢ）＝0，   

β2（∬芸）＝0， 包（豆；）＝0，   

β3（£芸）＝0， β4（∬芸）＝0・  
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Further，forconvenienceletusdenotex；，盃；andx昌弘rr＝Obyx；（0），虎；（0），and3；；（0），reSpeCtively■  

Lemma5．3．2  

（a）G（∬）由coγl伽u皿βαmdβ机c軸d脚℃αβ血夕飯∬・  

（b）G（霊）＜（＞）0カrα叩β櫛c乞帥秘仏呵e（βmα～g）諾・  

（c）G（∬）由乃∂れ血c柁瓜β如タれβαれdmoれdecreαβれgれ入♪rαJJ∬・  

（d）G（∬）由β古河c軸血cγeαβれタれrαれdβかαgg霊．  

（e）G（ご）由βfわc軸玩cγeαβれ夕飯∂αれdβかね軸decreα扇mg血㊥αmd∂かαJg諾．  

Proof．SeeApp．A．6．I  

Lemma5．3．3  

（a）月1（れ点1（れβ2（∬）眉2（れ月3（∬），αmd月4（ご）α陀αヱト如r豆c軸decγ℃α扇mgれ∬  

（b）β1（ご）＞（＜）0，包（∬）＞（＜）0，β2（霊）＞（＜）0，眉2（∬）＞（＜）0，β3（霊）＞（＜）0，肌d月4（∬）＞（＜）0ノbr   

α叩叫伊c毎m軸βmαgJ（J叩e）∬・  

（c）∬；，虎；，∬芸，盃芸，∬芸，α几d諾芸α柁αgg肌卸eJye〇由土．  

（d）エefレ＞戸．   

1げγ＜（ゐ－β）／W，〃ほγと霊；＜∬芸＜わJOreヱβe諾；＝電≧れ  

2 xl＜x2．   

3 ∬＞（＝（＜））xl⇔月4（∬）＞（＝（＜））哉（可．   

4 £＞（＝（＜））x2⇔β2（∬）＞（＝（＜））β3（諾）．  

（e）レ＜戸．   

1げr＜（ゐ－β）／Ⅳ，がばれ虎；＜霊芸＜わ，Oreねe虎‡＝霊芸≧わ・  

2 文1＜文2．   

3 ご＞（＝（＜））文1⇔月4（∬）＞（＝（＜））眉2（可．   

4 £＞（＝（＜））知⇔眉2（∬）＞（＝（＜））β3（諾）．  

（r）ガレ＝戸，兢e几〇；＝∬昌＝虎；肌dxl＝X2＝文1＝文2■  

Proof．SeeApp．A．7．J   

lemma5・3・4 Eq・（5・2・13）ひ鵡J＝OcαmわereⅧ畑土eγlαβ   

祝（¢，0）＝（ト（1－β）Ⅳ）祝（¢）＋（1－y）max（上（ん），0）／（1一代）再max（£（九），0）／（ト元トβ・（5且24）  

Proof．SeeApp．A．8．J  

Now，fromEqs・（5・1・1）and（5．3．24）wehave  

九＝（1－β）Ⅳ朋（¢ト（1一計）max（J（九），0）／（1一可－ⅧmaX（J（九），0）／（1一兎）＋β・（5・3・25）   

RearrangingEq・（5・3．25）bysubstitu七ingEq．（5．2．12）yields  

h＝Wmax（L（h），0）－（1－y）max（］（h），0）／（1－IC）－ymaX（J（h），0）／（1一兎）＋Wr＋p・（5・3・26）   

NotingEq・（5・3・13），WeCaneVentual1yrewriteEq・（5・3．26）aBfo1lows・  

（5．3．27）   G（九）＝0；   

inotherwords，thehisgivenby七hesolutionofG（3；）＝0．  
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Lemma5．3．5   

（a）諾＊肌画一和e戒βねび五紙が＝九αれd九≧β．  

（b）げγ＜（ゎーβ〃Ⅳ（，九emceむ＞β血eわr≧0），兢emん＜占，Oregβeん≧わ．  

（c）九由陀0几血cγ℃αβ如血ぷ肌d几0几decγeαβ血タれ入．  

（d）ん宜ββfわc弛れcreαβれ夕飯βα乃dβま再c軸dec柁αβ血g豆m㊥αmd∂．  

（e）hisstrictlyincrtMin9inrwithlimr→∞h（r）＝∞andlim，＿，＿CX，h（r）＝－∞．   

Proof．Below，nOtethatforanyx  

エ（∬）＝入βr（∬）－β≧入β（q＋（1－q）レ）r（諾）－β＝J（£），  

エ（∬）＝人βr（∬）－β≧入β（q＋（1－q）汐）r（諾卜ぷ＝J（∬）   

duetol＞q＋（1qq）z／，1＞q＋（1－q）i7，andLemma3．2．2（b）．  

（a）Theuniqueexistenceofx＊isimmediatefromLemma5．3．2（a，b），henceh＝X＊fromEq．（5．3．27）．  

Ⅵ屯have  

C（β，γ）＝（（トⅧ）／（1一代）＋y／（1一切max（エ（β），0）  

－（1－y）max（J（β），0）／（1一可－ⅧmaX（J（β），0）／（1一兎）＋Ⅳr  

＝（トⅧ）（max（ム（p），0卜max（J（捌））／（ト代）  

＋y（max（エ（β），0卜max（J（p），0））／（ト可＋析≧0，  

implying九≧β．  

（b）SinceL（b）＝］（b）＝J（b）＝－SduetoEq．（5．2．2）andLemma3．2．2（c），WeObtainG（b，r）＝  

－わ＋Wr＋pfromEq・（5・3・13）・Ifr＜（b－P）／W，thenG（b，r）＜0，implyingh＜b，OrelseG（b，r）≧0，  

implyingh≧b．  

（c，d）EvidentfromLemma5．3．2（c，e）．  

（e）Thesameastheproof岳ofLemma4．3－3（e）．I   

Below，Whenregardinghasafunctionofr，i．e．，h＝h（r），byrもIetusdenotethesolutionofh（r）＝bif  

it exits．  

Lemma5．3．6   

（a）㌔肌廟eJye戒ぬ  

（b）エ（九），J（九），αmdJ（九）αreβ舌再c物decreαβ如血γ＜㌔肌dれOmれcγeαβ座れγ・  

（c）ム（九）＞0，J（九）＞0，αmdJ（九）＞0か肌y叫伊c血軸βmαggr・  

（d）ゲβ＞0，仇emエ（九）＜0，J（九）＜0，肌dJ（九）＜OJbrα竹叫伊c血軸払巧eγ・  

（e）ガレ＞戸，血mエ（九）＞J（九）＞プ（九）かγ＜㌔肌dエ（九）＝J（九）＝J（九）＝－βかr≧㌔・  

（り ガレ＜戸，伽mエ（九）＞J（九）＞J（九）かr＜㌔肌dエ（九）＝J（九）＝J（九）＝－βかγ≧㌔・  

（g）〝レ＝戸，娠mエ（九）＞J（呵＝J（九）かr＜㌔肌dエ（ん）＝J（九）＝J（九）＝－βかγ≧㌦・   
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Proof・（a）ImmediatefromLemma5．3．5（e）．  

（b－d）ThesameastheproofsofLemma4・3．4（b－d）．  

（e）ThesameastheproofofLemma4．3・4（e）．  

（f）Letu＜P・Thennotingl＞q＋（1－q）i7＞q＋（1－q）u，WeCaneaBilyprove七heassertioninquite  

thesamewaya＄intheproofofLemma4－3・4（e）・  

（g）Evident．I   

FromLemma5・3・6wecandepictFigure5．3．1．  

レ＞戸  〝＜房  レ／＝ 王ノ  

Figure5・3・1：GraphsofL（h（r）），］（h（r）），andJ（h（r））wheres＞0．  

Lemma5．3．7  

（a）ムefβ＝0・memエ（九）≧0，J（九）≧0，α几dJ（ん）≧0．  

（b）エefβ＞0・meれγ＊，γご，肌d戸；肌卸egye∬由fw抽γ＊＜㌔．   

1ガγ＊≦r，がばmエ（ん）≦0，J（九）≦0，αれdJ（ん）≦0．   

2 エet〃＞戸・me†も戸ニ＜γニ＜γ＊・  

iザγ；≦r＜γ＊，兢emエ（九）＞0，J（九）≦0，肌dJ（九）≦0．  

iiガ戸ニ≦γ＜γニ，兢emエ（ん）＞0，J（九）＞0，αmdJ（九）≦0．  

iii〝r＜戸；，兢emエ（九）＞0，J（ん）＞OJ肌dJ（九）＞0．  

3 エefレ＜房・meγけ；＜戸：＜γ＊・  

i〝戸；≦r＜r＊，統eれエ（ん）＞0，J（ん）≦0，α乃dJ（ん）≦0．  

iiガr；≦r＜戸ニ，兢emエ（九）＞0，J（九）＞0，αmdJ（九）≦0．   

iiiガr＜γ：，仇emエ（九）＞0，J（九）＞0，α几dJ（ん）＞0．  

4 ムef〃＝戸・merげニ＝デ：＜γ＊．   

Proof・（a）Ifs＝0，thenL（h）＝入βT（h）≧0，］（h）＝入β（q＋（トq）z／）T（h）≧0，andJ（h）＝入β（q＋（1．  

q）i7）T（h）≧OduetoLemma3．2．2（b）．  

（b）Lets＞0．Theuniqueexistenceofr＊，r；，and戸；areimmediateffomLemma5．3．6（b，C，d）．  

（bl－b4）EvidentfromLemma5．3．6（b－f）．I  

Fbrconvenienceinthelaterdiscussions，1etusregardr＊，r：，and戸：asfunctionsofs，i・e・，r＊（s），rニ（s），  

and戸；（s）・Further，bys＋，Sニ，and5；letusdenotethesolutionofr＊（s）＝0，r；（s）＝0，and戸；（s）＝O  

respectively，iftheyexist，i．e．，   
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γ＊（β＊）＝0， γニ（βニ）＝0， 戸：（ぢ）＝0．  （5・3・28）  

Lemma5，3．8   

（a）r＊（β），γ；（β），αmd戸；（β）αreβ如c軸dec†℃αβ血夕飯β．  

（b）〝β＝0，仇eγ1r＊＝r；＝戸：＝㍍＝（わーβ）／Ⅳ．  

（c）β＊＝入βr（β）．  

（d）エefレ＞戸．   

1βニ＝（q＋（ト9）レ）（可（0）－β）／Ⅳ（ト9）（トレ）・   

2百ニ＝（q＋（1一曾）り（可（0卜β）／（W㌧」耶．   

3 ザγ＜（占－β）／Ⅳ，兢eγl吾ニ＜βニ＜β＊．  

（e）上efレ＜房．   

1β：＝（曾＋（1－q）レ）（電（0トβ）／（Ⅳ一町   

2言；＝（ヴ＋（1－が）（豆HOトβ）／Ⅳ（1－9）（ト叶   

3 ガγ＜（あーβ）／Ⅳ，統eγもβ：＜言ニ＜β＊．  

（f）エefレ＝汐・memβ；＝ぢ＝（曾＋（1一曾）〝）（ポ（0）－β）／（Ⅳ一利肌dか＜（占「β）／Ⅳ1統帥   

β：＝言ニ＜β＊・   

Proof・（a）Le七s＜s′・ThensinceL（h（r＊（s）））＝DandL（h（r＊（s／）））＝0，Wehaves＝入βT（h（r＊（s）））  

ands′＝入βT（h（r＊（s′）））・Accordingly入βT（h（r＊（s）））＝S＜sl＝入βT（h（r＊（s［）））・Henceh（r＊（s））＞  

h（r＊（s／））becauseifnotso，WehavethecontradictionofT（h（r＊（s）））≧T（h（r＊（s′）））duetoLemma3・2・2（a）・  

Therebre，WeObtainr＊（s）＞r＊（s／）fromLemma4．3．3（e）．Similarlyalsoprovenforr；（s）and戸；（s）．  

（b）Lets＝0・ThensinceL（x）＝入βT（x）≧0，］（ェ）＝入β（q＋（1－q）z／）T（x）≧0，andj（x）＝  

入β（q＋（1－q）i7）T（3：）≧0fora11xduetoLemma3・2・2（b），ffomEq．（5・3・13）wehave   

C（∬，γ）＝Ⅳエ（霊ト（1－y）J（∬）／（1一代卜yJ（ご）／（1一元ト∬＋Ⅳγ＋β  

＝Åβ（Ⅳ－（トy）（打（トq）舶1一代卜y（打（ト曾珂／（ト氏中（小出折り  

＝入β（WqH）T（x）－X十Wr＋p（duetoEq・（5．3．6））・   

Hencelettingf＝（b－P）／W，WegetO＝G（h（f），i）＝入β（W－H）T（h（i））－h（f）＋b・Thus  

（5．3・29）  入β（Ⅳ一方）r（九（ナ））＝九（f）一わ・   

SinceW＞HduetoEq．（5．3．12）andT（h（ナ））≧OduetoLemma3・2・2（b），WeObtainh（f）≧b・Accord－  

ingly，inquitethesamewayastheproofsofLemma4・3・6（b）wecanPrOVer＊＝r；＝戸；＝ rL・  

（c）FromEq．（5．2．3）wehaNe  

β＝入βr（九（γ＊）），  

β＝入β（曾十（トq）レ）r（九（r；）），  

β＝入β（曾＋（ト甘）戸）r（坤抑   
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Sincel＞q十（1Mq）l／andl＞q＋（1－q）i）duetotheassumptionofq＜1，U＜1，andD＜1，Wehave  

O＝L（h（r＊））≧J（h（r＊））andO＝L（h（r＊））≧J（h（r＊））duetoLemma3．2．2（b）．Now，nOtingh（r＊）is七he  

solutionofG（x）＝Owithr＝r＊，Weget  

O＝G（九け＊），r＊）＝一坤＊）＋Ⅳr賽＋β，   

henceh（r＊）＝Wr＋＋pbranyS・Accordingly，ifs＝S＊，thenr＊＝r＊（s＊）＝0，hencesinceh（r＊（s＋））＝P，  

wehaves＊＝入βT（h（r＊（s＋）））＝入βT（p）fromEq・（5・3・30）・  

（d）Let〝≧房・  

（dl）Ifr＝r；，thenL（h）＞0，）（h）＝0，andJ（h）≦OduetoLemma5．3．7（b2，b2i）・Hencefrom  

Eq・（5・3・13）wehaNe，forx＝h（r；），  

0＝G（九（r：），γ；）＝Ⅳ（人βr（坤：）トβ卜九（r；）＋Ⅳγ；十β・   

Substitu七ingEq．（5・3・31）intotheaboveequalityyields  

O＝Ⅳ入β（ト月）（1－〝）r（仲川一坤ニ）＋Ⅳぺ＋β，   

implying  

β1（仲川＝0，  （5・3・33）  

hencex；（r；）＝h（r；）fromLemma5・3・3（c）・Ifs＝S：，thenrニ＝r；（s；）＝OduetoEq・（5・3・28），thus  

X；（0）＝h（0）・Accordingly，  

r（∬；（0））＝（∬；（0卜β）／Ⅳ入β（ト刷1十け   

Now，fromEq．（5．3．31）wehave  

β：＝入β（q＋（ト曾）〝）r（九（γニ））＝入β（q＋（トq）レ）r（呵0））＝入β（曾＋（トq）〃）r（∬；（0）），   

fromwhichT（x；（0））＝Sニ／入β（q＋（トq）u），henceffomEq・（5・3・34）weobtain  

β；／入β（q＋（1－q）レ）＝（ご；（0）－β）／Ⅳ入β（トq）（トレ）  

（5．3・34）  

Orequivalentlys；＝（q＋（1qq）z／）（x；（0）－P）／W（1－q）（トz／）・  

（d2）Ifr＝戸；，thenL（h）＞0，］（h）≧0，andJ（h）＝OduetoLemma5・3・7（b2，b2ii）・Hence丘om  

Eq・（5・3・13）wehave，forx＝h（r；），  

0＝・G（岬：），戸：）  

＝入β（Ⅳ－（1－y）（打（ト曾）レ冊一中（曙））  

－（Ⅳ－（ト扇／（ト可）β一岬：）十W雪＋β  

＝入β（Ⅳ－（トy）（打（トヴ）レ）／（ト中（礪）ト湖沼1一兎卜坤；）＋椚汁β   
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duetoEq・（5・3・5）・SubstitutingEq・（5．3・32）intotheaboveequationsproduces  

O＝入β（Ⅳ－（トy）（q＋（トq）刷1一可－Ⅷ（打（ト紳那（ト虎））r（坤；）卜礪）＋W雪＋p  

＝入β（W－H）T（h（テ：））－h（戸；）＋W雪＋p（duetoEq・（5・3・6））  

＝r（九拝ニ）卜（九拝ニトⅣ戸：－β）／入β（Ⅳ一方ト   

implying  

β3（た仔；））＝0，  （5．3・35）  

hence弔（戸；）＝九（テ：）ffomLemma5・3・3（c）・Ifs＝吾ニ，then戸ニ＝戸ニ（吾；）＝OduetoEq・（5・3・28），thus  

X；（0）＝h（0）・Accordingly，  

（5．3．36）  r（電（0））＝（霊封0卜β）／人β（Ⅳ一叫・  

Now，丘omEq・（5・3・32）wehave  

gニ＝入β（q＋（1－9）戸）r（坤；））＝入β（曾十（1一世）戸）ア（可0））＝入β（q＋（1－q）汐）r（電（0）），  

fromwhichT（x；（0））＝5ニ／入β（q＋（トq）i7），henceh・OmEq・（5・3・36）weget  

扁ニ／入β（q＋（1一曾）戸）＝（∬；（0）－β）／入β（Ⅳ一印   

orequivalently5ニ＝（q＋（1－q）i7）（x；（0）－P）／（W－H）・  

（d3）SinceT（x；（0））≧OduetoLemma3・2・2（b），WehaNe可（0）≧pfromEq・（5・3・34），thusT（p）≧  

T（可（0））ftomLemma3・2．2（a）．Accordingly，fromEq・（5・3・34）and（dl）wehave  

∬；仲）－β  
r（p）≧   

Ⅳ入β（1一雨（1－〝）  

（q＋（1－ヴ）レ）（∬；仲卜p）／Ⅳ（1一曾）（1－レ）  

入β（曾＋（1－q）り●  入β（曾＋（1－ヴ）〃）   

Letr＜（b－P）／W．Thenb＞Pduetotheassumptionofr≧0・Accordingly，SinceT（p）＞Ofrom  

Lemma3．2．2（c），WeObtainsニ≦入β（q＋（1－q）L／）T（p）＜入βT（p）＝S＊dueto（c）andtheassumptions  

ofq＜1andu＜1．Further，X；＜x芸＜bfromLemma5・3・3（dl），henceT（a：；）＜T（可）dueto  

Lemrna3．2．2（a）．There払re，fromEqs．（5・3．34）and（5・3・36）wecanimmediatelyshowthat吾ニ＜sニ・Thus  

WeeVentual1yobtain重＜sニ＜S・  

（e）Letレ＜汐．  

（el）Ifr＝r；，thenL（h）＞0，j（h）＞0，andJ（h）＝OduetoLemma5・3・7（b2，b2i）・Hencefrom  

Eq・（5・3・13）wehave，forx＝h（r：），   

0＝C（坤；），r；）   

＝Åβ隼擁叫一洲1一元恒r：））岬一抑一瑚（r：）＋Ⅳ佃  

＝入β（Ⅳ－y（打（ト刷／（1一元））r（弼）卜（トⅧ）β／（1一軒九（γ；）＋呵＋β・  

duetoEq．（5．3．5）．SubstitutingEq．（5．3・31）intotheaboveequalityyields   
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0＝入β（Ⅳ一封（打（1－q）瑚1一元ト（1－y）（打（トq）〝伸一凡））r（曙））瑚；）＋W雪寸り  

＝入β（WMH）T（h（戸；））－h（戸；）＋W戸：＋p（duetoEq・（5・3．6））  

＝r（岬ニ）ト（岬；トⅣ戸：－β）／入β（Ⅳ一勘   

implying  

β3（仲川＝0，  （5・3・37）  

hencex；（r；）＝h（r；）ftomLemma5■3・3（c）・Ifs＝Sニ，thenr；＝r；（s；）＝OduetoEq．（5・3・28），thus  

X芸（0）＝h（0）・Accordingly，  

r（可（0））＝（霊封0ト再／入β（Ⅳ一明・  （5・3・38）  

Now，fromEq・（5．3．31）wehave  

β：＝入β（q＋（1－ヴ）レげ（九亘ニ））＝人β（q＋（1－q）レ）r（呵0））＝入β（曾＋（1一曾）〝）r（霊訳0）），  

fromwhichT（可（0））＝S；／入β（q十（lTq）u），henceffomEq・（5・3・38）weobtain  

βニ／入β（9十（1－q）〝）＝（∬；（0卜β）／入β（Ⅳ一明  

Orequivalen七1yβニ＝（q＋（1－q）〝）（弔（0卜β）／（Ⅳ一明・  

（e2）Ifr＝戸；，thenL（h）＞0，）（h）≦0，andJ（h）＝OduetoLemma5．3．7（b2，b2i）．Hencefrom  

Eq・（5・3・13）wehave，forx＝h（戸；），  

0＝G（九拝；），戸；）＝Ⅳ（入βr（岬；）卜β卜九拝：）＋耶：＋β・   

SubstitutingEq・（5．3．32）intotheaboveequalityyield＄  

0＝Ⅳ入β（1一班1一房）r（仲川一九（戸：）＋Ⅳ戸：＋β，   

implying  

夙（九拝ニ））＝0，  （5・3■39）  

hence盃；（f；）＝h（戸ニ）h：OmLemma5．3．3（c）．Ifs＝扁ニ，then戸；＝戸；（s；）＝OduetoEq・（5・3・28），thus  

烹；（0）＝h（0）．Accordingly，  

r（盃；（0））＝（虎；（0）－β）／Ⅳ入β（ト頼卜叶   

Now，ffomEq・（5・3．31）wehaNe  

百ニ＝入β（q＋（1一曾）戸げ（岬：））＝人β（曾＋（ト9）戸）r（頃0））＝入β（q＋（トq）戸）r（虎；（0）），  

fromwhichT（5；（0））＝百ニ／入β（q＋（トq）i7），henceftomEq・（5・3・40）weget  

言；／入β（曾＋（ト曾）戸）＝（虎；（0トβ）／Ⅳ入β（ト州卜戸）   

Orequivalently吾；＝（q＋（1－q）D）（覇（0）－P）／W（トq）（1－D）・  

（5・3・40）   
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（e3）SinceT（虎；（0））≧OduetoLemma3・2・2（b），Wehzwe弔（0）≧phomEq・（5・3・40），thusT（p）≧  

T（烹；（0））fromLemma3．2．2（a），Accordingly，丘omEq・（5・3・40）and（e2）wehaNe  

盃；（0）一β  
r（β）≧   

Ⅳ人β（1－q）（1一戸）  

（曾＋（1－q）戸）（盃；仲）－β）／Ⅳ（1一曾）（1一戸）  

入β（曾＋（1－q）戸）  人β（q＋（1－q）房）   

Letr＜（b－P）／W．Thenb＞pduetotheassumptionofr≧0・Accordingly，SinceT（p）＞Ofrom  

Lemma3．2．2（c），WeObtain5ニ≦入β（q＋（1－q）i7）T（p）＜入βT（p）＝S＊dueto（c）andtheassumptions  

Ofq＜1and L／＜1・Further，豆；＜∬芸＜b丘om Lemma5・3・3（dl），henceT（x；）＞T（烹；）dueto  

Lemma3，2．2（a）．Therefore，ffomEqs・（5．3・38）and（5・3・40）wecanimmediatelyshowthats；＜百：・Thus  

WeeVentuallyobtains；＜5：＜s■  

（f）Immediatefromthe fact that x；＝＝5f；＝現duetoLemma5・3■3（f）and W（1「√q）（1－U）＝  

W（1－q）（1－i7）＝W－H，WhichwasshownintheproofofLemma5・3・3（f）・l   

Lemma5．3．9  

（a）ムeまβ＊≦β．meγ1エ（ん）≦0，J（ん）≦0，αmd∫（九）≦0．  

（b）ムefβ＊＞β．   

1て⊥（¢）＞0．  

2 γ＊＞0．  

3 ムefγ＜γ＊．  

iエe±〃＞房．  

1〝r；≦r，仇e†も∬芸≦xl・  

2 ゲ戸；≦r＜γ：，仇eγもXl＜諾芸≦x2・  

3 〝γ＜戸ニ，仇e†1九＝∬芸＞X2・  

iiムef〝＜戸．  

1〝炉；≦r，兢eγも諾芸≦文1・  

2 ガr；≦r＜戸ニ，仇eれ丸＜烹芸≦知・  

3 ガr＜r：，統帥諾；＞文2・  

iiiムefレ＝戸・meγもγJ＝戸；・  

1〝r：≦r，仇em∬芸≦xl■  

2 〃γ＜rニ，仇eγl∬；＞Xl・  

Proof．（a）Lets≧s＊．Thens≧入βT（p）duetoLemma5．3．8（c）・Now，Sinceh≧pfromLemma5・3・5（a），  

wehaveT（h）≦T（p）fromLemma3．2．2（a）．Hence，nOtingLemma3・2・2（b），WegetO≧入βT（p卜β≧  

入βr（九卜β≧入β（叶（1－か）r（九トβandO≧入βr（九トβ≧入β（叶（ト如）r（九卜8duetol＞叶（1－q）レ  

andl＞q＋（1－q）i7．Therefore，WeObtainL（h）≦0，）（h）≦0，andj（h）≦0・  

（b）Letβ＊＞β・  

（bl）u（4））≧OftomEq．（5．2．12）．Supposeu（¢）＝0．Thensincer＝0andL（h）≦0・・・（＊），ftom  

Eq．（5．3．26）wehaveh＝－（トy）max（］（h），0）／（1qJ’）－ymaX（J（h），0）／（1一元）＋p，fromwhichh≦p・  

FfomthisandLemma5．3．5（a）wegeth＝P．Accordingly．L（h）＝lPT（h）－S＝入βT（p卜β＝S＊qs＞O  

duetotheassumptionofs＊＞s，Whichcontra．dicts（＊）．Thusu（¢）＞0・   
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（b2）Letr＝0・Assume入βv（0）十（1一入）βu（4・）－S≦Pu（Q）．Thenu（4・）＝Pu（¢）fromEq．（5．2．5），  

1eadingtoβ＝1duetou（4））＞Ofrom（bl），Whichcontradictstheassumptionofβ＜1．Accordingly，it  

mustbe人伽（0）＋（1一入）Pu（4））嶋S＞Pu（4）），WhichcanberearrangedintoO＜入β（v（0）－u（4）））－S＝  

入βT（h）－S＝L（h（0））fromEq・（5・2・8），implyingr＊＞OduetoLemma5．3．6（b）．  

（b3）Letr＜r＊・ThenL（h）＞OfromLemma5．3．7（b2ii）．Herenoterニ＜r＊．  

（b3i）Leい′＞戸．  

（b3il）Letr；≦r・ThenO≧J（h）≧J（h）fromLemma5．3．7（b2i），henceftomEq．（5．3．26）wehave  

九＝入βⅣ（r（九）－β）＋Ⅳr＋β，   

henceT（h）岬（h＋W（s－r）－P）／W入β＝0，i・e・，B4（h）＝OfromEq・（5・3・19），implyingthathdennedby  

Eq・（5・1・1）isgivenbyx芸，WhichistheuniquesolutionofB4（x）＝Odue七OLemma5．3．3（c），i．e，，h＝電．  

Consequently，Weget  

r（九）＝r（∬芸）＝（∬芸＋Ⅳ（β－り－β）／Ⅳ人β・  （5・3．41）  

Now，fromtheassumptionofr；≦rweobtainO≧J（h）＝入β（q＋（トq）u）T（hトsduetoIJemma5・3・7（b2i）・  

Rearrangingtheinequalitybysubstitu七ingEq・（5・3・41）produces  

O≧（q＋（1－α）〝）（諾芸＋Ⅳ（β－γ卜β）／Ⅳ－β，  

fromwhich  

Ⅳβ  

∬芸≦   －Ⅳ5＋lγγ＋p  
ヴ＋（1一曾）レ  

Ⅳβ  

（1－曾－（1－q）レ）＋Ⅳγ＋β  
q＋（1一曾）レ  

Ⅳ可1－q）（1－レ）  

＋Ⅳr＋p＝Xl・  
ヴ＋（1一寸）レ   

（b3i2）Le七戸；≦r＜r；．ThenJ（h）＞0≧J（h）fromLemma5．3．7（b2ii），hencefromEq・（5・3・26）we  

have  

ん＝Ⅳエ（ん）－（1－y）J（九）／（1一代）＋Ⅳr＋β  

＝入β（Ⅳ－（9＋（トq）〝）（1一扇／（1一代））r（九ト（Ⅳ－（トⅧ）／（ト代））β＋仲γ＋β  

＝入β（Ⅳ－（曾＋（1一年）レ）（トy）／（1一帯））r（九トyβ／（ト虎）＋Ⅳr＋p・  

Hence  

九＋封β／（1一元）－Ⅳr－β  
r（ん）－   

入β（Ⅳ－（ヴ＋（1－か）（ト扇／（1一代））  

OrequivalentlyB2（h）＝0fromEq．（5・3．16）．Thisimpliesthathde丘nedbyEq・（5・1・1）isgivenbyx芸，  

WhichistheuniquesolutionofB4（x）＝OduetoLemma5・3・3（c），i・e・，h＝3；芸・Therefbre，  

諾芸＋封β／（1一元）－Ⅳγ－β  
（5．3■42）   r（ん）＝r（諾芸）＝   

入射Ⅳ－（曾＋（トq）レ）（トⅧ）／（ト尺））  
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Now，fromtheassumptionof弓≦r＜r；weobtain  

O＜J（ん）＝入β（9＋（1一寸）レ）r（んトβ，  

0≧和）＝入β（曾＋（1－q）戸）r（んトβ   

duetoLemma5・3・7（b2ii）・RearrangingEq・（5・3・43）bysubstitutingEq．（5．3．42）produces  

∬芸＋yβ／（1一兎）－Ⅳr－β  
0＜（曾＋（1一曾）リ）  －βI  

lγ－（α＋（1－か）（1一山／（1一尺）  

丘omwhich  

Ⅳ－（曾＋（1－曾）〃）（1一訂）／（1一花ト yc  
∬；＞  β‾ ＋析＋β  

曾＋（1－9）レ  

（ヴ＋（1－q）〝）（1  ーy）y（ヴ＋（1－  
＋Ⅳγ十β  

q＋（1－q）〝  

β  

1－㍍  1一元  

（Ⅳ－（曾＋（トq）レ）Ⅳ）＋Ⅳγ＋β  
9＋（1－9）〝  

＝Ⅳβ（1－扇（1－レ）／（曾＋（1－q）レ）＋Ⅳγ＋β＝Xl・   

Further，rearrangingEq．（5．3．44）bysubstitutingEq．（5．3．42）produces  

ご芸＋yβ／（1一兎）－Ⅳγ－β  
0≧（q＋（ト曾）戸）  －β，  

Ⅳ－（q＋（1一曾）〝）（1一扇／（1一代）  

fromwhich  

Ⅳ－（q＋（1－曾）〝）（1一訂）／（1一作）▲ yC  
∬；≦  ＋Ⅳγ＋β  β－  

q＋（1－曾）戸  V l一元  

y（曾＋（1－ヴ）汐）  （q＋（1－9）〝）（1－y）  

）  
＋l析十β  

1一元  1一代  

＝（Ⅳ－∬）β／（曾＋（1－q）戸）＋Ⅳγ＋p＝X2   

duetoEq＄・（5・3・6）and（5．3．9）．Thus，Xl＜X芸≦x2・  

（b3i3）Letr＜戸：．ThenL（h）＞）（h）≧J（h）＞0＆omLemma5・3・7（b2iii），henceffomEq・（5・3・26）we  

have  

ん＝＝lγエ（九ト（1－y）J（九）／（1一代卜yJ／（ト兎）＋Ⅳγ＋β  

q）戸）  （q＋（トq）レ）（1疇訂し王府＋（ト  
）r（∬）  ＝入β（Ⅳ－   

1一代  1一元  

＋（Ⅳ－て）汗Ⅳ叫  

＝．入β（Ⅳ一句r（九）＋Ⅳr＋β・   

Accordingly，Weget  

九－Ⅳγ－β  
r（九）－  ＝0   

入β（Ⅳ－叫  
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orequivalen七IyB3（h）＝OfromEq．（5．3．18），implyingthathde丘nedbyEq・（5・1・1）isgivenbyx昌，Which  

istheuniquesolutionofB3（x）＝OduetoLemma5・3・3（c），i▲e・，h＝X芸・Hence  

J・昌一…什rJ・－〃  
（5．3・45）  r（九）＝r（∬芸）＝   

入β（Ⅳ一利   

Now，fromtheassumptionofr＜戸；weobtainO＜J（h）＝入β（q＋（l－q）i7）T（hトsduetoLemma5・3・7（b2iii）・  

RearrangingtheinequalitybysubstitutingEq・（5・3・45）produces  

：ごニー什’′、－／二，  
（q＋（ト曾）ロトβ，  0 ＜   

Ⅳ一月■   

fi・OmWhich  

霊3＞（Ⅳ一方）β／（q＋（1－q）戸）＋Ⅳr＋p＝X2・   

（b3ii）Letu＜i7・  

（b3iil）Le七戸；≦r．ThenO≧J（h）≧J（h）たornLemma5・3・7（b3i），hencefromEq・（5・3・26）weh乱Ve  

ん＝入βⅣr（ん）－Ⅳβ＋Ⅳγ十β，   

henceT（hト（h＋W（s－r）－P）／W入β＝0，i・e・，B4（h）＝OhlOmEq（5・3・19）・Thisimpliesthathdefined  

byEq．（5．1．1）isgivenby夷，WhichistheuniquesolutionofB4（x）＝OduetoLemma5・3・3（c），i・e・，  

h＝X芸・Thusweobtain  

（5・3・46）  r（九）＝ア（∬芸）＝（∬芸＋Ⅳ（β－γ卜β）／Ⅳ人β・   

Now，from七heassump七ionof戸；≦rweobtainO≧J（h）＝入β（q十（トq）i7）T（hトsduetoLemma5・3・7（b3i）・  

RearrangingtheinequalitybysubstitutingEq・（5・3・46）produces  

O≧（曾＋（1－q）房拍芸＋Ⅳ（いr卜β）／Ⅳ－β，  

たomwhich  

Ⅵ′β  
－Ⅳβ＋Ⅳγ＋β  現≦   

q＋（1－ヴ）房  

Ⅳβ  
（1－曾－（1一曾）〝）＋Ⅳγ＋β  

す＋（1－q）戸  

町中一扇（1一戸）  
＋Ⅵ′r＋β＝文1・  

q＋（1一寸）戸   

（b3ii2）Letr；≦r＜戸ニ．ThenJ（h）＞0≧J（h）fromLemma5・3・7（b3ii），hencefromEq・（5・3・26）we  

have  

九＝Ⅳエ（九卜yJ（九）／（1一句＋Ⅳγ＋β  

＝入射Ⅳ一（q＋（1－q）戸）封／（1一兎））r（九卜（Ⅳ－y／（ト瑚5＋Ⅳγ十p  

＝入β（Ⅳ－（q＋（トq）軸／（ト瑚で（九卜（ト慰）β／（1一代）＋Ⅳγり・   
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Accordingly，Weget  

ん＋（1－y）β／（1一代）－Ⅳr－β  
r（九）－   ＝0  

入β（Ⅳ－（q＋（トヴ）軸／（ト瑚   

orequivalentlyB2（h）＝OfromEq．（5．3．16），implyingthathdefinedbyEq．（5．1．1）isgivenby虎芸，Which  

istheuniquesolutionofB2（x）＝OduetoLemma5．3．3（c），i．e．，h＝盃芸．Hence  

盃芸＋（1－y）β／（1一尺）－Ⅳγ－β  
r（可＝r（盃；）＝   （5・3・47）  

入β（Ⅳ－（曾＋（トq）戸）y／（ト可）  

Now，fromtheassumptionofr；≦r＜戸；weobtain  

O＜J（た）＝入β（q＋（1－か）r（んトβ  

0≧J（た）＝入β（曾＋（ト9）戸）r（んトβ   

duetoLemma5・3・7（b3ii）・RearrangingEq・（5・3・48）bysubstitutingEq・（5・3・47）produces  

虎；＋（1－y）β／（1一尺）－Ⅳr－β  
0＜（留＋（1－蹄）  －β｝  

Ⅳ－（q＋（1－曾）房）y／（1一元）  

丘omwhich  

Ⅳ－（9＋（1－曾）ク）封／（1一元）▲（1－y）β  
豆芸＞  ＋Ⅳγ＋β   β－  

9十（1－q）汐  1－K  

（曾＋（1一寸）軸 ＿ ＋Ⅳγ＋β  
ヴ＋（1－ヴ）房  

β  

1一兎  1一作  

（Ⅳ－（q＋（ト蹄）Ⅳ）＋Ⅳr＋β  
曾＋（1－ヴ）戸  

＝Ⅳβ（1一扇（1一戸）／（q＋（1－q）房）＋Ⅳγ＋β＝熟・   

Further，rearrangingEq．（5．3．49）bysubstitutingEq．（5．3．47）produces  

∬芸＋（1－y）β／（1一代）－Ⅳr－β  
0≧（曾＋（トq）〝）  ーβ｝  

Ⅳ－（q＋（1一曾）汐）y／（1一兎）  

丘omwhich  

Ⅳ－（曾＋（1－9）戸）y／（1一句〈（1一計）β  
諾芸≦  ＋Ⅳγ＋β  β－  

q＋（1一寸）〝  1－㍍  

（曾十（1－9）汐）y（曾＋（1－q）〝×1   ーy）  

）   
＋Ⅳr＋β  

曾＋（1－q）レ  1一兎  1－㍍  

＝（Ⅳ一方）β／（q＋（1－q）レ）＋Ⅳγ＋β＝知・   

Thusweconsequenclyobtain文1＜虎芸≦i3．  

（b3ii3）Letr＜rニ．ThenJ（h）＞］（h）＞0fromLemma5・3・7（b3iii），hencefromEq・（5・3・26）wehaⅣe  

九＝Ⅳエ（九卜（トⅧ）J（九）／（1一指卜yJ／（1一兎）＋Ⅳγ＋β  

＝対（Ⅳ一句r（九）＋（Ⅳ－（トⅧ）／（ト凡卜封／（ト瑚β＋Ⅳr＋β  

＝入β（Ⅳ一句r（九）＋Ⅳr＋β・   
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Consequently，Weget  

ん－Ⅳγ－β  
r（ん）－   ＝0   

Åβ（Ⅳ一明  

OrequivalentlyB3（h）＝OftomEq・（5・3・18）・Thisimpliesthathde丘nedbyEq．（5．1，1）isgivenbyコ：芸，  

WhichistheuniquesolutionofB3（x）＝OduetoLemma5・3・3（c），i・e・，h＝X芸．Hence  

£昌一Ⅳγ－β  
r（九）＝r（電）＝   （5．3・50）  

入β（Ⅳ一明   

Now，h：Omtheassumptionofr＜r；weobtainO＜］（h）＝入β（q＋（トq）u）T（hトsduetoLemma5・3．7（b3iii）・  

Rearrangingthebrmerinequalitybysubstitu七ingEq．（5．3．50）yields  

∬言－Ⅳγ－β  

（q＋（トq）レトβ，  0 ＜   
lγ－．打   

fromwhich  

∬3＞（Ⅳ一方）β／（q＋（1－曾）〝）＋Ⅳr＋β＝文2．   

（b3iii）Letu＝i7・Thenr；＝戸；duetoLemma5．3・7（b4）andxl＝X2＝文1＝滋duetoLemma5．3．3（f）．  

（b3iiil）lmmediateffom（b3il）and（b3i3）．  

（b3iii2）Evidentfrom（b3iil）and（b3ii3）．1   

Corollary5．3．1  

（a）上e壬レ＞戸．   

1げ電＞xl，兢eれr＜r；・   

2 ガ∬芸≦xlOr£芸＞x2，統emr＜戸；orγ：≦γ・   

3 ザ∬芸≦x2，兢e花戸：≦r・  

（b）エef〃＜戸．   

1ザ諾芸＞知，兢eれr＜γ；・   

2 ザ烹芸≦翫Or虎芸＞払兢eγけ＜戸：orγニ≦γ・   

3 〝霊芸≦知，仇eγ1戸：≦γ・  

（c）エe士〃＝戸．   

1〝ェ芸＞xl，仇e†け＜γニ．   

2 〝∬芸≦xl，兢eγけニ≦r・   

Proof．ImmediatefromthecontrapositionsofLemma5．3．9（b3i，b3ii，b3iii），reSpeCtively・l   

Lemma5．3．10   

（a）ムe舌〃＞戸．   

1ガ∬芸≦xl，統e†け：≦γ・   

2 ガxl＜∬芸≦x2，兢em戸ニ≦r＜弓・   

3 〝霊；＞x2，仇eγけ＜弓・  

（b）ムef〃＜戸．   

1〝諾芸≦翫，統eTlr：≦γ・   
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2 〝文1＜盃芸≦払兢em戸ニ≦r＜弓．   

3 〝電＞更2，〃ほれγくダニ・  

（c）ムe土〝＝汐・mem戸；＝γ；．   

1〝電≦xい〝ばれγ；≦r・   

2 〝電＞xl，仇emr＜γ；・   

Proof・（a）Letレ＞i7．  

（al）Letx芸≦xl・ThensinceO＝B4（x左）≧B4（xl）＝B2（xl）duetoEq．（5．3．23）andLemma5・3・3（a，d3），  

WehaveB2（x芸）＝0≧B2（xl），hencex芸≦xl・Thusr＜テ：orr；≦rduetoCorollary5・3・1（a2）・nlr－  

ther，0≧B2（xl）＞B2（x2）＝B3（x2）duetoLemma5・3・3（d2，a，d4）．SinceB3（可）＝0＞B3（x2）due  

toEq・（5・3・23），Wehave弔＜x2duetoLemma5．3．3（a），hence戸ニ≦r duetoCorollary5・3・1（a3）・  

Accordingly，r；≦r・  

（a2）Letxl＜x芸・ThenO＝B2（x芸）＜B2（xl）＝B4（xl）duetoEq．（5．3．23）andLemma5．3．3（a，d3）・  

SinceB4（現）＝0＜B4（元1）duetoEq．（5．3．23），WeObtain∬芸＞xl，hencer＜r；duetoCorol－  

lary5・3・1（al）・LetT2≦x2．ThenO＝B2（x；）≧B2（x2）duetoEq・（5．3．22）andLemma5．3・3（a）・Since  

B3（x；）＝0≧B2（x2）duetoEq・（5・3・22），WegetX芸≦x2due七oLemma5・3・3（a），hence戸：≦rdueto  

Coro11ary5・3・1（a3）．Accordingly，テ：≦r＜rニ．  

（a3）Let：C芸＞x2．ThenO＝B3（可）＜B3（x3）＝B2（x2）duetoEq・（5．3．22）andLemma5・3・3（a，d4）・  

SinceB2（x芸）＝0＜B2（x2）duetoEq・（5・3・22），WehaⅣeX芸＞x2duetoLemma5・3・3（a），hencer＜戸；or  

r；≦rduetoCorollary5・3・1（a2）・Further，SinceO＜B2（x2），WehaveO＜B2（x2）＜B2（xl）＝B4（xl）due  

toLemma5・3・3（d2，a，d3）．HenceO＜B4（xl），implyingx芸＞xl・Thusr＜r；duetoCorollary5・3・1（al）・  

There払re，γ＜戸；・  

（b）Onlychangingxl，X2，B2（x），andx；into文1，知，B2（x），and虎芸，WeCanprOVetheassertionsin  

thesamewayas七heabove．  

（c）Letz／＝i7・Thenr；＝戸：duetoEvidentfromLemma5・3・7（b4，b2，b3）andxl＝X2＝文1＝東2  

duetoLemma5．3・3（f）．  

（cl）Obviousfrom（al，bl）・  

（c2）Evidentftom（a3，b3）・l  

5．4 0ptimalDecisionRule  

Thefo1lowingtheoremprescribestheoptimaldecisionrule▲   

Theorem5．4．1  

（a）ムetβ≧む・撒em〈K〉¢αmd〈軋血鋸≧0・  

（b）エefβ＜ゐ．  

1エe壬β＝0・撒em〈C〉¢肌d〈C）ヱW助g≧0・  

2 エefβ＞0．  

i炬＊≦β，仇e乃〈呵¢αれd㈲び肋g≧0・   

iiガβ＜β＊αmdr＊≦r，伽几〈K〉¢肌d（K〉パ血＝≧0・  

iiiガβ＜β＊αmdγ＜γ＊，兢e†も   
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1（C〉¢・  

2 エe壬レ＞戸．meγ1Xl＜x2・  

iげ霊芸≦xl，統帥〈K〉上び鵡g≧0■  

ii〝xl＜ご芸≦x2，統e几〈c〉～ひ抽g＜丁αれd（町パ血机≧T・  

iii〝x2＜諾芸，兢eγも〈C〉‘W正九g≧0・  

3 エe£〃＜戸．me和文1＜文2・  

iザ盃芸≦翫，仇eγも〈K〉ヱ血統Z≧0・  

iiげ文1＜盃；≦知h払帥〈c〉£ひ抽g＜丁肌d（軋w拙ヱ≧丁・  

iiiqR2＜至芸，then〈c〉lWithl≧0・  

4 ムef〝＝戸・〝∬；≦xl，兢em〈K〉上Ⅷ肋g≧0，0γegβe〈c〉JⅧ五紙g≧0・   

Proof．（a）Letp≧b．ThenT（p）＝OduetoLemma・3・2・2（c）・Accordingly，0＝入βT（p）＝S＊≦sh：Om  

Lemma5．3．8（c）andtheassumptionofs≧0・HencetheassertionholdsfromLemma5・3・9（a）・  

（bl，b2i，b2ii）ImmediatefromLemmas5・3・7（a），5・3・9（a），5・3・7（bl），reSpeCtively・  

（b2iiil）ImmediatefromLemma5・3・7（b2，b3，b4）・  

（b2iii2）Letu＞i7．ThenevidentffomLemma5・3・3（d2）・  

（b2iii2i）Letx芸≦xl・ThenO＝B2（x芸）≧B2（ギ1）＝B4（xl）duetoEq・（5・3・23）andLemma5・3・3（a，d3），  

henceB4（夷）＝0≧B4（x2）．Thusx芸≦xlduetoLemma5・3・3（a，C）・FromthisandLemma5■3・10（al）  

wehaver；＜r，henceJ（h）≦OandJ（h）≦OduetoLemma5・3・7（b2i）・  

（b2iii2ii）ImmediateffomLemmas5・3・10（a2）and5・3・7（b2ii）・  

（b2iii2iii）Letx2＜X；．ThenO＝B2（x；）＜B2（x2）＝B3（x2）duetoEq・（5・3・22）andLemma5・3・3（a，d4），  

implyingT芸＞x2duetoLemma5・3・3（a・，C）・From七hisandLemma5・3・10（a3）wehaNer＜テ：，hence  

J（h）＞OandJ（h）＞OduetoLemma5・3．7（b2i）・  

（b2iii3）Byonlychangingxl，X2，B2（x），andx芸into文1，文2，B2（x），and虎芸，WeCanprOVetheassertions  

inthesamewayastheabove．  

（b2iii4）Letz／＝i7．Thenxl＝X2duetoLemma5・3・3（f）・Ifx；≦xl，then〈K）LWithl≧Odueto  

（b2iii2i）．Ifx；＞Xl，i．e．，X2＜x芸，then〈c〉lWithl≧Odue七0（b2iii2iii）・l  

Theorem5．4．2 血統ep再c玄関CO†もf和才pm抽ml〟e九αVe：  

（a）z（九）ぉ花0れdecγ℃αβ五関れ入，r，肌dβ肌dmo血cγ℃αβ座れβ，ガ，αmd∂・  

（b）〝わ＞βαmdr＜（む－β）／Ⅳ，触れ九＜z（た）＜わ，0γeねez（九）＝む・   

Proof．（a）ImmediatefromLemmas5・3・5（c－e），and3・2・1（d）・  

（b）EvidentffomLemmas5．3・5（b）and3・2・1（b，C）．］  

5．5 Conclusions and Considerations   

Cl．Optimaldecisionrules．   

ThemostimportantconclusionsobtainedinthemodelarethestatementsinTheorem5・4・1，Which  

can besummarized asinTable5．5．1．   
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Tもble5．5．1：Summaryofoptimaldecisionrules．  

State（¢）  Sta七e（¢，り，‘≧丁  State（¢，り，エ＜T   

β＝＝0  

（C〉¢   〈c〉ヱ   くC〉‘  

X2＜∬芸  

〃＞戸        Xl＜諾芸≦x2   〈C）¢   〈C〉上   く軋  

Xl≧霊芸   （C〉¢   〈K〉上   〈軋  

文2く至芸   

β＜わ               0＜β＜β＊  γ＜γ＊  
〈c〉¢   〈c）‘   〈c〉‘  

レ＜戸              知＜虎；≦知   〈C〉¢   〈C〉ェ   〈K〉上  

文1≧虎；   〈c〉¢   〈K）‘   〈K〉上  

Xl＜エ芸   （C〉¢   

！ノ ＝ 〝  

くC〉よ   〈C〉‘  

Xl≧現   （C〉¢   〈K〉ヱ   〈K）‘  

r＊＜γ  

β＊＜β  〈K〉¢   〈K）‘   

β≧わ  
（K〉ヱ  

C2．Rela七ionshipsoftheoptimaldecisionruleswi七hparameters・  

Whenp＜b，depictingtheoptimaldecisionruleprescribedinT嵐ble5・5・1intherelationshipwiththe   

searchcostsandtheprofitfromasideliner，WehaveFigure5・5・2，inwhichr＊（s），r；（s），and戸；（s）   

arestrictlydecreasinginswi七hr＊（0）＝r；（0）＝戸；（0）＝（b－P）／W，S＊＝入βT（p）（Lemma5・3・8（a－C）），  

and  

1．ifレ＞戸，then：  

i・S；＝（q＋（トq）u）（x；（0）－P）／W（1－q）（1－〃）（Lemma5・3・8（dl）），  

ii・百ニ＝（q十（1－q）D）（x；（0卜p）／（W－H）（Lemma5・3・8（d2）），  

iii■戸；（β）＜γ；（β）＜r＊（β）（Lemma5・3・7（b2）），  

2．if〝＝戸，七hen：  

i・Sニ＝百ニ＝ （q＋（l－q）u）（x；（0）－P）／（W－H）（Lemma5・3・8（f）），  

ii・r；（s）＝戸：（s）＜r＊（s）（Lemma5・3・7（b4）），  

3．if〃＜戸，then：  

i・Sニ＝（q＋（トq）u）（x；（0卜p）／（W－H）（Lemma5・3・8（el）），  

ii・百；＝（q＋（トq）戸）（盃；（0卜p）／Ⅳ（トq）（ト〃）（Lemma5・3・8（el）），  

iii・rニ（s）＜戸；（s）＜r＊（s）（Lemma5・3・7（b3））■  

TheregionsJ2（K，K，K），n（C，K，K），J2（C，C，K），L？（C，C，C），andJフ（C，K，C）inFigure5・5・2correspondto  

theoptimaldecisionsasfbllows．   
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J？（K，K，K）→Skippinginbothstates（4・）and（¢，l）withl≧O  

D（C，K，K）→COntinuinginstate（¢）andskippinginstate（¢，l）withl≧O  

J？（C，C，K）→COntinuinginstates（¢）and（¢，l）withl＜Tandskippinginstate（¢，l）withl≧T  

L？（C，C，C）→COntinuinginanyStateS（¢）and（¢，l）withl≧O  

J？（C，K，C）→cOntinuinginstates（¢）and（¢，l）withl＜Tandskippinginsta七e（¢，l）withl≧T  

β＊ 0  β：  言ニ  β＊  

リ＜葺  

0  言ニ  β；  

レ＞葺  

Figure5．5．2：Fburregionsencircledbythefunctions戸：（s），r；（s），andr＊（s）  

andtheaxess，rWhenb＞p．Note戸；（s）＝r；（s）whenz／＝汐・  

C3・Propertiesofhandz（h）．   

1．IntheadmissioncontroIproblemtheoptimalselectioncriterion，OnWhichthecompanydecides  

whethertoacceptanaPPearlngCuStOmerOrnOt，isgivenbyh，andintheprlClngCOntrOlproblem  

theoptimalprice，OnWhichanappearlngCuStOmerdecideswhether七oplacehisorderwiththe  

COmPanyOrnOt，isgivenbythefunctionz（h）．Further，itisonlyinthefo1lowingregionsthat  

thedecisions stated aboveareto be made：  

i・n（C，C，C）uJ？（C，C，K）uJ2（C，K，K）foru＞D  

ii・n（C，C，C）uJ2（C，K，K）fbrz／＝i7  

iii・n（C，C，C）uJ？（C，K，C）uJ？（C，K，K）foru＜17   

2．Thehisgivenbytheuniquesolution：だ＊oftheequationG（x）＝0，i・e・，h＝X＊；ref6rLemma5・3・5  

forthepropertiesoftheh．  

3．Let  

（r，S）∈n（C，C，C）uJ2（C，C，Ⅹ）uJ2（C，K，K） brz／＞戸，  

（r，β）∈乃（C，C，C）uJ2（C，K，呵  払r〝＝汐，  

（r，S）∈n（C，C，C）uJ2（C，K，C）uJ2（C，K，K） 払ru＜i7・  

Thenh＜b（Lemma5．3．5（b））．Accordingly，theoptimaldecisionscanbeprescribedasfo1lows・  

1）IntheadmissioncontroIproblem，ifw＞h，anOrderwi七hvaluewappearingafterhaving  

COnductedthesearchisaccepted，Orelserqjected・  

2）InthepricingcontroIproblem，theoptimalpricez（h）isintheinterval（h，b）（Lemma5・4■2（b））■   
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C4・Themonotonicitiesofhandz（h）intheparameterS．   

SeeLemma55．3．5（c－e）and5．4，2（a）fbrtheparameters入，r，S，0，♂，and∂．Themonotonicitiesof   

handz（h）in七heotherparametersq，β，U，i），andTareSOdifnculttotheoretica11yprovetha七Iet  

usshowthosethrough七henumericalexperimentswherele七人＝0．90，r＝0．30，S＝0．20，0＝0・30，   

げ＝0．50，and∂＝0．50andletF（w）beauniformdistributionon［0．01，1．01］・SeeFigures5・5・3，  

5．5．4，and5．5．5．   

1．Bolhh andz（h）art：nOndec†℃aSin9in入，r，andO・Thisimpliesthatthelargerthecustomer  

appearingprobability入，theproatfromasideliner，andthepenaltyOfordel町Ofdeliverymay  

be，itisreasonabletoacceptorderswithhighervaluesintheadmissioncontrolandtoo鮎rhigher  

pricesinthepricingcontrolproblem．   

2．Bothh andz（h）arenonincreasin9inq，U，i7，S，㊥and8．Thisimpliesthatthehigher七he  

servicecompletionprobabilityq，thecancellationprobabilityvandi），七hesearchcosts，and七he  

penaltyforca・nCe11ation一，and一夕maybe，itisreasonabletoacceptorders7eVeniftheirvalues  

aresma11er，intheadmissioncontrolproblemandtoo鮎rsmallerpricesintheprlClngCOntrOl  

problem．   

3．MonotonicityqFhandz（h）inβandT（SeeFigures5・5・4and5・5・5，reSPeCtively）・The丘gures  

demons七ratethethreepatternsrelatedtoβandthetwopatternsrelatedtoT・  

8t llJ U OJ  血王   80   軋7   q■   8鑓  

房  

01   02   0J   山   OI  

エ′  

tt o之   l．コ    81   m5   1■   一T l■   Ol  

q  

Fig11re5・5・3：Monotonicitiesofhinq，U）and戸・  

q＝＝0．25  

丁＝＝2．00  
戸：＝0．20  
レ＝0．40  

q＝＝0．25  

丁＝2．00  
房＝＝0．20  

〝＝0．20  

01  tは   8ユ   81  0j   01  瓜丁   8■   8q  

β   

瓜t Oj Oユ  lノI l■   hl  07  山  11  

β  

正一    O！   ○ユ    04    05    0」   OT    0．1   11  

β  

Figure5．5．4：Monotonicitiesofhinβ・  



5．5 ConclusionsandConsiderations  51  

T  

Figure5．5．5：MonotonicitiesofhinT．   

C5．Optimalratio6＊．  

Inthismodel，WeaSSumedtwotypesofpenalty；Oneis払rthedelayofdelivery，0，theotherisfbrthe  

CanCellationofthecontractduetounavoidablecircumstanceswiththecustomer，W，Whicharepaid   

by，reSpeCtively；thecompanyandthecustomer．Now，let6＝∂／0．Thenfromapracticalviewpoint，   

if6issmal1enough，CuStOmerSWOuldbereluctanttoplacetheirorderswiththatcompany；Onthe  

COntrary，ifitislargeenough，theyarewillingtoplace．Thisimpliesthattheprobabilityofcustomer   

amivalisdecreasingintheratio6，SOletthisprobabilitybedenotedby入（6）（SeeFigure5・5・6）・   

Thentheto七alexpectednetprofitmaydiminishduetofbworders丘omthe？uS七omerintheわrmer  

CaSeOrtOOmuChpaymentofpenaltyinthelatter．Thisconsiderationleadstotheconjecturethat   

thereexistanoptimalratio6＊maximi2；ingthetotalexpectedpresentdiscountednetprofitu（4）・   

Below，letusexaminethecortiec七urebynumericalexperiments．fIere，le七人（6）＝0．5exp（一q262）   

（打＝0．50川・80，1．10，1・40），曾＝0．20，β＝0．95，レ＝0．3，わ＝0■5，r＝0・10，β＝0・05，γ＝3・00，and   

♂＝1・50，andletF（w）betheuniformdistributionon［1，2］．Thenweobtaintheresultsofnumerical   

experimenta占ShowninFigure5・5L6．Table5．5．2showsthe6＊maximizingu（Q）・  

q．05  0．1 0．15  0．2  0．公  0．3  0t滋  0－1  0tlS O・5  

J  

0  0．5  1．S  2  

Figure5．5・6：入（6）andu（¢）・   
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Thble5．5．2：Theoptimalratio6＊andthemaximum  

totalexpectedpresentnetpro丘ts  

∂＊   可¢）   

J＝0．50   0．34   11．55   

J＝0．80   0．14   11．42   

α＝1．10   0．07   11．38   

J＝1．40   0．05   11．37  



Chapter 6 

ModelIⅡ：Stochastic modelwith  
multiplecustomersbeingabletobe  

held  
ThemodeldefinedandexaminedinthischapteristhesameasModelIexceptthat（1）multiplecustomerscan  
beheldinthecompanyand（2）thepenaltyisequalto2；erO．  

Conten七s   

SystemofOptimalEquations‥‥‥  
Ttans丘）rma七ion‥．…………．．‥‥  

Section6．1  

Section6．2  

Section6．3  

Section6．4  

Section6．5  

Section6．6  

Analysis‥‥‥…‥‥  

OptimalDecisionRule  
Numerical Examples 

Conclu5ionsandConsiderations  

6・1 SystemofOptimalEquations  
Eitherifthe search was skipped at the previous pointin time orifno customer has appeared with  

probabilityl一入regardlessofhavingconductedthesearchatthepreviouspointintime，it払Ilowsthat  

nocustomerappearsatthepresentpointintime．Fbrconvenience，WeShallrefbrtosuchasitua・tionas  

“thecompanyhasaβctitiouscustomer4・”．   

1・Inboththeadmissioncon七rolproblemandpricingcontrolproblem，byu（4・，i）weshalldenotethe   

maximumtotalexpectedpresentdiscountednetprofitsstartingftomastateofhavingthefictitious   

CuStOmer4・andi（0≦i≦N）ordersinthecompany；1etusrefertosuchasituationasstate（¢，i）・   

Wheninstate（¢，N），eVenifacustomerappears，itcannotbeacceptedduetotheassumptionof  

i≦N・Accordingly，inthiscaBe，thepresentstate（¢，N）remainsunchangedatthenextpointintime  

ifnoorderinthecompanyiscompletedwithprobabilityl－q．   

2・IntheadmissioncontroIproblem，byu（w，i）let usdenote themaximumtotalexpected present   

discountednetprofitstartingwithi（0≦i＜N）ordersinthecompanyandanarrivingcustomerwho   

O鮎rsapricew．   

3・InthepricingcontroIproblem，byu（1，i）letusdenotethemaximumtotalexpectedpresentdiscounted   

netpro丘tstartingwithi（0≦i＜N）ordersinthecompanyandanarrivingcustomer，tOWhomthe   

COmPanyprOpOSeSapricezfbranOrder．  

53   
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SincetheexpectationofimmediaterewardatanypointintimeiscleaJrly点nite，uSingtheconventional  

WayOutlinedinthediscussionoftheMarkoviandecisionprocess【38，Ross］（p29－30），WeCaneaSilyshow  

thaりu（¢，i）（≦M／（1－β）forasufBcientlylargeM＞0，i．e．，u（¢，i）isboundedini．Fhrthermore，  

u（w，i）andu（1，i）arealsoboundediniforthereasonastheabove．Now，forconvenienceinthelater  

discussions，1et usdefine  

板＝＝u（¢，宜）一視（¢，豆＋1），0≦宜＜Ⅳ・  （6・1・1）  

Thentheop七imalequationsforbothproblemscanbedescribedaぷfollows．   

1・AdmissioncontroIproblem：  

C：β（入現祝（も0）］＋（トス）視（仇0）卜β＋r，  

K‥β鋸（¢，0）＋r，   
u（¢，0）＝  （6・1・2）  

C：（1－q）β（入E【祝（そ，瑚＋（1－Å）祝（¢，瑚  

＋甜（入E【鮎（∈，宜－1）］＋（トス）祝（折－1）トβ，1≦豆＜Ⅳ，（6・1・3）  

K：（1－q）伽（¢バ）十曾伽（¢バー1），  

可¢，宜）＝  

C‥（ト曾）伽（¢，Ⅳ）十曾β（入帥（㌫Ⅳ－1）］十（ト人）視（¢，Ⅳ－1）トβ，  

K：（1－曾）伽（¢，Ⅳ）＋qβ祝（¢，Ⅳ－1），   

A：仙＋祝（¢，宜＋1）  

R：視（¢，宜）  

祝（¢，Ⅳ）＝  （6・1▲4）  

u（叫り＝nlaX  （6・1．5）  

＝maX（Ⅶ一毎0）＋祝（¢，乞），0≦宜＜Ⅳ．  □  （6・1・6）  

2・Pricingcontrolproblem：  

C‥β（九（1，0）＋（トス）祝（¢川）トβ＋γ，  

K：β祝（¢，0）十γ，  
W（¢，0）＝  （6・1て）  

C：（トq）β（九（い）＋（1一入）祝（恒））  

叫β（入可1，宜－1）十（1【入）伽（裾ト1））－β，1≦乞＜Ⅳ，（6・1・8）  

K：（1－q）伽（¢バ）＋曾伽（¢バー1），  

祝（¢，五）＝maX  

C：（ト曾）伽（¢，Ⅳ）＋甜（九（1，Ⅳ－1）＋（1一入）祝（¢，〃－1）卜β，  

K：（1一曾）伽（¢，〃）＋qβ可¢，〃－1），  
（6．1・9）   視（¢，Ⅳ）＝  

叶い）＝nヂ（p（z）（z＋祝（両＋1））＋（トp（z））勅宜））  

＝TI㌣p（z）（z一局＝（両），0≦宜＜Ⅳ・  □  

SeeLemma6．3．1fbrtheuniqueexistenceofthesolutionoftheaboveequations．  
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6．2 Transformation  

Let us define  

E［u（w，i）］ fbrtheadmissioncontrolproblem   

u（1，i）  forthepricingcontrolproblem  

U（宜）＝  ，0≦宜＜凡   （6・2・1）  

Then using Eqs・（6・2・1）a・nd（3．1．1），We Canimmediately rearrange both Eqs．（6．1．2）to（6．1．5）and  

Eqs・（6・1・7）to（6・1．10）intotheidenticalexpressionbelow．  

u（¢，0）＝maX（入β可0）十（1一入）伽（¢，0）－β，伽（¢，0）〉＋γ，  （6・2・2）  

（1一扇β（入可豆）＋（1一入）祝（¢，宜））  

旬β（加（宜－1）＋（ト人）項恒－1）トβ，  

（1－9）伽（¢バ）＋qβⅦ（¢，豆－1）   

祝（¢，宜）＝  ，1≦宜＜Ⅳ，（6・2・3）  

（1－9）伽（¢，Ⅳ）＋qβ（入可Ⅳ－1）＋（1一入）伽（¢，Ⅳ－1）卜β，  

（1－q）伽（¢，Ⅳ）＋qβ鮎（¢，Ⅳ－1），  
㍊（¢，Ⅳ）＝  （6・2・4）  

V（i）＝T（hi）＋u（¢，i）orequivalently T（hi）＝V（i）－u（¢，i），0≦i＜N・  （6・2・5）  

Further，Eqs■（6・2・2）to（6．2．4）canberewritten，reSPeCtively，   

叫，0）＝伽（¢湖＋？可入βHo）一視（¢，0）トβ，0）＋r）   

祝（¢，豆）＝（1－q）伽（¢，宜）＋ヴ伽（¢バー1）  

（6・2・6）  

＋max（入ロー曾）β（u（宜卜叫，宜））＋入官β（項－1）一視（¢，五－1））－β，0），1≦宜＜Ⅳ，（6・2・7）   

㍊（¢，呵＝（1－q）伽（¢，Ⅳ）＋曾β可¢，Ⅳ－1）＋max（入官β（γ（Ⅳ－1トⅧ（¢，Ⅳ－1）トβ，0）， （6－2・8）   

Whichcanbeimmediatelyrearrangedinto  

む（¢，0）＝（max（対（v（0トⅧ（¢川）卜β，0）＋r）／（トβ），  （6・2・9）   

祝（¢，宜）＝7qβ祝（¢，宜－1）  

”maxい（1－曾）β（項卜≠（緑））＋入甜（坤－1トⅧ（恒－1））－β，0），1≦宜＜Ⅳ，（6・2・10）  

祝（¢，Ⅳ）＝Ⅶ伽（¢，Ⅳ－1）＋7maX（入曾β（v（Ⅳ－1卜可¢，Ⅳ－1）トβ，0）  （6・2・11）   

where7isdefinedbyEq．（2．4．2）・Hence，uSingEq・（6・2・5），WeCanreWriteEqs・（6・2・9）to（6・2・11）as  

払1lows．  

祝（¢川）＝（max（入βr笹0）一β，0〉＋γ）／（1－β），  （6・2・12）  

≠（両）＝7曾伽（両－1）＋7maX（入け一如βT（板）十人曾βr（九ト1）－β，0），1≦塩＜Ⅳ，（6・2・13）  

祝（¢，Ⅳ）＝7q伽（¢，Ⅳ－1）＋7maX（入9βr（九〃一1トβ，0）・  （6■2・14）   



6 ModelⅢ：StochasticmodelwithmultiplecustOmerSbeingabletobeheld  56  

Further，uSingtheL舟nctionde丘nedbyEq・（3・1．2），WeCanreWriteEqs．（6．2．12）七0（6．2．14）asfbllows・  

祝（¢，0）＝（m弧（エ（んい，0）＋γ）／（1－β），  （6．2．15）  

祝（¢，宜）＝79伽（¢バー1）＋7maX（（1－ヴ）エ（れ）＋甚（九i＿1），0），1≦乞＜Ⅳ，  （6．2，16）  

祝（¢，Ⅳ）＝79伽（¢，Ⅳ－1）＋7maX（ヴエ（九Ⅳ－1ト（1一曾）β，0）・   

Below，forconveniencelet  

Qo＝エ（九0），  

Qi＝（1－q）エ（瑚＋9エ（九j－1），1≦宜＜Ⅳ，  

QⅣ＝曾エ（九Ⅳ＿1）－（1一曾）β・  

（6・2・17）  

ThenEq．（6．2．15）toEq・（6・2・17）canberewrittenasfollows・  

祝（¢，0）＝（max（¢0，0）＋γ）／（1－β），  

祝（¢，宜）＝明伽（¢，宜－1）＋7maX（Qゎ0），1≦宜≦Ⅳ・   

Now，nOtingEqs．（6・2・22）and（2・4・3），WeCanreWriteEq・（6・1・1）withi＝Oasfbuows・  

ん0＝祝（¢，0）一視（¢，1）＝7（1－β）祝（¢，0卜7maX（Ql，0‡・   

RearrangingEq．（6．2．23）bysubstitutingEq・（6・2・21）yields  

ん0＝7maX（Qo，0）－7maX（Ql，0〉十7β・   

Similarly，WeObtain  

九i＝7曾β九ト1＋7maX（Qi，0）－7maX（Q叶1，0），1≦宜＜Ⅳ，   

RegardinghiaSafunctionofr，letusrepresenthiandQiby，reSpeCtively，hi（r）andQi（r），i・e・，  

Qo（γ）＝エ（九0（γ）），  

吼（r）＝（1一ヴ）エ（九重（r））＋曾エ（んト1（r）），1≦宜＜Ⅳ，  

QⅣ（r）＝qム（九Ⅳ－1（γ））－（1－（か・   

Here，byriletusdenotethesmal1estsolutionofQi（r）＝0，ifitexists，i・e・，  

r‘＝min（γlQi（r）＝0）・   

（6．2．23）  

（6・2・24）  

（6・2・25）  

（6・2・29）  

Fromal1theaboveitcanbeeasilyseenthattheoptimaldecisionrulesforanygivenicanbeprescribed  

asfollows．   
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□0紳mαJβec由血肋Jeβ，g．J   

l・AdmissioncontroIproblem：   

i・IfQi＞0，then〈c〉il，Orelse〈K）ifbrO≦i≦N．   

ii・LetO≦i＜Nandanorderwithvaluewappearafterthesearchwasenacted．Ifw＞hi，then  

（A（w）〉i，Orelse〈R（w）〉i・   

2・Pricingcontrolproblem：  

i・IfQ壱＞0，then〈c〉‘，Orelse（呵よbrO≦宜≦凡   

ii・LetO≦i＜Nandacustomerappearafterthesearchwasenacted・Then（0（zi）〉wherezi＝Z（hi）．  

6．3 AnalysIS ●  

Lemma6・3・1 ThesystemqfequationsEq・（6・1・2）toEq・（6・1・5）andEq・（6・1．7）toEq．（6・1．10）hasa  

Wm豆叩eβOg㍑如m．   

Proof．QuitethesameasLemma4．2．1．（   

Lemma6．3．2   

（a）む（¢バ）αmd坤）α柁几Om血cr℃α扇ね夕飯豆Ⅶ九e7℃祝（¢バ）≧0か0≦豆≦Ⅳ．  

（b）九i≧0わrO≦戌＜凡  

Proof．SeeApp．A．9．1  

Notingu（4・，i）≧OduetoLemma6・3・2，WeObtainu（w，i）≧wandu（1，i）≧maxzp（z）zfromEqs・（6・1．5）  

and（6・1・10），henceE［u（w，i）］≧p＝T（0）andu（1，i）≧maxzp（z）z＝T（0）．Accordingly，fromEq．（6．2．1）  

we get 

（6・3．1）  γ（宜）≧r（0），0≦宜＜Ⅳ．   

6．3．1 Case ofα＜O   

Lemma6・3．3 （∋f≦0♪rO≦宜≦Ⅳ．  

Proof・Assumeα≦0・ThenfromLemmas6・3．2（b）and3・2・3（c）wehaveO≧α＝入βT（0）－S≧L（hi）  

払rO≦i＜N．Hence   

i．0≧エ（九扇＝Qo，   

ii・0≧入βr（0トβ＝（1－q）（入βr（0卜β）＋曾（入βr（0トβ）≧（1－ヴ）エ（九虚）＋9エ（九ト1）＝Qf払rl≦宜＜Ⅳ，  

iii・0≧入βr（0）－β＞入qβr（0）－β＝q（入βr（0卜β卜（1－か≧甚（九Ⅳ＿1）－（1－曾）β＝Q〃・ I  

†Thenotation〈c）iimpliesthatcontinuingthesearchisoptimali云sta七e（恒）・   



6 ModelⅢ‥Stochasticmodelwithmultiplecustomersbeingabletobeheld  58  

6．3．2 Case orα＞O   

Lemma6．3．4  

（a）祝（¢，宜）＞OJbrO≦宜≦〃．  

（b）ガ吼≦0♪rαg豆ue陀五β祝Cんαβ1≦宜＜Ⅳ，統e†も九i＿1＞九わ九eγ1Ce九豆＿1≧んト  

Proof．（a）First，nOteu（¢，i）≧0forallifromLemma6．3．2（a）・IIence，fromEqs・（6・2・2）and（6・3Tl）we  

haveu（4・，0）≧β（入v（0）＋（1p入）u（¢，0））－S＋r≧入βT（0）－S＋r＝α＋r＞0．Supposeu（4・，i－1）＞0・  

ThenfromEqs．（6・2．3）and（6・2．4）wecangetu（4＞，i）≧（1－q）Pu（4＞，i）＋qβu（¢，i－1）＞Oforl≦i≦N・  

（b）Le七Qi≦0fora．givenisuchasl≦i＜N．ThenfromEq．（6．2．22）wehaveu（4・，i）＝7qPu（4＞，i－1），  

hence  

祝（緑＋1）＝7q伽（両）＋7maX（Q仙0）＝（7曾β）2祝（緑－1）＋7maX（Q仙0）・   

Accordingly，Weget  

九i－板＿1＝21ム（¢，り一視（¢バー1）一視（¢バ＋1）  

＝2Ⅶ伽（緑－1）一視（両－1卜（7曾β）2祝（両－1卜7maX（軌抽0〉  

＝－（1－7曾β）2tム（¢パー1卜7maX（Q叶1，0†＜O   

duetou（4，i－1）＞Ofrom（a）andl＞7qβfromEq・（2・4・3）・Hence，hトl＞hi，thushト1≧hi・l  

Lemma6．3．5 エe亡九f＿1＜ん‘カγαタ血eれ豆β祝C九αβ1≦宜＜Ⅳ・耶脚lんi－1＜板＜…＜ん〃－1＜bα几d  

吼＞0直りw拙宜≦j＜Ⅳ・  

Proof．Lethi＿1＜hiforagivenisuchasl≦i＜N・Then Qi＞Ofromthecontrapositionsof  

Lemma6・3．4（b）．HencefromLemma3・2・3（a）weget  

O＜吼＝（1一寸）エ仇）＋甚（九ト1）≦（1－q）エ佃－1）＋甚（九ト1）＝エ（九ト1），   

implyinghi＿1＜bduetoLemma3．2．3（e）．Further，fromEq・（6・2・25）wehave  

んi＝7曾β九宜＿1＋7（？£－7maX（Q叶1，0）  

＝7qβんト1＋7（1一曾）ム（九i）＋7qム（んト1卜7maX（Q叶1，0）  

≦頑β九itl＋エ（九ト1））＋7（ト泄（帰  

（6・3・2）  ＝79〟（九i＿1）＋7（1－q）エ（九電）・   

Assumehi≧b．ThenL（hi）＝－S≦0fromLemma3・2・3（c），hencehi≦7qM（hi－1）・SincehiNl＜b，ftom  

Lemma3．2．4wegethi≦7qM（b）＝7q（Pb－S）≦7qPb＜bduetoEq・（2A・3），Whichisacontradiction・  

Hence，itmustbehi＿1＜hi＜b．Here，1etusassumeQi＋1≦0．Thenhi＋1＜hi＜bffomLemma6・3・4（b）  

andtheaboveresult．Fbrther，fromLemma3．2．3（a）wehave  

O≧Q叶1＝（1一蹄（九叶1）＋qエ（九電）＞（1一折（九i）＋甚（帰＝エ（帰 …（1＊）・   

FromEq・（6・3．2）andLemma3．2．4wehave   
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九j≦7曾〟（九五）＋7（1－q）エ（九五）  

＝7曾（β毎＋エ（九i））＋7（ト折（んi）  

＝7qβ九i＋7エ（毎），   

fromwhichwehave（1－7qβ）hi≦7L（hi）・Using Eq・（2・4・3），We CanreWrite theaboveinequality  

7（1－β）hi≦7L（hi），i・e■，（1－β）hi≦L（hi）・Sincehi≧OfromLemma6・3・2（b），WehaveL（hi）＞0，  

Whichcontradicts（1＊），henceitmustbeQi＋1＞0・FromthisandQi＞OwecanrewriteEq・（6・2・25）aB  

払1lows．  

れ＝7曾β板－1＋7（吼一吼吊）・   

Since7（Qi－Qi＋1）＝7qL（hi＿1）十7（1－2q）L（hi）－7（1－q）L（hi＋1），WeObtain  

九£＝7q（β板－1＋エ（んi－1））＋7（ト2曾）エ（帰一7（1一折（九州）  

＝7q〟（九重＿1）＋7（1－2q）エ（九i）－7（1－q）ム（九叶1）・   

Notingtheassumptionofhi＿1＜hi，ftomLemma3・2・4weget  

毎≦7曾〟（九i）＋7（1－2曾）ム（んi）－7（1－q）エ（九叶1）  

＝7曾（βれ＋ム（九i））＋7（1－2曾）エ匪）－7（1－q）エ（九叶1）  

＝7ヴβ九i十7（1－q）（エ侮トエ（毎吊）），  

fromwhichwe have  

（1－7qβ）九‘≦7（1－q）（エ侮トエ（九榊））・   

Here，Sincehi＿1≧OfromLemma6．3．2（b），Wehavehi＞Oduetotheassumptionofhiql＜hi・Ftom  

thisresultandl＞7qβduetoEq．（2．4．3）weobtain（1－rYqβ）hi＞0，＄0七hatL（hi＋1）＜L（hi），implying  

hi＜hi＋1・RepeatingthesameprOCedureastheaboveleadstothecompletionof七heproof・l  

Lemma6．3．6 エefんi」≦んまかα占血納豆βWC九αβ1≦豆＜Ⅳ・me71れ－1≦九i≦…≦九Ⅳ一1＜わ肌d  

QJ＞0舟rJw宜兢宜≦J＜Ⅳ・  

Proof．AlmostthesameasintheproofofLemma6．3．5．I  

Lemma6．3．7 〝Q壱＞0わrαg血e†も£βuC九αβ0≦宜＜凡仇eTもQJ＞0♪r宜≦メ＜凡  

Proof．LetQi＞0foragivenisuchasl≦i＜N．First，lethi－1＜hi・ThenQi＋1＞0＆om  

Lemma6．3．5．Next，lethi＿l≧hi．ThensinceL（hi＿1）≦L（hi）duetoLemma3・2・3（a），WegetO＜  

Qi＝（1－q）L（hi）＋qL（hi＿1）≦L（hi）．Here，aBSumeQi＋1≦0，i・e・，（1－q）L（hi＋l）＋qL（hi）≦0・Then  

hi≧hi＋1duetoLemma6．3．4（b）．NotingL（x）isconvexon（－∞，∞）fromLemma3・2・3（a），Wehave  

エ（（1一蹄叶1＋れ）≦（1一寸）エ（九叶1）＋qエ（毎）≦0＜エ（んi），   

fromwhichwehave（1－q）hi＋1＋qhi＞hi，hencehi＜hi＋1duetotheassumptionofq＜1，Whichis   
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acontradiction・Hence，itmustbeQi＋l＞0・Repea，tingthesameprocedureleadstothecompletionof  

theinductionlLetQo＞0・ThensinceL（ho）＞OfromEq．（6．2．18）．Here，aSSumingQl≦0，WeCanalso  

deriveacontradictioninquitethesamewayastheabove，henceitmustbeQl＞0．1   

Lemma6・3・8 九i（γ）由moγldecreαβ玩夕飯rカγ豆≧0．  

Proof．SeeApp．A．10．I   

Lemma6・3・9 1imr→∞hi（r）＝∞andlim，→＿∞hi（r）＝－∞jbri≧0．  

Proof・SinceL（hi）≦入βT（0卜βforO≦i＜NduetoLemmas6．3．2（b）and3．2．3（c），nOtingEq．（6．2．24），  

we have  

九0（γ）≧－7maX（Ql，0）＋7γ  

＝－7maX（（1－q）エ（ん1）＋9エ（九0），0）＋7C≧－7maX（入βr（0）－β，0）＋7ぶ，  

九0（γ）≦7maX（Qo，0〉＋7γ  

＝＝7maX（エ（九扇，0）＋7C≦7maX（入βr（0）－β，0）＋7C，   

fromwhichlimr→∞ho（r）＝∞andlimr→－∞ho（r）＝－∞．Letlim，→00hi＿1（r）＝∞andlim，→＿∞hi＿1（r）＝  

－∞・ThennotingEq．（6．2．25），inthesamewayastheaboveweobtain  

ん“r）≧7曾β九ま－1（γ）－7maX（入βr（0）－β，0），  

九Jr）≦7曾βた塩－1（γ）－7maX（入βr（0）－β，叶   

Therebre，1im，→∞hi（r）＝∞andlim，→－∞hi（r）＝－∞．Hence，byinductiontheassertionholdsforO≦  

i≦N－1・針omthisresultandEq・（6・2・28）wecanprOVelim，→∞hN＿1（r）＝∞andlimr→＿∞hN＿l（r）＝  

－∞inthesamewayastheabove．1   

Lemma6・3・10 吼（γ）由mo†血creαβれ夕飯γわrαgg宜≧0．   

Proof■ Sincehi（r）isnondecrea血ginrfbrO≦i＜NduetoLemma6．3．8，ftomLemma3．2．3（a）we  

CaneaSilyseethatQi（r）isnonincreasinginr．［   

Lemma6．3．11 fbγ0≦宜≦Ⅳweんαγe：  

（a）孤ereeぬねγ£＞0．  

（b）ガγ＜（≧）rゎ統帥Qi（γ）＞（≦）0．   

Proof・（a）FtomLemmas6・3・9and3・2・3（d）weclearlyhavelimr→＿∞Qi（r）＝∞・Further，forasu阻－  

Cientlylargerwehavehi（r）≧bduetoLemma6．3．9，hencelim，→∞Qi（r）＝－S≦0・Thus，it払1lows  

thatrieXists．  

（b）Immedia，teffomthedefinitionofriandLemma6．3．10．1   

1emma（∋．3．12   

（a）エefr＝0．   

1Qo（γ）＞0．   
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2 〝九0＝0，仇em九0＝九1．   

3 〝ん0＞0，仇e†1ん0＜九1．  

（b）ガ㌔≦γ，兢eγも九0＞ん1．   

Proof．（a）Letr＝0■  

（al）Assume入Pv（0）十（1一入）Pu（4・，0）－S≦Pu（4・，0）fromEq．（6．2．2）・Thensinceu（4・，0）＝βu（4｝，0），  

Wehaveβ＝1duetou（4・，0）＞0fromLemma6．3・4（a），Whichcontradictstheassumptionofβ＜1．  

Accordingly，Wehave  

祝（¢，0）＝入伽（0）＋（1一入）β祝（¢，0）－β＝入β（v（0）一礼（¢，0））＋β祝（¢，0）－β  

＝入βr（ん山＋βw（¢，0）－β   

duetoEq．（6・2・5），fromwhich  

O＜≠（¢，0）＝（入βr（九い－β）／（1－β）＝エ（九0）／（1－β），  （6．3・3）  

henceL（ho）＞0，i・e・，Qo（r）＞0・  

（a2）WbhaveQo＝L（ho）＞Odueto（al），henceQl＞OduetoLemma6・3・4（b）■Accordingly，ffom  

Eq．（6．2．24）withr＝Owehaveho＝7（Qo－Ql），i．e．，  

九0＝7（エ（毎）－（ト掴（九1卜甚（九0））＝7（トq）（坤0トエ（九1）），  （6．3．4）  

fromwhichweobtainthatifho＝0，thenL（hl）＝L（ho）＝L（0）＝入βT（0）－S＝α＞0，hence，hl＝O  

duetoLemma3・2・3（f）・  

（a3）FromEq．（6．3A），ifho＞0，thenL（ho）＞L（hl），implyingho＜hlduetoLemma3・2・3（f）・  

（b）Letrh≦r．Thenh：OmLemma6・3・11（b）wehaveQo（r）＝L（ho（r））≦0・Assume ho≦hl・  

ThenQl＝（1－q）L（hl）＋qL（ho）≦（1－q）L（ho）＋qL（ho）＝L（ho）≦0，implyingho＞hldueto  

Lemma6．3．4（b）．Thisisacontradiction，henceitmustbeho＞hl・I   

Letusdefine  

ヂ＝min（rlん0（r）＞九1（γ））・  

1emma6．3．13 Ⅳ壱ん肌e指≧ヂ＞Ol〟九e7℃か≧（＜）ヂ，仇em九0＞（≦）九1・  

Proof．FromLemma6．3．12wehaveho≦hl払rr＝Oandho＞hlfbrr≧rh，implyingthat七hereexists  

apositiveヂ≦rbSuChaBh。（r）＞hl（r）．Accordingly，thelatterhalfoftheassertionisclea・rlytrue・1  

1emma6．3．14 げγ＝0，統emれ由mo彿decreαβ威喝血豆αれdQi＞0カrO≦宜＜Ⅳ・  

Proof．TheformerhalfisimmediatefromLemmas6．3．12（a2）and6・3．6withi＝1・Thela七terhalfis  

evidentfromLemmas6．3．12（al）and6・3・6・暮   

Theorem6．3．1  

（a）ムefα≦0・乃e几〈K〉。＜£＜Ⅳ・   



6 ModelⅢ：Stochas七icmodelwithmultiplecustomersbeingabletobeheld  62  

（b）ムe£α＞0．  

1エef筍≦r・me几〈K〉0≦£＜〃0γ兢eγee∬由ね戌＊（0＜宜＊＜〃）餓C九伽埴〉。≦i＜i＊αれd（C〉i■≦f＜Ⅳ・   

2 エefr＜㌔・  

i〈C〉0≦ま＜〃・  

iiエefヂ≦γ・meγもんi由れOt瓜Jび叩βmOγldecγ℃αβれタれ宜．  

iiiエe£γ＜ヂ．  

1ん0≦九1．  

2 〝ん0＝九1，兢e和んi由moれdecγeαβ血g血豆Ⅷ肋九i＜占わrO≦宜＜Ⅳ．  

3 ガ九0＜九い兢e†1九iぬβ打虞c拘れcreαぶれ夕飯宜ひ肋んi＜占♪γ0≦宜＜肌  

Proof．（a）EvidentfromLemma6．3．3．  

（b）Letα＞0・Herenotethatヂ≦7bfromLemma6．3．13．  

（bl）LetTも≦r・ClearlyQo（r）≦0丘omLemma6・3■11（bwithi＝0），hence（K）0・Fromthisresult  

andthefactthatoncecontinuingthesearchisoptimalforacertaini，i・e・，〈c〉i，thensoalsoisfbral1i’  

withi≦i′＜NduetoLemma6．3．7．Accordingly，theassertionclearlyholds．  

（b2）Letγ＜㍍・  

（b2i）Then Qo（r）＞O from Lemma6．3．11（b withi＝0），hence Qi（r）＞0forO≦i＜N from  

Lemma6・3・7，thus（C〉0≦i＜N・  

（b2ii）Le七戸≦r，Thensinceho＞hlfromLemma6．3．13，itfb1lowsthathiisnotalwaysnondecreasing  

llll．   

（b2iii）Letr＜ヂ・  

（b2iiil－b2iii3）Immediateffom，reSpeCtively，Lemmas6．3．13，6．3．6，and6・3・5・l  

6．4 0ptimalDecisionRule  

FbrexplanatOryCOnVenience，1e七usdefinethetwoassertionsbelow：   

AssertionSB：Engagingonlyasubsidiarybusinesswithoutsearchingfornewcustomersisalways  

betterthandoingacus七omproductionwi七hsearchingforcustomers・   

Assertion CP：Conductingcustomproductionanddoingsubsidiarybusinesswhenallorders are  

completedisalwaysbetterthanonlyenactingsubsidiarybusinesswithoutsearchingfbrnewcustomers・   

Letusassumethattheproces＄StarもSWithoutordersinthesystem，i・e・，i＝0・Thenifskipplngthe  

searchisoptimal，i・e・，（K〉0，thensincenocustomerappears，itfo1lowsthatthenumberofbackorders  

remainsforeverzero，i・e・，i＝00Vertheen七ireplanninghorizon・Accordingly†iteventual1yfo1lowsthat  

AssertionSBholds・Consequently，theOptimalDecisionRule6・B・1canberestatedaBfollows・   

□0〆血αJβecね宜0†l血Jeβ．イ．J  

（a）Letα≦00r“α＞Oandrh≦r”・Then〈K）。（Theorem6・3・1（a，bl）），henceAssertionSBholdsfbr  

thereasonstatedabove．  

（b）Letα＞Oandr＜rh・Thensince（C〉。≦i＜N（Lemma6・3・1（b2i）），itisoptimaltocondtlCtthesearch   

bypaylngaSearChcosts，implyingthatAssertionCPholdsforO≦i＜N・Ifi＝N，anyOf   

continuingthesearchandskippingthesearchmaybeoptimal；mOrePreCisely，ifr＜rN，then〈C〉N，   

orelse〈K〉N（Lemma6・3・11（b）withi＝N）・   
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1Letヂ≦r▲Thenhiisnotalwaysnondecreasingini（Theorem6．3．1（b2ii））；inotherwords，aSSeen   

inFigure6・5・2，thereexistsai＊（r）≧1suchthathiisdecreasingini≦i＊（r）andincreasingin  

乞＞宜＊（γ）・   

2 Letr＜i；・Then hiisnondecreasinglniwith ho≦hlWhereifho＜hl，thenhiisstrictly   

increasingini（Theorem6・3・1（b2iii2，b2iii3））．  

InthepricingcontroIproblemitshouldbenotedthatthemonotonicityofhiinistatedaboveisinherited  

totheoptimalpriceziduetoLemma3．2．1（d）．Sincezi＝Z（hi），fromLemma3．2．1（e）weseethatzi＝a  

if九壱＜エ★．  

6・5 NumericalExamples  
Inthefirst two subsections below，1et us show some n11mericalexamples oftheoptimaldecision rule  

Summa・ri2；edinSection6．4．Further，inthelastsubsectionletusshowthenumericalexamplesthatthe  

PrObabilityofcustomerarrivalisdependenton七henumberofbackorders．   

6．5．1 Admission ControIProblem   

Let F（w）betheunifbrmdistributionon［0．01，1・01］，i・e・，a＝0・01andb＝1・01，andle七人＝0・95，  

q＝0・35，β＝0・99ands＝0・01．ThenfromEq．（3．4．1）wehave  

† 

0．51－∬  br ご＜0．01，  

0．5（1，01－∬）2 払r O・01≦∬＜1・01，  

O  br l．01≦諾．  

r（霊）  

Inthisca5e，T（0）＝0・51，henceα＝入βT（0）－S＝0・47＞0・Performingnumericalcalculations，We  

Obtainヂ巴0・133andrh巴0・326・Accordingly，iftheproRtfromasideliner≧0・326，theassertionSB  

holds，andifr＜0．326，theassertionCPholds・  

Ⅰ．RelationshipofヂandrbWithrelatedparameters入，q，β，ands・   

1．Figure6．5．1illustratestherelationshipsofヂandrbWiththefourrelatedparameters入，q，β，  

andswherethecalculationsaremadebysettingoneofthefourparametersasa・Variablewith  

alltheothersbeing丘Ⅹed・Here，itistobenotedthateachofthecoordinatesplanesofthefour  

graphsisdividedintothethreereglOnS；  

R〈K〉 払r筍≦γ，兎（C〉 払rヂ≦r＜㍍， 兎〈c〉 払rr＜ヂ・  

Intheregion7a〈K〉，nOtCOnductingthesearch，i・e・，Skippingthesearchisalwaysoptimal，andin  

）′    bothregions7a〈C〉and7a（C〉，COnductingthesearchisalwaysoptimalwherehiisunimodalini  

on7t〈C〉andnondecreasinginion兎〈C〉（seeFigure6・5・2）・ し／  

2・FromFigure6・5・1itcanbeseenthat：  

i．ヂisnonincreasinginsandnondecreasingin入andβ・  

ii・rhlSnOnincreaslnglnSandnondecreaslngin入andq・  

iii．ヂandTもareunimodalin，reSPeCtively，qandβ・Thatヂisunimodalinqimpliesthatfora  

certaingivenrthereexistsq／andq′′withq／＜q′′suchthatifq≦q（，then（q，r）∈危（C），  

ifq′＜q≦q′′，then（q，r）∈庵（C），andifq′′≦q，thena9ain（q，r）∈危（C）；inotherwords，  

thereexists七wocriticalvaluesofqsuchthattheshapeofhiChangesfromHunimodaln to  

“nondecreaslng”atq＝qlandfrom化nondecreasingMtoHunimodal叩atq＝qH・   
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Figure6・5．1：Relationshipsofヂandrowithrelatedparame七ers入，q，β，ands．   

ⅠⅠ．Optimalselectioncriterionhi．  

Figure6．5．2depicts七herela七ionshipsofhiWi七hthenumberofbackordersiandthepro丘tfroma  

Sideliner．Thefiguretellsus七hat：   

1．Ifr＜0．133，thenhiisstrictlyincreasingini≧0．  

2．Ifr＝0．133，thenho：ヒhl⊂ヒ0．373andhiis5trictlyincreaBingini≧1．  

3．IfO．133＜r＜0．326，thenhiisunimodal，i．e．，thereexistsai′＞1suchthat hiiss七rictly  

decreaslnglni≦i′ands七rictlyincreaslnglni＞i′．  

4・hiisnondecreasinginrfbra11i（Lemma6・3・8）・Further，ifiissu臨cientlylarge，thenhiCOincides  

WithhiWithr＝0．000．Thelatterfindingreflectsthefactthatasthenumberofbackorders  

becomeslarger，Sincethepossibilityofthebackorderbeingexha・uStedgetssmal1er，thee鮎ctof  

ronhiisgraduallydiminished．   

6．5．2 PricingComiroIProblem   

LetF（w）betheunifbrmdistrib11tionon［2，3】，i・e．，a＝2andb＝3，andle七人＝0・75，q＝0・55，β＝0・99  

ands＝0・05・ThenfromEq．（3．4．3）weget  

† 

一諾）2  

ヱ＜1   → Z（ェ）＝2，  

1≦£＜3 → Z（ヱ）＝（∬＋3）／2，  

3≦∬   → Z（ご）＝3・  

r（∬）＝  

Inthiscase，T（0）＝2，henceα＝入βT（0）－S＝1・435＞0■Further，X’＝2a－b＝1・Perfbmingnumerical  

Calculations，WeObtainヂ巴0．499and〇ゴ1．383．Accordingly，iftheproatfromasideliner≧1・383，the   
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Figure6・5・2：Graph ofhiWhereヂ＝0・133andrh＝0・326・Here，nOtethatif  

r＜0・133，thenhiisstrictlyincreaslnglniandifO．133≦r＜0．326，  

thenhiisunimodalini．  

assertionSB holds，andifr＜1．383，theassertionCPholds．Inthis caseweobtainalmostthesame  

graphsasFigure6・5・1・Figure6．5．3depictstherelationshipsofhiandzi（＝Z（hi））withthenumberof  

backordersia．ndtheprofitftomasideliner．   

1．Thegraphonthelefttellsusthat：   

i．Ifr＜0．499，thenhiisstrictlyincreaslnglni≧0．   

ii．Ifr＝0．499thenho＝±hl＝ゴ0．899andhiisstrictlyincreaslnglni≧1．   

iii．IfO．499≦r＜1．383，thereexistsai′≧1suchthathiisstrictlydecreaslnglni≦i／andstrictly  

increasinglni≧i′．   

2．Thegraphontherightshowstheoptimalorderingpricezi．Herenotethatthereexis七sisuchthat   

hi＜x＊＝2a－b＝1inthegraphofhi．Sincezi＝Z（hi）＝aforhi＜x＊＝1duetoLemma3．2．1（e），  

itfb1lowsthatzi＝Z（hi）forsuchibecomesequaltoa＝2；inotherwords，Zi＝Z（hi）istruncatedby   

a，thelowboundofthedistribution．Further，itshouldbenotedthatthereexistshi＜asuChthat  

itscorrespondingoptimalorderingpricezibecomesgreater七hana，i・e．，Zi＝Z（hi）＞a・   

6．5．3i－dependent CustomerArrivalProbability  

Ingeneral，theinformationonthecurrentnumberofbackordershasaninauenceoncustomer，sdecision  

as to whether or not to place anorderwiththe company．Hence，ifthe companyholds many back  

orders，thecustomermaybereluctanttOplaceanOrderwiththatcompanyduetothe・POSSibilityof  

havingtowaitalongtimeorsu鮎ringthedel町indelivery・Accordingly，i七isnaturaltoassumethatthe  

probabilityofcustomerarrival，入，isnonincrea・Singinthecurrentnumberofbackorders甘）1・e■7入＝入iis  

nonincreasingini・Inordertoevaluatehowthei－dependenceofcustomerarrivalprobabili七yinfluences  

theoptimaldecisionrule，letusheredemons七ratesomenumericalexamplesunderthesamecondi七ions  

asthoseinSection6．5．1exceptthat＾i＝0．7exp（－0．03i2）．Theresultsobtainedareasfollows：   
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1・ヂ＝0■215andγも巴0・301・  

2．Table6．5．1showstheoptimaldecisionrulesoncon七inulngthesearchorskipplngthesearchinstates  

（4＞，i）withO≦i≦13wherer＝0．000，r＝0．300，r＝0・308，andr＝0・311・Thetabletellsusthat：   

（i）Let r＜rh ＝0・301・Thenitis notalw町S OPtimalto continue the search，While払ri－  

independentcus七omerarrivalprobabilityitisalwaysop七imaltocontinuethesearchasseenin  

Theorem6・3・1（b2i）exceptstate（4＞，N）・Further，thereexistsi′suchtha七〈c〉0≦i＜i／andくK〉iJ≦i≦N；  
宜／＝7払rγ＝0．000and豆／＝4fbrγ＝0．300．  

Table6．5．1：Optimaldecisionrulesoncontinuingorskippingthesearch・  

0．000   〈C〉  〈C〉  〈c〉  面  ぞc〉  〈C〉  〈C〉  讃抽  〈K〉  （K〉  〈Ⅹ〉  〈呵  〈K〉  〈K〉   

0．300   〈C〉  〈C〉  〈C〉  〈c〉  毒楷  〈K〉  〈K〉  〈K〉  （呵  〈呵  〈Ⅹ〉  （Ⅸ〉  〈X〉  〈K〉   

0．308   （K〉  萬  〈C〉  〈c〉  蠍  （K〉  （呵  〈x〉  〈Ⅹ）  （K〉  〈K〉  〈K）  （呵  団   

0．311   〈K〉  〈K〉  （呵  〈K〉  〈K〉  〈呵  （Ⅹ）  〈K〉  〈K）  （呵  〈K〉  〈呵  笹〉  〈K〉  

（ii）Letr≧rh．Theni七isalwaysop七imaltoskipthesearch払rr＝0・311，aSufRcientlylargeprofit  

ftomasideline．Further，thereexistsi／＜iJ／suchthatifi≦i／，Skipping七hesearch：isoptimal，if  

i／＜i＜i／／，COntinuingthesearchisoptimal，andifi／／≦i，a9ainskippingthesearchisoptimal；  

thatis，thereexistdoublecriticalvaluesintermsofi；i／＝1andi／／＝4fbrr＝0・308・  

3．Thelef七graphofFigure6．5．4illustrates入i＝0．7exp卜0．03i2）andtherightgraphdepictsthe   

relationshipofhiWiththenumberofbackordersiandtheprofitfromasideliner，implyingthat：   

i．hiisnondecreaslnglnrfora11i・   

ii・Letヂ≦r＜rb．Thenhiiss七ric七1ydecreaslnglni・  

iii．LetO≦r＜ヂ．Thenhiisunimodalforasu伍cientlysmallr；inotherwords，thereexistsa   

i／（r）≧1suchthathiisstrictlydecreasingini≦iI（r）andstrictlyincreasingini≧il（r）・This   
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Figure6．5．4：GraphsofhiWhere入i＝0．7expト0．03i2）．   

／／J    findingreaectsthatthereexistsi／＜isuchthatifi≦i，aCCePtingtheorderofcustomeris  

optimal，ifil＜i≦i，rqiectingitisop七imal，andifi′‘＜i，q9ainacceptingitisoptimal；that ／／  

istosay，thereexist doublecriticalvaluesintermsofiatbothofwhidlrqiectingandaccep七ing  

becomeindi鮎rent．   

Inthe pricing controlproblem，WeObtain almost the same tableandgraph as Table6・5・1and Fig－  

ure6．5．4．  

6．6 Conclusions and Considerations   

Now，letusexaminethepracticalimplicationsoftheoptimaldecisionruledescribedinSection6・4・  

Cl．Letα≦00requivalentlyÅβT（0）≦s，implyingtha七thesearchcostsissu瓜cientlylaJgetObe   

greaterthanOrequalto入βT（0）．Thennotconductingthesearchorequivalentlyskippingthesearch   

alwaysbecomesoptimal，i・e・，（K〉0・Inthiscase，theassertionSBholds・  

C2．Letα＞00requivalen七1y入βT（0）＞s，implyingthatthesearchcostsissuBicientlysmal1tobe   

sma11erthan入βT（0），includings＝0・Thenitcanbeconjecturedthatconductingthesearchis   

alwaysoptimal，i・e・，〈C〉0≦i＜N；Isthisalwaystheca5e？UnfortunatelytheanSWerisnegativeforthe  

reasonsstated below．   

1．LetTも≦r．Inthiscase，eVenthoughthesearchcostissu缶cientlysmall，iftheprofitffoma  

sidelineissu凪cientlylargetobegreaterthanOrequaltorh，itbecomesoptimaltoskipthesearch  

inorder七oeIかy七heprofitffomasideline，i・e・，〈K〉。・Accordingly，theconjecturesta・tedabove  

is払1se．Inthiscase，thenumberofbackordersremainsforever2；erO－henceitfo1lowsthatthe  

Subsidiarybusinessisalwaysoperated，i・e・，thea5Ser七ionSBholds・   

2・Letr＜ヂ，thatis，bothsearchcostsandprofitfromasidelineraresu侃cien七1ysmall・Inthe  

CaSe，itisoptimaltoconductthesearch，i・e・，（C〉0≦i＜N，withtheresultantconclusionthatthe  

assertionCPholds．Accordingly，theconjecturestatedaboveistrue・Fhrther，inthiscasethe  

optimalselectioncri七erionhiintheadmissioncontrolproblemandtheoptimalorderingprlCeZi   



6  ModelⅢ‥Stochasticmodelwithmultiplecustomersbeingabletobe  hel 68  

intheprlClngCOntrOIproblembothincreaseinthenumberofbackordersiasseeninFigures6・5・2   

and6・5・3（Theorem6・3・1（b2iii））．Below，1etusconsidertheimplicationofthemonotonicityofhi   

and zjin豆．   

i・Assume that the number ofbackordersiis su瓜ciently small・Theninorderto avoid  

OpportunitylossⅡ，thecompanyshouldacceptanyOrderhoweverlowinpriceitmaybe；Of  

COurSe，al七houghthereexistsalowbound．Thisimpliesthattheoptimalselectioncriterion  

hiintheadmissioncontrolproblemandtheoptimalorderingpriceziintheprlClngCOntrOl  

problemmustbesettobelow．   

ii・’Assume七hat the number ofback ordersiis sufRcientlylarge．Thenin order to avoid  

OpportunitylossI，the companyshould r匂ect orders withlow price by settingthe high  

seleceion criterion in the admission control problem and proposing the high price in the 

prlClngCOntrOIproblem；WiththeresultthatonlyorderswithahighprlCeareaCCePtedin  

theadmissioncontrolproblemandthatahighpriceiso鮎redintheprlClngCOntrOIproblem・   

iii．Theabovetwoconsiderationsimplythattheop七imalselectioncriterionhiintheadmissiorl  

COntrOlproblemandtheoptimalorderingpriceziinthepricingcontrolproblem，Shouldbeset  

tobeincreaslngin七henumberofbackordersi．Themonotonici七yofhiandzibringsabout  

thefo1lowlngdynamicbehaviorforthemovementofthenumberofbackordersi・First，let  

usconsider七headmissioncontroIproblem．Whenthenumberofbackordersissmall，Since  

theselectioncriterionislow，thenumberofordersacceptedbecomeslarge；aCCOrdingly，the  

numberofbackordersincreases．Sincetheselec七ingcriterionbecomeshighasthenumberof  

backordersincreases，thenumberofordersacceptedbecomessma11；therefore，七henumber  

ofbackordersbecomessmal1，henceitfo1lowsthatthenumberofbackordersdecreases・The  

abovefactcanberestatedasfb1lows．Thesmal1erthenumberofbackordersmaybecome，  

thestrongertheforcemakingitselflargemaybecome；Onthecontrarylthelargerthenumber  

ofbackordersm町become，thestrongerthe払rcemakingitselfsmal1maybecome■ Such  

amovementinthenumberofbackorderslooksjustlikethefreeoscillationofapendulum，  

alwaysmovlngtOWardthevertical）themos七stableposition・Theaboveconsiderationleads  

ustotheimplicationthatthenumberofba・Ckordersfluctuateswhileal1thetimeitisbeing  

pulledtoward theequilibriumpointinthestochasticsense・Stabilizationofthenumber  

ofbackordersisalsowha七managementdesires・Inthepricingcon七rolproblemthesame  

considerationastheabovecanbeglVen．  

3・Letヂ≦r＜rh，i・e・，theproatfromasidelinebeneithersufncientlylargenorsu侃cientlysmal1・   

Forexample，ifO．133≦r＜0．326inFigure6．5・2andifO・499≦r＜11・383inFigure6・5・3，there   

existsar／＞1suchthathiisdecreasinglni≦r，andhiisincreasinglni≧r′；inotherwords，   

neithertheoptimalselectioncriterionhinOrtheoptimalorderingpriceziarealwaysincreaBlng  

inthenumberofbackordersl，1・e・，hiandziarebothunimodalini・Thisimpliesthefo1lowlng・   

Letthenumberofbackordersibesu餓．cientlysmal1．Thenifordersarerqiectedbysettingthe   

highselectioncriterionin七headmissioncontrolproblem7theprobabili七yofproduc七ionprocess   

becomlngidleislarge；aSareSult，thecompanycanenjoytheproatftomasideline・Further，aS   

thenumberofbackordersincreasesuntili＝r／andgoescrossr／，Since七hein臥1enCeOfproatfrom   

asidelineontheselectioncriterionandtheorderingpricegetweaker，theybecomenondecreaslng   
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iniasintheca5eOfr＝0・000・Now，thathitakesashapesuchasthatstatedaboveinthe  

admissioncontroIproblemBrs七tellsusthefollowing・FbranappeanngCuStOmerwithacertain  

／／′／    Valuew七hereexistsi＜isuchthatifi≦i，rqjectingtheorderofcustomerisoptimal，if  

／／／  i＜i≦i，aCCeptingitisoptimal，andifi′′＜i，a9ainrqjectingitisoptimal；thatis，itfo1lows  

thatthereexistdoublecriticalvaluesintermsofiatbothofwhichrqjectingandacceptingbecome  

indi鮎rent・InthepricingcontrolproblemthesameconsiderationastheabovecanbealsoglVen・  

C3・Fbrexplanatoryconvenienceletusrefertothemod占1withani－independent（i－dependent）customer   

arrivalprobabili七y入（入i）asthei－independent（i－dependent）model．Thentheoptimaldecisionrules   

OnCOntinulngOrSkipplngthesearchforbothmodelscanbesummari2；edasinthetablebelow．  

Table6．6．2：Optimaldecisionrulesoncontinuingorskippingthesearch．  

i－dependentmodel  i－independentmodel   

Thereexistsi’suchthat（C〉05i＜iIand  
γ＜筍   〈C〉0≦i＜N，andeither〈C〉NOrくK）N  

〈K）i′≦‘≦〃   

〈呵0≦i≦〃Ortぬeexists乞′sucbtbat  （K〉0≦i≦NOrthereexistsiJ＜i′′suchthat  
筍≦r  

〈Ⅹ〉0≦i＜‘′and〈C〉i′≦iくⅣ   （K〉。＜i＜i′，（C〉i′＜i＜i′′，and〈Ⅹレ≦i≦Ⅳ   

Further，themonotonicityofhiandziinicanbesummarizedasinthetablebelow・  

Table6．6．3：Monotonicityofhiandziini．  

i－dependentmodel  i－independentmodel   

0≦γ＜ヂ  hiandziarenOndecreaslnglni   hiandziareCOnCaVeandunimodalini   

ヂ＜r＜筍  hiandziareCOnVeXandunimodalini  hiandziarenOnincrea51nglni   

NotingthathiandziareCOnVeX（concave）andunimodalini払rヂ≦r＜rh（0≦r＜ヂ）inthe  

i－independent（i－dependent）modelfromtheabovetable，WeSeethatthereexists aIsuchthat  

theoptimalselectioncriterionhiandtheoptimalpriceziarebothnondecreasing（nonincreasing）  

ini≧Zbrr＜rh・Thisfactcanbeexplainedas払1lows・First7inthei－independentmodelthe  

companyshouldr匂ectorderswithlowvalueintheadmissioncontroIproblemando鮎rlowpricefbr  

anorderintheprlClngCOntrOlproblembysettinghighhiandziinordertoavoidOpportunitylossI・  

Ontheotherhand，ini－dependentmodel，thelargerthenumbernofbackordersmaybe，thesmaller  

the probabilityofcustomerarrivalmaybe，hencethenumberofordersacceptedbecomessmal17  

causingthedecreaseofbackordersand七heoccurrenceofOpportunitylossII■Accordingly，tOaVOid  

theopportunityloss，thecompanyshouldacceptevenorderswithlowvalueintheadmissioncontrol  

problemandofbrlowpriceintheprlClngCOntrOIproblem・Thisimpliesthattheoptimalselection  

criterionhiandtheoptimalpriceziinbothproblemsarenonincreasingini（SeeFigure6・5・4）・   



Chapter 7 

ModelIV：Deterministic model  
Whilethecompletionofordcrisassumedtobestochasticinal1themodelsinthepreviousthreechapters．inthis  

Chapterweassumethateveryacceptedordersrequiresafixedproductionperiodsd（deterministic）andthatany  
Orderacceptedml遁tbedeliveredtothecustomerwithinTperiodssinceitwasaccepted．  

Con七ents   

Section7．1SystemofOptimalEquations……  

Section7．2 Transformation………………‖．  

Section7．3 Analysis  

Section7．4 0ptimalDecisionRule  

Section7．5 NumericalExamples．  

Section7．6 Conclusions and Considerat．ions  

7．1 SystemofOptimalEquations  

Whilethecompletionoftheorderisassumedtobes七OChasticinthemodelsofthepreviousthreechap七ers，  

inthemodelinthischapterwea5Sumethateveryacceptedorderrequiresafixedproductionperiodd  

（deterministic）andthatanyorderacceptedmustbedeliveredtothecustomerwithin7’periodssinceit  

wa5aCCePtedwhereT≧d．Inthederivationofthesystemoftheoptimalequationsofthismodel，the  

fo1lowlngthreepointsshouldbenoted：  

1．Inbothadmissioncontrolandpricingcontrolproblems，byu（¢，i）weshalldenotethemaximumtotal   

expectedpresentdiscountednetpro丘tsstartingfromastateofhavingthe丘ctitiouscustomer¢and   

ordersofi（0≦i≦T）periodsinthecompany；1etusrefbrtosuchasituationasthestate（Q，i）・When  

instate（¢，i）withT－d＋1＜i≦T，eVenifacustomerappears，itcannOtbeacceptedbecauseifthe   

orderofthecustomerisaccepted，itcannotbecomple七edwithinTperiodsduetoT－d十1＋d＝丁＋1；   

inotherwords，thesearchmustbeskipped．Accordingly，inthiscasethestate（¢，i）ischangedinto   

u（4，i－1）atthenextpointintime．  

2．IntheadmissioncontroIproblem，byu（w，i）1etusdenotethemaximumtotalexpectedpresentdis－   

countednetprofitsstartingwithordersofi（0≦i≦T）periodsinthecompanyandanarriving   

CuStOmerWhoo鮎rsaprlCeW．  

3．InthepricingcontroIproblem，byu（1，i）1etusdenotethemaximumtotalexpectedpresentdiscounted   

netprofitsstartingwithordersofi（0≦i≦T）periodsinthecompanyandanarrivingcustomerto   

WhomthecompanyprOpOSeSaprlCeZforanorder・  

FtomthesamereasonasmentionedinSection6．1themadmumtotalexpectedpresentdiscountednet  

profitsu（4），i），u（w，i），andu（1，i）arealsoboundedini・Fbrconvenienceinlaterdiscussions，letusde丘ne  

70   
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九電＝祝（¢パ）一弘（¢，宜＋d），0≦乞≦丁－d．  （7．1・1）  

Thenthesystemofoptimalequationscanbedescribedasfbllows：   

1・AdmissioncontroIproblem：  

C‥β（入E【祝（そ，0）］＋（1一入）視（¢，0））－β＋r  

K‥β≠（¢，0）＋γ   

C：β（入E【祝（ど，宜）】＋（1一入）視（両－1））－β  

K：β祝（¢，宜－1）  

祝（¢，0）＝  （7・1・2）  

祝（¢，宜）＝  1≦宜≦T－d＋1，（7・1，3）  

u（¢，宜）＝伽（¢パー1），γ－d＋1＜宜≦丁，  

（ 

腑） 

祝（叫宜）＝maX 

〉  

＝maX（w一九ま，0）＋祝（両），0≦宜≦丁－d・   □  

（7．1．4）  

（7．1■5）  

（7．1・6）  

2．PricingcontroIproblem：   

〈 

（ト入刷’）小γ 榊＝maX 
〉，  

（7・1・7）  

C：β（入祝（い－1）＋（1一入）可如－1））－β  

K：βⅦ（¢，宜－1）  

，1≦宜≦T－d＋1，（7・1・8）  餌（¢，宜）＝  

㍊（¢，宜）＝β祝（¢，宜－1），T－d＋1＜豆≦γ，   

叫，宜）＝讐Ⅹ（p（z）（z＋朋（両＋1））＋（トp（z））鮎（¢湖）  

＝讐叩（z）（z一局＝（恒），0≦五≦丁－d・  □  

TheunlqueeXistenceofthesolutionoftheaboveequationscanbeproveninquitethesamewayasin  

Lemma6．3．1．  

7．2 Transformation  

Let us define 

坤）＝ 

〈  

E【u（w，i）］ fortheadmissioncontrolproblem   

u（1，i）  fortheprlClngCOntrOlproblem  

，0≦宜≦丁－d．（7・2．1）  

Then，uSingEqs．（7．2．1）and（3．1・1），WeCanimmediatelyrearrangebothEqs・（7・1・2）to（7・1・6）and  

Eqs．（7．1・7）to（7・1・11）in七otheidenticalexpressionsbelow・   
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〈 

＋（1潮0’’ 
榊＝maX 1＋r，  （7・2．2）  

C：β（加（宜－1）＋（1一入）祝（¢，宜－1））－β  

K：β≠（¢，乞－1）  

，1≦宜≦T－d十1，（7・2・3）  祝（¢，乞）＝  

祝（¢，乞）＝β鮎（¢バー1），T－d＋1＜宜≦丁，  

℃（豆）＝r（んi）＋w（¢，豆），0≦宜≦丁－d・   

Further，Eqs．（7・2・2）and（7・2・3）canberewrittenas，reSpeCtively，  

祝（¢，0）＝β㍑（¢，0）＋max（人β（り（0）一頃¢，0））－β，0）＋γ，  （7・2・6）  

餌（¢バ）＝ノ九（¢バー1）＋max（入β（γ（宜－1）一視（¢，豆－1））－β，0〉，1≦宜≦丁－d＋1・（7・2・7）  

NotingEqs．（7．2．5），WeCanreWriteEqs・（7・2・6）and（7・2■7）asた）1lows・  

視（¢，0）＝β餌（¢，0）＋max（入βr（んい－β，0†＋γ，  （7．2．8）  

≠（¢バ）＝伽（両－1）十max（入βr（んi－1）－β，0），1≦豆≦丁－d＋1，   （7・2・9）  

Whereclearly  

（7・2・10）  可¢，1）＝祝（¢，0）－γ・   

Accordingly，uSingtheLfLmCtiondefinedinEq．（3・1．2），WeCanreWriteEqs・（7・2・8）and（7・2■9）as，re－  

SPeCtively，  

祝（¢，0）＝（max（エ（‰），0）＋γ）／（トβ），   

む（¢，宜）＝伽（¢，宜－1）＋max（エ（九i－1），0），1≦宜≦丁－d＋1・  

1emma7・2・1 祝（¢，乞）≧0ルrαgg乞   

Proof．FromEq．（7．2．11）wehaveu（4），0）≧r／（1－β）≧0・Further，払rl≦i≦TWegetu（4，i）≧  

βu（4・，i－1）fromEqs．（7．2．12）and（7．2．4），henceu（4＞，i）≧Ofbral1i・I  

Herenotingu（¢，i）≧OduetoLemma7．2．1，WeObtainu（w，i）≧wandu（1，i）≧maxzp（z）z丘om  

Eqs・（7・1・5）and（7・1・10），hence E【u（w，i）］≧FL＝T（0）andu（1，i）≧maxEP（z）z＝T（0）・Accordingly；  

缶0rnEq・（7．2．1）weget  

（7．2・13）  γ（宜）≧r（0），0≦壱≦丁－d・   

Fromal1theaboveitcanbeeasilyseenthattheoptimaldecisionru1esforanygivenicanbeprescribed  

as fbllows．   

□op加mαトロec由血肋Je7．2．J   

l・AdmissioncontroIproblem：   
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i・LetT－d＋1＜i≦T・Then（K〉i・  

ii・Letl≦i≦T～d＋1・IfL（hi＿1）＞0，theふ（C〉i，Orelse〈E）iWhere（C〉0⇔〈c〉1andくK〉。⇔〈K〉1・  

iii．LetO≦i≦T－dandanorderwithvaluewappearafterthesearchwasenacted・Ifw＞hi，then  

（A（w））i，Orelse（R（w）〉i・  

2．PricingcontroIproblem：   

i・Letγ－d＋1＜宜≦丁・Then〈軋・  

ii・Letl≦i≦T－d＋1・IfL（hi－1）＞0，then〈c）i，Orelse〈K）iWhere（C〉。⇔（C〉1andJ（K〉。⇔〈K〉1・  

iii．LetO≦i≦T－dandacustomerappearafterthesearchwasenacted．Then（0（zi）〉where  

Zi＝Z（んり．  

7．3 AnalysIS ■  

7．3．1 Case ofT＝d   

Inthiscase，h：OmEqs．（7■2．2）to（7．2．4）wehave  

鮎（¢，0）＝maX（β（加（0）十（1－Å）可¢，0））｝β，伽（¢，0））＋r，  

祝（¢，1）＝maX（β（加（0）＋（1一入）祝（¢，0））－β，伽（¢，0）〉，  

む（¢，宜）＝β㍑（¢，宜－1），2≦乞≦d・   

Fbrconvenienceinthelaterdisc11SSions，foranyglVenコ；1etusdefine  

1－β ． （1－βd）γ  
（7・3・4）  G（∬，r，d）＝maX（エ（ご），0）－  1－βd－1W－1－βd－1  

By㍍1etusdenotethesolutionofG（x，r，d）＝Oifitexists，i・e・，  

G（ん＊，r，d）＝0・   

FtomEq．（7．3．3）weget  

祝（¢，d）＝βd‾1u（¢J）．   

Accordingly，ffomEq・（7・1．1）withi＝Owehave  

九0＝祝（¢，0トβd‾1妬い）．   

SubstitutingEq・（7・2．10）intoEq・（7・3・7）yields  

九0＝（1－βd‾1）可¢β）＋rβd‾1≧0  

0requivalently  

祝（¢川）＝（九0一－γβd‾1）／（トβd‾1）・   

FromEqs・（7・2・11）and（7・3■9）wehave   

（7・3・5）  

（7．3・6）  

（7．3．7）  

（7．3．8）  

（7．3．9）   
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max（エ（九0），0）＋γ  ／も0   

（7・3・10）  
1－βd－1■   

1－β  

Then，theaboveequationcanberewrittenaB  

G（ん0，γ，d）＝0・  （7・3・11）  

Lemma7．3．1   

（a）C（ご，γ，d）由β丈再c軸decγ℃αβ血夕飯㌫．  

（b）G（ご，γ，d）＜（＞）0舟r肌yβ櫛c五e†l秘仏巧℃（ざmαgg）霊．  

（c）G（霊，γ，d）由β古河c軸れcreαβ豆喝血r．   

Proof．（a）ImmediateftomLemma3．2．2（a）andthefactthat－（1－β）x／（トβd‾1）isstrictlydecreasing  

inxduetotheassumptionofβ＜1．  

（b）ApplyingLemma3■2・3（d）toEq・（7．3．4）leadsto  

1－β  γ（1－βd）  

㌫；品 
：＝ －（：X〕．  1－βd－1…一1－βd－1  

Further，Wehave  

1－β 一．．．．．γ（1－βd）  
ニ〉＼“′’■r’■‾′」  ＝（：X〕．  

，， 

万  ェユニふ1－βd－1W■1－βd－1  

（c）EvidentfromEq・（7・3■4）・l   

Lemma7・3・2 九＊肌宜押egyeこだぬねび豆兢九＊＝九0．  

Proof．EvidentftomLemma7．3．1（a，b）a．ndEq．（7．3．11）．1   

Lemma7・3・3 ho（r）isstrictlyincreasiruinrwithlim，→∞ho（r）＝∞andlim，→－∞ho（r）＝－∞・  

Proof．ThesameastheproofinLemma4．3・3（e）．1  

LetrLbethesolutionofho（r）＝bifitexisもS・   

1emma7．3．4   

（a）㌔um如eJye戒βね．  

（b）エ（ん0（γ））由β古河c軸dec†℃αβ豆関れr∈卜∞，㌔）・  

（c）エ（九0（γ））＞OJbr肌y明解c宜eTl軸βmαJJγαmdエ（九0（r））＝－β舟rγ；≦γ・   

Proof．Proveninthesamewayasintheproof岳ofLemma4．3．4・】   

Lemma7・3・5 エe舌α≦0■mem〈K〉0αmd〈K〉1・  

Proof．Assumeα≦0，i．e．，入βT（0）－S≦0．Thensinceho≧OffomEq・（7・3・8），WehaveT（0）≧T（ho）  

duetoLemma3．2．2（a），henceO≧α＝入βT（0卜β≧入βT（ho）＝L（ho），implying〈K〉。and〈K〉1・I  

IJemma7．3．6  Letα＞0．   

（a）祝（¢，乞）＞0かαgg宜．  

（b）九0＝九＊＞r≧0．   
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（c）ガβ＞0，兢eγけ＊e戒βねび抽0＜γ＊≦㌔，0γeねer＊＞㌔・  

（d）∬r＊≦r，触れ（呵。肌d〈Ⅹ〉1・  

（e）ガr＊＞r，兢eれくC〉。αれd〈c〉1・  

（f）九0由β古河c軸血c†℃α扇わタれd．  

Proof．（a）Notingu（¢，0）≧OduetoLemma7・2．1，fromEqs・（7・3・2）a・nd（7■2・13）wehave  

w（¢，1）≧β（入可0）＋（1一人）w（¢，0））－β≧入βr（0卜β＝α＞0・   

Accordingly，fromEq．（7．2．10）wegetu（4＞，0）＞r≧0．Hence，u（¢，i）＞OforallifromEq・（7・3■3）・  

（b）Ifr＝0，thenG（0，0，d）＝maX（α，0†＝α＞0，implyingh＊＞0＝r・Ifr＞0，thenh：OmEq・（7・3・4）  

WeObtainG（r，r，d）＝maX（入βT（r）－S，0）＋βr＞0・Thus，h＊＞r≧0・  

（c）Letr＝0・Assume入βv（0）＋（ト入）Pu（4・，0卜s≦Pu（4，0）・Thenu（¢，0）＝Pu（4，0）homEq・（7・3・1），  

1eadingtoβ＝1duetou（¢，0）＞Oftom（a），Whichcontradic七stheassumptionofβ＜1・Accordingly，it  

mustbe入Pv（0）＋（ト入）Pu（4・，0卜5＞Pu（¢，0），WhichcanberearrangedintoO＜入β（v（0）～u（¢，0）トs＝  

入βT（ho（0））－S＝L（ho（0））fromEq．（4．2．6）・Thisimpliesr＊＞OduetoLemma7・3・4（b）・Now，1ets＝0・  

Thenifr＜rL，Sinceho（r）＜ho（rL）＝bduetoLemma7・3・3，WehaveL（ho（r））＞0・Further，ifrL≦r，  

Sinceb＝ho（r；）≦ho（r）duetoLemma7．3．3，WegetL（ho（r））＝0・Accordingly，ftomthedefinitionofr＊  

itmustber＊＝7L．Lets＞0．ThenL（ho（rL））＝一S＜OduetoLemma7・3・4（c），implyingr＊＜rLdueto  

Lemma7．3．4（b）．Moreover，r＊uniquelyexistsduetoLemma7・3・4（b，C）・  

（d）Ifr＊≦r，thenho（r＊）≦ho（r）fromLemma7・3■3・Therehre，L（ho（r））≦L（ho（rl）＝0，implying  

〈K〉oand〈K〉1・  

（e）Ifr＊＞r，thenho（r＊）＞ho（r）fromLemma7・3■3・Accordingly，L（ho（r））＞L（ho（r＋））＝0，  

implying（C〉0and（C〉1・  

（f）ThedifFbren七ialofG（h＊，r，d）givenbyEq・（7．3．4）withrespecttodbecomes  

（一rβd＋r－（1－β）㍍）（βd‾1logβトγβdlogβ（1－βd‾1）  
G′（ん＊，γ，d）＝   

（1－βd‾1）2  

βd‾1（1－β）（γ一九＊）logβ  

（1－βd‾1）2  

due七0β＜1，logβ＜0，andr＜h＊from（b）・Accordingly，G（x，r，d）isstrictlyincreasingind・fIence，  

fromtheaboveresultandthefactthatG（x，r，d）isstrictlyincrea5inginxit払Ilowsthathoisstrictly  

increasingind．t  

7．3．2 Case ofT＞d   

Lemma7．3．7   

（a）視（¢，五）由れ0れれc†℃αβ玩gれ宜．  

（b）れ≧0♪rO≦宜≦丁－d・   

Proof．（a）Tb begin with，払rt≧11et usdefinethefo1lowingrecurrent relationscorresponding七o  

Eqs・（7・2・2）to（7．2・4）・   
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祝£（仇0）＝maX（入β恥1（0）＋（1一入）β机－1（¢，0）－β，β勒－1（¢川））＋γ，  （7．3．12）  

祝t（¢，ま）＝maX（入β均一1（乞－1）＋（1一入）β均一1（¢バー1卜β，β叫＿1（折－1）），1≦五≦丁－d＋1，（7．3．13）   

伽t（¢，宜）＝β勘－1（両－1），丁－d＋1＜宜≦T，  （7．3．14）   

Whereuo（¢，i）＝0foralli・Further，aSeXPreSSionscorrespondingtoEqs．（7．1．5）and（7．1．10）forO≦i≦n  

letusdefine，reSpeCtively，   

ut（w，i）＝maX（w＋ut（¢，i＋d），ut（4，i）），  fortheadmissioncontrolproblem，  

u土（1，i）＝maXz（p（z）（z＋ut（4＞，i＋d））＋（トp（z））u土（4・，i）），forthepricingcontrolproblem．  

Further，letusde丘nevt（i）＝E【ut（w，i）］forthedmissi。nC。nt，。Ipr。blemandvt（i）＝ut（1，i）forthe  

Pricingcontrolproblem．Thenwehave  

〈  〉，  

E［max（ひ＋叫（¢パdl），餌t（¢，乞））】，  

讐Ⅹ（p（z）（z＋頑両＋d）＋（1－p（z））項¢誹〉   

仇（乞）＝  0≦宜≦T－d・（7．3．15）  

Now，Clearlyuo（4・，i）isnonincrea5ingini，hencevo（i）isalsononincrea5inginiduetoEq・（7．3．15）．Assume  

tha・七ut－1（4），i）isnonincreaBingini，hencevt＿1（i）isalsononincreasingini．Thenitisimmediatethat  

ut（4｝，i）isnonincreaBinginifromEqs・（7．3．12）to（7．3．14）．Thus，u（¢，i）isnonincreasingini．  

（b）lmmediateftomEq・（7・1・1）and（a）．1   

1emma7・3■8 上e亡α≦0・me†1エ（んi）≦0カrO≦宜≦T－d．   

Proof・Letα≦0・Then丘omLemmas7・3・7（b）and3・2・3（c）wehaveL（hi）≦入βT（0）－S＝α≦0for  

O≦宜≦丁－d．1   

1emma7．3．9   

（a）ガエ（九壱＿1）≦0カrαタねem乞βuC九αβ1≦乞≦丁－d＋1，仇e†も九ト1≧九ト  

（b）ガエ（んi－1）＞0ノbγαg血em豆β祝C九兢α壬1≦宜≦丁－d＋1，仇e几上（九ゴ）＞0カr宜≦J≦丁－d＋1・   

Proof・Notethatu（¢，i）≧βu（¢，i－1）forl≦i≦TfromEqs．（7・2・3）and（7．2．4），henceu（¢，i＋d）≧  

β祝（¢，乞十d－1）払rl≦宜≦丁－d．  

（a）LetL（hi＿1）≦0for agivenisuch asl≦i≦T－d＋1．ThenfromEq．（7・2・12）wehave  

u（Q，i）＝Pu（¢，i－1）．Accordingly，Weget  

九i＝祝（¢，宜）一也（¢，五＋d）≦β可¢，宜－1）一伽（¢バ＋d－1）＝β九i－1≦九i－1・   

（b）LetL（hi－1）＞0foragivenisuchthatl≦i≦T－d＋1・ThenfromEq・（7・2・12）w誓have  

u（¢バ）＝伽（¢，宜－1）＋ム（九i－1）・   

Accordingly，WeObtain  

（7・3・16）  

九電＝W（¢，宜）－‥祝（¢，豆＋d）  

≦伽（両－1）＋エ（んト1ト伽（¢バ＋d－1）＝β九ト1＋エ（んi－1）＝〟（九i－1）・（7・3・17）   
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First，lethi－1≧hi・ThenclearlyO＜L（hi－1）≦L（hi）duetoLemma3．2．3（a）．Next，1ethi＿1＜hi．  

ThensinceM（hi－1）≦M（hi）duetoLemma3・2・4，ftomEq・（7．3．17）wegethi≦M（hi＿1）≦M（hi）＝  

βhi＋L（hi），hence（1－β）hi≦L（hi）・SinceO≦hi－1＜hiduetoLemma7．3．7（b），WehaveL（hi）＞0．  

RepeatingthesameprOCedureyieldsL（hj）＞0fori≦j≦T－d．Thiscomple七estheproof．1   

Lemma7・3・10 エe亡んト1＜九iかαタねe乃宜（1≦宜≦丁－d－1）．   

（a）九J＜わわr宜≦ブ≦T－d．  

（b）エefT－2d＜宜≦丁－d－1．memん豆＜九叶1．  

（c）エe亡1≦宜≦T－2d．  

1毎＜九叶d＿1．   

2 〝九i≧九叶1，仇eγlん叶d＿1≧毎吊．  

Proof・Lethi－1＜hiforagiveni（1≦i≦T－d－1）．ThenL（hi＿1）＞0fromthecontraposi七ionof  

Lemma7・3・9（a），henceL（hj）＞0fori≦j≦T－dduetoLemma7．3．9（b）．Now，fromEqs．（7．2．12）and  

（7．2．4）wehave  

可¢，ゴ）＝βu（¢，ゴー1）十ム（九戸1），宜≦j≦T－d＋1，   

u（¢，ブ）＝伽（¢，ゴー1），  丁－d＋1＜ゴ≦丁．  

（a）ImmediatefromtheabovefactofL（hj）＞0fori≦j≦T－dandLemma3．2．4．  

（b）First，1eti＝T－2d＋1．Thensincei＋d＝T－d＋1andi＋d＋1＝T－d＋2＞T－d＋1，ftom  

Eqs・（7・3・18）and（7・3・19）weobtainu（4・，i＋d）＝伽（4・，i＋d－1）＋L（hi＋d＿1）andu（4，i＋d＋1）＝Pu（4｝，i＋d）．  

Accordingly，Weget  

九i一九叶1＝‰（¢，豆）一視（如＋d）一別（¢，豆＋1）＋祝（¢，宜＋d＋1）  

＝β祝（¢，豆－1）＋エ（九ト1）－β剋（¢，宜十d－1）－エ（ん叶d＿1）  
■  

－伽（¢，宜）－エ（瑚＋β祝（¢，宜＋d）  

＝β九ト1＋エ（九ト1）－β毎－エ（ん王）－エ（九叶d＿1）  

＝〟（九豆－1）－〟（毎）－エ（ん叶d－1）＜O   

duetotheassunptionofhi＿1＜hiandLemma3．2．4．Next，1etT－2d＋1＜i≦T－d－1．Then  

u（¢，i十d）＝βu（Q，i＋d－1）andu（4・，i＋d＋1）＝Pu（¢，i＋d）ffomEqs■（7・3・18）and（7・3・19）・Hence  

九i一九叶1＝視（¢バ）一視（¢バ＋d）…ノu（¢パ＋1）＋祝（¢，宜＋d＋1）＝〟（九i－1）－〟（れ）＜0・   

（c）Letl≦i≦T－2d，SOthati≦i＋d≦T－d≦T－d＋1andi≦i＋d＋1≦1．－’d＋1・Hence  

祝（両＋d）＝伽（¢バ十d－1）＋エ（九叶d－1）andtム（¢バ十d＋1）＝伽（¢バ＋d）＋エ（ん叶d）丘omEq・（7・3・18）・  

（cl）Fromtheabovewehave   
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れ＝＝朋（¢，豆）一礼（¢バ＋d）  

＝伽（¢バー1）＋エ（九ト1）－β叫恒＋d－1）－エ（ん叶d＿1）  

＝β九ト1＋エ（九i＿1）－エ（九叶d＿1）＝〟（九乞＿1）－ム（ん什d＿1）  

≦〟（九王）岬エ（九叶d＿1）＝β九i＋エ侮）－エ（ん叶d＿1）   

due to M（hi＿1）≦M（hi）from theassumption ofhi＿1＜hiand Lemma3，2．4．Accordingly，（1－  

β）hi≦L（hi）～L（hi＋d＿1）．Sincehi＞hi＿1≧OduetoLemma7．3．7（b），Wehave（1－β）hi＞0，hence  

L（hi）＞L（hi＋d＿1），implyinghi＜hi＋d＿1duetoLemma3・2．3（a）・  

（c2）Lethi≧hi＋1．Thenwehave  

0≦んi一九叶1＝祝（¢，宜）一視（¢，乞＋d）一視（¢，宜＋1）＋祝（¢，乞＋d＋1）  

＝伽（¢バー1）＋エ（んi＿1）一伽（¢バ＋d－1）－エ（九叶d－1）  

一伽（¢，宜）－エ（んi）＋伽（¢，豆十d）十エ（九叶d）  

＝βんト1十エ（九i＿1）－β九i－エ（九王）－エ（ん叶d＿1）＋エ（ん叶d）  

＝〟（九i＿1）－〟（転）－ム（九叶d－1）＋エ（ん叶d），  （7・3・20）  

henceL（hi＋d）－L（hi＋d＿1）≧M（hi）－M（hi－1）・NowM（hi）－M（hi－1）≧Offomtheassumptionof  

hi＿1＜hiandLemma3．2．4，henceL（hi＋d）≧L（hi＋d－1），implyinghi＋d≦hi＋d－1duetoLemma3・2・4  

andthefacthj＜bfori≦j≦T－d・l   

Lemma7．3．11 Lethi＿1＜hihra9ivenisuchihatl≦i≦T－d－1・nenhipl＜hi＜…＜  

んT＿d＜ム．   

Proof．  

（1）LetT－2d＋1≦i≦r－d－1・ThentheassertionisimmediatelyprovenfromLemma7・3暮10（a，b）・   

Accordingly，ifhT－2d＜hT－2d＋1，thenhT－2d＜hT－2d＋1＜hT－2d＋2＜・・・＜hT－d＜b・  

（2）LethT＿2d＿1＜hT＿2d．ThenhT－2d＜hT－d－1‥■（a＊）fromLemma7・3・10（cl）・SupposehT－2d≧   

hT－2d＋1．ThenhT＿d＿1≧hT＿dftomLemma7・3・10（c2）・Inthiscase，however，theremustexistat   

leastonejsuchthathj＜hj＋1brT－2d＋1≦j＜j＋1≦T－d－1becauseifnotso，WehaNe   

hT＿2d≧hト2d＋1≧…≧hT＿d＿1，Whichcontradicts（a’）・Therefore，hj＜hj＋1・＜・・・＜hT－d－1＜   

hT＿dfrom（1），Whichisacontradiction．HenceitmustbehT－2d＜hT－2d＋1，thusifhT－2d－1＜hT－2d，   

tbenん丁【2d＿1＜九T＿2d＜九丁＿2d＋1＜…＜九丁－d＜わ・  

（3）Assumethatifhl＜h2，thenhl＜h2＜…＜hT－d＜b・Letho＜hl・Thenhl＜hd‥・（b＊）   

fromLemma7．3．10（cl）．Supposehl≧h2・Thenhd≧hd＋1fromLemma7・3・10（c2）・Inthiscase，   

however，theremustexistatleastone］SuChthathj＜hj＋1for2≦j＜j＋1≦dbecauseifnot   

so，Wehavehl≧h2≧…≧hd，Whichcontradicts（b＋）・Accordingly，hj＜hj＋1＜…＜hd＜hd＋l   

fromtheassumption，Whichisacontradiction・Henceitmustbehl＜h2，thusifho＜hl，then   

九0＜九1＜九2＜・‥＜九丁＿d＜わ．l   
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Coro11ary7・3・1 エe亡んト1≦んiかαタねem宜β祝C九兢α£1≦宜≦T－d－1．mem九ト1≦九王≦…≦  

んトd＜む．   

Proof・Lettinghi－1≦hiforagivenisuchthatl≦i≦Tqd－1，WeCanPrOVethea5Sertioninthe  

SameWayaSintheproofofLemmas7．3．11．1   

Lemma7．3．12 エe土γ＝0．   

（a）エ（九扇＞0．  

（b）ん0≦九1．  

Proof・（a）SincebothEqs・（6・2・2）and（7．2．2）a．retheidenticalequation，WeCamprOVetheassertionin  

thesamewayasintheproof岳ofLemma6．3．12（a）．  

（b）Sinceu（仇0）＝u（¢，1）brr＝0fromEq・（7・2・10），WehaNeho－hl＝－（u（¢，d卜u（¢，d＋1））≦O  

duetoLemma7．3．7（a），henceho≦hl．1   

Theorem7．3．1   

（a）エefα≦0・me陀〈K〉。≦f≦TJ＋1・  

（b）エefα＞0．  

1げ（C〉jかαg血e和宣βⅦCん兢α川≦豆≦丁－d＋1，兢eれ〈c〉ブか宜≦ブ≦丁－d＋1・   

2 ザ九ト1＜九宜♪rαg血e陀宜β餌C九仇α孟1≦宜≦丁－d，仇e†もんi＿1＜九ま＜…＜ん丁＿d＜わ・  

3 エefr＝0．  

i（C〉0≦i≦丁＿d叶  

iiんi五βmO†ldecreαβ血夕飯宜舟rO≦乞≦丁－d．  

Proof．（a）EvidentfromLemma7．3．5．  

（bl，b2）Evidentfrom，reSPeCtively，Lemmas7，3．11andLemmas7．3・9（b）．  

（b3i）ImmediatefromLemmas7．3．12（a）and7．3．9（b）．  

（b3ii）ObviousfromLemma7．3．12（b）andCorollary7．3．1・I  

7．4 0ptimalDecisionRule   

I・CaseofT＝d．ThetheorembelowprescribestheoptimaldecisionruleforthecaseofT＝d・   

Theorem7．4．1 加ゎ0仇αdm如ねれCO陀か℃gα乃dpわcれタCO氾か℃gpmbJemβ，Ⅷe九肌e：   

（a）〈K〉2≦‘≦T・  

（b）エefα≦0・爪印（K〉。αmd〈K〉1・  

（c）エe土α＞0・   

1ガγ＊≦γ，仇em（K〉。αれd〈K〉1・   

2 〝γ＊＞γ，仇e陀〈C〉0αmd〈c〉1・   
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Proof・（a）Wheninstate（Q，i）with2≦i≦丁，eVenifacustomerappears，itcannotbeacceptedbecause  

iftheorderofthecustomerisaccepted，itcannotbecompletedwithinTperiods；inotherwords，itis  

OPtimaltoskipthesearch．  

（b－C2）EvidentfromLemmas7．3．5，7．3．6（d），and7．3．6（e）．1   

Ⅱ・CaseofT＞d，Fbrexplanatoryconvenience，thetwoassertions AssertionSBandAssertion CP  

definedinSection6．4arealsointroduced．Letusassumethattheproductionstartswithnobackorder，  

i・e・，i＝0・Ifskippingthesearchisoptimal，i・e・，〈Ⅹ〉0，thennocustomerappears，hencetheree＝istno  

backorders（i＝0）overtheentireplanninghorizon．Accordingly，i七eventua11yfo1lowsthatAssertionSB  

holds．Consequently，theOptimalDecisionRule7．B．1canberestatedasfo1lows・   

□op最mαgβec由加肋ge7．イ．J  

（a）Letα≦0・Then〈K〉。（Theorem7・3・1（a）），henceAssertionSBholdsforthereasonstatedabove・  

（b）Letα＞0．  

1If（C〉i払ragivenisuchthatO≦i≦T～d＋1，then〈c〉jfori≦j≦T－d＋1（Theorem7・3・1（bl）），  

and〈K）jforT－d＋2≦i≦TfromthesamereaSOnStatedintheproofofTheorem7■4・1（a）・   

2Letr＝0・Thensince〈C〉。≦i≦，pd．1（Theorem7・3・l（b3i）），itisoptimaltoenactthesearchby  

payingasearchcosts，implyingthatAssertionCPholds・Ifi＞T－d＋2，then（K〉i・  

・J  3In the admission controIproblem，When there existsinumberofbackorders at the present  

pointintimeandanOrderwithvaluewappears，ifw＞hi，then（A（w）〉i，OrelseくR（w））i・See  

Theorem7．3．1（b2forr＞0，b3iiforr＝0）・   

IntheprlClngCOntrOlproblemitshouldbenotedthatthemonotonicityofhiinistatedaboveisinherited  

totheoptimalpriceziduetoLemma3．2．1（d），Sincezi＝Z（hi），ffomLemma3・2・1（e）weseethatzi＝a  

if′もi＜ご★．  

7．5 NumericalExamples  

Inthissection，1etusshownumericalexamplesoftheoptimaldecisionruleclarifiedinSection7・4・Let  

usde丘ne  

ヂ＝min（rl九0（γ）＞ん1（r）），筍＝min（γ1上匝0（r））＝0）・  

IntheadmissioncontroIproblem，1e七F（w）be七heuniformdistributionon［0・01，1・01］，i・e・，a＝0・01and  

b＝1．01，andle七人＝0．95，β＝0．95，d＝2．00，T＝14．00，ands＝0・01・Thenthe払Ilowingresultsare  

Obtainedfromthenumericalexperiments・   

Ⅰ．Optimalselectioncriterionhi・   

Ⅵ屯obtainヂ巴0・082andrh巴0・456・Figure7・5・1depictstherelationshipsofhiWiththenumberof  

backordersiandtheprofitfromasideliner・Thefiguretellsusthat：   

1．hiisnondecrea51nglnrfora11i・  

2．Ifr＜0．082，thenhiisstrictlyincreasmglni≧0・   
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ん宜  

0．9  

0，8  

0．ア  

0．6  

0，5  

0．4  

0．3  

0．2  

0．1  

0  

0  2  ヰ  十  6  8  10  12 も  

宜＊（0．455）  

Figure7・5・1‥Graph ofhiWhereヂ＝0・082andrh＝0・456・Here，nOtethatif  

r＜0．082，thenhiisstrictlyincreasinginiandifO．082≦r＜0．456，  

thenhiisunimodalini．  

3．Ifr＝0．082，thenhoo±hl＝±0．158・・・andhiisstrictlyincreasingini≧1．   

4．IfO．082＜r＜OA56，thenhiisunimodal，i．e．，thereexistsai＊（r）≧1suchthathiisstrictly  

decrea5ingini≦i＊（r）andstrictlyincreasingini≧i＊（r）・   

5．Ifiissufncientlylarge，thenhiCOincideswithhiWithr＝0・000・This丘ndingre鮎ctsthefhct  

thatthelargerthenumberofbackordersmaybecome，thesmal1erthepossibilityof七hebackorder  

beingexhaustedmayget；aSareSult，thee鮎ctofronhiisgraduallydiminished・  

ⅠⅠ・RelationshipofヂandrLwithrelatedparameterS入，d，β，ands・   

1．Figure7．5．2i11ustratestherelationshipsofヂandrh Withthefburrelatedparameters入，q，β，  

andswherethecalculationsaremadebysettingoneofthefourparametersasavariablewith  

alltheothersbeing丘Ⅹed・Here，itistobenotedthateachofthecoordinatesplaneSOfthefbur  

graphsisdividedintothethreereg10nS：  

R〈呵 払r㌔≦γ， 危（C〉 払rヂ≦r＜指， 兎〈C〉 払rγ＜ヂ・   

Intheregion7a（K〉，nOtCOnducting七hesearch，i・e・，Skippingthesearchisalwaysoptimal，andin  

bothregions庵〈c〉and兎（C〉，COnductingthesearchisalwaysoptimalwherehiisunimodalini  

on危（C〉andnondecreasinginion7i（C〉（seeFigure7．5．2）．   

2．Ⅰ汀omFigure7．5．2itcanbeseenthat：  

i．fisnonincreasinginsandnondecreasingin入andβ・  

ii・rhlSnOnincreaslnglnSandnondecreaslngin入andd・   

iii・ヂand†もareunimodalin，reSPeCtively，dandβ・Thatヂisunimodalindimpliesthatbra  

certaingivenrthereexistsd′andd′′withd／＜d′′suchthatifd≦d／，then（〆，r）∈兎（C〉，  

ifd′＜d≦d′′，then（d，r）∈兎（C），andifd′′≦d，thena9ain（d，r）∈允（C）；inotherwords，  

thereexiststwocriticalvaluesofdsuchthattheshapeofhiChanges丘om比unimoda1日to  

Hnondecreaslng＝atd＝d／andfrom以nondecreasingHto代unimodal乃atd＝d／／・   



7 ModelⅣ：Deterministicmode1  82  
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Figure7．5．2：Relationshipsofヂandrowithrelatedparame七ers入，d，β，ands．   

ⅠⅠⅠ・Optimaldecisionrulesoncontinuingorskippingthesearch．   

Table7．5．1illustratestheoptimaldecisionru1esoncontinulngOrSkippingthesearchineachstate   

（¢，i）withO≦i≦T－d十1＝13wherer＞0（r＝0・050，0・350，0・600）・   

1・Ifr＝0・050＜0・082＝＝ヂandr＝0・350＜0・456＝rh，then（C〉0≦i≦13，i・e・，itisoptimaltoenact  

thesearchbypayingasearchcosts，implyingthatAssertionCPholds．   

2・If7も＝0・456≦0・600＝r，thefo1lowingtwopointscanbesaid：  

i・（Ⅹ〉。，implyingthatAssertionSBholds・   

ii・Thereexistsi＊＝5suchthat〈K〉。≦i＜i・and〈c）i・≦i≦T＿d＋l＝1。（Theorem7・3・1（bl））・  

Table7・5・1：Optimaldecisionru1esoncontinuingorskippingthesearch．  

0．05■0   （C〉  くC〉  くC〉  〈C〉  〈C〉  〈C〉  〈C〉  くC〉  〈c〉  くC．〉  両  〈c〉  両■  〈C）   
0．350   〈C〉  〈C〉  〈C〉  （C〉  〈C〉  （C〉  （C〉  〈C〉  （C〉  （C〉  〈c〉  （C〉  （C〉  くC〉   

0．600   （呵  く呵  〈Ⅹ〉  く呵  くⅨ）    （C〉  （C〉  〈C）  （C〉  （C〉  〈c〉  〈C〉  （C〉   

Inthepricingcon亡rolproblem，WemadesomenumericalexperimentswhereF（w）istheunifbrmdistribu－  

tionon［2，3】and入＝0．75，β＝0．99，d＝2．00，T＝14．00，ands＝0．01．Thegraphsandtableobtained  

arealmostthesameaSもhoseoftheadmissioncontrolproblemexceptingthe払11owingpoints．There  

exis七sisuchthathi＜x＊＝2ahb＝1・Sincezi＝Z（hi）＝aforhi＜x＊＝1duetoLemma3．2．1（e），  

i七followstha七zi＝Z（hi）＝2forsudli；inotherwords，Zi＝Z（hi）istrunCatedbya，thelowbound   
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ofthedistributionfunctionF（w）・Further，itshouldbenotedthatthereexistshi＜asuchthatits  

correspondingoptimalorderingpricezibecomesgreaterthana，i．e．，Zi＝Z（hi）＞a・  

7．6 Conclusions and Considerations   

I．Case ofγ＝d  

Cl．Letα≦00requivalently入βT（0）≦s，implyingthatthesearchcostsissufBcientlylargeto  

begreaterthanorequalto入βT（0）．Thennotconductingthesearch，OrSkippingthesearch  

becomesalwaysoptimal，i・e・，〈K〉0≦i≦T・  

C2．Letα＞00requivalently入βT（0）＞S，implyingthatthesearchcostsissu組cientlysmall  

tobesmallerthan入βT（0），includings＝0・Thenitcanbeconjecturedthatconductingthe  

searchisalwaysoptimal；Isitalwaysthecase？Unfortunatelytheanswerisnegativeasbeing  

stated below．  

1．Le七r＊≦r．Then，eVen though七hesearchcostissu伍cientlysmall，iftheprofit丘oma  

sidelineissu組cientlylargeto begreaterthanorequaltor＊，itbecomesoptimalto skip  

thesearchinordertoenjoytheprofitfromasideline，i・e・，（K〉0≦i≦，・Accordingly，theabove  
COnjectureisfalse・  

2．Letr＜r＊，thatisboththesearchcos七sandpro丘tfromasidelineraresufRcientlysmall・  

Inthecase，itisoptimaltoconduc七thesea・rChinstate（¢，0）and（4＞，l），i・e■，〈C〉0，1，andit  

isoptimaltoskipthesearchinstate（4＞，i）with2≦i≦T，i・e・，〈K〉2≦i≦，・  

ⅠⅠ．Case orT＞d  

ThepracticalimplicationsoftheoptimaldecisionrulesdescribedinSection7Aarealmostthesame  

asClandC20fSection6．6．However，althoughtheexistenceofヂandrh WaSSuCCeSSfu11yproven   

inModelⅢwhichisas七ochasticmodel，inModelVofthischap七erwhichisadeterministicmodel   

itisdifBculttotheoretical1yprovetheirexistence．   



Chapter 8 

ModelV：Stochastic modelwith  

multipleproductionlines  
Inal1models so fhrit has beenimplicitlyassumed that the company holds only oneprod11Ctionline・In this  
Chapterweassunethatthecompanyholdsmultipleproductionlines．  

Conten七s   

Section8．1SystemofOptimalEq11ations…… 

Section8．2 Ttansformat，ion……．．………．．．．  

Section8．3 Analysi5  

Section8．4 0ptimalDecisionRule  

Section8．5 NumericalExamples  

Section8．6 Conclusions and Considerations  

8．1 SystemofOptimalEquations  

Inthismodel，byn≧21etusdenotethenumberofproductionlinesavai1ableinもhecompanywhere  

n≦N．Inthederivationofthesystemoftheop七imalequationsofthismodel，七hefo1lowlngthreepoints  

shouldbe noted：   

1．Inbothadmissioncontrolproblemandpricingcontrolproblem，byu（4｝，i）weshalldenotethemax－  

imumtotalexpectedpresentdiscountednetprofitsstar七ing丘omastateofhavingthefictitiouscus－   

tomer4・andi（0≦i≦N）ordersinthecompany；letusrefbrtosuchasituationasstate（¢，i）・If  

i≦n，then†いiproductionlineswillbeidle，Whichimpliesthatthepro鮎h：OmaSideline（n－i）ris   

yielded・Wheninstate（¢，N），eVenifacustomerappears，theordercannotbeacceptedduetothe   

assumptionofi≦N；aCCOrdingly，thepresentsta七e（¢，N）remainsunchangedatthenextpointin   

timeifnoorderinthecompanyiscompletedwithprobabilityl－q．   

2・Intheadmission controlproblem，byu（w，i）1et us denote themaximum totalexpected present   

discountednetprofitsstartingwithi（0≦i＜N）ordersinthecompanyandanarrivingcustomer，   

Wboo鮎rsaprice軋，．   

3・Inthepricingcontrolproblem，byu（1，i）letusdenotethemaximumtotalexpectedpresentdiscounted   

netprofitsstartingwithi（0≦i＜N）ordersinthecompanyandanarrivingcustomer，七owhomthe   

COmpanyPrOpOSeSapricezforanorder．  

84   
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FromthesamereasonasmentionedinSection6．1themaximumto七alexpectedpresentdiscountednet  

PrOfitsu（¢，i），u（w，i），andu（1，i）areboundedini．Now，brconvenienceinthelaterdiscussions，1etus  

de丘ne  

れ＝＝祝（¢，宜）一頃¢，宜＋1），0≦五＜Ⅳ．  （8・1．1）  

Thenthesystemofoptimalequationscanbedescribedasfb1lows：   

1．AdmissioncontroIproblem：  

C‥β（人E［祝（も0）】＋（1一入）祝（仇0）卜β＋Ⅳ，  

Ⅹ：β祝（¢，0）＋mγ  ；1エゴi  

二∴r－‡†  

祝（¢，0）＝  （8・1．2）  

C：（1－q）β（入E【可モ，用＋（1一入）祝（¢，明  

朝β（入E［加圧，宜－1）］＋（1一入）祝（両－1）卜β，  

K‥（1－9）β軋（¢バ）＋qβu（¢，宜－1）  

祝（¢，五）＝  （8．1．3）  

＋（和一宜）r叩≦m）‡，1≦宜＜Ⅳ，  

C：（トq）伽（¢，Ⅳ）＋曾β（入E【祝（モ，Ⅳ－1）】＋（1一入）w（¢，Ⅳ－1）トβ，  

K‥（1－α）βⅦ（¢，Ⅳ）＋曾／九（¢，Ⅳ－1）  
祝（¢，Ⅳ）＝  ，（8．1．4）  

A‥ひ＋祝（¢，壱＋  

R：≠（¢，盲）  

榊＝m弧 
〈  

（8．1．5）  

＝maX（ひ一毎0）＋祝（¢バ），0≦乞＜Ⅳ．  口  （8・1．6）  

2・PricingcontroIproblem：  

C：β（入可1，0）＋（1一入）祝（¢川）トβ＋mr，  

K：β祝（¢，0）＋mγ  
max（  

ニミニ†  

祝（¢，0）＝  （8■1・7）  

C：（1一曾）β（入可1，り十（1一入）祝（緑））  

＋紳（九（い－1）＋（ト入）小机－1）卜β，  

Ⅹ：（1－ヴ）伽（¢，宜）＋qβ可¢，宜－1）  

可¢，宜）＝  （8．1・8）  

＋（m一夏）r∫¢≦可，1≦豆＜Ⅳ，  

C：（ト曾）伽（¢，Ⅳ）十曾β（九（1，Ⅳ－1）＋（ト入）祝（¢，Ⅳ－1）トβ，  

K‥（1一曾）β可¢，〃）＋曾伽（¢，Ⅳ－1）  ニモ＝‡  

祝（¢，Ⅳ）＝  ，（8．1．9）   

叫宜）＝讐Ⅹ（p（z）（z＋舶頼1））＋（トp（z））u（両））’  

＝讐Ⅹp（z）（z一九i）＝（両），0≦宜＜〃・  □  

‡I（・）denotestheindicatorfunction・FbrthegivenstatementSifSis七rue，thenI（S）＝1，OrelseI（S）＝0．  
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The unique exis七ence ofthe solutionofthe above equations canbe provenin the same way asin  

Lemma6．3．1．  

8．2 Transformation   

Let usde丘ne  

E【u（w，i）】 fortheadmissioncon七rolproblem   

u（1，i）  fbrtheprlClngCOntrOlproblem  

γ（宜）＝  ，0≦宜＜凡   （8・2・1）  

ThenusingEq・（3・1・1），WeCanimmediatelyrearrangebothEqs・（8・1．2）to（8．1・5）andEqs．（8．1．7）to  

（8．1．10）intotheidenticalexpressionsbelow．  

祝（¢，0）＝maX（入動（0）＋（1一入）伽（¢，0）－β，伽（¢，0））＋mγ，  （8・2・2）  

† 

（1－q）β（加（乞）＋（1一入）祝（¢，瑚  

＋甜（加（宜－1）＋（1一入）鮎（恒－1）トβ，  

（1一曾）β祝（¢，豆）＋ヴβ祝（¢，宜－1）  

餌（¢，宜）＝maX  （臥2・3）  

＋（m一豆）γ∫（宜≦m），1≦宜＜Ⅳ，  （8t2・4）  

（1一曾）伽（¢，Ⅳ）＋甜（加（Ⅳ－1）＋（ト入）む（¢，〃－1）トβ，  

（1一瞥）β祝（¢，Ⅳ）＋ヴ伽（¢，Ⅳ－1），  ‥ニ三エ‡  
祝（¢，Ⅳ）＝  （8・2・5）  

V（i）＝T（hi）＋u（¢，i）orequivalently T（hi）＝V（i）－u（4，i），0≦i＜N．  （8・2・6）  

Further，Eqs・（8・2・2）七0（8．2．5）canberewrittenas，reSPeCtively，  

㍑（¢川）＝伽（¢，0）＋max（入β（可0トⅧ（¢川）卜β，0）＋几γ，  

祝（¢，宜）＝（1－q）伽（¢バ）＋9β祝（¢，宜－1）＋（れ－りγ持≦m）  

（8・2・7）  

＋maxい（1一曾）β（u（宜トu（¢，宜））十人甜（坤－1卜叫，宜－1））－β，0），1≦宜．ご＜Ⅳ，（8・2・8）   

祝（¢，Ⅳ）＝（1一曾）伽（¢，Ⅳ）＋曾伽（¢，Ⅳ－1）＋max（入曾β（u（Ⅳ－1トⅧ（¢，Ⅳ－1）トβ，0），（8・2・9）   

Whichcanbeimmediatelyrearrangedinto  

可¢川）＝（max（入β（可0トⅧ（¢，0）卜β，0）＋Ⅳ）／（トβ），  

小机）＝79伽（¢パー1）＋7（m一豆）r∫¢≦m）  

（8・2・10）  

＋7maX（入（ト曾）β（り（乞卜祝（裾））＋入官β（坤－1トⅧ（両－1））－β，0），1≦宜＜Ⅳ，（8・2・11）  

視（¢，Ⅳ）＝7曾伽（¢，Ⅳ－1）＋7maX（入曾β（γ（Ⅳ－1卜≠（¢，Ⅳ－1）卜β，0）  （8・2■12）   
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Where7isdefinedbyEq・（2・4・2）・Hence，uSingEq．（8．2．6），WeCanreWriteEqs．（8．2．10）to（8．2．12）as  

払1lows．  

祝（¢，0）＝（max（入βr（九0）－β，0）＋mγ）／（1－β），   

祝（¢パ）＝Ⅶ伽（¢，宜－1）＋7（和一宜）γ持≦れ）  

（8・2．13）  

＋7maX（入（1－ヴ）βr（毎）＋入官βr（板＿1卜β，0），1≦宜＜〃，   （8．2．14）  

伽（¢，Ⅳ）＝79β可¢，Ⅳ－1）＋7maX（入官βr（ん〃＿1）－β，0）．  （8．2．15）   

Further，uSingtheL－fLmCtionde丘nedbyEq．（3．1．2），WeCanreWriteEqs．（8．2．13）to（8．2．15）asfo1lows．  

祝（¢，0）＝（max（エ（九扇，0）＋れγ）／（1－β），  （8．2．16）  

祝（恒）＝7q伽（¢バー1）＋7maX（（1－曾）エ（九カ＋曾エ（んi－1），0）＋7（れ一塩）rJ¢≦可，1≦宜くⅣ，（8・2・17）  

剋（¢，Ⅳ）＝7q伽（¢，Ⅳ－1）＋7maX（曾エ（んⅣ＿1）－（1一寸）β，0）．   

Below，hrconveniencelet  

Qo＝エ（九0），  

Q五＝（1－α）エ（九£）＋曾エ（九i＿1），1≦宜＜Ⅳ，  

QⅣ＝qエ（ん〃＿1）－（1一曾）β・  

（8・2・18）  

ThenEqs・（8・2・16）to（8・2・18）canberewrittenasfollows・  

u（¢，0）＝（max（Qo，0）＋れγ）／（1－β），   （8．2．22）  

祝（¢メ）＝7曾伽（¢バー1）＋7maX（Qi，0）＋7（m一宜）rペ乞≦m），1≦宜≦凡   （臥2・23）   

RegardinghiaSafunctionofr，1etusrepresenthiandQiby，reSpeCtively，hi（r）andQi（r），i・e・，  

Qo（γ）＝エ（九0（γ）），  

Qi（γ）＝（1一寸）エ（毎（γ））＋qエ（んト1（r）），1≦宜＜Ⅳ，  

QⅣ（γ）＝甚（ん几＿1（γ））－（1－q）β・   

Here，byriletusdenotethesmallestsolutionofQi（r）＝0，ifi七exists，i・e・，  

ri＝min（γlQf（r）＝0）・  （臥2・27）  

FromalltheaboveitcanbeeasilyseenthattheoptimaldecisionrulesfbranyglVenicanbeprescribed  

as氏）1lows．   

□q‡而mαJ刀ec由われ伽Jeβ．2．J   
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1・Admissioncontrolproblem：   

i・LetO≦i≦N・IfQi＞0，then（C〉i，Orelse〈K〉i・   

ii・LetO≦i＜Nandanorderwithvaluewappearafterthesearchwasenacted．Ifw＞hi，then  

〈A（w）〉i，Orelse〈R（Ⅴ）〉f・  

2・Pricingcontrolproblem：   

i・LetO≦i≦N・IfQi＞0，then〈c〉i，Orelse〈K）i・   

ii・LetO≦i＜Nandacustomerappearafterthesearchwasenac七ed．Then（0（zi）〉wherezi＝Z（hi）．  

8．3 AnalysIS ●  

Lemma8．3．1   

（a）u（¢パ）αmd坤）α代れ0血c代α扇わタ血豆ひ加代W（両）≧0か0≦五≦Ⅳ．  

（b）九i≧0舟rO≦豆＜Ⅳ．   

Proof．Proveninthesamewayasintheproof畠ofLemma6．3．2．［   

Lemma8■3・2 エefα≦0．me乃Q宣≦0カγ0≦乞≦凡  

Proof・NotingLemmas6・3・2（b）and3．2．3（c），inthesamewayasintheproofofLemma6・3・3wecan  

provetheassertion．J   

Lemma8．3．3 fbrαg血e†も宜β餌C九兢α亡m≦宜＜Ⅳひe／も肌e：  

（a）〝Qi≦0，兢e†1んト1＞九f，九e†もCe九i＿1≧板．  

（b）〝九ト1＜んi，がばれんト1＜九i＜…＜んれ－1＜わα乃dQJ＞0♪γゴひ血豆≦ゴ＜Ⅳ・  

（c）打払＞0，兢emQJ＞0か宜≦J＜凡   

Proof．ProveninthesameasintheproofsofLemmas6．3．4（b），6．3．5，and6．3・7．1   

Corollary8．3．1〝んi＿1≦九わ〃ほれ九i＿1≦九i≦‥・≦九〟＿1＜わαmdQJ＞0かゴひ血豆≦ゴ＜Ⅳ・  

Proof．ProveninthesamewayasintheproofofLemma8．3．3（b）．［   

1emma8．3．4   

（a）九i（r）豆βmOmdec代αβ血夕飯γ♪r豆≧0・  

（b）1i叫→∞毎（r）＝∞肌dlimr→－∞毎（γ）＝－∞わr宜≧0・  

（c）Qi（r）由れOm血c†℃α血g血rノorαgJ宜≧0・  

（d）動rO≦宜≦mぴe九肌e：   

1耶ほ陀e∬由ねri＞0．   

2 ガγ＜（≧）γゎ統帥Qi（γ）＞（≦）0▲   

Proof．ProveninthesameWayaSintheproof岳ofLemmas6・3・8，6・3・10，and6・3・11・I   

Lemma8．3．5   

（a）ムefγ＝0．   
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1Qo（γ）＞0．   

2 〝ん0＝0，兢eγも九i由moれdecγeαβ如れ宜．   

3 げ九0＞0，兢e†も九i由βfわc軸血cγ℃αβ血タれ豆．  

（b）ガγm≦γ，仇e†lんれ＿1＞んm．   

Proof・（a）Proveninthesamewayasintheproof岳ofLemmas6．3．12（a）．  

（b）Let rn≦r・Then ffom Lemma8．3．4（d2）we have Qn（r）≦0，hence hn＿1＞hn due to  

Lemma8．3．3（a）．1  

Let us define  

ヂ＝min（γlんm」（r）＞ん几（γ））・  （8，3・1）  

Lemma8・3・6 Ⅳe九αUeγ几≧ヂ＞Ou九en≡げr≧（＜）ヂ，兢e†l九れ－1＞（≦）九n・  

Proof．FromLemma8．3．5wehavehn＿1≦hnforr＝Oandhn＿1＞hnforr≧rn，implyingthatthere  

existsapositiveヂ≦rnsucha5hn－1（r）＞hn（r）・Accordingly，thelatterhalfoftheassertionisclearly  

true．I  

8．4 0ptimalDecisionRule  

Thefo1lowingtheoremrestatestheOptimalDecisionRule8・B・1．   

Theorem8．4．1  

（a）エefα≦0・mem〈K〉0≦i≦Ⅳ・  

（b）エefα＞0．  

1エeい㌦≦γ・mem〈K〉m≦慮＜〃Or兢eT℃eぬね豆＊（m＜宜＊＜Ⅳ）β祝Cん兢血〈Ⅹ〉n≦ま＜i♯肌d（C〉i・≦五＜Ⅳ・  

2 ムefγ＜γm．  

i〈c〉れ≦i＜〃・  

iiムefヂ≦γ．乃eγ1九i由れ0±αgび叩βmO几dec†℃αβれタ血豆≧m・  

iiiエefγ＝0．  

1〝九0＝0，兢eγもんiね几0れdecγ℃αβ血g血豆Ⅷ五紙九i＜り加0≦宜＜Ⅳ・  

2 ガん0＞0，兢eれ九i由β士わc軸れcreαβれg血豆び抽九i＜わ舟γ0≦豆＜凡   

Proof．（a）EvidentfromLemma8・3・2・  

（b）Letα＞0．Herenotethatヂ≦rnfromLemma8・3・6・  

（bl）Letrn≦r．ClearlyQn（r）≦OfromLemma8・3・4（d2）wi七hi＝n，hence（K〉n・Ftomthisresult  

andthefactthatoncecontinuingthesearchisoptimalfbracertaini，i・e．，〈C〉i，theni七alsoissoforal1  

i′withi≦i，＜NduetoLemma8．3．3（c）．Accordingly，theassertionclearlyholds・  

（b2）Letr＜rれ・  

（b2i）ThenQN（r）＞OfromLemma8・3・4（d2withi＝n），henceQi（r）＞0forn≦i＜Nfrom  

Lemma8・3・3（c），thus〈c〉n≦i＜N・  

（b2ii）Letヂ≦r．Thensincehn－1＞hn＆omLemma8・3・5（b），itfo1lows七hathiisnotalways  

nondecreaslngini．   
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（b2iii）Letγ＝0．  

（b2iiil，b2iii2）ImmediatefromLemmas8．3・5（a）．r   

Inthepricingcontrolproblemitshouldbenotedthatthemonotonici七yofhiinistatedaboveisinherited  

totheoptimalpricezidue七oLemma3・2・1（d）・Sincezi＝Z（hi），fromLemma3・2．1（e）weseethatzi＝a  

if九乞＜∬★．  

8・5 NumericalExamples  
LetuseXaminethepropertiesof七heoptimaldecisionrulesthroughnumericalexperiments・  

8．5．1 Admission ControIProblem   

LetF（w）betheuniformdistributionon［0■01，1・01】andle七人＝0・95，q＝0・35，β＝0・99，S＝0・01，and  

N＝15．Inthiscase，T（0）＝0．51，henceα＝入βT（0）～S＝0・47＞0・Then払rヂ，rn，andhn－10±hn，  

n＝2，3，4，5，WeObtaintheresultsofnumericalexperimentsshowninThble8・5・1・Herenotethatitis  

onlywhenr＝ヂthathn＿1：ごhnmqrocc11rSduetothedefinitionoffgivenbyEq・（8，3・1）・  

Table8．5．1：ヂ，rn，andhn＿1：ヒhn・  

γ＝ヒ   0．019  0．007  0．005  0．005   

r笹＝ご   0．121  0．064  0．041  0．030   

九れ＿1巴んm巴  0．340  0．373  0．389  0．404   

Ⅰ．RelationshipamOngr，rO，aLndhi．   

Figure8・5・1depictstherelationshipsofhiWiththenumberofbackordersiandtheprofitfroma   

Sideliner．Thefiguretellsusthat：  

1．hiisnondecreBLSlnginthepro丘tfromasidelinerhral1i・   

2．Ifr＜ヂ，thenhiiss七rictlyincreaBinglni≧0・   

3．Ifr＝ヂ，thenhn＿1＝ごhnandhiisstrictlyincreasingini≧n・   

4．Ifヂ≦i＜rn，thenthereexisti／andi／／suchthathiisstrictlyincreaslnglni≦i／｝Strictly  

decreasingini／＜i≦i′′，andagainstrictlyincreasingini＞ir′■   

5・Ifiissu瓜cientlylarge，thenhiCOincideswithhibrr＝0・000■Thisre且ectsthefactthat七he   

largerthenumberofbackordersm町becomeIthesmallerthepossibilityofthebackordersbeing  

exhaustedmayget；aSareSult，thee鮎ctofronhiisgraduallydiminished・   

ⅠⅠ．Theoptimaldecisionrlilesoncontin11ingorskipplngthesearch・   

Table6・5・1representstheop七imaldecisionrulesoncontinuingthesearchorskippingthesearchin   

eachstatefbreachgivenr．Thble6．5．1tellsusthat：  

1．Ifr＜rn，thenitisalwaysoptimaltocontinuethesearchasseenTheorem8・4・1（b2i）exceptfbr  

thestate（¢，15）．Wheni＝15，anyOfcontimingthesear血andskippingmaybeoptimal一   
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Figure8．5．1：Graphsoftheselectioncriterionhiinthenumberofbackordersi．   

2．Ifr≧rn，implyingthatiftheproRtfromasidelinerissu侃cientlylarge，itcanbeseenthatit  

isalw町SOPtimaltoskipthe＄earCh（caseofn＝5andr＝0．310）orthat七hereexistsi＜i  

suchthatifi＜i，COntinulngthesearchisoptimal，ifi′≦i≦i′ノ，Skipplngthesearchisoptimal， ／  

andifil’＜i，a9aincontinuingthesearchisop七imal；七hatis，thereexistdoublecriticalvaluesin  

／    termsofi．Incaseofn＝2andr＝0．150wehavei＝2andi′′＝7．   

8・5．2 Pricing ControIProblem  

LetF（w）betheuniformdistributionon［2，3］，i・e・，a＝2andb＝3andle七人＝0・90，q＝0155，β＝0・99  

ands＝0．05．Inthiscase，Wehavex＊＝2a－b＝1．Sincex＊＞0，WeObtainT（0）＝a＝2，hence  

α＝入βr（0）－・β＝＝1．732＞0・   

Figure8．5．2depictstherela七ionshipsofhiandzi（＝＝Z（hi））withthenumberofbackordersiand七he  

PrOfitfromasideliner．The丘gurestellusthat：   

1．hiisnondecrea＄inginthepro丘tfromasidelinerforalli・  

2．Ifr＜ヂ，thenhiisstrictlyincreasinglni≧0・  

3．Ifr＝ヂ，thenhn＿l⊂ヒhnandziisstrictlyincreaslnglni≧n・   
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Table8・5・2：Optimaldecisionru1esoncontinuingorskippingthesearch．  

γ＝0．000  （C〉  〈C〉  〈C〉  （C〉    〈C〉     〈C〉    〈c〉  〈c〉  （C〉  〈c〉  〈c）    〈C）   〈c）   〈c〉  〈C〉  〈c〉  
m＝2  γ＝0．121  （C〉  〈c〉  〈C〉  〈C〉    〈C〉     〈c〉    （C〉  〈c〉  （C〉  〈C〉  〈c   ）  〈C〉   （C〉   くC〉  （C〉  〈c〉  

r几＝0．121                                                                                               γ＝0．136  （C〉  〈c）    団        据     〈C〉    〈c）  （C〉  〈C〉  〈C〉  （C   〉  〈C〉   〈c〉   〈C〉  〈C〉  〈c〉  

くC〉   γ＝0．150  〈C〉  〈c〉    匪                       〈c〉  〈C〉  〈C〉    （C〉   〈c〉   （C〉  くC〉      1ノ 巧汚、．ン￥                  も■プQ．．■：j   

γ＝0．000  〈c〉  〈c〉  〈C〉  〈C〉    （C〉     （C〉    （C）  〈c〉  （C〉  〈C〉  〈C〉    〈C〉   くC〉   〈C〉  〈C〉  〈c〉  
m＝＝3  γ＝0．063  〈C〉  〈c〉  〈C）  〈C〉    〈c〉     〈C〉    〈C）  〈c〉  （C〉  〈C〉  〈c   〉  〈C〉   〈c〉   〈C〉  〈C〉  〈c〉  

γn＝0．064                                                                                               γ＝0．065  〈c〉  〈C〉  〈C〉  爆     〈C〉     〈c〉    〈C〉  〈c〉  （C〉  〈C〉  〈C   〉  〈C〉   〈c〉   〈C〉  〈c〉  〈C）  

γ＝0．100  〈c〉  くC〉    鶴       無  謳               撫   ≦妻袈’     〈C〉   〈C〉  〈c〉  

r＝＝0．000  〈c〉  （e〉  （C〉  （C〉    〈C〉     （C〉    〈C〉  〈C〉  〈C〉  〈C〉  くC     〈C〉   〈C〉   （C〉  〈c〉  〈c）  
m＝4  γ＝0．040  〈c〉  （C〉  （C〉  （C〉    〈c〉     〈C〉    〈C〉  〈c〉  〈C〉  〈C〉  〈c   〉  〈C〉   〈c〉   くC〉  （C）  〈C〉  

γn＝0．041                                                                                                γ＝0．071  〈c〉  〈C〉        匿       磯  貯               団  匡  細  礪    〈C〉  （C〉  

γ＝0．100  〈c〉  〈C〉       i  三番■巨                     姐  二友  匿  国  鮎      ㈱  

γ＝0．000  〈c〉  〈C〉  〈c〉  〈c〉    〈C〉     （C〉    〈C〉  （C〉  〈C〉  〈C〉  〈C     〈C〉   （C〉   〈c）  〈c〉  （C〉  
れ＝5  γ＝0．029  （C〉  〈c〉  〈C〉  〈c〉    〈c〉     〈C〉    〈c〉  〈C〉  〈C）  〈C〉  （C     〈c〉   〈c〉   （C〉  くC〉  （C〉  

γn＝0．030                                                                                                γ＝0．071  （C〉  〈C〉                    ㈲  斡－              附  榊■  く呵      頭蓋．∫．ゼ    恥 も′  

γ＝＝0．310        感  団     鰍    柔！1  冠              準  国     勧      糾  （鱒〉   
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Figure8．5．2：Graphsofhiandzi・   

4．Ifヂ≦i＜rn，thenthereexistiIandi／／suchthathiandziisstrictlyincreaslnglni≦i／，Stric七1y   

decreasingini／≦＜i≦i／／，anda9ainstrictlyincreasingini≧i／／・WbcannOticethati（isglVenby   

m－1．  

5．ThegraphontherightshowstheoptimalorderingprlCeZi・Herenote七hatthereexistsisuchtha七   

hi＜x＊＝2a－b＝1inthegraphofhi．Sincezi＝Z（hi）＝aforhi＜x＊＝1duetoLemma3・2・1（e），it   

fbllowsthatzi＝Z（hi）forsuchibecomesequaltoa＝2；inotherwords，Zi＝Z（hi）istrunCatedbya，   

thelowboundofthedistributionfunctionF（w）．Fbrther，itshouldbenotedthatthereexistshi＜a   

suchthatitscorrespondingoptimalorderingpricezibecomesgreaterthana，i・e・，Zi＝Z（hi）＞a・   
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8．6 Conclusions and Considerations   

Tbbeginwith，belowletusstatethetwotypesofoscillationsa8tOthenumberofbackorder＄i．   

1・Ontherangeofioverwhichtheoptimalselectioncriterionhiisincreaslngini，then－1mberofback   

Ordersioscillateswithanequilibriumpointforthesamerea50naSthatstatedinSection6．6（r＜ヂ   

OfC2）；letusrefbrtosuchbehaviorofiasthestableoscillation．   

2・On七herangeofioverwhichtheoptimalselectioncriterionhiisdecreasingini，thenumberofback   

Ordersioscillatesasfbllows：（l）Thesmallerthenumberofbackordersm町become，thehigherthe   

Optimalselectioncriterionhibecomes；aBareSult，thenumberofbackordersispromptedtobecome   

furthersmalland（2）Thelarger七henumberofbackordersimaybecome，thelowertheoptimal   

Selec七ioncriterionhigetS；aSareSult，thenumberofbackordersispromptedtobecomefur七herlarge・   

Thisfactsuggeststha七OnCetheientersthisrange，itbehavesasifitisescapingfromthereglOn・Let   

us refertosuchbehavior asthe unstable osc   

TheoptimaldecisionrulesdescribedinSection8．4arealmostsimi1artothoseofModelⅢ・However，  

theconclusionsobtainedfromthemodelinthischapter，ModelV，aredi鮎rentftomthoseinModelⅢ  

inthesense below．   

First，itshouldbenoted七hatthereexis七戸andrnwithヂ＜rn（2≦n≦N），Whichpmvidesthresholds  

implyingthat：（1）Ifthepro丘七fromasidelinerislessthanヂ，theoptimalselectioncriterionhiis  

increasinginthenumberofbackordersi，Orelseitisbimodaliniand（2）Ifthepro飢fromasideline  

rislessthanrn，itisoptimaltoconductthesearchfororders，Orelseitisno七alwaysoptimaltoenact  

thesearch．Below，le七usexplaintheimplicationsoftheabovetwothresholds：   

1・Letr＜ヂ，i．e・，thepro鮎ffomasidelineissu侃cientlysmall・Thentheoptimalselectioncriterionhi  

isincreasinginthenumberofbackordersi・Hence，thebehaviorofthenumberofbackordersshows   

thestableosci11ation．   

2．Letヂ≦r＜rn．Inthiscase，aSSeeninFigure8．5．1，thereexisti′andi′′（i／＜i′′）suchthathiis   

strictlyincreasingon［0，i′】，Strictlydecreasingon（i／，i′′】，anda9ainstrictlyincreasingon（i′′，N］・In   

otherwords，theoptimalselectioncriterionhiisbimodalinthenumberofbackordersiover［0，N］・   

Below，le七usstatetheimplicationsofthebimodalproperty・  

i・Leti≦i／．Thentheoptimalselectioncriterionhiisincreasinginthenumberofbackorders  

i・Thisfactimpliesthefbllowing・Iftherearefbwordersinthesystem）al1thepr6ductionlines  

willbecomesoonempty，andiftheybecomeempty，thecompanyhastoengageinthesideline  

witharelativelysmallamountOfprofit・ThisyieldsOpportunitylossⅡ・Accordingly，inorderto  

aNOidthisloss，theoptimalselectioncriterionhiShouldbesetlowtoacceptorderseven七hough  

theirprofitabilitiesmaynotbesohigh．However，aSthenumberofbackordersiincreases，allthe  

productionlinescometobealledwithorders，1eadingtothepossibilityofobtaininganincome  

fromasidelineissmall．ThisyieldsOpportuni七ylossI・Therefore，inordertoavoidthislossand  

prevental1theproductionlinesfrombeingfu11withorders】theoptimalselec七ioncriterionshould  

besethigh；aSareSult，thenumberofbackordersibecomessmal1，hencethecompanycanerdoy  

theprofitfromasideline．   
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ii．Leti′＜i．Then七heoptimalselectioncriterionhiisunimodalinthenumberofbackordersiover  

（i／，N］；themanagerialimplicationofthisunimodalityisthesameasthatstatedinSection6．6  

（ヂ≦γ＜roofC2）・   

iii．ThefactthattheoptimalselectioncriterionhiisincreasingoneachofthetworangeS，［0，i′】  

and（i′′，N］，implies七hatthereexistsastablepointofoscillationoneachoftheもworanges．Once  

thenumberofbackordersienterstherange（i′，i”］，adynamicsstar七SOPeratingtopromptthe  

numberofbackordersitomovetooneofthetworanges［0，i′】and（i′′，N］sincethebehavior  

Ofthenumberofbackordersshowsunstableoscillation．Here，itistobenotedthatthestable  

pointson［0，i，］and（i′′，N］arerelatedto，reSpeCtively，thenumberofproductionlinestobefu11ed  

Withordersandthenumberofbadkorderstobeheldinthesystem．   

iv．The払ctthathiisabimodalfunctionofisuggestsusthefo1lowlng．Fbranorderwithcertain  

／／／／／／／／   pricewthereexistsi＜i＜isuchtha七ifi≦i／，itisoptimaltorqjec七theorder，ifi’＜i≦i，   

itisoptimaltoacceptit，ifi’／＜i≦i，a9ainitisoptimaltorqjectit，andi′′′＜i，a9aini七is ／／／  

OPtimaltoacceptit．Inotherwords，thereexistthetriplecriticalvaluesintermsofiatwhich  

rqiectingandacceptinganorderbecomeindiffbrent．   

3．Letrn≦r，i．e．，theproatfromasidelineissufRcientlylarge．Thentheoptimalselectioncriterionhi   

maybemonotone，unimodal，Orbimodalini．However，Sincenoorderappearsontherangewhereitis   

OPtimaltoskipthesearch（seeFigure8．5．2），thehihasnopracticalmeaninga5aSelectioncriterion・   

Now，aSSeeninFigure6．6，thereexisttwocri七icalvaluesi／andi′′（i／＜i′′）．Thei／providesthe   

numberofproductionlinestobeasslgnedto七hecustomproductionlSOthatthenumberofproduction  

linestobeaBSignedtothesidelinewillbegivenas†いi′．Thei′′providesthenumberofbackorders   

uptowhichskipplngthesearchisoptimal・nlrther，WeSeethat‥   

i・Ifi≦i′，theniproductionlinesareallava・ilableforhandlingordersanditisoptimal七oconduct ′  

thesearchforordersuntilthenumberofbackorder＄becomesi／．  

／／  ii・Ifi’＜i＜i，itisop七imaltoskipthesearch；aSareSult，thenumberofbackordersdecreases  

uptoi／・Hence，itbecomespossibletoBLSSlgnγいi／productionlinestothesideline，andthereby  

yieldsaprofitfromthesideline．  

iii・Ifi′′≦i，thecompanyshoula9ainconductthesearchfororderstomakepro丘t・   

Theabovestatedconsiderationsarerelatedtotheadmissioncontrolproblem．Thesameconsiderations  

asthosestatedabovearealsoobtainedforthepricingcontrolproblem・   



Chapter 9 

Overall Conclusions and 

Considerations  

Thischaptersummarizestheresultsobtainedthroughoutthethesisandthenproposessomesubjec七SOf  

Studythatshouldbetackledinthefuture．  

Cl．First，thefo1lowingthreepointsshouldbeemphasized．   

1．The search cost has beenintrod11Cedinalmost allconventionalmodels ofoptimalstopping  

problems．Thein七roductionofthesearchcosteventuallyyields theoptiononwhetheror not  

toconductthesearch．However，thisnewoptionhasneverbeentakenintoconsiderationinthe  

customerselec七ion problems．In allthe modelsofthe thesisweclarifiedtheexistenceofthe  

OPtima．1thresholdastothesearchcost suchthatifthesearchcostislessthanthethreshold，  

COnduc七thesearch，Orelsenot．  

2・Intheconventionalcus七omerselectionproblemswithvacationofthesystem）ithasbeenassumed  

thatthesystemisturnedoffassoonasitgetsempty．Inthisthesis，however，thesystemisnever  

turnedoffbecausethecompanystartstoprovidethesubsidiaJryServices乱SaSidelineassoonas  

itbecomesempty，andtherebygeneratesprofitffomthesideline・Thisprofitfromasidelineis  

themostdistinguishedpoin七ofthisthesis，WhichhaBneVerbeenintroducedintheconventional  

customerselectionproblems・Ⅵ屯haveclarifiedthatthedecisiononwhetherornottoconductthe  

searchforordersisinfluencedbynotonlythesearchcostbutalsotheprofit丘omasideline・In  

otherwords，Wehaveproventhatthereexistsathresholdastotheprofitfromasidelineatwhich  

whetherornottoconduct七hesearchbecomeindi鮎rent．Fhrther，WeShowedthatiftheprofit  

fromasidelineisneithersu氏cientlysmallnorsu凪cientlylarge，theoptimalselectioncriterion  

intheadmissioncon七rolproblemandtheoptimalpriceinthepricingcontrolproblembecome  

unimodalorbimodalinthenumberofbackorders．Themana・gerialimplicationsoftheunimodal  

andthebimodalpropertieswerestatedinSections6・6，7・6，and8・6・Thesepropertiescannotbe  

Seeninanypastpapers．   

3■ Thea・dmissioncontroIproblemandtheprlClngCOntrOlproblemhavebeenseparatelydiscussed  

sofarintheconventionalcustomerselectionproblems・Inthisthesis，however，WeClarifiedthat  

bothproblemscanbediscussedinanidenticalframeworkanddemonstratedthatthepropertiesof  

optimaldecisionrulesobtainedinadmissioncon七roIproblemareinheritedtotheprlClngCOntrOl  

problem．  

95   
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C2．Inthisthesiswehaveproposedfiveba5icmodels払racustomerselectionproblemwithpro飢ffom  

asidelineandsearchcost．Inordertomakethemodelsmorepractical，thefo1lowlngSubjectsshould  

benecessarilyinvestigated．   

1，PenaltyfbrdelayofdeliverylSintroducedonlyinModelsIandⅡ；itshouldbeintroducedin  

other models．  

2．ItwasaBSumedthat anorderheldinthesystemmaybecanceledinmodelⅡwhereonlyone  

Orderisallowedtobeheld．Thisassumptionshouldbeintroducedinthemodelswheremultiple  

orderscanbeheld．   

3．ModelⅣshouldbealsoexaminedontheaぷSumptionthateachorderhasadi鮎rentappointed  

dateofdelivery．   

4．Ordersmaybeprocessedinaseriesofprocesses；inthiscase，aSequenCingproblemofordersto  

beprocessedarises．   

5．Modelswheretheprobabilityofcustomerarrivalisa占Sumedtobedependenton七henumberof  

backordersshouldbealsoexamined；Simpleexaminations bynumericalexperimentsaremade  

払rModelⅢ．   

6．ThroughoutthethesiswehaveassumedthatanySidelinecanbecompletedwithinoneperiod・  

However，theremayexist asidelinewhichneedsmorethanoneperiodfori七SCOmPletion・In  

thiscase，the optimaldecisionrule may benatural1yin且uenced by engagingin the sideline・  

Accordingly，aneWdecisionproblemarisesonwhetherornottobeengagedinthesidelinewhen  

allorderareCOmpleted．Thisproblemshouldbetackledinthefu七ure・   

7・Thusfarwehaveimplicitlyassumedthatacustomeronceturnedawaycannotbesolicitedin  

thefuture．Thefutureavailabilityofoncerqjectedcustomers，Whichisassumedinsomemodels  

ofconventionalop七imalstoppingproblems［13】【16］［40］，Shouldbealsointroducedinourmodel・   
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Appendix：Proo臨ofLemmas  
A．1． Lemma4．2．1   

Fbranygivenvectorx＝（x¢，Xo，Xl，・・・）′1etusde且nethenorml匝‖＝maX（l3；¢l，1xoJ，恒l，・・・）where  

IJa：＝≧fxilfori＝4），0，1，…・Further，byD¢uandDluletusdenotetherighthandsidesofEqs．（4．2・4）  

and（4・2・5），andlet Du＝（D¢u，Dou，Dlu，・・・）′andu＝（u（（妬u（¢，0），u（¢，1），…）′・Thennoting  

Eq－（4・2・3），fromEq・（4■1．4）wehave  

lv（0）一心（0）l≦lE【max（Ⅷ＋祝（¢，0），祝（¢））－maX（ひ＋克（¢，0），屯（¢））】l  

≦max（lⅦ（¢）一塩（（州，】祝（¢，0）－滋（¢，0）け≦ll祝一利，   

andfromEq・（4・1．8）weget  

‡γ（0）一重（0）l≦max（p（z）l祝（¢，0）－滋（¢，0）け（1－p（z川可¢）－愈（¢）け Z  

≦max（p（z川鮎一利＋（1－p（z川lⅦ一利〉ニIl視一利・ ヱ   

Accordingly，fromEq・（4・2・4）weobtain   

晰棚≦max ば 
畔潮（…¢）■， 

〉 

≦βl恒‖・  

Similarly，fromEq．（4．2．5）weget LDlu－DE叫≦PIJu－iL［Iforl≧0・ThusIPu－Dql≦βI［u－iiH，  

implyingthatDuisacontractionmapping；aCCOrdingly，theassertionholds．l  

A．2． Lemma4．2．2  

Fbrsimplicity，1etR＝qPu（¢）＋max（L（h），Ol．ThenEq．（4．2・10）canberewritten  

祝（¢，J）＝叩（¢，g十1）＋月－ββJ（T≦g），g≧0，   

fromwhichwecandevelopu（¢，0）asfo1lows・  

u（¢，0）＝叩（¢，1）十月  

＝軒叩（¢，2）＋呵＋月＝り㌦（¢，2）＋（1＋叩）月  

（A．2．1）  

＝り丁祝（¢，丁）＋（1＋叩＋…＋叩丁‾1）月   

＝け㌦（¢，丁）＋月（1一叩丁）／（1一再‥   （A．2．2）   
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Fur七her，fromEq・（A．2．1）withl＝TWeget  

祝（¢，T）＝叩（¢，丁＋1）＋点一卵  

＝軒叩（¢，T＋2）＋R一卵）＋月－ββ＝叩2祝（¢√＋2）＋（1＋叩）（月一卵）  

＝が祝（¢，丁＋ブ）＋（1＋叩＋‥・十り上1）（月一卵）  

＝り㌦（¢，丁十ブ）＋（属一卵）（トイ）／（ト叩）・   

Accordingly，Since叩j→Oasj→∞duetoり＜1，WeObtainlimj→00叩ju（4・，T＋j）＝0，hence  

祝（¢，T）＝（属－ββ）／（1－叩）・   

RearrangingEq．（A・2・2）bysubstitutingEq・（A・2・3）produces  

祝（¢川）＝叩丁（月－ββ）／（ト叩）＋R（1一叩丁）／（ト叩）＝（属－√β∂招1一叩）・   

NotingEqs．（2・4・2）and（4・3・1），WeCanarrangeEq・（A・2・4）asfbllows・  

可¢川）ニ7月－7叩丁卵＝明伽（¢）＋7nlaX（上（九），0）－P・l  

（A．2・3）  

（A．2．4）  

A．3． Lemma4．3．1   

（a）Eq・（4・3．3）canberearrangedinto  

G（∬）＝7maX（入βr（諾）－β，0）－maX（∬十7人qβr（£卜7β，∬）＋7γ＋β，  （A・3・1）   

thefirsttermoftherighthandsideofwhichisnonincreasinginx丘omLemma3．2，2（a）．Sincelゝ7qβ≧  

7入qβh：OmBq．（2．4．3），itfo1lowsthatx＋7入qβT（x）－7SisstrictlyincreasinginxfromLemma3・2・2（g），  

hencetheentirerighthandsideofEq．（A・3・1）isstrictlydecreasinginx・   

（b）ApplyingLemma3・2．2（f）toEq．（4■3．3）leadsto  

よ藍嘩）＝7（maxトβ朝一maXトβ胡卜よ藍∬＋7rり＝－∞  

SinceG（x）≧－maX（x＋7人qβT（x）－7S，Xl＋7r＋pfromEq・（A・3・1），applyingLemma3・2・2（h）tothis  

inequalityyields  

。曇㌔G（∬）≧－maX（。曇㌔（打7入脚（翔一7β，。セ㌔芯）＋7rり＝∞・   

（c）Fc＞rCOnVenience，le七usrewriteEq．（4．3．3）ashllows・  

C（ェ）＝7（入βmax（ア（£トβ／対，0ト入官βmax（r（諾卜β／Å9β，0）卜霊＋7rり・   

Fbranygivens＞01etxl（s）andx2（s）bethesolutionofT（x）＝S／人qβandT（x）＝S／入β，reSpeCtively・   
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Thensinces／入qβ＞s／入β＞0，Clearlybothxl（s）andx2（s）uniquelyexist丘omLemma3．2．2（e）where  

Xl（s）＜bandx2（s）＜b・Inaddition，SinceT（xl（s））＝S／入qβ＞S／入β＝T（x2（s）），Wehavexl（s）＜X2（s）  

duetoLemma3・2・2（a）・Itisevidentthatxl（s）and3：2（s）arebothstrictlydecreasingins．Now，1et  

S′＝＝S＋Eforanyin丘ni七esimale＞0，hences／＞s．Thenxl（s′）＜xl（s）＜x2（sI）＜x2（s）（see  

Figurel・3・1）・Below，describingG（x）asG（x，S），letusexaminetherelationshipofG（x，S）ands．First，  

Eq・（4・3・3）払reachsands′canberewrittenasfollows，reSpeCtively．  

7（刃1一曾）βr（諾）＋γ卜∬＋β，  

7（人βr（ェ）－β＋γ）－∬＋β，  

－ご＋7r＋β，   

7（入（トq）βr（諾）＋γ卜∬＋β，  

7（入βr（∬）－β′＋r）－エ＋β，   

－∬＋7r＋β，  
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G（ご，β′）＝  

れ（β′） ェ1（β）  諾2（β′） ∬2（β） b  

Ⅳ  Ⅱr  

Figurel・3・1：Therelationshipbetween：ご1（s／），a：1（s），X2（s［）andx2（s）whereI＝ト∞，Xl（s／）】，  

Ⅱ＝（ご1（β′），訂1（拙Ⅲ＝（ヱ1（β），∬2（β′）），Ⅳ＝【£2（β′），ご2（β）），and V＝  
【∬2（β），∞）・  

1・OntheintervalsIandV，WehaveG（x，S）＝G（x，S’），reSpeCtively，fromEqs・（A・3・2（1））and（A・3・3（1I））   

amdEqs・（A．3．2（3））and（A・3・3（3′））・  

2・OntheintervalII，fromEqs．（A・3．2（1））and（A・3．3（2′））weget  

G（ご，β）－G（ご，β′）＝7入（1－曾）βr（諾）－7入βr（ご）＋7β′  

＝－7入官βr（∬）＋7β′＝－7（入官βr（諾）－β′）＞O  

dueto入qβT（x）－S／＜00nXl（s／）＜x，henceG（3＝，S）＞G（x，β′）．  

3．OntheintervalⅢ，fromEqs．（A．3．2（2））and（A．3．3（2′））wehave  

C（∬，β）＝7（入βr（ご卜β＋r）－ご＋β＞7（入βr（£）－β′＋γ）一諾＋β＝G（霊，β′）・   

4．OntheintervalIV，ffomEqs．（A・3・2（2））and（A．3．3（3／））weobtain  

G（諾，β卜C（ェ，β′）＝7（人βr（霊卜β＋γ）一昔＋β－ト霊＋7γ十β）＝7（入βr（£卜β）＞0   
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dueto入βr（∬）－β＞00n∬＜㌶2（β）．  

Fromal1theabove，iteventual1yfo1lowsthatG（x，S）≧G（x，S′）bral1x，thatisG（x，S）isnomincreasing  

insbra11x．MonotonicityofG（x）inqcanbeproveninalmostthesamewqyastheabovewhereitis  

tobenotedthat7andpares七rictlydecreaslnglnq．Thela如assertionisevident丘omthefactthatpis  

StrictlydecreasinginTdueto叩＜1andthatG（x）isstrictlyincreasinginp．  

（d）Proveninasimilarwqytothatintheproofof（c）whereitistobenoted七hat7andparestrictly  

increasinginβ．ThelaBtaSSertionisevidentf上omthefactthatpisstrictlyincreasinginOandthatG（x）  

isstrictlyincreaslnglnP．  

（e）ImmediateffomEq．（4．3．3）since7＞0．Ⅰ  

A．4． Lemma4．3．2   

（a）TheformerhalfisimmediatefromthefactsthatT（∬）isnonincreasinginxduetoLemma3・2・2（a）  

andthatbothof一虻h入（1－q）βand－Xh入βarestrictlydecrea5inginx・Thelatterhalfisevidenth■Om  

Lemma3．2．2（f）．  

（b）Theformerhalfisevidentffom（a）．Le七人βT（p）＞s．ThensinceT（0）≧T（p）fromLemma3・2・2（a）  

duetop≧0，nOtingT（0）＞0，Wehave  

月1（0）＝r（0）＋（7r＋β）／7入（1－q）β＞0，  

β2（0）＝r（0）－β／入β＋（7γ＋β）／7入β≧r（β）－β／入β＋（7r＋β）／7入β  

＝（入βr（β）－β）／入β＋（7r＋β）／7入β＞0・   

Hence，X；andx芸arepositiveforanyr≧0・  

（c）Clearfrom  

β1（可一哉（諾）＝－（∬－7γ一両／7パ1－q）β＋（‡＋7（β－γ卜p）／7入β  

＝（ 一骨∬＋7ヴγ＋卯＋7（ト（か）／7パ1－曾）β＝一曾（エーX）／7刈1－9）β・   

（d）Letx芸＞x・ThenO＝B2（x芸）＜B2（x）＝Bl（x）dueto（a，C），henceO＜Bl（x）・Accordingly，Since  

Bl（x；）＝0＜Bl（x），WeObtainx；＞xdueto（a）・Letx；＞x・ThenO＝Bl（x；）＜Bl（x）＝B2（x）due  

to（a，C），henceO＜B2（x）．Accordingly，SinceB2（x；）＝0＜B2（x），WeObtainx芸＞xdueto（a）・The  

latterhalfisprovenbythecoI血apositionsoftheaboveresults．l  

A．5． Lemma5．3．1   

Tbbeginwi七h，Wehave  

（A・5・1）   〝元一戸代＝叩（レーク）＝元一K，  

Now，fromEq・（5．3・6）weobtain  
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封（q＋（1－ヴ）房）  （1一扇（ヴ＋（1一曾）レ）  

1一兎  1－・代  

官＋（1一曾）〃   
曾（1－K）－¢（1一元）－（1－q）レ（1一元）＋（1－q）ク（1一尺）  

（1一帯）（1一元）  

曾（元一㍍）一（1－わ（レーク）＋（1一如（レ元一戸K）  

1一代   

q＋（1－q）レ  

（1一尺）（1一再）  1一尺  

ヴβ（元一K）－（1－ヴ）β（レーク）＋（1一曾）β（レ元一房托）  9β＋（1一寸）伽  

（1－㍍）（1一元）  

曾β（元一㍍）一叩（レーク）＋（1－9）β（レ元一わ代）  

1－㍍   

qβ＋（1－q）β〝  

（1一尺）（1一元）  1－㍍  

qβ（元一凡）－（元一K）＋（1－q）β（元一凡）  －1＋代＋曾β＋（1－q）βレ  
y 匝omEq・（A・5・1））  ＝1＋  

（1一帯）（1一元）  1一代  

（た一代）（1－qβ－（1－q）β）  －1＋（1一曾）β（1－レ）＋曾β＋（1－q）βレ  
＝1＋  

（1一代）（1一兎）  1一代  

1－β （1－β）（元一K）  
＝1－－－－⊥－  

1一代  

＝1－（トβ）（  

（1一指）（1一元）  

1 （1一代）  －（1一兎）  

1一代 （1一代）（1一元）  

㌔＋手㌔）  ＝ト（1－β）（∴一手  

＝ト（トβ）（言霊＋r㌔）  

＝1－（1－β）Ⅳ 仲oml∃q・（5・3・5））・   

FrornEqs．（5，3・5）and（5・3・6）weget  

Ⅳ一方＝巨芝（ト“1－か）＋た（ト打1－ヴ）戸）  

（1－y）（1－扇（1－〝）．y（1一扇（1一戸）  
＞0．  

1一代 1一兎  

Further，regardingHasafunctionofy，H（y），WithO＜y＜1，WeObtainH（0）＝（q＋（1－q）u）／（トIC）・  

HenceH（0）＜1because  

l一代－（q＋（1一寸）レ）＝1－（1－q）β（1－レト守一（1一曾）レ  

＝（1－q）（1 －〃－β（トレ））＝（ト刷トβ）（1－〃）＞O   

Further，H（1）＝（q＋（トq）汐）／（1－h）．HenceH（1）＜1，WhichcanbeproveninquitethesameWayaS  

theabove．SinceH（y）isalinearfunctionofyduetoEq・（5・3・6），itfo1lowsthatH（y）＜1forO≦y≦l  

orequivalentlyH＜1．l  

A．6． Lemma5．3．2   

（a）Foranyx／＜xfromEq・（5・3・13）wehave   
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G（£卜嘩′）＝Ⅳ（max（エ（…）－m叫（拙0））＋（ト訂）（max（坤），0卜max（上（…））／（ト代）  

巾（max（坤），0トmaポ（れ0〉）／（1一元）＋け一訂）  

≦Ⅳ（max榊トエ勘，0））・（トⅧ）（max（坤）－上（卯））／（1－㌧K）  

巾（max（坤）－£（れ0））／（ト…（ェ′一叶  

NotingL（x），L（x），andL（x）areal1nonincreasinginxdue七oLemma3．2．2（a）andEq．（5．2．2），Weget  

嘩）一種′）≦（トⅧ）（坤）一極））／（ト代）＋y（砕）一柚）／（1一句＋（∬′－ヱ）  

＝（ト訂）入β（（ト9）レ＋曾）（r（∬′卜r（瑚／（1一尺）  

十y入β（（1－q）戸＋q）（r（宕′トr（霊））／（1一兎）＋（∬′－ヱ）  

＝入β（（トy）（（トq）叫）／（トー可＋Ⅷ（（トq）打拙1一兎糎（∬′）－r（瑚…′－ご）  

＝入β∬（r（ェ′）－r（可）＋（‡′－∬），dueto恥（5・3・6）  

＝入βガT（ェ′）＋諾′－（入β月T（∬）＋∬）＜O   

duetoEq・（5・3・12）andLemma3・2・2（g）．   

（b）ApplyingLemma3．2．2（f）toEq．（5・3．13）1eadsto  

lim C（∬）＝Ⅳmaxトぶ，0）－（1－y）max（－β，0）／（1一握） ユ：→0一〇  

－ymaXトβ，0）／（1一元）－1im芳＋Ⅳr＋β＝－∞・ ∬→00   

Now，fromEq．（5．3．13）weget  

G（ェ）≧－（1－y）max（入β（曾＋（1一寸）〝）r（ェ）－β，0）／（1一尺）  

一針maX（Åβ（9＋（1－q）戸）r（∬）－β，0）／（1一兎）－ご＋Ⅳr＋β．（A．6．1）   

Lets＝0．Then   

嘩）≧一入β（（トy）（（1－9）叫）／（ト可＋和一9）叫）／（＝中（ェト‡＋Ⅳγ＋p  

＝－（入βガT（£）＋諾）＋Ⅳγ＋β・   

Hence，SinceH＜1duetoEq．（5・3・12），aPPlyingLemma3・2・2（h）intotheaboveinequalityproduces  

。杢㌔G（∬）≧－∬曇㌔（入β即（∬）＋可＋Ⅳ＝p＝∞・  

Lets＞0．Thenthereexistsan豆＜bsuchthatifi7＞L／，thenT（豆）＝S／入β（q＋（1－q）u）＞s／入β（q＋  

（1－q）汐），OrelseT（af）＝S／入β（q＋（1－q）戸）＞S／入β（q＋（1－q）z／）duetoLemma3・2・2（e）・Fbrx＜盃we  

haver（霊）＞r（盃）＝β／入β（q十（1－ヴ）〝）＞β／入β（曾＋（1－q）汐）orr（∬）＞r（烹）＝β／入β（曾＋（1一曾）戸）＞  

S／入β（q＋（1－q）L／），henceEq．（A．6．1）becomes   
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G（∬）≧一入β（（ト拙1－q）叫）／（トー可寸Ⅷ（（トq）叫）／（1一元中（諾トェ  

＋（（ト扇／（1－㍍）＋y／（ト元）β＋Ⅳγ＋β  

＝－（入β月T（∬）＋‡）＋Ⅳβ＋Ⅳγ＋p・   

Accordingly，WeCanalsohavelim。→－∞G（x）＝∞inquitethesamew町aSWhens＝0・  

（c）Forconvenience，1etusrewriteEq・（5・3．13）as払1lows・  

C（∬）＝Ⅳ入βmax（r（霊）－β／入β，0）  

入β（1－y）（ヴ＋（トq）レ）  
max（r（ごトβ／入β（ヴ＋（トq）〝），0）  

1一代  

入伽（ヴ＋（1一折）  
max（r（諾卜β／入β（q＋（トq）戸）川）－ご十Ⅳr＋β・  

1一兎  

Let z／≧D．Fbranygivens＞Oletxl（s），X2（s），andx3（s）bethesolutionof，reSPeCtively，T（x）＝  

s／＾P（q＋（1－q）汐），T（x）＝S／＾P（q＋（1－q）u），andT（T）＝S／＾P・Thensinces／入β（q＋（l－q）i））≧  

S／人β（q＋（1－q）u）＞s／入β＞Oduetoq＋（1－q）i7≦q＋（1－q）u＜1，Clearlyxl（s），X2（s），and  

X3（s）uniquelyexist h：OmLemma3．2．2（e）wherexl（s）＜b，3：2（s）＜b，andx3（s）＜b・In addition，  

we have xl（s）＜x2（s）＜x3（s）duetoLemma3・2・2（a）・Itisevident thatxl（s），X2（s），andx3（s）  

are strictlydecreaslngln S・Now，1et s／＝S＋E fbr anyinfinitesimalE＞0，hence s／＞s・Then  

xl（s／）＜xl（s）＜x2（sr）＜x2（s）（seeFigurel・6・2）■Below，describingG（x）asG（x，S），letusexaminethe  

relationshipofG（a；，S）ands．Firs七，Eq・（5・3・13）foreachsandsIcanberewrittenasfbllows，reSPeCtively・  

入β（Ⅳ－∬）r（∬卜∬＋Ⅳr＋p，  

入β（Ⅳ－（1－y）（打（1－q）舶1一代））r（£）  

－yβ／（1一元）一諾＋Ⅳγ＋β，  

入βⅣr（霊）－∬－Ⅳβ＋Ⅳr＋β，  

－£＋Ⅳγ＋β，   

入β（Ⅳ一方）r（∬ト£＋Ⅳr＋β，  

入β（Ⅳ－（1一打）（打（ト湖／（1一代））r（ご）  

－yβ′／（1一句一諾＋Ⅳγ＋β，  

入βⅣr（ェ）－エーⅣβ′＋Ⅳr＋β，  

－エ＋Ⅳγ＋β，  

on IuⅡ   （1），  

on Ⅲ∪Ⅳ  （2），（A・6t2）  

on V uⅥ ‥・（3），  

on VⅡ  （4），   

onI  （1′），  

G（∬，β）＝  

G（ェ，β′）＝  on Ⅱ∪Ⅲ  （2′），（A・6・3）  

on Ⅳ∪Ⅴ  （3′），  

on Ⅵ∪ⅤⅡ …（4′）．  

1．OntheintervalsIandVⅡ，WehaveG（x，S）＝G（2：，S／）h・OmEqs・（A■6・2（1））and（A・6・3（1I））andfrom   

Eqs・（A・6・2（4））and（A．6．3（4′）），reSpeCtively・  

2．OntheintervalⅡ，fromEqs．（A．6・2（1））and（A・6・3（2′））weget   
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Ⅰ Ⅱ  Ⅲ  Ⅳ  Ⅴ  Ⅵ  

Figurel．6．2：Therelationshipbetweenxl（s′），Xl（s），X2（s／），X2（s），X3（s），andx3（s’）・  

G（∬，βトC（ご，β′）＝入β（（ト扇（q＋（ト曾）レ）／（1－可一旦げ（∬卜訂βソ（ト可  

＝－y入β（q十（1－q）D）T（x）／（トii）－yS／／（1一元）（duetoEq・（5・3・6））  

＝－y（入β（q＋（ト曾）房）ア（∬卜β′）／（ト元）＞O  

dueto入β（q＋（トq）i7）T（x卜βI＜00nXl（s′）＜X，henceG（£，S）＞G（x，S′）・  

3■ OntheintervalⅢ，丘omEqs・（A．6．2（2））and（A・6・3（2′））wehave   

恥β）＝入β（W－（ト刷打（ト曾）り作卜用））r（∬卜yβ／（ト元卜∬＋Ⅳγり  

＞人β（Ⅳ－（トy）（打（1－q）汀冊一代））r（∬ト勅（ト再卜諾＋Ⅳrり＝恥頼  

4．OntheintervalⅣ，fromEqs・（A・6・2（2））and（A・6・3（31））weob七ain  

C（∬，β卜C（霊，β′）＝一入β（1－y胸＋（1－q）レ）r（可一卵／（1一元）＋Ⅳβ′  

＞一入β（1－甘粕＋（1－ヴ）〝）r（可一卵′／（1一元）＋Ⅳβ′  

＝－（1－y）入β（ヴ＋（トヴ）〝）r（∬）／（トイト（トⅧ）βソ（1一代）  

＝－（トy）（入β（打（ト曾）中（ヱトβ′）／（1一可＞O   

dueto入β（曾＋（1一々）レ）r（∬）－β′＜00nご2（β′）＜諾・  

5．OntheintervalⅤ，fromEqs．（A・6．2（3））and（A・6・3（3′））wehave  

G（ェ，β）＝入βⅣr（£卜£－Ⅳβ＋Ⅳγ＋β＞入βⅣr（可－Ⅷ－Ⅳ5′＋Ⅳγ＋β＝G（笹㍉′）・   

6．OntheintervalⅥ，fromEqs．（A．6．2（3））and（A・6・3（4′））wehave  

G（ェ，β卜C（£，β′）＝人βⅣr（諾トⅣβ＝Ⅳ（Åβr（ェ）－β）＞0・  

Ftomalltheabove，iteven七ual1yfollowstha七G（x，S）≧G（∬，S／）foral1x，thatisG（x，S）isnonincreasing  

inshral13：．Whenv＜i7，inthealmostsamewayastheaboⅦWeCanprOVethatG（x）isnonincreasing  

ins．ThelatterhalfcanbeproveninthealmostsamewayaBtheabove・   
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（d）ImmediatefromEq．（5．3．13）sinceW＞0・  

（e）EvidentfromthefactthatG（x）isstrictlyincreaBinginpandthatthepisstrictlydecreasingin  

t？and∂andstrictlyincreasinginO丘omEq．（5．3．4）．l  

A．7． Lemma5．3．3   

（a）Theformerhalfisimmediate丘omthefactstha七T（x）isnonincreasinginxduetoLemma3・2・2（a）  

andthat－X／ZbranyrealnumberZ＞Oiss七rictlydecreasingin3；・  

（b）EvidentftomLemma3・2・2（f）・  

（c）Immediateffom（a，b）・  

（d）Let工ノ＞房・  

（dl）FtomEqs．（5．3．14）and（5・3・18）weget  

β直）一哉（ご）＝入β（Ⅳ（1一班1－レト（Ⅳ一切r（霊）  

＝入β（Ⅳ（ト（曾＋（ト曾）レ）－Ⅳ＋亘け（∬）  

＝入βトⅣ（q＋（1－q）レ）＋旦け（∬）  

＝入βト（1－y）（打（1－9）〝伸一可－Ⅷ（打（1－9）刷1－元）  

＋（トy）（打（トq）刷1－K）＋封（打（トq）紺1一兎））r（ご）  

＝一入伽（1一曾）（リー戸）r（∬）／（1一軒   

Ifx＜b，thenT（x）＞OduetoLemma3．2．2（c），henceBl（x）＜B2（x），OrelseT（r）＝0，henceBl（x）＝  

B2（x）．Now，ifr＜（b－P）／W，thenBl（b）＝B2（b）＝－b＋Wr＋p＜0・AccordingIy，X；and3：芸  

arelessthanb，implyingx；＜x芸＜bduetoBl（3；）＜B2（x）brx＜b・Ifr≧（b－P）／W，then  

Bl（b）＝B2（b）＝－b＋Wr＋p≧0．Therefore，X；andx芸aregrea七erthanorequaltob，implying  

エ；＝エ芸≧ゐdueto月1（£）ニβ2（£）払r∬≧わ・  

（d2）FromEqs．（5．3・7）and（5・3・9）wehave  

Ⅳβ（1サ） 
＿ 

Xl‾X2 ＝  
q＋（1一曾）レ  9＋（1－曾）戸  

Ⅳβ（I漱） 
＿ ＜  

q＋（1一曾）百  官＋（1一曾）戸  

y（q＋（1－q）戸）  （1－y）（曾＋（1一曾）レ）  （呵1－舶－〃トⅣ＋  

（Ⅳい一帖一〝卜Ⅳ＋  

q＋（1一曾）戸  

β  

1－た  

y（9＋（1－q沖）  

1一代  

（1－y）（曾＋（1－9）〃）  
＜  

ヴ＋（1－曾）戸  

β  

1一再   1一代  

（呵1一帖－レトⅣ＋Ⅳ（頼（ト刷）  

（呵1一山一車Ⅳ（ト頼－〝））＝0・  

q＋（1－9）戸  

β  

q＋（1一曾）戸  
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（d3）FbrconvenienceletA＝（q＋（1－q）u）（l－y）／（1－rC）．Thenweget  

埜＋Ⅳγ十P 
＿ β3（ェ）岬β4（ェ）＝  

入βⅥ′  入β（Ⅳ－A）  

Aエー肌（Ⅳ－封／（1一元卜A）＋γ（Ⅳ（Ⅳ－AトⅣ2）＋β（Ⅳ－ムーⅣ）  

入βⅣ（Ⅳ－A）  

血－Ⅳβ（（1－y）／（1一可－AトⅣAr－Ap  

入βⅣ（Ⅳ一A）  

Aニだ一町中－9）（1－レ）（1－y）／（1一代）－ⅣAγ－Aβ  

入βⅣ（Ⅳ－A）  

A（∬－Ⅳβ（1－q）（1－〝）（1－y）／A（1一代卜Ⅳr一戸）  

入βⅣ（Ⅳ－A）  

A（∬－Ⅳ可1－q）（1－〝）（トy）他＋（1一年）〃トⅣr－β）  

入βlγ（Ⅳ－A）  

（q＋（1－か）（ご－Xl）  

入β（1一尺）Ⅳ（Ⅳ－A）’  

（d4）LetA＝（q＋（1－q）u）（1－y）／（1－fC）・ThenimmediatelyH－A＝（q＋（1－q）D）y／（1－k）from  

Eq・（5・3．6）．Nowwehave  

一諾－yβ／（1一元）＋Ⅳγ＋ク ーご＋Ⅳr＋p  
β4（諾）－β2（∬）＝  

入β（Ⅳ－A）  入β（Ⅳ－∬）  

∬（∬－A）－yβ（Ⅵ／－∬）／（1一兎）＋Ⅳγ（Ⅳ一方ーⅣ＋A）十p（Ⅳ－∬－Ⅳ＋A）  

入β（Ⅳ－A）（Ⅳ－ざ）  

∬（ガーA）－yβ（Ⅳ一方）／（1一兎）－Ⅳγ岬－A）－β（ガーA）  

入β（Ⅳ－A）（Ⅳ一方）  

岬－A）（£－yβ（Ⅳ一利／（∬－A）（1一元卜Wγ－β）  

入β（Ⅳ－A）（Ⅳ一旦）  

（q＋（ト9）り（ェーβ（Ⅳ一明佃＋（ト如卜Ⅳr一戸）  

入β（1一元）（Ⅳ－A）（Ⅵ′－∬）  

（q＋（1－曾）り（霊－X2）  

Åβ（1一兎）（Ⅳ－A）（Ⅳ一方）■   

（e）Le七〃＜戸・  

（el）FromEqs．（5．3．15）and（5．3．18）wehaveBl（x）－B2（x）＝入β（1－y）（1－q）（L／－D）T（x）／（1－J6）  

inthe sameWayaSin（dl）．Sinceifx＜（≧）b，thenT（x）＞（＝）O dueto Lemma3・2・2（c），Wehave  

Bl（x）＜（＝）B2（x）．Now，ifr＜（b－P）／W，七henBl（b）＝B2（b）＝－b＋Wr＋p＜0・Accordingly，  

盃；andx芸arelessthanb，implying虎；＜x芸＜bduetoBl（x）＜B2（x）forx＜b・Ifr≧（b－P）／W，  

thenBl（b）＝B2（b）＝－b＋Wr＋p≧0．Therefore，虎；andx；aregreaterthanorequaltob，implying  

盃；＝∬芸≧わdueto夙（£）＝β2（∬）払r£≧わ・  

（e2，e3，e4）Itcanbeproveninthesamewayasin（d）・  

（f）Letz／＝i7．Thensincerc＝兎，WeimmediatelyhaveW＝1／（トfC）andH＝（q＋（1－q）u）／（トfC）  

fromEqs．（5．3．5）and（5．3．6），henceW－H＝W（トq）（トu）・Accordingly，Bl（3；）＝Bl（x）＝B2（x）due   
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toEq・（5・3・14）toEq．（5．3．18）andxl＝X2＝文1＝知duetoEq．（5．3．7）toEq．（5・3・10）・l  

A．8． Lemma5．3．4  

Fbrsimplicity，1etR＝（q＋（1－q）u）Pu（¢）＋max（L（h），0）andR＝（q＋（1－q）D）Pu（¢）＋max（L（h），0）．  

ThenfromEq・（5．2．13）withl＝Owehave  

む（¢，0）＝肌（¢，1）＋点＋βレβ  

＝＝代（肌（¢，2）＋月＋卵）＋月＋伽∂  

＝代2祝（¢，2）＋（1＋佗）（月＋β州）  

＝代丁Ⅶ（¢，丁）＋（1一代丁）（月＋β〝β）／（1一代）・・  （A・8・1）  

Theaboveequa七ioncanberewrittenasfo1lows・NotingEq．（5・3・3），WeCanreWri七etheaboveequation  

asbllows．  

可¢川）＝脚（¢，T）＋（ト扇（（q＋（ト曾）レ）伽（¢）＋max（上（た），0）＋β畑）／（1一代）・（A息2）   

Further，ffomEq・（5・2・14）withl＝T－1weget  

可¢，丁）＝加（¢，T＋1）＋長一β（汐一房）  

＝虎匝可¢，T十2）＋虎－β（♂一房））＋属－β（ぜ－碑  

＝虎2祝（仇T＋2）十（1＋可（長一β（ガー均）  

＝元㍍（¢，T＋ゴ）＋（トが）（長一β（♂一均）／（1一元）・   

Accordingly，Since虎j→Oasj→∞dueto虎＜1andu（¢，l）isboundedinl≧0，WeObtain  

祝（¢，T－1）＝（（曾＋（トイ同β≠（¢）＋max（阜㈲，0卜β（ぜ一碑）／（1一句・   

SubstitutingEq・（A・8・3）toEq・（A．8．2）produces   

軸0）＝y（（打（ト月）瑚叫朝＋max（£（九刷一卵一呵／（ト氏）  

＋（ト如（（q＋（1一寸）巧β可¢）＋max（上伸），0）＋β呵／（1一代）  

（A息3）   

（1－y）（q＋（1岬q）レ）．封（曾＋（1－9）戸）  
＝β（   ）可¢）  

1一代  1一兎   

β（♂一戸恥．β〝叫1一甘）  

1－y      ・r㍍maX（上（…）＋r㌔max（抽0ト  

FromEqs・（5・3・4）and（5・3・6）theaboveequationcanberewritten   

1一兎  1一代  

祝（¢川）＝β凱（¢）＋（トⅧ）max（上（九），0）／（1一代）＋ymax（£（九），0）／（ト兎トβ，  
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hencefromEq・（5．3．11）weobta，in   

項机）＝（ト（トβ）Ⅳ）祝（¢）＋（1一封）max（ム（ん），0）／（1一指）＋封maX（五（ん），0）／（ト軍トβ・l  

A．9． Lemma6．3．2   

（a）Tbbeginwith，letusdefinethefo1lowingrecurrentrelationscorrespondingtoEq．（6．2．2）toEq・（6・2・5）・  

叫（¢，0）＝maX（入伽レ1（0）＋（1一人）β仇＿1（¢，0）一占，β仇＿1（¢，0）†十r，壬≧1，  （A・9・1）  

†  

†  

l   

（1－扇β（入γttl（宜）＋（1一入）叫ト1（両））   

＋曾β（加ト1（壱－1）＋（1一入）叫－1（両－1））－β，  

（1－9）伽ト1（¢，宜）＋q伽ト1（¢バー1）  

，1≦宜く叫．f≧1，（A．9・2）  叫（¢，宜）＝maX  

†  

（1－q）β視モー1（¢，m）  

＋qβ（加ト1（m－1）＋（1一入）祝£－1（¢，和一1））－β，  

（1一曾）伽ト1（¢，m）＋qβ机－1（¢，m－1）   

，土＞1   （A・9・3）  ㍑t（¢，れ）＝maX  

whereuo（4｝，0）＝0foralli．Fhrther，aSeXPreSSionscorrespondingtoEqst（6・1・5）and（6・1・10）forO≦i＜n  

letusde且ne，reSPeCtively，  

ut（w，i）＝maX（w＋ut（¢，i＋1），ut（¢，i）l，  hrtheadmissioncontrolproblem，  

ut（l，i）＝maXz（p（z）（z＋ut（4＞，i＋1））＋（1qp（z））ut（4・，i）），fbrthepricingcontroIproblem・   

Furtherdefinevt（i）＝E［ut（w，i）］hrtheadmissioncontroIproblemandvt（i）＝ut（1，i）brthepricing  

COntrOlproblem．Thenwehave  

E【max（ひ＋ut（両＋1），叫（¢バ川，  

讐Ⅹ（p（z）（z＋叫（緑＋1））＋（トp（z））叫（¢湖  

，0≦豆＜m．  （At9■4）  
γt（宜）  

Accordingly，letting  

（A．9・5）  九it＝Wt（両）一明（¢バ＋1），0≦宜＜m，土≧0，   

fromEqs．（A．9t4）and（3・1．1）wehave  

仇（五）＝r（九it）＋≠t（¢メ），0≦宜＜m，t≧0・  （A・9・6）  

Clearlyuo（4・，i）innonincreasingini，hencevo（i）isnonincreasinginifromEq・（A・9・4）・Assumethat  

恥1（Q，i）isnonincreasingini，hencevt－1（i）isnonincreasingini・Thenwehave   

叫（¢，0）≧叫（¢，0）－β   

〈 

榊紬1（0）＋（1‾入）現川）‾β 
＝m弧 

≧勒（¢，1）．   

〉  

Inalmostthesamew叫raSabove，fbr2≦i≦n－1wegetut（4・，i－1）≧ut（4・，i）・Now，nOtingthat   
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Vt－1（i）≧ut－1（¢，i）fromEq・（A・9．6）duetoLemma3．2．2（b）andthat恥1（4），i）≧ut－1（4），i＋1）dueto  

theinductionhypothesis，fromEq．（A．9．2）withi＝n－1weobtain  

†  †  

（1一曾）β（入明＿1（¢，可＋（1一入）叫←1（¢，乃））  

＋qβ（Åγト1（れ－1）＋（1一入）叫＿1（¢，m－1））－β  

（1一曾）β叫＿1（¢，m）＋曾β勒＿1（¢，れ－1）   

叫（¢，れ－1）≧max  ＝机（¢，m）・  

Hence，Sinceut（4），i）isnonincreasingini∈【0，n］，fromEq・（A・9・4）weimmediatelyhavevt（i－1）≧仇（i）  

forl≦i≦n－1・Thus，u（¢，i）andv（i）arenonincreasingin，reSpeCtively，i∈【0，n］andi∈【0，n－1］・Now，  

Sincewecaneasilyshowthatu（¢，0）≧c／（トβ）≧Of王omEq・（6・2・12），Wehaveu（4・，i）≧7qPu（4），iql）≧O  

brl≦i≦nfromEq．（6．2．22），hencebyinductionu（4・，i）≧0forO≦i≦n・  

（b）ImmediateffomEq．（6．1．1）and（a）．l  

A．10． Lemma6．3．8   

Letuo（¢，i）＝0foralli・ThenhiO（r）＝0払ra・lli，Whichcanberegardeda8nOndecreasinginr≧0・  

Assume七hathi，レ1（r）isnondecreasinginr≧Ofbralli・  

1．Proqfofthemonotonicityqfh。（r）inr．Letusdefine7aJ＝（rlQo（r）≦0，r≧0）and7a言＝（rI   

Q。（r）＞0，r≧Ol．Thenletusconsiderthetwocasesofr∈7a言andr∈7aJ・  

i．Caseofr∈7iJ．Thensincetheoptimaldecisioninstate（¢，0）istoskipthesearch，from  

Eqs・（6．2・2）and（6・2・3）withi＝1theoptimalequationsbecome  

祝（¢，0）＝β祝（¢，0）＋γ，  

（1一年）β（加（1）十（1一入）祝（仇1））＋甜（加（1）＋（1一入）祝（¢，0）トβ，  

（1一曾）β祝（¢，1）＋曾β祝（¢，0）・   （  

祝（¢，1）＝maX  

Here，letusde丘ne七hefollowingrecurrentrelationscorrespondingtotheaboveequations・  

仇（¢，0）＝β叫＿1（¢，0）＋γ，  

机（¢，1）＝（1－q）β仇－」（¢，1）＋qβ均一1（¢，0）  

＋maxひ（1－9）β（恥1（1卜恥1（¢，1））十人q紳t－1（0卜恥1（仇0）卜β，0）・  

Accordingly，nOtingT（hit（r））＝Vt（i）－ut（¢，i）inEq・（A・9・6），fromEq・（A・9・5）withi＝Owehave  

九。t（r）＝（トα）β九0，ト1（γ）＋r－maX（（トq）叫1，ト1（γ））＋曾坤0，モー1（γ）），叶  

SinceL（hi，t＿1（r））withi＝0，1arebothnonincreasinginrftomtheinductionhypo七hesisand   

Lemma3．2．3（a），Weimmediatelyobtainthathot（r）isnodecrea血ginr∈7a言・  

ii．Caseofr∈7a吉．ThenQl＞OduetoLemma6・3・7・Accordingly，Sincetheoptimaldecisions   

aretocontinuethesearchinbothstatesu（¢，0）and（¢，0），theoptimalequationsEqs・（6・2・2）and  

（6・2・3）withi＝1become   
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祝（¢，0）＝入伽（0）＋（1一入）βw（¢，0）－β十γ，  

ぴ（¢，1）＝（1－q）β（入℃（1）＋（1一入）祝（¢，1））＋qβ（加（0）＋（1一入）祝（¢，0））－β．  

Here，1etusdefinethebllowingrecurrentrelationscorrespondingtotheaboveequations．  

勒（¢，0）＝β叫－1（¢，0）＋入β（り亡－1（0）一視£＿1（¢，0））－β＋γ，  

叫（¢，1）＝（1－q）β叫＿1（¢，1）＋曾β机＿1（¢，0）  

十人（1－q）β（均一1（1）一明＿1（¢，1））＋入曾β（γト1（0）一明＿1（¢，0））■－β．  

Accordingly，nOtingT（hit（r））＝V七（i）－u亡（4｝，i）inEq．（A■9．6），丘omEq．（A．9．5）withi＝Owehave  

九0亡（γ）＝（1一曾）β九0，ト1（rト刈1－曾）βr（ん1，レ1（γ））＋入け一寸）βr（ん帰一1（り）＋γ  

＝（1一曾）〟（九0，レ1（γ））－（1－す）エ（ん1，レ1（γ））＋r，  

whichisnondecreasinginr∈7a：h：OmLemma53．2．4and3．2．3（a）．  

Now，Sincehot（r）iscontinuousinr∈柘∪7a吉，iteventual1yhllowsthath。t（r）isnondecreasingin   

γ≧0．   

2・Prvqfpfthe monotonicity qfhi（r）inrhrl≦i≦n－2・ FtomEqs・（A・9r2）and（A．9・5）for   

l≦宜≦m－2wehave  

九it（γ）＝（1－曾）β叫＿1（¢，宜）＋qβ叫一1（両－1）  

＋max（人（1－ヴ）β（明←1（宜）一心t－1（両））＋入（1－ヴ）β（γ£－1（豆－1）一叫ト1（¢バー1））－β，0‡  

－（1－曾）βwト1（¢，乞＋1）－¢β叫＿1（¢，宜）  

－maX（入（1－q）β（v土＿1（乞＋1）一叫＿1（¢，宜＋1））十人（1－q）β（明←1（乞）一明－1（如））－β，0‡  

＝（1－q）βんり－1（γ）＋qβ九i－1，ト1（r）＋max（（1－q）エ（九り－1（γ））＋qエ（九ト1，t－1（T）），0‡  

－maX（（1－ヴ）エ（ん叶1，ト1（γ））＋qエ（板，t－1（r）），0）・   

Accordingly，fromEq・（A．10・1）weobtain，foranyr＜r′，  

（A・10・1）   

九it（γ）一九i電（r－／）  

≦（ト曾）β（ん£，亡－1（r卜九車1（r－／））＋泄（九局，ト1（γト九ト1，ト1（r－′））  

＋max（（ト曾）（エ（九り－1（r））一ム（九i，恵一1（r－′）））＋曾（エ（九叫ト1（r）トエ（毎寸ト1（r－′））），0）  

＋max（（ト曾）（エ（九叶1，ト1（γ一／）トエ（九叫斗ト1（γ）））＋q（エ（九i，＝（r－′）トム（んよ，ト1（r））），0）   

SinceL（hi，ト1（r－／））≦L（hi，t－1（r））foral1iduetotheinductionhypothesisandLemma3・2・3（a），We  

have   
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九it（γ）一九it（γ－／）  

≦（1一曾）（（β九叫（γ）＋坤叫（r））卜（βん叫ト′）＋軌ト1ト′））））  

＋曾（（β九叫－1（小姉雄一1（γ））ト（βk斗卜拍㌧′）＋柚≠1ト′））））  

＝（ト9）（叫九叫（γ）ト叫九叫ト′）））＋q（叫九叫－1（r）卜叫転1，ト1ト′）））≦O   

duetoLemma3・2A＝・Hence，hit（r）innondecreasinginrforl≦i≦n－2．  

3・Proqfpfthemonotonicityqfhn－1（r）inr．FromEqs．（A．9．2）withi＝n－1，（A．9．3），and（A．9．6）   

weobtain  

ん和一り（r）＝（1－9）β九れ－リー1（γ）＋qβ九れ＿2，t＿1（γ）  

＋max（（1－す）エ（九m－1，t－1（γ））＋qエ（九几－2，ト1（r）），0）  

－maX（曾エ（九几－1，ト1（r））－（1一曾）β，0）・  

Accordingly，inalmostthesamewwastheproofofl≦i＜n－1，fromEq．（A．10・2）wecanalsoprove   

hn－1，t（r）≦hn－l，t（r－I），i・e・，hn－1，t（r）isnondecreasinginr・   

Fromalltheaboveiteventuallyfbllowsthathi（r）isnondecreasinginr払rO≦i＜n．I   
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