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Notation  

Theletterpstandsfbraprlmenumber，S＝Cr＋iiisacomplexvariable  

Wit・hcT＝沢sandl＝9s．Thelettereindicatesapositiveconstantl10rma．11yto  

beregardedasbeingsmall，andnotnecessarilythesameateachoccurence．  

Theparenthesises（，）denoteもhegreatestcorr］mOndivisor．Thesquare  

bracket・S［，］denotetheleastcommonmultiple・（W∋alsousesquarebrackets  

t・Odenoteintervalsa5uSual・）  

Fbr aset S，We denot？the cardinalityofSby＃S．FbranintervalI，We  

denotethelengthofIby廿  
Ⅵ屯alsousethefbllowlngSymboIs．   

N：thesetofallnaturalnumbers，   

Z：theintegerrlng，   

Q：therationalnumber重eユd，   

R：therealnumber貝eld，  

e（α）‥＝e2汀fα，  

r（s）：thegarrmafunction，  

（（s）‥theRiemannzetafunction，  

A（n）：thevonMangoldtfunction，thatis  

（lo岩 log 

pifrl＝pmWithm≧1，  
A（m）＝  

otherwise．  

P（n）‥Euler’stotientfunction，  

FL（n）‥theM6biusfunction，  

Cg（n）：theRamanujansum，thatis  

曾       c曾（m）＝∑e（言れ），                                   d＝1  
（α，曾）＝1  

7T（n）‥thenumberofwaysofwriting nastheproductofrnaturalnurrlbers，  

that is 
r  

符（m）＝（（ml，・‥，mr）；Ⅲ彗＝m，彗∈N），  
J＝1  

T（n）：thedivisorfunction，namelyT（n）＝乃（n）・  
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§1．Introduction   

Inthisdissertationwetreatseveralimportantproblemsinadditivenumber  

theory．   

IntheArstplace，WeCOnSiderthedistributionofprlmek－tuPletsinarith－  

meticprogressions・Letk≧2beaninteger，andletaj，bj（j＝0，1，・・・，k－1）  

be2kintegers．Ⅵ屯call（aon＋bo，・・・，ak－1n＋bk－1）as”primek－tuPlets”，ifa11  

thenurribersajn＋bj（j＝0，…，k～1）areprimes・WラCanregardprobleIⅧ  

COnCernedwithprlmek－tuPletsasgeneralizationoftheprlmetWinsproblemand  
t・hebinaryGoldbachproblem．   

InthestudyofthedistributionofprlmeSinarithmeticprogressions，itis  
importanttoestimatethe”errorterm”  

柚α）＝芸A（m）一品  
n≡¢（mod9）  

払rco－Prlmeintegersq anda・In1965Bombieriestablishedtheimportantin－  
equality（＄ee［7，Ch28］払rexamPle）  

∑ maxma叫（g；曾，α）l≪叫og軒A  
9≦訂1′2（log叶β 

bra）ny且ⅩedconstantA＞OandaconstantB＞OdependingonlyonA・（A・I・  
Vinogradovproved，independently，aSlightlyweaker．result，andtheabovein－  

equalityisknownastheBombierトVinogradovtheorem・）A氏erawhile，Barban  

［3】showed，in1966，  

9       ∑ ∑坤；曾，α）2≪∬2（log∬）‾A  
α＝1  

（d，9）＝1  
9≦可log：だトβ  

k）r anyfixed constant A＞O and a constant B＞O depending only on A・  
AndthistheoremwasimprovedbyDavenporトHalberstam【8〕，Ga11agher［11］，  

Montgomery［26］andHooley［16］・  

The results we shallshow about prlme k－tuPlets are analogues tothese  

theorems・Nowwefixanintegerk≧2，nOn－ZerOintegersao，…，ak－1，andan  

integerbo with（ao，bo）＝1・Thesyrribolbstandsfora（k－1）－dimensional  

VeCtOrinZk‾1，andwヲSetb＝（bl，・・・，bkJ・Tbcountthenurnberofn，sin  
anarithmeticprogresslOnfbrwhichallajn＋bj（0≦j≦k－1）areprimesand  
≦x，Weintroducethefunction  

た－1  

嘩；b；ヴ，α）＝ ∑：：nA（αJm＋わ），  
n∈〃（訂；b）ブ＝O  

n≡α（mod曾）  
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where  

Ⅳ（諾；b）＝‡電∈陀；1≦αJけむメ≦ご丘汀allO≦J≦た－1）・  

Ontheotherhand，foranyprimep，1etp（p）＝P（p，b）bethenumberof  
solutionsofthecongruenCe  

た－1  

口（αJm＋らブ）≡0（Ⅷdp），  
ブ＝0   

andlet  

呵b）＝ n：向IH 帖→α湖・  
0≦ブ≦た－1  0≦f＜J≦た一1  

Ⅵ屯seethatp十R（b）impliesp（p）＝k・Sothein触iteproductappearinginthe  
deAnitionofg（b；q），below，COnVergeSabsoluもely；  

吉口両（ト響）‾1np（ト響）（ト汁た  

（irβ（p）＜p払rallpand尺（b）≠0），  

†  

J（b；曾）＝  

0  （otherwise），  

Further we put 

勅α）＝（；（b；ヴ）…ニ慧二慧，曾）＝1  ≦た－1），  っ
J
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Itfb1lowsatoncethatq（b；q，a）＝Oholds，if，a・ndonlyif  

P（p）＝Pforsomeprimep，  

（雛＋可＞1，  
属（b）＝0■   

Assumethat（1・1）or（1・2）holds・Then，byanelementaryargum？nt，thereexists  
弧integerj，WithO≦j≦k－1，SuChthatajn＋bjtakesaprlmeValueforat  
mostoneintegernsatis＆ingn≡a（modq），andwegeteasily  

（1．4）  釘（£；b；曾，α）≪（log訂）叫1  

Next，aSSumethat（1・1）isfalse，andthat（1・3）holds・Then，nOticingthatthe  
brmerconditionimplies（aj，bj）＝1brallj，thereexistdistinctintegersiand  
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jsuchthatwehaveeitherai＝aj，bi＝bjOrai＝－aj，bi＝－bj・Inother  

WOrds，tWOOfknurribersajn＋わ（0≦j≦k－1）arealw町Sthesame，Orat  

leastoneoftheseknumbersisnotpositive．Thuswehavenointerestin the  
CaSeq（b；q，a）＝0．  

Bya heuristic evidence（seeBateman－Horn［4］），Whenq（b；q，a）＞0，it  
isexpectedthat  

釘（£；b；ヴ，α）ヘノグ（b；曾，α）世（ご；矧，  
asxtendstoin貧nity．Ⅵ毎de負ne  

ど（ご；b；曾，α）＝釘（ご；b；9，αトJ（b；曾，α）！Ⅳ（£；b）l，  

aれd  

Z（£）＝†b∈Zた‾1；IⅣ（ご；b）I≠0）．  

Wtestimatethebllowingsumsfl（£；Q）andf2（x；Q）；  

抽Q）＝ 
1 

lg（由，α）l，  
b）  

and   

9  

ど2（ご；Q）＝∑∑∑ン（ぢb；曾，α）2・  
曾≦qd＝1b∈Z（∬）  

AsageneralizationoftheBombierトVinogradovtheorem，WeeXPeCt  

ど直；Q）≪㌔（logわ‾A  （1・5）  

fbrany丘ⅩedA＞OandfortheparameterQinacertainrange．In1990，Maier  

aJldPomerance［23］showedthattheinequality（1・5）isvalidfork＝2andfor  
Q≦x6withsome（small）positiveconstant∂・Andtheyappliedthisresultto  
theirargumentaboutthedi恥rencebetweenconsecutiveprlmeS・Later，Balog  

［1】established（1．5）fbrthegeneralcasek≧2andfbrQ≦xl／3（logx）－Bwith  
aconstantB＞OdependingonlyonkandA．Healsostatedthatthisresultis  

applicabletosomeinterestingproblems董brprimes（see［2］）・   

Recently，Mikawa［25］obtained（1．5）brQ≦xl／2（logx）‾Binthecase  
k＝2，bymeansofthedispersionmethod，WhereB＞Oisaconstantdepending  

onlyonA．Ⅵ毎provethesameresulもforthegeneralcasek＞2bythetradiもional  

circlemethodwhichisalsoca11edastheHardy－Littlewoodmethod．   

THEOREMl．fbra町方ⅩedA＞0，Weムave  

g直；Q）≪ごた世g軒A  

proγゴd月g  

Q≦∬1／2（log諾）‾月，  
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一再｝ere班eco那加亡βd甲印ゐoJ】けmゐ舶dA．  

恥contrast with the Bombieri－Vinogradov theorem，therangeofQin  

Mikawa，sresultandourrrheoremlseem5thebestpossiblefbrthepresent・   

W占turntof2（x；Q）・AccordingtoMontgomery［26］andHooley［16］，We  

CSlrimat・eど2（x；Q）asymptotically．Ⅵ屯put  

α＊＝。1裾  

a・ndobtaint・hebllowlngTheorem2．  

Tl柑OR．EM2．エe亡A＞Oandβ＞1bea∫b揖aけCO那亡飢た5．  

伸ぬr（2＜∬／α＊，㈹ムave  

2 

（1・6）榊；Q）＝郁諏 ．‥…，．，‥ご 掬（1即－1）た－諾たQ∑叫og孟・）’乃＋ m＝0  
＋0（か庵が計再帰（1耶）1，  

WheTeどo，どl，‥・，Ek areCOnStantSdq）endingonb，Onao，‥．，ak＿1．軸e－  

Cfa勒  

（1・7）  そた＝  

P（Iαol）鋸●  

仰〕爪∬ご／α＊≦Q≦∬β，昭ムave  

掬（1即－1）た叩叫（log警）＋  

＋耶叫＋0（訂たQ（log可‾A），  

ど2（ご；Q）＝  

や（向l）  

wムereりOandり1areCOJ】雨anた5d甲印d玩goⅢけonα0，…，αた一1∴n甘仏er，We  

ca月Wrf8eりO e叩〟c用木エe£ダ（p）be班emu丑止e∫Orαゴkβud】班aとαJ≡0  

匝odpノ，   

′1（p）＝（ト去）‾た（（ト去）2（だ） 
棚＋芸一差〉，  

a乃dJe£  

た－1  

n（ト車ル）血・  

メ＝0   
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W占notethatthefbrmula（1・6）yieldsanon－trivialboundforf2（x；Q），  
namely  

ど2（∬；Q）≪£叫1（logご「A  

providingQ≪x（logx）．＾‾k   

Itiseasytoobtainthesameresultsforshortintervals．Ⅵ屯justchangetlle  

tooIsusedinourproof旨ofTheoremsland2．  

FbranintervalI，Wede重。ne  

Ⅳ（J；b）＝‡ま∈町α声＋ち∈JhrallO≦J≦た－1），  

g（J）＝‡b∈Zた～1；lⅣ（J沖）l≠0），  
た岬1  

叫；b；ヴ，α）＝ ∑：二nA（αブm＋らノ），  
n∈〃（∫；b＝＝0  

れ≡d（mod曾）   

and  

g（J；b；曾，α）＝野（J；b；9，α）一打（b；曾，α）tⅣ（J；b）l・  

Especial1y，WeWrite  

Z（ご，y）＝Z（［霊－y，可），  

〃（∬，y；b）＝Ⅳ（［エーy，影］；b），  

ど（ご，y；b；9，α）＝g拒一肌諾］；b；ヴ，α）・  

And weintroduce  

抽y；Q）＝葦∫叢警 
，∬】 
附b；刷  

）  

WhereZrunsoveral1intervalsin［x－y，X］，and   

曾  

ど2（£，y；Q）＝∑∑ ∑ 恥y；b；飢α）2・  
曾≦Qα＝1b∈Z（∬，y）   

Then we have  

6   



THEOREM3．LetA＞Obe飯edconstant，andassumethat  

∬2／3（log∬）C＜y≦∬  

w正hsomepositiveconst肌tCdependingon］yonkandA・77｝enWehave  

gl（£，y；Q）≪yた（log£）‾A  

provid血g  

Q≦y訂‾1／2（logご）‾月，  

wheretheconstantBdependsonLYOnkandA・   

THEOREM4．Let the constantsA，B，rlo，Tlland∈mb be thesame aβ  
珊eo∫eJl12．AぶざU∫ne班a亡  

∬2／3（logご）C＜y≦ご，  

wムere£J】eCOJl雨aJ】亡CJ5抽esaJTleaβ血Tムeorem3．  

仰拘r（ヨ＜y／α＊，耶ムave  

た  

出紳即－1）た－yたQ∑㍍匝g蓋）m＋ m＝0   

＋0（yた満々撞＋押（log軒A）・  

（1．9）ど2（ご，y；Q）＝  
p（l恥l）  

仰）托ry／α＊≦Q≦霊β，椚ムave  

（1・10）g由；Q）＝河評 Q（1即－1）た－り0椚og）＋  

＋耶刷＋0（yたQ（log軒A），  

Bythefbrrnula（1・9），WeObtain  

g（∬，封；Q）≪y頼1（logご「A  

brQ≦旬（log∬）‾A‾戊   

TbcomparewithTheorems3and4）Wementionthecorrespondingresults  
brprlmeS・Putting  

恥榊）＝∬＿宗≦。A（和上品，  
n≡d（mod9）  

we have  

嘉（深1陣州≪糎）‾A  

7   



providing  

Q≦yご－1／2（log£）－β and 諾3／5（log£）C＜y≦諾，  
whereA＞OisanarbitraryconstantandwhereBandCarepositiveconstants  

dependingonlyonA（seePerelli，PintzandSalerno［32］）■   

Ifwetakek＝1，aO＝1andbo＝Oforma11yinTheorem4，thenweget  

COrreCtaSymPtOticbrmulaefbrtlleSum  

9         ∑∑坤，y；9，α）2，  
曾≦q 
（1  

a・nd our prooffbr Theorem4stillwork correctly・But，uSlng thelargesieve  

met・hod，WeCanPrOVethattlleSeaSymptOticfbrmulaearevalidproviding  

苫7／12車＜y≦ご．  

W占proveTheorem3in§§3－7，andTheorem4in§§8－10．ThenTheorems  

land2fbllowffomTheorems3and4，reSpeCtively，bytakiIlgy＝X．  

Nextweconsiderproblemsonadditiverepresentationofnaもuralnumbers．  

Letた≧2be aninteger，and，for aJnaturalnumber n，leもrk（n）be the  

numberofrepresentationsofnasthesumofaprlmenumberandak－thpower；  
た m＝p＋m・  

Throughout this dissertation，a”k－thpower”means k－th power ofapo＄itive  

integer．  

WedenotebyEk（N）thenumberofnaturalnumbersn≦Nwithrk（n）＝0・  
In1937，DavenportandHeilbronn［9】provedthat  

翫（Ⅳ）＝0（〃（log〃）‾Cた）  

with apositive constant ck depending only on k，in other words，almost a・11  

na・tura・lnumbers are repre＄entable as the sumofa prlme alld a k－th power．  

Aftertheirresult，SOmearticlesestaIblishedsharperboundsfbrEk（N），and，at  

present，thebestresultis  

」‰（〃）＝0（〃ト∂リ  

with apositive cons、tant6k depending only on k，Which was proved by A・Ⅰ・  

Vinogradov［41］andBrdnner，Perelli，andPintz［5］fbrk＝2，andbyPlaksin  

［33］andZaccagnini［44］fbrk≧3．  

8   



OntheotherhaJnd，inthecasek＝2，HardyandLitも1ewood［14］conjec－  
tured that，  

（1・11）  r2（m）～帥  

as円・tendstoinnnityprovidingthatnisnotaperfbctsquare，Wllere  

p＞2  
帥＝n（ト卦   

withtheLegendresymbol（貰）・IFnisapersectsquare，Sayn＝n…，thenwe  

l－aVer2（n）＝lorOaccordingas2nl－1isaprimeornot．In1968，Miech［24］  

Sl10Wedthattheabovea5ymptOticfbrmula（1・11）isvalidfbralm0＄talln・More  
PreCisely，heprovedthat  

ノ訂巧  血  

．J  
＋0（、斥（logm）‾β）  r2（m）＝62（m）  

log（m－ご2）   

fbrallbutO（N（logN）‾＾）naturalnumbersn≦Nwithanypositiveconstants  
A and B．Here we seefbr n＞3  

、（－■1‾コ  血   、布  ＼斤loglogm  
＋0   

転桓）‾log乃  （logTl）2  

Fbreachk≧2，WePut  

6た（m）＝n（ト  

p  

伽（p）－1  

Wherepn（d）＝Pn，k（d）denotesthenumberofsolution＄mOfthecongruence  

㌔－m≡0（mdd）  

withl≦m＜d．Andwedefinethe＄et  

Ek＝‡n∈N；thepolynomialxk－nisirreduciblein喝［ご】）・  

Thenwecanexpectthat  

（1・12）  rた（れ）～醐，  

as n tends toin触ityprovidingn∈Ek・In thecasek＝2，this conJeCture  
coincideswit．htheaboveHardy－Littlewoodco雨ecture，becausepn，2（2）＝1and  
pn・．2（p）＝（筈）＋1fbrp＞2・Ournextpurposeistoprovethat，inthegengeral  

casek≧3，theasymptoもicLbrmula（1・12）istruefbralmostal1n・  
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The es＄entialdiff占rence between the cases k＝2and k＞30CCurSin the  
treatmentoftheslngularseries．Trheslngularseriesinourproblemisthesum  

Oftheた）1lowlngfbrm；  

（1■13）  

帥Q）＝基軸（伽（p）叫  

Inthearticles［9］，［33】and［44】，thesingularseries6k（n，Q）isappro－  
mated，fbralmostalln，bya月．niteproductoftheform  

伽（p）－1  
H（ト  
p≦P   

with a suitable parameter P，andit was derivedfrom this approximation a  
goodlower boundfbr6た（n，Q）whichissufRcient to deduce rた（n）＞0・In  
FOntraStwiththisway，WeShallshow，byusingPerron’shrmula，thatC5k（n，Q）  
1SaPPrOXimatedbytheinfiniteproduct6k（n）fbralmostal1n・  

Tbthisend，Weintroducethefunction  

Pn（p）－1  
孔（ぶ）＝軒－  

forq＞1．Ⅵ屯seein§13，   

（ダー1）pβ‾1  

孔（β）＝（β）瑚  

where（（s）andCl（s）arethe fuemann zetafunction andthe Dedekindzeta・  
hnctionoftheneld勾（nl／k），reSPeCtively，andwhereEn（＄）and＝n（s）arecer－  
tainfunctions．Sincethefunctionsfn（＄）and≡n（s）arequiteeasytotreaも，We  

mayregardessential1yZn（s）as（（s）／（n（s）・Ⅵ屯findherethemostimportaJnt  
di鮎rencebetweenk＝2andk≧3．Inthecasek＝2，thefumCもionE（s）／（n（s）  
equalstotherecIPrOCaloftheDirichletLfunctionfbracertainrealprlmitive  
character．TherefbrewecanutilizeknownresultsonLfunctionstoinvestigate  
6i（n，Q）・Especially，Bombieri’szerodensitytheoremた）rLfunctionsplayses－  

ヲentialroleinMiech’streatmentof62（n，Q）（see［24〕）・Fbrk≧3，however，there  
lSnOtSuChaknownresult，SOWeneedtostudythezerodensityforus）／（n（＄）’s・   

In§16，WeObtainanestimateforthezerodensity，thenourtreatmentof  

6k（n，Q）withk≧3isachievedbystandardapplicationofPerron’sformula・  
Comibiningthisargumentwiththe丘a・meWOrkofthecirclemethod，Wehavethe  

blloⅥngreSult．  

THEOREM5・Letk＞3bea鮎edinteger，and）etA，B＞ObearbitraJy月xed  
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co那ね月毛5．TムeJl，ゐrm＜〃，Weムave  

n－2 訂－1＋士血  

J  
＋0（Tl叫ogm）‾β）  rた（m）＝6た（m）  

たlog（m一訂）   

wjthp価SibIeexc甲tio乃OfO（N（logN）pA）nk．  

Ⅵ屯remark that   

Jn－2  
£－1＋去血   mi  mIloglogm  

＋0   
たlog（m一宕）logTl  

br Tl＞3．   

BecauseofthepossibleexistenceoftlleSiegelzeros，Miech）sresult［24】  

a・ndourTheorem5seemthebestpossibleforthepresellt・WcproveTheorem  
5in§§1ト17．  

Pa・ge〔29］，［30］andfIooley［17】investigatedtheasymptoticbehaviourof  

t・he number ofrepresentations ora・Ila・t・uralnumber as a・Sum Ofsquares and  

productsoftwoposit，ivefactors，a11destal）1ishedallaSymPtOticfbrmulafbrthe  

number ofrepresentationsineacllCaSe Whereit can exist・Ⅵ屯consider here  
similarproblemsfbrcubesinsteadofsquare＄．AsismentionedinIIooley［17，  

P・180】，anaSymPtOticfbrmulafbrthecaseswiもhatleastnvecubesandaproduct，  

Orwit・hat，leasttwoproductsandacubeisobtainedbystandardalPplicationof  

t・hecirclemethodofHardyandLittlewood・SoweconsiderthenumberRk（N），  
Say，OfrepresentationsofanaturalnumberNasthesumoffburpositivecubes  

肌daproductofkpositivefactors；  

（1．14）  〃＝兢卜烏＋頑＋丁¶≡＋m喜＋m芸，  

Wherek＞2isa且Ⅹedinteger・FbrtlleCaSek＝2，WeCallStillapplythecircle  

methodplainly．   

In1981，ⅠIooley［17］published anew approach to problemsin additive  

numbertheory，different fromthecirclemethod．Asaconsequenceofapplica－  

tlionofhismethod，heobtainedanasymptoticformulafbrR3（N），namely，  

（1・15） （〃）＝紺36（坤og〃）2＋0（〃喜（logⅣ）喜），  

Where6（N）iswhatiscal1edthesingularseries．  

Five yearslater丘om the above memoir，Vaughan［40】established an  

aBymPtOticfbrmulafbr thenumberofrepresentationsofanaturalnurnberas  
thesumofeight positive cubes，1n af㍑meOfthecirclemethod・Vaughan’s  

ingenioustreatmentoftheminorarcs［40，TheoremB］enableustoapplythe  

CirclemethodtoourRk（N）withk≧3・  
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Forthesakeofthesuccessfu1useoflね・ughan’smethod，WeShouldtreat  
SePara・t・elytllOSeSOlutionsof（1・14）brwhichml，m2andm3havenoprinTe  
ra・CtOrin acertainrange・Theestimationofthenumber ofsuchsolutionsIS  
alCCOmplished by Wblkeフs result［43，Satzl］・Viathis way，WeeStablish the  
bllowingresultwhichcontainsarefinementof（1・15）・   

THEOR∬M6．拘rた≧3，Ⅵ昭ムave  

2   

叫Ⅳ）＝Ⅳ書∑餅（Ⅳ）（logⅣ）た‾ト」＋0（ポ（logⅣ）た‾4（loglogⅣ）Cた），  
J＝O   

llイ】ere  

G＝吉た（ト1）（た叫＋3，  

伽jmpljedc。nStantdepe。dsonLyonk，andthecoe用cjents穂）（N）axedeBned  
叩ノブ叫yJm§2J匝ee（2叫beJ叫．血par臼cu血，椚J】aVeそ㌘）（〃）≪1長汀∂胡  
0≦J≦2，a月dそ皇0）（〃）≫1．  

Ⅵ屯canapplyourargumenttoasimilarproblem・Asadirectconsequence  
oft．heresultduet．oDavenport［6］（seealso【40，Theorem4］），it壬bllowsthat  
everysu用・Cientlylargenumberisrepresentableasthesumoffburpositivecubes  
andaprime．Ⅵ屯denotebyRo（N）thenurnl）erOfsuchrepresentationsofa  
naturalnuniberN．InthesamemannerasfbrRk（N）withk≧3，WeObtainan  
asymptoticfbrrrmlaた）rRo（N）・  

THEOR魁M7．Ⅵもムave   

岬）＝r（芸）3岬）上  
Ⅳ（Ⅳ－が  

蛮＋0（Ⅳ喜（log〃）‾4（loglogⅣ㌍），  
log電   

where60（N）jsde伽ed玩§21匝ee（21・7）beJow）・b］Particularwehavel≪  
吼（〃）≪1・  

Ⅵねnoもeherethat  

芸蓑＋0（  
（〃－が  

d電＝   

logt  

Ⅵ屯proveTheorems6and7in§§18－22・  

Allthe above Theorems comefromtheauthor，sstudylnUniversity of  
TsukubaunderguidanceofProftssorSabur6Uchiyama・AsfortheTheorems  
l，3and5，See［18］and［19］・  
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§2．PreliminariesfortheproofofTheorem3  

WbdefinethreesubsetsinZ（I）；  

Zo（J；曾，α）＝（b∈g（J）；可b；ヴ，α）≠0），  
Zl（J；9，α）＝（b∈g（J）；（1・1）or（1・2）holds・），  

Z2（J；9，α）＝（b∈Z（J）；（1・3）holds・）・  

Aswenotein§1，ifJ（b；q，a）＝Othenb∈u＝1，2Zu（I；q，a）・Sowehave  
2  

g直，y；Q）≦∑ど1，レ（ご，y；軌  
レ＝O   

where  

gl・〝如Q）＝1猥∫謂警 
∫訂］ 

tg（伽α）l  

b∈ヴ，α）  

brェ′＝0，1，2．   

Theinequality（1．4）andthetrivialestimate＃Z（I）≪yk－1yield  

gl，1（諾，y；Q）≪yト1Q（log£）叫1  

Ⅵ屯seeea5ily♯Z2（I；q，a）≪yk‾2，andget  

gl，2（£，y；Q）≪討た‾1（log∬）叫1  

Hereweusethetrivialbound釘（I；b；q，a）≪yq，1（logx）k・Thereforeweob七ain  

（2．1）   g直，y；Q）≦ど1，0（ご，y；Q）＋0（yた‾1Q（log∬）叫），  
andweattendonlytotheinterestingcasecr（b；q，a）≠Ointhesequel・  

Asmentionedin§1，OurPrOOfisintheframeworkofthecirclemethod・  

Ⅵねutilize the functions  

P（α）＝P（α；J）＝∑A（m）e（Ⅶ），  
n∈J  

巧，。（α）＝ろ，。（α；J）＝ ∑ A（岬＋み0）e（mα）・  
αorl＋む0〔∫  

n≡α（mod曾）  

Ⅵ屯takeaconstantCl＞Osuchthatislargerthanacertainnumberdepending  
onlyonkandA，andassumethat  

（2．2）  訂2／3（log諾）3Cl＋657＜y≦㌶・  

Ⅵ屯put  

Ql＝（log訂）Cland △＝y‾1（log訂）2A＋2Cl＋4 ，  

14   



andde甫．nethemaJOrandminorarcs；  

－△，言＋△］，   研（c，曾）＝  

！m＝  ∪ 叫c，曾），  
11≦c≦9  
（c，9）＝1  

m＝ト1′6，1恒‾1′6 ］＼汎  
鴨notethatm（c】q）’saredi如intfor？≦Ql｝1≦c≦q，（c，q）＝1・Ⅵ海also  
not・ethatifα∈mthenthereexistco－Prlmenaturalnumbersqandcsuchthat  

曾≦Qland△＜ト言t≦叶 
1′6  

0r  

α一言l≦再‾1′6  
Ql＜曾≦ヱ1／6 and  

Ourproofisbasedonthefb1lowlngreSults・   

LEMMA2．1．Assumethatα∈m（c，q），q≦Ql，1≦c≦q，（c，q）＝1，and  
W古土eα＝C／9＋β・耶1e月1Ⅳeムave  

P（α）＝鮮（β）＋0（yexp（－∂0（log椚），  

融ere∂0長apoβメ£iⅧCO月βt弧f皿dr（β）＝r（β；J）＝∑n∈パ（mβ）・  

LEMMA2．2．Ⅵ包ムave  

r慧筑IP（α）l≪y（log軒Cl＋1  

LEMMA2．3．Let   

j㌢（∬，y；9）＝ maX maX        lα′ 
≦≦曾⊂【才一y，∬］  
（α，曾）＝1  n∈J  

m≡d（mod曾）  

鵬ereJ∫u月β0VeraJJ血ねrva血血［ご一裾叶7鮎巧九日町CO月雨a月毛Al＞0，間  
ムave  

∑  が（£胴）≪y（logご）‾Al，  
9≦y訂－1／2（log訂）－81  

15   

（2・3）  



WhereBl＞Oisacons£antdependingonb，OnAl．  

Lemmata2・1and2・2areminormodi負cationsofPanandPan［31，Theorem  

3andp・146］．Theirproof岳arebasedontheresultsaboutthezerosofDirichlet’＄  

Lfunctions，andLerrma2．1wasshowedfbrx7／12＋E＜y≦x．ButLemma2．2  
isjustiAedonlyforysatisfying（2・2）hitherto・  

Lerrma2．3isaBomもierトVinogradovtypetheoremforshortintervals，and  

Perelli，PintzandSalerno［32］provedthisresultfory＞x3／5＋E  

W占setα＝（α1，…，αk－1），and  

榊，α（撥刑）師  
then we can write  

軌，α）＝上1…Jl可溶αヰ…転  
た－1  

＝Im＋∑Im，九，  
九＝1  

（2・4）  

where   

Im＝上…上珊e（一鉢ト・dα帖  

弧d，払rl＜ん＜た－1，  

Im，九＝／‥・⊥（ヰ一覧ヰα1‥血  
with  

m（九）＝（α；叫∈卯brl≦J＜ん，  

α九∈m，  

叫∈［0，1］払rん＜J≦た－1）・  
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§3．htegralsonminorarCS  

Thepurposeofthissectionistoprovethefo1lowlngLenma3・1・   

LEMMA3・1・SupposethatCl＞2A＋k＋4・耶】en，ゐTeaChl＜h＜k－1，  
ムave  

9≦q   ∑誓∫謂警，∬】b。易。，。）…≪梅軒C2，  
prov道元gQ≦y（log∬）‾2A‾た‾2  

Ⅵ屯havebytheCauchy－Schwartzinequality  

如たイ2ぶ孟′2  
∑禦托賢警 
9≦q  ，訂】b。曾，α） 

≪（ぶ柑た1即）1／2，  

where  

∫九＝∑叩弧 maX  
噂－y，∬］b， 

9≦。 

So，itsufEcestoshowthat  

晶≪㌦車（log∬）‾2A‾1  

払rQ≦y（log∬） 
‾2A‾た‾2  

Ⅵ屯useBessel’sinequalityrepeatedly，andobtain  

∑町2  
b∈Z（∫）  

／p（α1）（／‥イ…dα2‥・dαた－1）e卜刷dα1  
∑‥・∑  
bl  ゎた＿l   

≦ノ■P（α1）－2妄…吉  ノア（α2）（ノ…軋1）eト如2）ぬ2  

（牒醐）  
dα1…ぬた＿1．   

17  



Ⅵ屯see   

捧 両2） ）   ∑   ∑ A（αoml＋ら0）A（α0乃2＋わ0）e   
αor11＋あ0∈∫ ¢0†丁2＋あ0∈∫  

nl≡a（modq）n2≡a（modq）  

た－1  ∑：二ne（α拘り   

川≦y J＝1  
J≡0（mod曾）  

∑ A（αom＋わ0）A（恥（m＋り＋わ0），   
αon＋あ0∈J  

α0（n＋り＋あ0∈J  

n≡α（mod9）  

thusitfollowsunifbrmlyinaandI⊂［x－y，X］that  

∑町2≦ ∑  ∑ A（αom＋帰A（α0（m＋り＋む0）   

α0一丁＋あ0∈J  

α0（n＋J）＋む0〔J  

n≡α（mod曾）  

b∈Z（J）  1り≦y  

J≡0（mod9）  

た－1 ×／…ム，黒紳輔（α刷dα1…転  
酎上1陣川2句）× H  
拐
 
×
 
 

2
 
 
 

）
 
 
 

£
 
 
 

g
 
 
 

O
 
 
 

l
 
 

（
 
 

V
）
一
打
▲
 
 

≪
 
 
 

lP（α九）l2e（勒α九りdα九  

川≦y  

J≡0（mod9）  

≪誓（1。gご）た ∑   lP（α）‡2e（恥αりぬ  
（3・1）  

川≦y  

J≡0（mod9）  

because  

Jl・P（舶α＝∬＿吉≦訂A（絢1耶・  

Dividingthesurrmationoverlin（3・1）accordingasl＝00rnOt，WeObtain  

） 
ふ町2≪誓（刷＋ 
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where  

lr＝上刷2e（α坤  

Therefbre  

ぶ九≪yたQ（logご）帰日た‾1（log㌶）た∑ ∑  

9≦Q O＜J≦y  
J≡0（mod曾）  

≪yたQ（logご）叫1＋yた‾1（logご）た∑T（り  

0＜J≦y  

（3・2）  

Since  

∑丁（り2≪y（logy）3，  
0＜J≦y  

we get 

。芸yT（り山九J  
⊥  

匿（α）l2e（－恥αりdα  

≪（y（log輔（α）可′2  

1 1′2  

≪（糎）3鄭（α）－2J榊2dα）  

≪y（1即）2思1P酬，  
andthisis  

≪y2（log可‾Cl＋3 ，  

byLemma2・2・Inviewof（3・2），Wehave  

晶≪yたQ（log訂）叶1＋y杵1（log可 ‾Cl＋頼3  

≪y叶1（log∬「2A‾1，  

asrequired，PrOVidingQ≦y（logx）‾2＾‾k‾2 andCl＞2A＋k＋4．  
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§4．IntegralsoIlmajorarCS   

Inthis＄eCtion，WeeValuateIm．W占usethefb1lowlngnOtation董brbrevity’s  

sake：Theboldfaceletter＄q｝CandddenoteelementsinNk－1，andweset  

q＝（紬■・・，恥－1），C＝（cl，…，Cた－1），d＝（dl，‥・，dた－1）・  

Thesyrhbolq≦Qdenotesthecondition  

射≦Q bra111≦ブ≦た－1・  

Ⅵ毎write  

［d＝［紬…，恥－1］and［9，q］＝［…1，…，恥－1］，  

andsoon．ThesymboIs  

亭 and 章＊  

denote，reSPeCtively，thesummationoverallthed’swithl≦可≦qj fbr all  

l≦j≦k－1，andthesummationoveral1thec’ssatisfying  

l≦り≦労 and（り，労）＝1bra111≦J≦た一1・  

Bythedefinition，WeWrite  

Im＝£草十ん三恒 瑚e（碁車‥血・  
fbr  

太一1  

α∈n叫恥勺），  
J＝1  

WePu七島＝αj－Cj／qj and  

β＝（β1，‥・，βた一1）・  

Then，byLerrma2．1，Wehave  

q た－1 工珊＝∑∑＊n  

q≦qlC J＝1  （‡鰍（一鉢）J（b；q，C）・  
＋0（雷exp（一書（bg坤  

where  

J（b；q，C）＝L・・・エf＠；b；q，C）dPl・・・βk－1，  
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with  

太一1  

禰；b；q，C）＝口（r（鋸eト礪））昂，。  
J＝1  

Let  

Jl‥・上1  
ダ伊；b；q，C）即1…βた－1，  Jo（b；q，C）＝  

andlet，forl＜h＜k－1  

J伽c）＝／…ム，紬b；q，C）軋・β帖  
where  

れ（九）＝（β溝∈ト△，△］brl≦J＜ん，  

β九∈［△，1－△］，  
角∈［0，1］brん＜J≦た－1）・  

SinceJ（b；q，C）＝J。（b；q，C）－∑宝；iJh（b；q，C），Wehave  

（4・1） （紳 Im＝h叩一覧Ⅰ叫ん＋0一書…喜）），  
where  

qた－1 Ⅰ町九＝∑∑＊口  

q≦QIC J＝1  （鰍卜冨ゐ申（b；q，C），  
brO＜九＜た－1．  

Aswedidintheprecedingsection，WeuseBessel）＄inequalityrepeatedly）  
andobtainforl＜h＜k－1  

∑ tJ九世q，C）l2  
b∈Z（∫）  

≦／…摘一丁（馴2  
dβ1‥．dβた＿1  

Ⅲ  拐
 
 

つ
】
 
 
 

）
 
 
 

ご
 
 
 

g
 
 
 

O
 
 

I
 
 

V
V
一
q
一
 
 
 

（
 
 

≪
 
 
 

≪雷匝）2f‾△tr（β）－2dβ  
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Itfbllowsfromthewelトknownestimate［T（P）I≪I［P＝‾1that  

f■△・r（動2dβ≪fβ－2dβ≪△－1，  
thusweget  

yた  

＿  【  ノ ▼ヽL  ∑裾b；q，C）l2≪訪（1即）2△‾1  
b∈g（∫）  

unitbrmlyinq，C，aandI⊂［x－y，X］．Makinguseofthisinequality，Wehave   

∑け粛2  
b∈Z（∫）   

仙c）－2 
≪（去を酷）（去を鯨ふ） 
≪（斬2△一朝  

）   

hence  

∑讐∫叢警 
9≦q  ・∬】b。官，。， 

≪（宗吾イ（忘  
ヴmaX＿ plaX  
α 托トy，∬】b古希）  

≪（y2ト1△－1）与（log∬）2（ヨ1  

（4．2）  ≪yた（logご）‾A，  

br eachl＜九＜た一1．  

Ⅵ屯turntoIm，0・Bysimplecalculation，Wehave  

Jo（b；q，C）＝義A（叫e佳冨ヰ  
Ⅵ屯dividethissumonresiduecla5SeSOfntomoduliqj，s）andwrite   

Jo（b；q，C）＝軒紡）酬  
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where  

∑  
n∈Ⅳ（∫；b）  

釘（q，d）＝  A（αom＋毎）・  

（
）
 
 

O  
）
 
 
 
〃
】
 
 

d
 
 
 

m
 
 

n≡α  

n≡dJ（mod9J  （brl≦j≦た－1）   

Nowwe define theset  

D（q，a；q）＝（d；a≡句（mod（q，qj））fbralll≦j≦k－1，  

琉≡鴎（mod（裾野））払ralll≦盲＜J≦た－1，  

（α0年ブ＋わ0，射）＝1fbralll≦J≦た－1）・  

rrhen，fbrd¢D（q，a；q），WeSeePlainly  

汐（q，d）≪（log∬）2．  

Ifd∈D（q，a；q）thenthereisanintegerno＝no（q，a；q，d）suchthat  

n≡a（modq） and  
n≡可（modqj）foral11≦j≦k－1・  〈  

m≡no（nlOd［曾，d）⇔  

Noticing（aono＋bo，［q，d）＝1and（ao，bo）＝1，Weget  

呵q，d）＝ ∑ A（αom＋姉  
川∈〃（∫；b）  

n≡no（mod【9，d）  

∑  A（m）  

（m－む0）／恥∈〃（∫；b）  

m≡αono＋わ0（mod向l［曾，d）  

αot卜Ⅳ（∫；b）  

＋0（が（lαol芳，向ty；lα0眈q】））・   
P（1αol［9，d）  

Therefbre we obtain  

∑  

妻   

し   

α01lⅣ（J；b）  

∑二 e  
d∈β（曾，α；q）  

Jo（b；q，C）＝  
P（1αoI［ヴ，d）  

＋0（（が（柚，向柚0眈虻）＋（1即）2）軒1），  
and  
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1  岩〃毎）   
Ⅰ町＝1αoIIⅣけ；b）l∑  

q≦Ql  
Ⅲ  P（困［ヴ，d）＃p（野）  

q た－1  

× ∑ ∑＊口eト芝（αJ鴎＋刷＋ 射  
d∈β（曾，α；q）c ブ＝1   

＋0（針£1瑚α0転向曲…山＋房（叫（1聯）2 

（4・3）＝I恥l卜Ⅳ（∫；b）l∫（b；曾，α）＋   

）  

1 

where  

＋0（針忘月＊㈱α0・頼棚減巨紺項類gヰ   

た－1  

1キ〃（ 乳 

。…出     ∑ nc町（αメ¢＋占J）・  
1   

（4・4）卵b；曾，α）＝∑  
q≦Ql  

や（桓ol【曾，q］）  

ByvirtueofLemma2．3，Wehave  

∑∑∬＊（トα轟，lαoly；困［曾，d）  
9≦qq≦ql  

≦ ∑ 伊（Iα両，向Iy；γ）∑1  
r≦購軒1  

．。＝r  

≪Q亨た ∑ 且＊（lα両，lαoly；γ）  
r≦恒岡引‾1  

≪y（logご「 
A‾Cl（ト1） 

，  （4・5）  

providingthatIaoIQQ「1≦yxMl／2（log£）－Bl，thaもis  

Q≦脚ヤ／2lα。l‾1（log∬） －β1－Cl（た‾1） 
，  

WhereBlistheconstantin（2・3）ofLemma2・3correspondingtoAl＝A＋  
Cl（3k－1）・TherestrictionofQinourTheorem3comesfromhere．  

By（4・1），（4・2），（4・3）and（4・5），WeCOmetOthefbllowingconclusion；  
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LEMMA4．1・Pu損喝  

ノ‾ヽ－′       Im＝向l世（J；b）l∫（b；甘，α）＋どけ；b；曾，α），  

Ⅵ昭ムave  

∑禦∫叢警 
9≦q  ，∬］b。。，。， 

provid血g  

Q≦y∬‾書（logご「β，  
wheTeBisasujtabJepositiveconstantdependingonkandA・  
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§5．TheSingularSeries  

Inthissection，WeeValuateS（b；q，a）・Weput  

Ⅳ（γ）＝【廃  

た－1   

∑ Hc町（αJ可＋みブ），  
d∈刀（ダ，α；q）ブ＝1  

an d 

た－1   

∑ 口c鋸（αj鴎＋むj）・  

d∈β（9声；qり＝1   

－
打
‥
い
一
l
l
l
什
什
■
‥
 
 

［
山
河
 
 

∑
肘
軌
 
 

勒（r）＝  

Then，bythede負nition（4．4），  

〃（γ）2  〃（γ）2  

Ⅳ（り＋ ∑  

ql＜r≦q‡－1   

利b；曾，α）＝∑  
r≦ql  

明．（γ）  
P（lα0肋，γ】）   P（lα0肱r］）  

（5・1）  
＝5も＋gl，Say．  

AsimplearithmeticaldeductionshowsthatW（r）isamultiplicativefunction・  
Indeed，SuPPOSethatr＝rlr2and（rl，r2）＝1・Forqsatisfying［q］＝r，Weput  

躍1）  毒り＝（恥r‘）and qf＝（折…，  

fbri＝1，2・Andford∈D（q，a；q），WeWrite  

句＝e㌢旬2）＋e‡2）折  

wheree5i）runsthroughresidueclassesofmoduloげ）fbri＝1，2andl≦j≦  
た－1．Ⅵ屯note，払rl＜五＜J≦た－1，  

e㌢旬2）≡α（mod（折9））and  

e‡2）ヴ51）≡α（mod（9‡2），曾）），  
句≡α（mod（ヴ，射））⇔  

e≦1）甘さ2）≡e；1）9さ2）（mod（甘さ1），が））and  
eさ2）甘さ1）≡e52）毒1）（mod（冒さ2），折）），  

琉≡可（InOd（裾野））⇔  

（α。e；1）毒2）＋わ0，軒）＝1and  

（α。e；2）毒1）＋ゐ0，折）＝1・  
（α0句＋占0，野）＝1⇔  

Nowwewrite41）＝e51）qj（2），頑2）＝e52）q51）and  

di＝（拙‥．，d払）  
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fbri＝1，2．Thenweget  

た－1  

畔r2）＝ 
【。r。 乳∈刷＝1                ∑ nc鋸（αJ可＋みメ）  

×  

＝t£1［裏博樹）  
た－1  

× 師）（aj41’＋bj）cq5＾aj42’＋bj））  
dl∈；ql）。2。；q。）  

＝Ⅳ（rl）Ⅳ（r2），  

namely，W（r）ismultiplicative・  

BeFauSeW（r）occursonlyfbrsquareLfreer’s，itsufncestoexamineW（p）  
fbraprlmeP・If［q］＝Pthenqi＝lorp払ralll≦j≦k－1，andatleastone  

qjlSP・W占denotebyMthesetofallsubscriptsofqj）ssuchthatqj＝P・Then】  

Ⅳ（p）＝〝羞－1｝由四）黒酢）  

蜘（妄刷（岬冥叫卦等卜1 
（qod＋わ0，p）＝1  

。≡ふ），酎鴛 卜1）・  

（恥d＋む0，p）＝1  

Ⅵ毎rememberherethatweshouldconsiderfbrbwithcr（b；q，a）≠0，andthat  
thelastconditionisequlValentto  

P（p）＜pforallprimep，  

and  

（りα＋わ，曾）＝1董brdll≦J≦た－1，  

属（b）≠0・  

27   



Noticingthis，Wehave  

（ifpl曾），  

－P  

（ifp†ヴandダーα0），  

－p＋1（ifp†曾a皿dp十α0）・  

Onwriting  

pl（do町）   
p（－α0…）＝向…H（1一三）  

＝仙口（ト去叩pn（p－1），  
河（勘川）  plr plr  

タ再 p†9  
クー恥 p十和  

叫1 
（5・4） 

〃（r）21  編Ⅳ（r）＝姦悪）（1甘口（（1一芸） 
小  

川 

）吉頼 ×吉頼瑠（1十－1一望如一芸）‾たヰ  
p†9  p日  

夕lαo  p十do   

Itfbllowseasily  

（1十川－1≪去， （ト響）（ト去）叫1－1≪去，  
and  

（ト響）（トナ鳥－1≪土                                             p  

Especial1y，ifp†R（b）then  

1  

（ト響）（1才た－1≪声，  
becausep（p）＝kinthiscase・Thus，by（5・4），Weget  

l認㌫可≦志p蕊，2誓書 ㌘蓑  
pl（恥曾月（b）） p†（恥曾月（b））   

（5・5）  

＜三 
（γ，恥榊）） ，  
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whereLisanaturalnumberwhichdependsonlyonk・Since  

∑化（r）≪z（logz） 
レ1  

r≦z  

brz≧2，Wehavebypartia，lsummation  

〃（γ）2  Ⅳ（γ）≪竺拙作（兄㈲）Qrl（logQl）レ1，  
曾  

∑  
r＞Ql   P（l恥l［ヴ，γ］）  

withanaturalnumberKdependingonlyonk．Then，itfb1lows丘om（5・4）that  

㌻〃（r）2  
’’＼’′■〉＼曾’ハ＼‾V＼  ・S’口＝∑  

慧p（1α01［ヴ，γ］）  

帰 

壷蔦）（1ナ汀（1す×   1                pl9  

＋
 
 
 

た
 
 

）
 
 

l
一
p
▲
 
 

∴
 
 

l
 
 

（
 
 

‥
ト
‥
‥
一
い
L
・
 
 

l
 
 

（
 
 

口
鑑
 
 
 

l
 
 
 

＋
 
 
 

▼
ぷ
 
 

）
 
 

l
一
m
r
 
 

l
 
 

（
 
 

争
 
 

×n（1   

㌢拍   

pldo  

＋0（響榊（b））Qrl（log鋸レ1）   

一再抽（1才たn（1一票）（1一打 p再  

・0（響榊（b））Qrl（logQl）レ1）  

（5・6） －b；頼＋0（響榊（b））Qrl（log畔1 
）・  

Ⅵ屯nextestimateSl．Let  

た－1   

∑ nc町（αJ可＋わブ）  
d∈か（曾，α；qり＝1  嘲＝【麿  

and let 

〃（r）2  ∫2＝ ∑  
ql＜r≦q≡‾1  

l鴨（γ），   
P（向肱γ】）  

tざ11≦筑．  

BycomparisonwithW（r），WeSeeatOnCethatWら（γ）ismlltiplicaJtive・Fora  
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Primep，WeWrite杯ち（p），Simi1arlytoW（p），aSfbllows・  

p  ∑  

d＝1  
d≡α（mod（p，曾））  
（恥d＋わ0，P）＝1  

勒（p）＝ ∑  
〟⊂†1，…，た－1）  

鱒〟≧1  

∑  
〟⊂Il，…，た－1）  

＃〟≧1  

口cタ（αJd＋ゐブ）  

J∈〟  

脚 （詩l軌抑s町  

Ifplqthen世去（p，M）l≦1by（5・2）・Fbrp十q，WeSee  

ncp（αJd＋む） J∈〟  ＜1unless ncp（ajd＋bj）≡0（modp），  
J∈〟  

andll鴨（p，M）I≦k（p－1）脚＋p．Nextassume，P†（aoqR（b））．If＃M＝1then  

Ⅵち（p，〟）＝（p－1）＋（－1）（p－2）＝1，  

andif鱒M≧2then  

tl鳩（p，〃）t≦（p一冊〟＋1…（p－1一陣）≦わ・  

Thus we have  

2叫1わ‾1 （ifp†（α0管見（b））），  
（烏＋2）2鳥‾1（otherwise），  

Ⅵち（p）≦  

（た＋2）2た‾1  2た＋2た  

p2  

1   

≦壷」軋2！l クI（叫用）  pけ  
口  
plr  

p†（勘相月（b））  pl（恥9月（b））  

〃（r）2乃岬た（γ）  

（r，α0曾兄（b））  
桓oI曾  

Hence，bypartialsurrmation，  

（5・8）  筑≪相（b））飢logQl） 2岬＝  

W占concludefrom（5・1），（5・6），（5・7）and（5・8）that  

LEMMA5．1．7Ⅵe∫e嘉a月aれ汀aJ月UJ刀わer∬d甲e月血go刀かmた5UCム抽a七   

勒，α）＝かb；9，…0（響醐（b））（lo軒Cl＋1）・  
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§6．ProofofTbeorem3   

Inviewof（2・4），Lerrmata3・1，4・1and5・1，WeObtain   

ど（J；b；曾，α）＝釘（J；b用，α卜J（b；曾，α）世（J；b）t  

＝tα0＝仰b）－（胸αトかb；曾，α））＋  
た－1  

＋否（J；b御車∑Im，九  
九＝1  

た－1  

≪y竺辿伐（月（嘲l。g軒Cl・1）＋狩舟頼汗∑Im，九，             ヴ                       九＝1   
an d 

gl，0（購）≪y（log打Cl＋1響禦∫晶 醐b））＋  
b。9，。）  

＋yた（log∬）‾A，  

providingQ≦yx－1／2（logx）NB・Itisknownonthedivisorfunctionstha七  

宗響≪（logQ）K，and beEq 
，。， 

whereKlisaconstant dependingonlyonk・Therefbre，  

（6．1）  ど1，0（∬，y；Q）≪拙ogご）‾A，  

ifwechooseCl＞A＋Kl＋K＋1．By（2・1）and（6・1），WeCOmPleteourproof  
ofTheorem3．  
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§7．CalculationonthesingularSeries  

Ⅵ屯turntoproveTheorem4・  

Ⅵ屯put  

9  

町曾）＝∑ ∋：坤胴）2卜嘩，y；b）l2，  
α＝1b∈g（∬，y）  

andwecalculate∑q≦QUl（q）inthissection・Itfo1lowsfrom（5・6）that  

勅α）＝購0＋0（空相（b））（1耶）舶1），  

providingthatR（b）≠Oand（aoa＋bo，q）＝1・And，by（5・5），Wehave  

ぶ1≪（log辟  

inallcases．Sincethenurnberofb，swithR（b）＝OisO（yk‾2），WeObtain  
（7・1）  

曾 ∑咄）＝困2∑ ∑   ∑矧Ⅳ（∬，油）t2＋0（㌦車（1即）‾A）・  
曾≦Q  曾≦q（恥。蒜モ。）＝1 b∈Z（∬，y）  

Ⅵ毎substituteSlbyitsdefinitionandlN（x，y；b）l2by  

ノ∬＿y≦ム≦訂賦  
払r aユ10≦J≦た一1  
andforた1，2  

thenthecalculationoftheinnerrnOStSumCanbereducedtothatofthesum  

∑                   むJ  

∬－y≦d〆i＋bブ≦∬  

払r‡＝1，2  

with（h，qj）＝（h／，q；）＝1andqj，qi≦Ql・SofarasIl％＋馴≠0，Wehavean  
estimate  

九  ん／  
‾＋  
す 釘   
＞≧Qr2，  

then，   

e（ゎメ（吉＋冨））≪隠  ∑  
わJ  

∬一y≦αメi＋あJ≦∬  

fori＝1，2  
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I川告＋馴＝0，thenqj＝d，h＝h／（modqj）and   

∑  
むJ  

訂－y≦dメtJ＋り≦∬  

brた1，2  

＝maX†y一向（ま1…ま2）l，0）＋0（1）・  

Takingaccountoftheseresults，Wehave  

（7・2）  ∑ 矧〃（£，y；b）l2＝∫（曾，α）J＋0（轟（曾）‾2Q…（叫）），  
b∈Z（∬，y）   

where  

た－1  

n（y－lα拍1一丈2）l）d憲1恥  
J＝1  
訂
 
 
 

㌢
釦
 
′
″
州
笥
 
 

α
 
r
 
l
 
 

＜
ら
L
ド
 
 

y
 
 恥
 
 

∬
 
′
ノ
 
 
 

ニ
 
 
 

ー
J
 
 

つ
〟
 
 

）
 
 
 
r
．
 
 

（
 
 
〃
 
 g（曾，α）＝∑  

r≦ql  

）
 
 
 

γ
 
 

（
 
 
 

0
 
ハ
J
 
 

つ
〟
 
 

）
 
 
 

］
 
 
 

r
 
 

〃
ュ
 
 

【
 
 

向
 
 

（
 
 り
．
 
 

with   

∑   た－1  珊＝離部。1∈恥。；。）。軸J＝1            ∑ n 
Hereweusethenotationd；＝（diL），‥．，聴1）bri＝1，2．   

ItiseaBilyseenthat  

●             d  

／
 
 

）
 
 

⊥
T
V
 
 

．
■
J
 
 
 
 
 
 
α
 
 

V
）
 
 

…
汀
伺
 
 

y
 
 
 

′
ノ
服
 
 

ニ
 
 

T
J
 
 

鵡
 
 

、
＼
1
 
 

1
 
 

．
．
T
U
 
 
d
 
 
 

∬－y≦αotl＋  

－y≦do（tl－1  

＝÷ノミ蜃  
（y－l町日劇＋0（拘  

榊＋0（拘・  
（7・3）  

Simi1artoW（r）in§5，itisprovedthatSo（r）i＄amultiplicativefuncもion  
inr．Soitsu爪cestocalculateSo（p）onlyfbreachprimep・Asin§5，Wedenote  
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byMthesetofsubscriptsofqj，ssuchthatqj＝P，andget  

）脚 皇 皇 口cp（α肘d2））  
J∈〟   

（m留））   
（和d汁む0，p）ニ1forた1，2  

ぶ0（p）＝ ∑（  
〟⊂（1，‥・，た－1）  

鱒〟≧1  

（p－1）2  

＝妄言（叫∑叫濃（  卜1）  
Cp（αJ（dl－d2））  

（p－1）2  

句（αブ（dl－d2））  

（p－1）2   

（1一吾）」＋1－1（irpl曾），  
叫1 

p（ト吉） ＋（p2－p）（ト療戸） た‾g（p）（ト吉）g（p）‾1－p2  

（ifp†曾andpIα0），  

（p－1）（1－吉）叫1＋（（p－1）2－（p－1））（ト岩野） 
た旬（p）×  

×（1＋吉）g（pし（p－1）2  

（ifp†即柏）・  

Noticing（5・3），Wehaveforasqua∫e－freer  

〃（r）2  n（1｝2酢ナ帰一1）× pldo9  
pl曾  

型塑 1  
＿ ‾ 

p（】α0肋，㍗］）2tαol292  

H
鳥
 
 

）
 
 
l
 
 

）
 
 
 

m
r
 
 

（
 
 
 

）
 
 

l
 
l
 
p
▲
 
 

l
 
 
 

（
 
 

（
 
 （以p卜1），  
巨
 
 

p
－
封
p
 
 

where  

軸） 
柚＝（ト去）‾℃＋（1一三）鱈））・  

Nowitis clear that  

〃（r）25－0（γ）  
‾2  

pl曾  

≪守一2n（ト去）  

34   

伐1（γ）γ‾2，   
P（わ0肋，r］）2  



hence  

㌻〃（γ）25’0（r）  ∫（ヴ，α）＝∑   
急p（向眈γ］）2  

1 師口（1ナ1n叫n細＋  由 

＋0（（lo霊） －Cl＋1 
），  

（7・4）  

WhereKlandK2arenaturalnurhbersdependingonlyonk，andwhere  

軸）‾1  

柚＝（去＋（ト去）（だ））  

Nowweobtainfrom（7・1），（7・2），（7・3）and（7・4）  

9  ∑1＋  
α＝1  

（αod＋わ0，9）＝1  

＋0（y叫1（log諾）‾A）．  

9≦Q  p  
∑打砕意掴H相姦相補       一‾‾Ut  

Since   

1＝（ト去），  
（。。，＝1 

wehave   

LEMMA7・1・EbranyBxedA＞0，  

訂補＝読下 冊甲柚）忘躯p）＋0（州og姉  

Fbrasquare－freenatura］1numberd，Wedefine  

ん（d）＝H仏匝ト1），  
pld  

then   

忘衝析宗吾冨〃（糊  

〃（d）2ん（d）  

＝∑   
d≦q  
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Weknowtheinnermosts11meqllalstologQ－logd＋7＋0（d／Q）wit・htheEuler  
c（）Ⅰ一Stlarnt7・Sincef3（p）≧1，WeSeeh（d）≧Oand  

∑／申）2ん㈹≦Ⅲ（1←／巾））＝ロイ3（p）≪（log押・  
d≦か  p≦β  p≦か   

Sowehavebypartialsummation  

主ム■才∴＝  

（log…（軒＋吉醐ト£  

㌻J上（d）2んけ）  ／止（d）2呵d）  

（logd卜∑  
d＞q  

・0卜1  
∑〃（d）叫d）  

q≦q  

タ  グ  （7t5）  

where  
（X）  

p  7i＝7Ⅲ（1」＋…柚卜∑            一   ▲        d ＝1  

〃（d）2ん（d）  

（logd），  

Which depends only on ao，al，…，ak＿1．Therefbre we derivefrom Lemma7．1  

that   

LBMMA7．2．fbra月γ月井edd＞0，Weムaγe  

∑仇（曾）＝  

q≦q  

y川n（logQ）HJ舟）＋71y叫1＋  
p  

＋0（y頼1（log雷）‾d＋y帰1q‾1（log（～）叫1），  

副αol）  

一正ere71長aco椚fa雨d甲即dJ刀gO点け0月α0，α1，…，α鳥＿1．  
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§8・Mon七gomery，sargu皿emi  

Ⅵ屯put  

た－1  

坑（曾）＝ ∑ ∑：∑：nA（αブ叫みブ）A（αJm＋みゴ），  
b∈Z（∬，y）；囲  

andevaluate∑q≦QUb（q）inthissection，aCCOrdingtoMontgomery［26］・His  

argumentisbasedonthefbllowlnglemma：  

LEMMA8．1．Let  

ア咋，…，α；九）＝ ∑  
訂－y≦n≦訂  

訂－y≦m＋九＜∬  

n≡d（mod 

A（可A（m＋ん卜2n（ト  

p＞2  
（p－1）2  

（y－1叫）  

サき  
p＞2  

げん≡0匝odりa月d（α，ヴ）＝（α＋ん，曾）＝1，a叫0沌e川壷e，Je亡  

ア（ご，y；…；九）＝ ∑ A（m）A（m＋坤  

∬∬  

n≡α（mod 

孤e叫ゐryβa亡jβか月g（2・Jノ，弧dゐra月γA，β＞0，l柁ムave  

∑十（酬ア（£，…，α；ん）≪y2（log£）‾A，  
0くl叫≦y  

u皿肋rmレ血ヴ≦（logご）βa月dα．   

p（ヴ）’  

Thislemmafb1lowsbytakingk＝2，aO＝al＝1，bo＝OinourTheorem  

3tInthecasey＝X，thislernmaisduetoLavrik［22］．  
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Inthede抗nitionofU2（q），WeWriter＝m－nandobtain  

瑚9）＝ ∑  ∑   
A（岬＋瑚A（α0（m＋γけら0）×  

0＜lrIy／α．     n  
r≡0（modq）㌶芯㌫  

∑   
A（αJ…占J）A（αパ陀＋り＋ち）  

bJ   
〇－y≦¢Jn＋あメ≦〇  

か－y≦αJ（n＋ー）＋bJ≦〇  

By virtueofLemma8．1，Wehave  

）七×  ∑u2（9）＝∑ ∑  H（1一  
夕＞2  

甲（lα0】）  （クー1）2  
す≦q  q≦q O＜lrly／α．  

r≡0（mod q）   

「畏  刷  1  

（崇）・（y→  ＋  

長一1  

（ylog叶1 ∑ 丁州）（勒y；触占0；α0小∑和，肌1J；αバ）  ＋0  
J＝1  0＜lrly／α．  

）た（崇）g（p））・仇㈲＋  

＋0（y叫1（log芯）‾A），  

（8・1）＝  
（ダー1）2  

where  

た－1  

軸） 
（㌃三） Ⅲ（y一偏叫）■  

j＝0  

仇（Q，y）＝∑ ∑  Ⅲ  
9≦q O＜m≦岩音 タIm9  
αバm≡0（mod2）ク＞2  
わr8110≦ブ≦た－1  

WedecomposeHo（Q，y）into   

た－1   

靭z）＝∑∑ H（崇）軸）H（y一向湘  
9≦qO＜m≦霊盲plm9  ノ＝O  

p＞2  
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Ifg（2）＝k，thatis，allaj’sareeven，thenwehave  

（8・2）  ガ0（Q，y）＝ガ（Q，y）・  

If9（2）＜k，atleastoneajisodd，thenwehave  

（8・3）  仇（㈹＝2た叩，嘗）＋2叫晋，芸卜22叫嘗）芸）■  
Asfbr H（Q，Z），We8hallprovethefbllowingLemma8・2・Herewedefinetwo  
morefunctions；  

軸） 
＋去（㌫） ，  

∫；！二∫一にニー   

軸）  
（2一芸）（㌫）  柚＝（ト去）2   
1  

＋－   

p   

LEMMA8．2・Ⅵもムaveゐr（ヨ≦2z／α＊  

（8・4）〝（Q両州書棚嘉招醐＋0（糊og3孟）り，  
タ＞2  

皿d，ゐr（？≧z／α＊，  

（8・5）抑）＝冊（log三唱鬼（腑2押＋0（叫0押＋2），  
Whereっ′2jsaconstan七dqpendingonb，Onao，al，・・・，ak＿1・  

PROOF：Letw（d）beacompletelyrmltiplicativefunctiondefinedby，fbrapri  

p，  

絆（pし 
ぴ（p）＝（ 

1）  
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Fbrz≧1，Wehave  

芸）た亜＝∑∑〃（d）2Ⅷ（d）  
m≦zdlm  

p‾  

p‾  
∑H（  
m≦z plm  

p†2曾  

㌻〃（d）21〟（d）  
＝ Z   

〃（d）21〟（d）  
＋∑〃（d）2w（d）   

d≦z  

＝Z口煩）口煩）‾1＋0（（logz）り・  
p＞2  pl曾  

p＞2  

（8・6）  

Then，brQ≦z／a＊，thefbrmula（8・4）hllowsbypartialsummation・Andthe  
fbrmula（8．4）isstillvalidfbrz／a＊＜Q≦2z／a＊because  

た芸。吉  口煩）≪1・  Pl曾  

p＞2  

NextweassumeQ≧z／a＊・W毎have  

抑）＝轄z）＝裏芸蓋（誓）棚  
タ＞2  

た－1  

H（！巨lα押－11）  

メ＝0  

∑ ∑  
曾≦J吾m≦ノ雷  

＝∑ ∑ ＋ ∑ ∑ 一   
寸≦ノ吾m≦ま盲   m≦ノ雷管≦霊蒜  

淵（躍，g）一仇） S町  
（8・7）  

It払1loⅥrSby（8・6）that  

た－1  

曾≦桝斤 
量（紆（p’n…叩）    仇＝ ∑ ∑                                   メ＝0  

40   



＝Z帰口緑p）×  
p＞2  

l
 
 

品
甘
 
 

）
 
 

p
▲
 
 

（
 
 
 

口
裁
 
 
 

l
一
〃
ュ
 
 

×／ ∑  
（gα．）一書u（g。．）与≦9≦（吉） 室  

一向Iu）du＋  

＋0（㌔＋恒gg）り・  

Ⅵ屯calculatetheintegrandby（7・5），thenweget，bypartialsumma七ion，that  

仇＝Z叫書棚上αニ1甘酢潮）仙  
＋0（州（logz）り・  

Ⅵ屯seethisdoubleintegraldependsonlyonao，…，aた－1・Thusweobtain（8・5）  
byapplying（8・4）and（7・5）tothe負rsttermoftheright－handsideof（8・7）・Now  
WeCOmPletetheproofofLerrma8・2．   

Noticingthatfl（2）＝2k or3・2k‾2accordingasg（2）＝kornot，We  
COnCludeftom（8・1），（8・2），（8・3）and（8・5）that   

LEMMA8．3．拘rQ≧y／α＊，Weムave  

腔＋  
冊（log芝照仙＋γ3  

＋0（y叫1（log£）‾A），  

∑下府）＝  

9≦Q  
や（わol）  

血ere73長acoⅢβ七誠七d甲emd血go最γOnC柏，α1，…，αた－1・  

NextweassumeQ≦y／a＊・Ifg（2）＜kthenお（p）＝2，SOWehaveby（8・3）  

弧d（8・4）  

仇（Q，y）＝がサ甘粕）×  
タ＞2  

＋
 
 

ヽ
－
－
－
、
′
－
－
－
－
ノ
 
 

）
 
 
m
r
 
 

（
 
 

口
幾
 
 

l
一
〃
ュ
 
 
 

∑
骨
 
 

＋
 
 

）
 
 

乃
r
 
 

（
 
 

口
幾
 
 

l
一
α
ユ
 
 
 

∑
翳
 
 

l
一
2
 
 

†
－
し
 
 

×
 
 

＋0（叫og訂）  
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（8・8） 

＝去掴黒紬嘉相補＋0（叫0揺）た）・  
Andifg（2）＝kthenh（2）＝1，SOWehaveby（8・2）and（8・4）  

（8・9）叫Q，y）＝冊黒紬嘉招醐・0（叫og蓋け  
Sincefら（2）＝2kor2k‾1accordinga5g（2）＝kornot，WeCOmetOthefbllowing  
COnClusionbyusing（8・1），（8・8）and（8・9）■   

LEMMA8・4・EbrQ≦y／a＊，Wehave  

醐＋  ∑沖両）＝  

9≦q  

蓋ゞ＋椚1耶）－A）  
・0（叫og  
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§9・Hooley，sargument  

Hereafter we set  

Q。＝y（log訂「A‾た，  

and，fbrQo≦Q≦y／a＊，WePut  

V（Q）＝ ∑ 亡煩）・  
q＜曾≦y／α．  

ThepurposeofthissectionistoprovethebllowlngLernma9・1alongrIooley，s  

W町【16］．   

LEMMA9・1・拘rQo≦Q≦y／α＊，aⅢdfbranγ触edA＞0，  

冊（log諾柑佃押 ＋  V（Q）＝  
P（l叫）  

再たQか1喘）m・軒ホ挿＋州0㌦）・  

PROOF‥Puttingm＝m＋旬，  

た－1  

V伯）＝2 ∑ ∑ ∑ ∑：口A（αJm＋みブ）坤Jm＋みゴ）  
b∈g（舶＜曾≦告；国  

た－1 た＿1   

＝2∑ ∑ ∑ nA（αJ叫ゐゴ）∑ nA（αJm＋みメ）・  
九≦故b∈g（訂，y）m∈Ⅳ（訂，y；bり＝O  m∈〃（訂，y；b）メ＝O  

m＞n＋九q  
m≡n（mod九）  

Sincey／（Qa＊）≪（logx）A＋k，WeCanaPplyTheorem3totheabovc，andobtain  

榊柵1）ノ／棚2＋  
tl，七っ∈〃（∬，y；b）  
13＜ tl－んq  

＋0（㌦車（log黒）細山）  

V（Q）＝2∑ ∑  
九≦教b∈Z（∬，y）  
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ノ■、／  いy≦訂  
七っ＜11一九q  

∑  
d＝1  

（α08＋bo，九）＝1   

＝2∑  

ん≦故  

∑ 坤恒）2d埴2＋  
b  

ご－y≦αJfi＋わJ≦∬  

rorl≦j≦た－1  
andforた1，2  

＋0（y叫1（log£）‾A）・  

Bythesameargumentweusedfbrthecalculationof  

∑矧〃（苫，y潮2  
b  

in§5，WeCanObtain  

y川口′2（p）・巧，  
P  

（9・1）  V（Q）＝  
河lαol）  

where  

机＝∑加（p）上詣1潮）du・   九≦故 榊  

Ⅵ屯putv＝1－a＊u，anddefinerl，．．．，rkaS  

た－1 た－1 

（9・2） 

J＝O  J＝0   た 口（1一帖）du＝H（ト也増u）＝∑γm什        α＊  
m＝1  

Thensimplecalculationshows  

m＋1 

竹＝緩急怠（1一警）去脚 pl九   

話芸ヂ（蕊，m川  

恥m）＝∑（ト…）瑚紬       九≦z  
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Nextweexamine≡（z，m）brm≧2・Forcr＞1，Wede触e  

Cく）  

0（β）＝∑ん‾∫H柚），  
九＝1  pl九  

wheres＝J＋iiisacomplexvariable．Andwede触ethefunctionO（s）by  

（9．4）  0（β）＝qβ）qβ＋1）叫β）・  

InthehalfplaneJ≧－1／2＋E，itiseasilyseenthatO（＄）isanalyticandO（s）≪1・  
rrhus，therelation（9・4）givestheanalyt・iccontinuationofO（s）overo・≧－1／2＋E・  
FbrJir＞1，WellaVe（seeTichmarsh’sbook［37］，fbrexample）  

） 

…≪〈綜二亡 1）．  

Therefbre，br－1／2＋E≦q≦0，  

（9．5）  但（β）l≪け「（与＋1）叶喜巾  

Wらnoteherethattheexponentof回islessthan2providingcr＞－3／（k＋2）．   

Itisknownthat，fbrc＞0，u＞Oandm≧1，  

C＋f∞  

孟／  
C■－100  

嘉（トー朋）m （0＜視≦1），  u‾gdβ  

（u＞1）・  

Makinguseofthisformlla，Wehave  

1＋壷∞  

恥Tm）＝憲／叫叫  
1一言∞  

z∫dβ  

n畏。（β＋ゴ）  

一韓蔓＋よ∞  

ノ坤＋1）  

一抹喜一血  

Tll．！  
＝m！勒m＋m勒m＋編  

ヱ占（Js  

n畏。（β＋げ  

WhereRo，mandRl，maretheresidueoftheintegrandats＝Oands＝－1，re－  

SpeCtively・Theinequality（9・5）shows，fbrm≧2，thatthelastintegralconverge＄  

absolutelyandisboundedbyO（z－（k＋3）／（k＋2））．  

Ontheotherhand，WeSeeby（9・4）thattheintegrandhaspolesoforder2  
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andk＋1ats＝Oands＝－1，reSPeCtively・Andwenndthat  

m！勒m＝q2）叫1）logz＋γ4，  
た  

m凧m＝ヱ‾1∑伽（logz）ブ，  
j＝O  

where74andっ7，m，sareconstantsdependingonlyonao，・‥，ak－1・Wenotethat  

（（2伸）＝ま聖器＝口（1一石＋蓋お抑                               1                                         p   

andthat  

7た，m＝一芸印刷0）＝蒜口煩）‾1  
p  

（9・6）  

Takingaccountoftheseresults）Wehave  

（9て）恥m）＝n（ト去＋去お回）・（logg）＋酎 p p  

た  

J＝O   
け1∑伽（logz）J＋0（z瑠）・  

Since   

l 

童話＝接γm㌦1d瑚J軒榊）血＝α＊n，  
ourLerrma9．1follows丘om（9・1），（9・3）and（9・7）・Fhrther，bytakingv＝1in  

（9．2），WeSee∑51＝1rm＝1，and，COrhbiningthiswith（9・6），WeObtain（1・7）・  
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§10．ProofofTheorem4  

Bythede丘nitionofS（c，y；b；q，a），WeSee  

曾  

ど2（ご，y；Q）＝∑∑ ∑ g（£，y；b；飢α）2  
9≦qα＝1b∈Z（訂，y）  

＝r＋∑沖由ト2∑瑚曾ト∑叫れ  
曾≦Q  曾≦q  曾≦Q  

（10・1）  

where   

た一1  

r＝Q ∑ ∑ nA（αJm＋げ，  
b∈Z（∬，y）m∈〃（∬，y；b）J＝0  

9  

瑚9）＝∑ ∑：坤胴）l〃（∬，y；b）lx  
α＝＝1b∈Z（訂，y）  

×〈釘（［ご一封，∬］；b；曾，αト可b；曾，α）lⅣ（∬，y；b）け，  

andthedefinitionsofUl（q）andU2（q）arein§7and§8，reSPeCtively．  

Makinguseoftheprlmenumbertheorembrshortarithmeticprogressions，  

we obtain  

仁 J≦∬  

A（州2 
1  

鳥－1  

A（αom＋帰2・ロ  
ゴ＝1  

71＝Q  
∑  

∬－y≦αon＋ゐ0＜訂  

＿＿  A（m）21し嘉≦∬A（m）2）た‾1  
＝Q  

（10・2）  

yたQ（log∬－1）た＋0（yたQ（log∬）‾A）．  
？（lα川  

Nextweseeplainly  

9       ∑  

α＝1  

（n崇（伊＋ゐ加）＝1   

1＝甘口（ト聖），  
plsr 
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and   

曾    ∑   〈釘（［∬一肌£］；b；曾，α卜軸曾，α）IⅣ（£，y；b）l）＝  
α＝1  

（汀憲（αゴ叶あ再）＝1  

＝釘（［諾一肌諾］；b；1，1ト可b；1，1）岬（£，y；b）け0（（log㌶）叫1），  

so we have 

∑沖由）＝∑：∑二可b；州Ⅳ（ち肌b）lx   
曾≦q  曾≦qb∈g（∬，y）  

×（Q（［x－y，X］；b；1，1）－q（b；1，1）IN（x，y；b）［＋0（（logx）k＋l））  

≪y（log£）2 ∑：桝［エーy，輔b；1，1卜可b；1，川〃（∬，y；b）lけ  
b∈Z（訂，y）  

＋yた（log訂）叫3  

Then】aPPlyingTheorem3，Weget  

（10・3）  ∑瑚曾）≪y叫（log∬）‾A  

曾≦Q  

By（10・1），（10・2）and（10・3），WeObtain  

yた卯og訂－1）た＋∑咄ト∑町小  
甘≦q 曾≦q  

＋0（y点々（log∬）‾A＋y叫1（log∬）－A）．   

（10・4）ど2（∬，y；Q）＝  
P（向l）  

Firstly，WeSuPPOSeQ≧y／a＊．Lemmata7．2and8．4yield  

∑咄）－∑軸）＝－り。㌦車（1。g聖）佃y 机＋0（踊（1耶）－A），  
曾≦q  曾≦q  

thenthefbrmula（1・10）fbllowsatoncefrom（10・4）．   

Secondary，WeSuPpOSeQ≦y／a＊・Ⅵ屯hav？byLemmata7・1and8．3  

（10・5）  ∑咄卜∑軸）≪糊og2蓋）た再叫（1耶「A，  
曾≦q  曾≦q  

and，inviewof（10・4），thisestimateshow＄theformula（1．9）providingQ≦Qo  
y（log∬）‾A‾た  
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Final1y，WeSuPPOSeQo≦Q＜y／a＊．By（10▲5），  

∑咄ト∑叫曾）≪y叫（log∬）‾A，  
曾≦Qo  曾≦qo  

therefore  

yたQ（log£－1）た＋ ∑十瑚れ→ ∑二 仇㈲＋  
qo＜曾≦q  Qo＜曾≦Q  

＋0（y頼1（log∬）－A）．  

（10・6）ど2（∬，肌Q）＝  
P（向l）  

ByvirtueofLemma9．1，i七重bllowsthat  

∑ 抗（ヴ） ＝Ⅴ（QoトⅤ（Q）  

qo＜す≦q  

七  

（10・7）   

m＝1  ＝り0叫0接卜鵡∑叫og孟）m＋  

＋0（yた－壷Q撞＋y叫（1即）一A）．  

AndweseebyLemma7．2  

（10・8）  

qo＜曾≦q  
∑咄）＝恥椚0接）＋0（州ogけ彗  

IIenceweobtaintheformula（1・9）inthiscase，by（10・6），（10・7）and（10．8）．Now  

WeCOmPleteourproofofTheorem4．  
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§11．Thecirclemethod  

W占startheretheproofofTheorem5．  

Ⅵ屯int，rOducefunctions  

r（β）＝2よⅣ崇】  
．〈、  r、1 1．1  

P（α）＝∑e（pα），  
p≦〃  

瑚＝m芸′たe（巌），γ（β）＝五言m‾1＋喜e（mβ），  
甘  粕曾）＝岩e（言rり，  

and，fbrpositiveconstantsBandBl（whichshouldbechosenlater），WeSet  

Q＝呵log〃）‾β， Ql＝（logⅣ）月1  

1α  

恥9）＝［言－－－＋志］，                   曾Q’9  
9  

双＝リ リ 叫α，ヴ），  m＝［去，1＋去］＼那・  
曾≦ql   d＝1  

（α，曾）＝1  

Then，fbrn＜N，Wehave  

）仁¢‾二  

な（α）  

rた（m）＝  P（α）ダ（α）eトmα）血  

P（α）ダ（α）e（－mα）dα＋  （α）ダ（α）e（一犯α）ぬ  

（11・1）  ＝rた，0（柁）＋rり（m），S町．   

Inordertocalculatetheintegralonthe乃maJOrarCS乃m）Werequlrethefo1lowlng  
known results．  

LEMMAll・1・Le亡q≦Ql，0＜a≦q，（a，q）＝1，α∈叫a，q）andletα＝号＋β・  

耶1e巧抽eree衰βtapぴJ£i代COng£弧亡c。βuCム班a亡  

P（α）＝鮮（β）＋0（〃画一Co仰））・  

LEMMAll・2・上e川＜α≦曾≦Q，（α，ヴ）＝1，α∈叫α，ヴ）弧d如α＝音＋β・  

ThenⅥ哲ムave  

Ⅴ（α，曾）  
嘲＋0（西1＋掛  
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LEMMAll・3・Let‖PrIdenotethedistance舟omβtothenearestinteger・771en  
Ⅵ℃ムave  

（11・2）   －r（β）l≪血（蓑，酔），  
（11・3）  刷≪血（Ⅳ1′た胴l‾1′り・  

Lerrmall．1isprovedby theSiegel－Walfisztheorem，and，fortheproof，  

SeePrachar［34，VI，Satz3・2，p・181］・Lemmall・2andtheinequality（11・3）of  

Lemmall．3areprovedinVaughan’sbook［39］，SeeTheorem4．1andLemma2．8  

0f［39］，reSPeCtively．Theinequality（11・2）ofLemmall．3followsatoncefrom  
thewell－knownestimate ∑e（mβ）≪min（N，（［Pfrl）bypartialsurrmation・  

m＜ノV  

Asた）rtheintegralonthe乃minorarcs”m，WeuSethefollowlnglemma・  
WtpostponetheproofofLerrmall．4untiltheendofthissection．   

LEMMAll・4・LetB2beaposjtjveconstant，andweassumethatB＞Bl≧  

2たβ2＋た2・珊叫  

思l円α）l≪Ⅳ1／た（log〃「月2  

ByLerrmall．3，Wehave  

r（β）u（β）e（潮β＝上1r（β）榊抑0 （£2β‾1‾圭dβ）  

囲  

1  

＋0（（抑1′り  ＝∑去m‾1＋喜  log（m－m）  
m＜n－2   

＝∫（m）＋0（（曾Q）1′り，  

n－2  ∬－1＋主ゐ  

J  
J（m）＝  

たlog（和一可●   

Tlms，byLemmaもall．1andll．2，WeObtain  

曾 γ頼（乃）＝9妄念呂Ⅴ伸卜言m）／r（β梱←榊β・ （ 
明）＝1 1βl≦志  

＋0（Ⅳ1＋喜Q‾1QleXpトco仰））   

＝9妄念を曾（古亘＝伺＋0（叫ogⅣサ軸）・  
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Sincecg（m）＝∑dp（q／d），WeSee  
dlm  
dI9  

9 。妄霊妾c曾（γた一犯）＝妄霊妄叫芸）  9  ∑ 1  
r＝1  

rた－n≡0（modd）  

曾 ＝妄ま精〃（芸）伽（d）  

＝6た（乃，Ql），  

here6k（n，Q）isde丘nedin（1・13）．Therefbre，Weget  

（11・5）  γた，0（m）＝帥Ql）梱＋0（Ⅳ1卑og町押掛1 
）・  

Ontheotherhand，itfbllows丘omBessel，sinequalityandLemmall．4that  

忘…2≪か抑…2ぬ  

.Ii 
≪〃2／た（logⅣ）‾2β2   IP（α）l2dα  

≪〃1＋音（log〃）－2β2－1  （11・6）   

Hence，by（11・1），（11・5）and（11．6）withsuitablechoicesofconstantsB，Bland  

B2，WeObtainthefo1lowlnglemma．  

LEMMAll・5・FbranyconstantAl＞0，Wehave  

∑tγた（m卜6（m，Ql）J州2≪Ⅳ1＋音（logⅣ「Al  
n＜JV  

NowweareinthepositiontoproveLernmall．4．Bywe11－knownDirichlet，s  

theorem，fbranyα∈m，thereexistintegersaandqsuchthat  

（11・7）   α∈叫α，曾），0＜α≦ヴ，（α，曾）＝1and（ヨ1＜ヴ≦Q．  

Then，Ⅵ屯yl’sinequality（see［39，Lerrma2・4］）gives  

1′2た‾1 

（11・8） l坤）l≪雨中（打＋Ⅳ－1′た＋軒1） ，  

butwhenqisneartoQlOrQ，（11・8）givesonlyatrivialbound．IfqisneartoQl，  

therequiredboundfo1lows＆omLerrmall・2withtheestimateV（a，q）≪qト主  

（［39，Theorem4・2］）・FbrqneartoQ，WPmOdifytheproofof（11・8）slightlyto  
reducethefacもor”NE”in（11・8）whicharlSe董tomestimatingthedivisorfunction．  
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ByW占yl，smethod，Wehave（see【39，PP・1ト12，Lema2・3and坤eproof  
OfLema2・4］），  

（11・9）l坤）l2た‾1≪Ⅳ貴（2た‾1－1）＋  

＋Ⅳ主（2卜した） ∑ 醐）min（Ⅳ1′た，l刷‾1）・  
0＜九≦川1－i  

Ⅵ屯take aconstant C，and divide thelast surnmation over hinto twoparts  

arccordinga5Tk（h）≦（logN）Cornot・Andweget   

∑ っ榊）血（〃1′た澗l‾1）≪  

九＜た！〃ト士  

≪（logⅣ）C ∑ min（Ⅳ1′た，＝β腔）＋  
九＜た！Ⅳト士  

丁た（九）≦（log〃）C  

＋（logⅣ「C ∑ 職（呵2〃1／た  

九＜た！〃1一士  

Tk（九）＞（logⅣ）C  

（11・10）  ≪〃（曾－1＋（log町2C＋たつ‾2 ＋曾〃‾1）（log岬＋1，  

hereweuseLerrma2・20f［39］andthewell－knownestimate∑九≦訂Tk（h）2≪  

r（logE）k2－1．By（11．7），（11．9）and（11．10），WehaveLerrmallAbychoosing  
C＝（β1＋た2－2）／2・  
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§12．Preli血1aryleImnata  

Firstofall，WenOtethat   

LEMMA12・1・㍍（s）／（（s）jsanentjrenlnCtion・   

Lerrlma12・1isaconseque？CeOfUchida［38］andvanderWaa11［42］，because  
theGaloisgroupoftheextens10n喝（nl／た，e（1／k））佃issoIvable・  

VVe define the set 

Ek（N）＝（n≦N；thepolynomial㌔－nisirreduciblein咄］）・  

W占haveeasily  

（12．1）  ♯im≦Ⅳ；m¢ガた（〃））≪J紆，  

whereせdenote＄thecardinalityoftheindicatedset・   

LetDnbethediscriminantofq（nl／k），andletD㍍bethediscriminantof  
thepolynomial£k－n．ItisknownthatDL＝（－1）k－1kknk，1，andthatthere  
existanintegerD霊suchthatDL＝Dn（DX）2・Especial1y，Wehave  

（12．2）  1βml≪mト1  

Bythefunctionalequationsof（（s）and（n（s），Weget，forn∈Ek（N），  

＝（2－r2汀一宇呵）1‾2J（諜 
）rl‾1（  

rフ㍍（1－β）  r（1－β）  

）   ql－β）’  r（β）  

where，aS uSual，rland2r2are the nunibers ofrealand complex coruugate  

鮎Idsof勾（nl／k）佃，reSPeCtively．Then，bythePhragmen－Linde16ftheorem  
With（12・2），Wehave   

LEMMA12．2．エe亡  

隻と（1－お）（J≦0），  
皇室（トJ）（0≦J≦1），  

0  （J≧1），  †  

代（J）＝  

肌dβuppぴe兢a虻m∈動（〃），r≧1and班a律I≦r・T占用椚ムave  

≪（〃r）尺（可＋ど  

dユere沌e血鱒edcα劇知扉depeJ】dβ0月か0月た弧dど・   

LEMMA12．3．Ⅵ屯have  

≫（lo酔1  
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Lema12・3fbllowsfromaknownestimatefbrtheresidueof（n（s）ats＝1  
（see，fbrexample，［21，ⅩVI，§1，P・322，PrOOfoflemnalwithα＝logN］）．  

LEMMA12・4・LetT≧2andn∈Ek（N）・Supposethat＄＝J＋itjsnotazero  
Or（n（β）／qβ），a乃d亡h仁一1≦J≦2，l可≦r．me月間ムave  

払出 1   

（n（5） 

＋0（lo細  
＿－  誓＝ふ司  

浦ereβ＝β＋古7ru乃5血ou廓aJJ月0抑止ル壷J釘即0βrt厄毛mea月gO＜β＜りof  

㍍（β）／qβ）βa亡J5か月glγ一石＜1．  

Lemma12・4isprovedbysimilarargumenttoDavenport，sbook［7，Ch．15，  

P・99（4）】・Ⅵ屯alsousetheresultsinLandau［20，Satz180and（161）］．Inthese  

resultsin［20］，thedependencyofnisnotwrittenexplicitly，butweeasilyclarify  

itf上omtheproo臨in［20］andtheinequality（12．2）．   

Le七N（n；α，T）bethenumberofzerosof（n（s）／（（s）intheregionu≧α  

andIiI≦T・ThenSatz181in［20］statesthat  

LEMMA12．5．  

榊去，r＋1トペm；去，r－1）≪logⅣr・  

LEMMA12・6・Ebrn∈Ek（N），6＞OandT≧2，aSSumethatNtn；l－6，T）＝O  

a刀d兢at   

2 1  

テ≦り≦＜宮・  

771enthereexistaposjtiveconstantcosuchtha，t  

l＿謁．。l器I≪exp（箸（log〃畔り・ 回≦T／2   
PROOF：Letlog（（（s）／Cl（s））bethebranchofthelogarithmof（（s）／（n（s）thatis  

ZerOatS＝q＝＋∞・Andletan（f，P）bethenumberofprimeidealspinQ（nl／k）  

SuChthatthenormofpisequaltoFf・BytheEulerproductfor（（s）／Gl（s），We  
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getthatifJ≧1＋り七hen  

logお＝∑log（ト ）刷）－1＋ 
p  ∑∑log（トか冊）                       p 2≦J≦た  

≪ 

（12・3）  ≪  

Ifq≧1一書andlil≦T／2thenwehave，byLemma12．4，  

log 鮮2苦塩一瓢＋嶋 
＋0（log叩・  ．7詫1上：電菩  

Sinceβ＜1M6，WeSeels－Pl≧rq－βl≧6／2，and，withLerrma12．5，Weget   

（12・4）   

log器≪∂－1log〃T・  

Nowwesupposell－q（≦りandJ可≦T／2・Fbrj＝1，2，31etqbethe  

Circlecenteredatso＝り‾1＋itofradiusり，Whererl＝り‾1－（1＋り），r2＝  
rl－0・，r3＝77，1－ （1＋り－書），SOthats＝q＋iiisonCち．Ⅵ屯set，for  
J＝1，2，3，  

叫＝融g矧  
Theinequalities（12・3）and（12・4）imply  

〟1≪り－1  and 鳩≪∂－1logⅣr，  

respectively．Thenitfollows丘omHadamard，sthreecircletheoremtha七  

城≦叫‾d昭≪り‾1（log〃r）α，  

witha＝（log（r2／rl））／（log（r3／rl））・Therefore，OurprOOfofLemma12．6iscom，  
pletedbyobservinga≦811／6．  

Nextwede触earithmeticalfunctionswhichareconcernedwith（n（s）／（（s）．  

Fbrq＞1，WeWrite  

＝ 鰭真空禦・ 器＝羞禦，  
56   



肌dput  

鋸m）＝〃（m）2n（伽（pト1）▲  

Plm   

WtgetatoncelPn（m）l≦7k＿1（m）．   

LEMMA12・7・飽Tn∈Ek（N），thereexjst arithmetjcalfhnctionsi7n（m）），  

（∂n（m）），（7ム（m））肌d（∂ム（m））w最cムβa亡iβか班eゐ肋w玩gco郎軋血呵  

（12・5）   αn（m）＝ ∑ 射ml）≠（m2）∂n（m3），  
mlm：2m3＝m  

（12・6）   αL（m）＝ ∑：〃（ml）乱（ml）7ム（m2）∂ム（m3），  
mlm2m3＝m   

（12・7）l∂n（m）l≦花（m）肌d 鶴（m）l≦職（m）ゐra〃m∈戯（〃）andm，  

（12・8）1≪（岬a乃d 1≪（岬 ゐrⅣ）  

l∂れ（蒜）l＞0  鶴（m）l＞0  

凡rther，thereexistsanarjthmetica）Lhnction（γ（m））satisB7ingthefblIot4T一  

川gCOJ】dたio月ぢ  

（12・9）lγれ（m）l≦T（m）誠dI亮（m）l≦γ（m）ゐra〃m∈晶（Ⅳ）揖dm，  

（12・10）  左禁≪（log岬ゐr叫′〟≧2，  
WbereCbisaconstantdqpendingonLYOnk，andqo＝審講・  

PROOF：Usingthenumbersan（f，P）de触edintheproofofLemma12．6，the  

Eulerproductfor（n（s）／（（s）iswrittenasた）1lows；  

＝Ⅲ（トp一っ ‾α湖）十1 n n（ト〆り嶋αn（∫，p） （げ＞1）・  

p  p 2≦J≦た  

R汀n∈βた（Ⅳ），誠Sumethat  

g  

㌔－m≡H労（∬）り（modp），  
J＝1  

Whereqi（x）’saredistinctirreduciblepolynomials（modp）・Itisknowninaト  
gebraicnurribertheorythat，ifp十DXthenan（f，P）isequaltothenurhberof  
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qi（3：）’ssuchthatthedegreeofqj（x）isequaltof・Inparticular，Wehave  

dm（1，p）＝伽（p），  

PrOVidingthatn∈Eた（N）andp十kn．  

Nowweput，forcr＞1，  

γ㌘）（m）  

Cく）  

ど叫（β）＝口（1＋βn（p）p‾り‾1（トp‾∫）‾βn（p）＝∑  

タ  m＝1  
mβ  

γ㌘）（m）  抽）＝Ⅲn（ト〆り－α拗）＝云  
p 2≦ノ≦た  m＝1   

）   

γ㌘）（m）  

mβ  

どn，3（β）＝口（1端（p）け1（トpザ（p）＝皇  
P nl＝1  

ふ（β）＝ロ（トけ 至 

輌）＋恥（p）＝夏票，  

mき  

plたn  

二  

＝  
m＝1  

†m＝1  

㌦）（m）   1 ＿苔∂ム（m）  
，   ≠た＝∑  

どn，2（β）  mβ’   ‰（β）念 mβ  

（12・11）   

γn（m）＝  ∑ 脚（ml）γ糾m2），γム（m）＝ ∑ ′伊（ml）γ㌘）（m2），  
mlm2＝m  mlm2＝m  

then  

譜＝口（1＋榊椚・ど叫（g）抽）恥                    p   

a皿d  

（12・12）  

豊＝H（1瑚机・抽）抽）一旬）－1 P  

Bytheserelations，Wehave（12・5）and（12・6）atonce・Noticinglan（1，P）－  

Pn（p）I≦k，Weget（12・7）・The丘rstestimateof（12．8）fb1lows丘om  

∑1＜肝 ∑  
m＜〃  mく〟  

l∂n（蒜）l＞O  l∂n（蒜）l＞0  

withthewell－knownbound  

≦脚口（1－p‾ど）‾1，  

plたn  

log〃  
（12・13）  〝（た柁）≪  

loglog〃，  
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wheTe Z／（m）denotesthenumberofdistinctprimefactorsofm・Thesecond  
estimateof（12・8）isobtainedsimilarly・   

Ⅵ屯de触ethearithmeticalfunctionγ（2）（m）by   

n n（ト〆り‾た  
P 2≦J≦た  

Ⅵ屯seeplainlythat  

nく（／ざ  

≦ノ≦た  

（打＞1）・  

値）（m）t≦γ（2）（m）brj＝2，4，  （12・14）  

and that  

（12・15）   
∑  
m＜〃  

T（2）（m）  ≦H H（ト〆′2）‾た≪（log叫㌧   
p≦〟2≦J≦た  

ml／2  

Next，Wedennethemultiplicativefunctionγ（1）（m）bythefbllowing3con－  
ditions；  

（a）γ（1）（p）＝0払ra11primep，  

（り 7（1）（pJ）＝（mh（た－1，p－2））∫（J＋た－2）た‾1  
fbra1loddprlmeSPandfbrl＞2，  

（c）γ（1）（2り＝1触‖≧2．  

SinceI乱（p）I≦min（k－1，P－2），Simplecalculation＄hows  

（12．16）  櫨）（m）l≦γ（1）（m）brJ＝1，3・  

Fbrp≧k＋2，thereisaconstantCl，dependingonlyonk，SuChもhat  

∑ γ（1）（拍‾一打o≦Clp‾2Jo  

2≦r≦log〝  

Noticingthatp－qOmin（k－1，P－2）≦1andcro≧喜，Weget  

≪且（1＋2≦J昆〃州）〆う  

7（1）（m）  

∑  
nュ＜〝  

m♂0  

（ 

H（1＋Clp‾2Jo 
鳥＋2≦p≦〟   

）  
1＋ ∑（J＋た－2）た‾1  

2≦J≦log〝  
≪ n   
2＜p＜た＋2  

≪（log〟）C2，  （12・17）  

whereCiisaconstantdependingonlyonk・  
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Now，1et  

7（m）＝ ∑ γ（1）（ml）7（2）（m2），  
mlm2＝m  

then（12・9）and（12・10）払1lowfrom（12・11），（12・14），（12・15），（12・16）and（12．17），  

andourproofofLerrma12．7iscomplete．  

Fbr asquareffeeinteger m，We de重netwosets qm andC㌫ofDirichlet  

Charactersas払1lows；  

G¶＝（x（modm）；Xた＝Xo，mandx≠粕m），  
（競＝（x∈Ch；Xisprimitive・），  

Wherexo，m denotestheprincipalcharacter（modm）・Asfbrthecardinalities  

＃Chlandガ（芯，itiseasilyseenthat  

（12・18）  ♯（完－≦♯Gn≦花（m）－1・   

LEMMA12・8・fbrasquare丘eejntegerm，Weha，Ve  

乱（m）＝∑x（m）・  

X∈Cニー   

PROOF：Thisistheequation（10）in［33］・Itsu餓cestoshowthat，foranyprime  

p，  

（12・19）  晶（p）＝∑x（m），  
X∈C；  

becauseofmultiplicity・Ifp（nthenpn（p）＝1and（12．19）istrue．Ifp十nthen  

1 

∑x（m）皇翻  
P（p）x（modp） J＝1  

∑x（m）＝1＋∑x（叶  
Xた＝Xo，p  X∈C；  

pn（p）＝  

Thus，inbothcases，Wehave（12・19）asrequired．  

W占stateherethreewell－knownreSultswithoutproof．   

LEMMA12・9．上e＝〕＜y＜lory＞1and最  

（0＜y＜1），  
（y＞1）・   

栂）＝（冒  
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7もe巧ゐrc＞0，ア＞0，Ⅵ℃ムave   

誌上ご誓dβ＝瑚＋畔叫r叫g椚）・  

LEMMA12・10・SupposeO＜0＜1／2a月d3＝≧2・Tムenwehave  

∑ 職（m）≪y（log畔1，  
∬－y＜m≦∬  

u最知mレ玩yprovid血g£β＜y≦£．  

LEMMA12・11・FbTanySequenCe（an）ofcon7Plexnumbers，andゐrQ≧1，  
ムave  

某誌x（m。。9）    ∑＊   ≪（y＋Q2）∑lαn‡2  
訂－y＜れ≦∬  ∑（瑚（m） ∬－y＜n≦∬  

騰re， ∑＊indjcatesasumoveTallprimitivechaTaCterSX（modq）・  
X（modヴ）  

ForaproofofLerrma12・9，See，fbrexample，Davenport【7，p・105，Lemma］■  

Lermna12・10isa守peCialcaseofShiu［36，Theorem2］・Lemma12・11isthewell  

knownlargesievelnequalityduetoGallagher［11】・  
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§13・Anasymp七oticformulafor6（n，Q）   

Inthissection，WetreatOurSlngularseries  

軸Q）＝嘉掛れ  
andourgoalistoprovethefbllowlnglerrma．  

LEMMA13．1・LetM bearealnumbersatisbring  

exp（（log〃）Cl）≦〟≦〃  

W記ムβOmeCO耶古狐‖）＜cl≦1・Ⅵ屯お5umem∈戯（Ⅳ）皿d  

叫町1－∂，2exp（2仰））＝O  

w止ムgoJTleCOJ】β亡a刀亡∂＞0．Tムe月1Ⅳeムave  

（13・1）  6ホ叫＝6克（m）＋0（exp（－（log町Cl′2）），  

an d 

6克（m）≫（log〃）‾た車（loglog〃）‾た  （13・2）   

PROOF：Wtpu七，forq＞1，  

ヮ∴、一ざ、〃（m）  Al（ヱ））  

gm（β）＝∑  晶（m）＝  

急p（m）rが‾1   （ダー1）ダー1  

Simplecalculationwith（12・12）gives   

一  

孔（β）＝中一響）・択  

器瑚喜霊中一  
一 瑚n（β）即  

）  

β，－（p）  
（p－1）pβ－1  

（ダー乱（p））（p－1）  

鞘mayassumel－∂＞qo，andsetT＝eXP（2間・By（12・14），（ 
． 

WeSeethatfn（s）isanalyticinthehalfplaneq＞Jo】andthat  

（13．3）  1≪l㍍（β）1≪1，  

払rq＞Jo＋E．NoticingLerrma12・1andtheassumptionNてn；1－6，2T）＝0，  

WeSeethatZL（s）isanalyticintheregionq＞1－6，回≦2T・  
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FbrJ＞1Nr7WithsomeO＜77＜1，WegeteaSily  

（た荒か1））  ≪exp（（logⅣ）り），  （13・4）  ド㌔（β）l≪exp  

a皿d  

（13・5）  l㌔（1）‾1】≪（loglogⅣ）た，  

becauseof（12・13）・From（13・3），（13．5）andLemma12，3，WehaNe（13・2）・  

Nowwesuppose2／T≦77≦6／4，thenitfb1lowsfrom（13・3），（13・4）alld  
Lema12．6that  

1儲・り一品（β）恒p（箸（log〃r竹（log叩 ）  

≪exp（等（log岬′り・  （13・6）  

Withoutlossofgenerality，WeSuPPOSethatMisnotaninteger・Making  

useofLemma12・9，WeObtain，Withb＝1＋（logN）－1，  

（13・7）   

6…＝誌上ご孔（桜山璃‰）  

d叶  
＝抑＋去（上ニ汀＋ノ二ご＋ノ：：T）孔（濫  

＋璃‰），  
where  

‰＝巾）m一偏（1，r－1‥0掛 1）】  
herewenotetha七井IPn（p）l≦kfbral1primesp・Itiseasilyobtainedby（13．6）  

that  

（13・8）  

孔（ dβ  

（上ニ汀＋上ニ） ≪r‾1exp（等（log岬′り，  
and that   

（13・9）  

1一叩十汀   

≪〟‾仰）exp（等（log岬′り   
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Weturntoestimate∑芸＝1‰・W∋SeeClearly   

雛rl妄想＝r畑  
（13．10）  

（ふ＋ふ）  
≪r‾1（logⅣ）た・  

FbrJ万≦U≦M／2，ifU＜lm－MT≦2Uthen  

＋
 
 

l
 
 

（
 
 

g
 
 

O
 
 

l
 
 llog芸I＝  

and，uSlngLemma12．10，  

∑ m（m）≪r‾1（1咤叫た‾1  
U＜lm一叫≦2U■  

∑ ‰≪r‾竹‾1  
U＜lm－叫≦2U   

So that we have 

（13・11） 

（喜〟＜ゑ＿躇＋  

Ⅵ屯useLemma12・10agalntOget  
（13・12）  

両£＜喜〟）  

凡－－≪r‾1（log〟）克  

∑   
花（可≪〟叫2（log叫た‾1  

〟－ノ瀞≦m≦m＋ノ扉   

∑   
‰≪〟‾1  

〃－J貯≦m≦〟＋ノ好  

W占chooseり＝婁，then，Wi七h（13・8）－（13・12），thefbrmula（13．7）sl10WS  
（13・1），andwhichcompletesourproofofLemma13．1．  
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§14．FundamentalLemma七a   

InthestudyofzerodensityestimatesfbrDirichlet L－functions，thelarge  

Sieveiヮequality（Lemma12・11）isonFOfmaintooIs・ThefbllowingLemma14・1  
takesslmilarplayasthelargesievelnequalityinourestimatefbr〟てn；q，T）・  

LEMMA14・1・Let（am）beanYSequenCeOfcomp］exnumbers，andletO＜y≦x・  
：nlellWeムave  

≪（〃＋鞘log諾）∑：〃（m）2職（↑明αml2  

∬－y＜m≦∬  

∑ αm乱（m）  
エーy＜m＜∬  

∑  
n＜．Ⅳ  

PROOF：ByLeIT皿a12・8，Weget  

∑ α兢（m） ∬－y＜m＜∬  

∑  
n＜，Ⅳ  

＝ ∑ ∑〃（ml）2〃（m2）2αml可蒜∑ ∑ ∑x萬（m）・  
∬－y＜ml，mつ＜∬  Xl∈CニーlX2∈Cニl。m≦〃  

Sincexlandx2arePrlmitivecllaraCterS，ifxl：拓isprlnCIPal，thenml＝m2  
弧dxl＝X2・Tbus，by（12・18），  

≪Ⅳ ∑ 〃（m）2¶：（m）転t2＋島，y，  
訂－y＜m≦ガ  ∑ αm鋸m） ∬－y＜m＜∬  

（14・1）∑  
n＜ノⅤ  

where  

島，y＝ ∑ ∑〃（ml）2〃（m2）2lαmlαm。】×  
訂－y＜ml，m2＜∬  

× ∑  ∑  
Xl∈Cニ、1 Xつ∈Cニ12  
xIX21＄ nbn－prlnClpal・  

MakinguseoftheP61yarVinogradovinequality〉Wehave  

∑x厄（m）  
n≦〃  

品，y≪∬logご ∑ ∑〃（ml）2〃（m2）2花（ml）箱（m2）転1αm。1  
訂－y＜ml，m2≦∬  

（14・2）  

≪叩log£ ∑ 〃（m）2花（m）2転l2，  
∬－y＜m≦訂  

Lemma14．1た）llow＄丘om（14・1）and（14・2）・  
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Whenx＞N，Lemma14．1givesonlyatrivialbound・Inthisca5e，Weneed，  

insteadoftheP61yarVinogradovinequality，anOn－trivialbound王brthesum  

∑ ∑   
m＜〃 x∈Cm  
〃（m）2＝1  

∑x（m） n＜。Ⅳ  
whichistrivial1y≪NM（logM）k‾1．Ⅵ屯shallprove  

LEMMA14・2．Lethbeanatura］numbeT，andletrbeanaturalnumbersatis－  

か月g  

（14．3）  〃r（r司＞〟叶1  

二門lenⅥ℃ムave  

≪〃1一壷朋（logⅣ）汁2九った－1  
（14・4）  ∑ m（m）∑  

m＜〟  x∈Cm  
〃（m）2＝1  

∑x（m）  
n＜一Ⅳ   

PROOF：Wtdenote the conductorofacharacterx bycond．x．Ifx∈Chis  

inducedbyxl（modl），thenwehave，bytheP61ya，Vinogradovinequality，  

∑x（m）＝ ∑ xl（m）＝∑〃（d）xl（d）∑xl（m′）  
n＜Ⅳ  n≦Ⅳ  

（町苧）＝1  

≪γ（m）㌦logJ．  

dl苧  n′≦晋  

Thus，  

（14・5）  ∑ 几（m）∑  
m＜月オ  x∈Cm  
〃（m）2＝1   COnd・X≦エ  

∑x（m）  
n＜jV  

≪〟J印og上〟）兢，  

WhereLisaparameterchosenlater．  

Ⅵ屯estimatethesumoverxwithcond．x＞Lbythemethodindicatedin  

Elliott［10］．Fbra，naturalnun血err，WeeValuatethesum  

5’＝∑ ∑  
m≦財x（modm）  

COnd．x＞エ  
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bythelargesieve．Ⅵ屯denote，by77・，N（n），thecardinalityoftheset  

γ●   

†（町m2，‥・，れr）；乃ゴ≦Ⅳf加alll≦J≦丁ウ，and口和ブ＝乃），  
J＝1   

so that 

∑隼Ⅳ（m）x（m） m＜JVr  

∑x（m） n＜JV  

（14・6）  

Whenx（modm）isinducedxl（modl），Wehave  

∑ン佃（托）x（n）＝ ∑ っ佃（れ）xl（m）  
m＜jVr  n＜．Ⅳr  

（m淳）＝1  

＝∑〃（d）∑：丁佃（m）xl（小  
岬  
n≡。）  

（14・7）  

It董b1lowsftom（14・6），（14・7）andCauchy’sinequalitythat   

∫≦ ∑ ∑＊ ∑  
エ＜J≦〟x（modり m≦〟  

m≡0（modJ）  

（14・8）  

∑：丁頼（m）x（m）  
n＜．Ⅳr  

m≡0年nodd）  

）
 
冨
 
 X
 
 

l
一
～
 
 

∑
瑠
 
 

上
 
背
 
 

）
 
 

－
d
 
 

∑
芯
 
 

≡
 
 

n
 
 

笹，〃（m）x（m）  ≪〟log〟  

MakinguseofIJerrma12・11，Wehave，forL＜U≦筈，  

）
 
∫
－
 
「
」
－
∵
…
 
 
X
 
 

l
 
l
－
－
 
 ひ
 
 

∑
呼
 
 

び
 
 

）
 
 

d
 
 

∑
W
匝
 
 

n
 
O
 
 

≡
 
 

n
 
 

キ，〃（m）x（m）  ≪  

≪打＋笹（d）2（log軒1  （筈）筈  
SurTmngthisinequalityoverU＝L・2jforanappropriaterangeofj，WeObtain，  
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丘om（14・8），  

5≪〃log〝∑  
d＜〟  

γ（d）笹（d）2  

（筈＋筈）叩ogⅣ）rコー1  d2  

（14．9）  ≪〟Ⅳ2rェー1（log〃r2，  

providing that 

（14・10）   〃r＞〟エ．  

W∋deducefrom（14・9）andH61der’sinequalitythat  

∑   
m＜〟  

〃（m）2＝1  

几（m）∑  
X∈Cm  
COnd．x＞エ  

∑x（m） n＜．Ⅳ  ≪  

≪「ゑ  

．5去  m（m）m（m） 
2r／笹‾1）  

≪Ⅳ〟ムー去（log〃）汁九2た－1  （14・11）  

Nowwe take  

ム＝Ⅳ黄，  

then（14・10）isequivalentto（14・3），andtherequiredbound（14．4）fbllows丘om  

（14・5）and（14・11）・HencewegetLemma14．2．  

W占useLemma14・2toprovethefbllowlnglerrma．   

LEMMA14・3・Let（am）beanYSequenCeOfcomp］exnumbers，andletrbea  

刀aれ汀aJmu∫れberβati5か堀〃r（r－1）＞∬2（r＋り．珊e月間ムave  

∑  
m＜」Ⅴ  

∑αmβm（m）  
m＜∬  

≪〃∑〃（m）2職（m）lαml2＋  

m＜訂  

（log岬1軌  
＋Ⅳ雄好欝（〟〟葦〟可2・  

PROOF：Inviewof（14・1）withx＝y，itsu用．cestoshowtha七   

島，訂≪Ⅳ1－未詳欝（〟2〟謁〟柚2）（log岬1糾  
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Wさput，br〃1，A毎≦£，   

g（叫，鳩）＝  

∑   ∑l‰1αm。l∑ ∑  
∑x庇（m） n≦〃  〟1＜ml＜2〟1〟2＜m2＜2〟2  

〃（け11）2＝1 〃（mっ）2＝1  

then，becausexlプ拓∈C㌦，Wehave  

g（怖，鳩）≪lαmlαm2lx  吼2帆  
〟2＜m2＜2〟2  

Xl∈Cニtl X2∈Cニ、。  

XIX21S nOn－PrlnCIPal・  

× ∑：箱（m）2   
m＜4〝1〟2   

〃（m）2＝1  

∑x（m） m＜JV  

Since（Ml鳩）「＋1≦x2（r＋1）≦Nr（r－1），WeObtain，byvirtueofI，errma14．2，   

∫彿喝≪Ⅳ1「東城鳩認2lαmlαm2l・（log〃） 吉＋扉－1 
怖肌 

，  

〟2＜m2≦2〃2   

amd  

島・∬≪（1即）2驚ぶ（吼鳩）  

〟ち＜∬  

≪Ⅳ瑞（這欝〟2〃謁〟柚2）（log伊仙，  
asrequired．  
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§15．Meanvalueestimatefor（n（β）／（（s）  

LEMMA15．1．fbranaturalnumbeI・r，］et  

Jl＝1－  
γ（r－1）  

Ⅵ毎5uppO5eJl＞Jo aJld  

（15．1）  （〃T） 
（叫）（＝）（3‾2Jl）≦Ⅳr（r叫  

弛eJlⅥ昭ムave  

岩t2≪Ⅳ1巾，  ∑  
n∈βた（〃）   

（15・2）  

u加ゎrmかゎr5Sa£i5か喝lまl≦randJ≧Jl－（logⅣT）‾1  

PROOF：IfJ≧1then（15・2）istruebyLemrna12・2，SOWeaSSumeO’＜1・Ⅵ屯  
applythemethodofRamachandra［35］．   

W6putX＝（NT）（k－1）（3－2g）／2andY＝X（logNT）‾2・Makinguseofa  
well－knownMe11intransform，Wehave   

’  

2＋血 
（m（β＋Ⅷ）  

（15・3） 

真空票e－m′y＝ 誌上＝  
r（Ⅷ）yu血  

（（ぶ＋l〃）   

Wtshiftthecontourtotheline況Ⅷ＝－1＋（logNT）斗ByLerrma12・2anda  
knownestimater（w）≪e‾l叫，therightqhandsideof（15．3）becomes  

叫og）‾1擁  

＋ 

－1＋（logⅣT）－1－‡∞  

㍍（β＋Ⅶ）  r（畔血＝十岬）・  
qβ＋w）  

Ontheotherhand，theleft－handsideof（15・3）turnsinto  

∑禦e叫y＋0（1）＝  
m＜ズ  

γれ（m2）∂m（m3）  乱（ml）  

＝∑∑   
m2m3＜芳   

∑  

ml≦蒜告言   

e珊1汀12γm3／y 
＋0（1），  

丁†l昌  丁†1る  
呵   

by（12・5）・Accordinglyweget，by（12・7），（12・8），（12・9），（12・10）andCauchy，s  
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inequality，  

m2m3≦ズ 妄3妄穿…2）×  ≪〃1＋ど＋ 謝 ふ）（  
∑  

n∈居た（〃）   m∈βた（〃）＼   

イ長吉  
T（m2）1  －ml†T12m3ハ′  

m……07呼  呵  

7（m2）1  一打11rT1コケT13ハ′  

∑  

ml≦競   

≪〃1巾＋〃ど∑∑  
n缶。缶m……om三グパ缶  nl●；  

Since2q柵qO＞goand2q＞1，inviewof（12・10），itsu用・CeStOShowthat  

∑重出e叫y  
m≦叩  

（15・4）  
∑  
n＜jV  

≪〃1車，  

払ranyl≦X・Ⅵ屯notehereX2（r＋1）≦Nr（r．1）by（15．1）．Therefbre，byvirtue  
OfLemma14・3，theleft－handsideof（15・4）is  

≪〃＋Ⅳ1一喪中ズ2（1一打）≪〃＋〃ト商（トr（r－1）（レク））巾 

andwhichis≪Nl＋Eprovidingtha七q≧ql－（1ogNT）－1．Nowweobtain  
LeITma15．1．  
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§16．Zerodensityestimate  

FromLemmas14．1and15．1weobtainthefbllowlngtWOlernmataWhich  

weusetoe＄timatethezerodensityfbr（n（s）／（（s）’s・  

LEMMA16．1．LetT＞6＞0．AndletSn beannitesetofcol叩］exnumbers  
β＝J＋記w止血抽efb〃0Ⅵ月gpr叩er右上e5；  

∂  

（α沌＋ラ≦電≦苅＋r一a乃dJ≧cゐra〃β＝打＋記∈βm，  

（りlトま′I≧∂ ゐraJJdJs血c£β＝グ＋定まaⅢdβ′＝J′＋五ま′血ふ■  

TheJユⅥ昭ムave  

∑∑  
n≦〃J∈βれ  

∑αmβn（m）m‾β  

m＜〃  

≪  

log2〃’  
≪（Ⅳr＋〃2log凡才）（∂‾1＋log叫∑柚2Tl（m）2m‾2c（1＋log  

m＜〟   

LEMMA16．2．LetT＞6＞0．Andlet7L beaBnitesetofrealnumbeISjn the  

血er血［筑＋喜，筑十ラー蔓］扇沌血p叩er如  

け一電′l≧∂ ゐrdiβ血c£ま，電′∈先・  

Assumethatqlandrsatis＆theco月djtionsjnLenma15．1．771enWehave  

㍍（J＋呵  
∑ ∑  

n∈βた（〃）緩五   

≪Ⅳ1＋どr（∂‾1＋log〃T），  
ペグ＋呵   

ゐrJ≧Jl．   

Theoてem7・50fMontgomery’slecturenote［27，Ch・7］isderivedfromthe  

largesievelnequality（Lemma12・11），uslngtWOimportantlemmata［27，Lemma  
l・2andLemmal・10］，bothofwhichareduetoGallagher・TheproofofLemma  
16．1proceedsonthesamelines，eXCePもthatweuseLemma14．1insteadofthe  

largesieveinequality・  

TheproofofLerrma16．2is almostthesame tothatofTheoremlO．30f  

［27】，eXCePtforusingLemma15．1insteadofTheoremlO・lof［27］・  

Thepurposeofthissectionistoprovethefo1lowlngLerrma16・3．  

LEMMA16．3．LetT＞1andassumethatqlandrsa，tis＆the condi七jonsin  
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エemmaJ且J．me月Ⅵ昭ムave，ゐrl／2≦J＜1，  

∑榊打，r）≪（Ⅳ）ト揖巾  
n∈βた（Ⅳ）   

PROOF：WtproveLemma16．3bystandardargument（see［27，Ch・12，pP・103－  
110］）．LetXandYbeparameterssatisfying2≦X≦YandlogXY≪logNT・  
Ⅵ屯put  

叫）＝∑響，  
m＜ズ  

amd  

Jn（5）＝醐  
FbrJ＞1，itisclearthat  

Jn（β）＝1＋去禦，  
where  

αご（m）＝∑αn（慧）αL（d）・  

dlm  
d≦∬  

（16・1）  

Nowwesuppose  

Jl＋logⅣr＜J＜1，  

because，Otherwise，Lemma16・3istrivial丘omLerrma12．5．Wらget，uSlnga  

Mellintransform，   

e叫＋α崇（畔e叫y＝ 
左上ご刷w）r（岬dw・  

Ⅵ屯shiftthecontourtotheline3hL）＝CTl－q，thennoticing－1＜crl－Cr＜0，  

thelastintegraJlturnsinto  

岩坤）＋J，  
where  

しア＝去1：  
ん（Jl＋記＋叫r（Jl－α＋叫yJl‾叫れ 血．  

Ⅵ屯setZ＝（logNT）2．Itiseasilyseenthat  

≦鋸〃1一打logⅣr陣1＋申可肘e叫2，  
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whereB3isanabsoluteconstant．   

Itisa，1soeasilyobservedthat  

引瑚目差e－1′2，  ∑α霊（m）m‾βe珊／y m＞．方   

where  

Cれ（β）＝ ∑ α霊（m）m‾βe珊／y  

．方＜m＜yZ  

Takingaccountoftheseresults，Whens＝P＝β＋iγisazeroof㍍（s）／（（s），  

Weget  

e－1′2≦匿諭川十㍗1－βztz榊1刷＋e－1′2  
－ 

Thus，Wehavewhether  

l柚）I≧去e叫2，  （16・2）   

Or  

yJl－βz陣1・瑚≧e－1′2，  

払rsomefβ∈［γ－Z，γ＋Z］，  

Then，inviewofLerrma12・5，foreachn∈Ek（N），WeCandefinethesets  

凡打）and7L㌘）ofzerosp＝β＋i70fCl（s）／C（s）whichsatisfythefo1lowing5  
COnditions；  

（a）p∈7tg）（j＝1，2）impliesβ≧qandけl≦T．  

（b）Fbranydistinctp＝β＋iγ，P／＝βl＋i7／∈鶴）（j＝1，2）wehave  

l7－－7′l≧3Z．  
（c）Ifp∈穂）thenwehave（16．2）．  

（d）Ifp∈7a㌘）thenthereexistsarealnumberi。∈［γ－Z，γ＋Z］suchthat  

yα1‾♂ 
zIん（Jl＋毎）l≧  

（e）Let祀・）andRP）bethecardinalityof穂）and7a㌘），reSpeCtively．Then  

ペm；J，r）≪（祀）＋硬））（log〃r）3．  

鞘put，forj＝1，2，R（j）＝ ∑ Rg）．Then，bythecondition（e），Wehave  
n∈βた（Ⅳ）  

∑榊J】r）≪（が＋が）（logⅣr）3・ れ∈βた（Ⅳ）  

74   

（16・3）  



NowweestimateR（2）・Obviously，Wege七  

月（2）≪y♂1－㍑ ∑二 ∑lん（Jl＋去りl  

鳩駄（〃）β〔花㌘）  

×
 
 

1
－
2
 
 

）
 
 つ
ム
 
 （16・4）≪yα1‾JZ  

仁（Jl＋  

）
 
 
 
β
r
．
 
 

J
 
 
J
 
 

×（ ふ忌凪両2）喜  
W6noteherethatifpandp／aredistinctelementsin兄㌘）thenIi。－i。Il≧Z．  

MakinguseofI，emma12・7，Wehave  

〃（ml）乱（ml）  γ（m2） 1  

∑ ml≦羞   

勒（Jl＋刷2≪〃ど∑∑  
m；1＋毎  ”缶。缶m…α1‾Jom芸Jl  

aJld，byLemma16・1，  

（16・5）   ∑ ∑帆（Jl＋瑚2≪（〃r＋ズ2）Ⅳど・  
n∈ぷk（〃）p∈花㌘）  

By（16・4），（16・5）andLemma16・2，WeObtain  

（16．6）  R（2）≪yJl‾J（Ⅳr）1＋∈，  

providingthatX≦vWT．   

NextwetreatR（1）．By（12．5），（12・6）and（16■1），  

α：（m）＝   ∑   鋸ml）鋸 m2）〃（m2）≠（m3）7ム（m4）∂n（m5粍（m6）・  
mlm2m3m4m占m6＝m  
m2m4m6≦ズ  

Ⅵ屯putll＝（ml，m2），ml＝Ilmi，m2＝llmちandl＝mimら・Then  

α：（m）＝   ∑  射）卿1）2坤1）≠（m3）亮（m4）×  
7J…m3m4m5m6＝m  

（り1）＝1  

×∂n（m5粍（m6）∑ 〃（mち），  
m紺  

Jlmらm4m6≦ズ  
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accordingly，itfo1lowsfromLemma12．7that  

17（m3）7（m4）  1  

（16・7）lCn（β）l2≪〃ど  
∠J  才子α‾1（m3m4）2グーJo（m5m6）2J   

極m。m5m6≦yg   

∑ 〃（mら）e 
一丁椀m仰辟  

m紺  

mら≦示詫言  

ズ  yg  
m3m4m5m6  －I   m3m4m5m6  

FbrU＜U／＜2U，WeObtain）byLemma16・1）  

‖輌m6′y  ふ響右脚  
mら≦草莞市  

∑ ∑  
れ∈翫（Ⅳ）p∈兄ビ）  

≪   

丁（り2丁亀（り  
≪（Ⅳr＋ぴlogぴ）∑  

U＜J＜U／  

≪（Ⅳr打ト2J＋U3‾加）打∈．  

Therefbre，by（16・7），Wehave   

J2α  

が）≪ ∑ ∑lGn（p）l2  
乃∈駄（〃）p∈花巳）  

1γ（m3）γ（m4）  1  

≪Ⅳど   ∑  
Jぎm3m4m占m6＜yZ  

×  

J壬J‾1（7m3m4）2…0（m5m6）お  

×（〃Tm血（1，（  ズ   、ト2。  y  

J至m3m4m5m6  J…m3m4m5m6  

≪〃ど（ⅣrⅣ＋y3‾2J），  

where  

γ′（m7）7′′（m8）  血（1，（蓋）1－2う，  lγ＝∑∑  m芋…0  暗  
”8  

with  

γ′（m）＝ ∑ γ（m3）γ（m4）弧d T′′（m）＝ ∑Jl・  
m3m4＝m  J≡m占m6＝m  
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By（12・10），Wehave  

（16・8） 去禁≦（去禁）2≪（log叫2Co，  
and，Plainly，  

（16・9）  音響≪（log畔  

Straightforwardcalculationwith（16・8）and（16・9）showsthat  

γ′（m7）7′′（m8）  γ′（m7）  7′′（m8）  lγ≪ズト2J∑∑  
∑  

告＜m8≦誓  
1－グ0  2ロ■－Jo  

丁－一芸打   7¶・8  
▼U  

r蒜8て言mテ   

≪ズ‾2（…0）（log〃r）2Co＋3 

m石zmテ  

月（1）≪（Ⅳrズ‾2（…0） ＋y3－2J）〃亡．  

Nowwetake  

ズ＝府  and  y＝（〃r）訂た不，  
thenLerrma16・3followsfrom（16・3），（16・6）and（16．10），  
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§17．ProofofTheorem5  

ByvirtueofLema14．1，Weget  

〃（m）2¶；（m）2  

6た描卜帥叫2≪〃酬。1長押  
≪呵logⅣ）－β1＋打1   

p（押l）2  

ThisinequalitywithLerrmall．5，Wehave  

左卜た（m卜帥何可≪  

≪∑恒（mト6た（m，Qlリ州2＋  
n≦Ⅳ  

＋左恒た（m周一帥叫2け（m）t2  

≪〃1＋書（log〃）‾Al  （17・1）   

Ontheotherhand，WeapPlyLerrma16．3with  

r＝2exp（2仰），r＝た＋1，Jl＝1－  
呵た＋1）’  

and obtain   

車用（Ⅳ）；〟（軒  2exp（2仰））＞0〉≪〃β，  
2た（た＋1）’  

fbracertainO＜1・Therefore，by（12・1），（17・1）andLemma13．1，WeObtain，Lbr  

amyA＞0，  

rた（m）＝中一  

）・〈梱＋0（Ⅳ1′た（脚「（Al皿）′2 
））  

withatmostO（N（logN）‾＾）exceptionofnaturalnuITibersn≦N．Hence，Our  
PrOOfoftheTheorem5iscompeted・Andweseeeasily，forN（logN）‾＾＜n≦  
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Ⅳ，  

n－n（logⅣ）‾2  
エー1＋主ゐ  

n－2   

－n（log〃）‾2   上  

J（m）＝  

∬瑚血  Jn去∬項机姦上ニg叶。 log（m（log〃）‾2）  

ml／た  

logr～  

log log N 

and   

∫（m）≧誌上n‾2去諾 叫血＝ ＋0（ ），  

therefbre  

陣意（1＋0（  

79   



§18．Preli血1ariesfortheproofofTheorems6and7  

NextweproveTheorems6and7・  

Ⅵ屯denotebypn（d）thenumberofsolutionsofthecongruenCe  

ご3≡乃（modd），  

withl≦x≦d．Itiseasilyseenthat  

（p≠1（mod3），Orplm），  

（三  0 

（18・1）  伽（p）＝  
0r3（p≡1（mod3）andpイn）・  

Fbrk≧1，Wede且nedた（m）asthenumberofwaysofwritingmastheproduct  
ofkpositivefactors，inotherwords，∑芸＝1dk（m）m‾S＝（（s）k，fbrcr＞1・And  
fbrk＝0，Wedefine  

（ifmisaprime），  

（otherwise）・  
（去  

do（m）＝  

Then，払rた≧0，  

亀（〃）＝   ∑   
dた岬－m雪－m蔓一丁¶喜一m≡）・  

m…＋m塁＋m言＋m≡＜Ⅳ  

Le七っbethesetofallnaもuralnumbers＜N喜，andlet  

愁＝（m∈コ；mh誠nOPrimefactorpsuchthat（logN）4Bo＜p≦N左），   

窺＝コ＼汲，  

whereBo＝Bo（k）＝2B＋k2＋2withaconstantB＞5・MakinguseofSelberg’s  
upperboundsieve（see【13，Theorem3・3］），itfbllowsthat  

Ⅳ喜loglogⅣ  
（18・2）  脚≪   

log〃  

Here，thesymbol＃denotesthecardinalityoftheindicatedset・  

Nowweput e（x）＝e2訂ic，and，for asubset Q3⊂コ，Weintroducethe  
function  

可α；肇）＝∑e（m3α）・  

m∈肇   

Inparticular，fbrQ3＝コ，WeWrite  
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巧α）＝巧α；巧＝∑e（m3α）・  

m＜〃与   

And，fork≧0，Wede且ne  

仇（α）＝∑dた（柑）e（mα）・  

n≦〃  

Next，WePutBl＝Bl（k）＝6B＋3k2and  

Ql＝Ql（た）＝（logⅣ）2β1，Q2＝Q2（た）＝呵log〃）‾仇  

馳rl≦α≦9≦Ql，（α，甘）＝1，1et  

｛
｛
 
 

那0（曾，α）＝   

那1（曾，α）＝   

弧d，払r（ヨ1＜曾≦Ⅳ与，1≦α≦ヴ，（α，ヴ）＝1，let  

α 
一言】 

双2（曾，α）＝   

Further，WeSet  

曾 ∪ 邪血α）（払り＝0，1），   
α＝1  

（d，曾）＝1  

邪ブ＝∪  

曾≦ql  

曾 リ リ 研2（9，α），  
ql＜曾≦Ⅳ（。？1  

王m2＝  

an d 

m＝ト音，1・〃‾音］＼（恥∪狐∪勒）・  
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Thenwehave，fork≧0，  

βた（α）ダ（α）4e（－Ⅳα）ぬ  見た（Ⅳ）＝   

βた（α）ダ（α）伊（α）3－ダ（α；叫3）e（－〃α）dα＋  

＋王ご‾書  
βた（α）ダ（α）ダ（α；叫3e（－〃α）ぬ  

（18．3）   ′′‾－■・■■   ＝Jた（研0）＋ん（邪1）＋ん（双2）＋亮（m）＋見た（〃），  

where  

∑   
dた（Ⅳ－m…－m弓－m喜一m望），  

ml，m2，m3∈切  

m。＜（Ⅳ－mトm…－m言）与  

′‾「一■－■  

月た（〃）＝  

a皿d  

上  

βた（α）ダ（α）岬（α）3wダ（α；叫3）e（－Ⅳα）血  亮（m）＝  

払rm＝！mo，∑ml，三駅2andm．  
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19・Es七imationofIk（m）  

OurestimatefbrIHm）isbasedonVaughan’swork［40］onWaring’sprob－  
1emfbrcubes．Byhismethod，Wehave，fbrany望⊂コ，  

（19・1） 

Jm 
陣）仰（α；抑（α；師α≪〃極細「糾3  

Infact，WeWrite  

汁恥＜d≦〃与し㌫，㌫う≡慧  e（（m守一m∃）α）  lダ（α；句l2＝   

（1。gⅣ  
＋   ∑  

ml，m2∈Ⅵ  

（ml，m2）≦（log〃）4β0   

e（（m子－m雪）α）  

穂）（α）＋〆2）（α），Say，  
∑  

（1。gⅣリ80＜d≦Ⅳ与  

andnotethateachm∈窃hasaprimefactorpsatisfying（logN）4Bo＜p≦  
Nl／21．rrhenVaughan，smethodsfbrestimat．ingI（qandI（刀）in［40，pP・137－  
138］yieldtherequiredboundsfbr   

（1。gⅣ）宝。＜〃主上刷紬棚4ぬ  
and  

lダ（α）押（2）（α）lダ（α；型）l4dα，  

respectively．  

NowwecanestimateIk（m）easily・Since   

ダ（α）3－ダ（α；叫3＝（ダ（αトダ（α；叫）（ダ（α）2＋ダ（α）ダ（α；叫＋ダ（α；叫2）  

≪lダ（α；句l（匿（α）l2＋lダ（α；矧2），  

Wehave，uSlngtheCauchy－Schwartzinequality，  

βた（α）l2血  ん（m）≪   

×（上側醐2（・醐＋榊－4）血 

83   

）喜  



By（19・1）andthewell－knownfact  

（19・2） 上1－叫α）・2ぬ＝妄dた（m）2≪叫og畔1，  
払rk≧0，WeObtain  

克（m）≪Ⅳ書（log〃）－β  （19・3）   
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20・Estimationsof亮（別1）andh（邪2）  

Essentia11y，itisnotsodifBculttotreatIk（mo），Ik（研1），andIk（m2）・In  
tllissection，WeShallestimateIk（ml）andIk（研2）・Ⅵ屯startwithsurrmarizing  
knownresultsonthefunctionF（α）・  

Let  

鞠，α）＝妾e（言r3），  
曾 V＊（曾）＝ ∑  

α＝1  

（α，9）＝1  

曾 ウメ（曾，り＝∑  
α＝1  

（α，9）＝1  

andlet，  

相＝言去m‾言e（mβ）・  

Ⅵ屯notethatV＊（q）andVj（q，h）aremultiplicativefunctionsofq・  

LEMMA20．1．  

（i）Assumethatα＝（a／q）＋β，（a，q）＝1andIβl≦（6qN2／3）」．77］en  
ムave  

Ⅴ（ヴ，α）  γ（β）＋0（曾喜＋り．  ダ（α）＝  

（ii）fbTIP［≦喜，Wehave  

γ（β）≪血n（〃喜，悼「舌）．   

（iii）fbTQ≧1，Wehave  

∑直＊（曾）≪1・  

g≦q   

（iv）飽rQ≧2，た≧1and伽肌y血egerん，間ムave  

嘉響一軒1（刷≪（logQ）C£，   
Ⅵ止ere（㌶＝た（た＋1）（た＋5）／6・  
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（Ⅴ）殿汀Q≧2andゐr叫y血晦er九，靴ムave  

忘鮮1…≪瑚・  

（vi）guppo5e∂＞亡＞Oand餉）≪曾－∂・職印伽脚Jes∑芸10（ヴ）ウ4（9，Ⅳ）  
CO月Ⅵ禦苫eβabβduね玩aJldⅥ℃ムave，ゐrQ≧1，  

∑餉抒4（曾，Ⅳ）≪Q叫亡  
曾＞Q  

PROOF：A＄ibr（i）and（ii），SeeTheorem4・1andLemma2・8inV瓦ughan’sbook  

［39］・  

Nowweprove（iv）・First，fbrl≧1，WeWritel＝3u＋vwithintegersu  

andl≦v≦3・ByLemma4・70f［39】，Weget  

P～u   （whenv＝1andp†h），  
pMu－1（whenv≠1andp†h），  

pMuL喜＋（ （whenv＝1andpih），  

p－い1＋t （whenv≠1andplh）．   

′ヽ｝ V4（pJ，り≪  

Secondly，bysimplecalculation，WeSeeウ1（pl，h）＝Ph（pL）－Ph（pト1），there－  
fbrewehaveby（18・1）  

， テ1…＝（…。r＿1‡芸≡；…＝ヨ…】㌶子宝），  
ノ、．′ andifplhthenVl（pV，h）≦pV‾1fbrv＝2，3・  

Takingaccountofthesere＄ults，WeObtain  

）
 
 

l
 
 
 

軒
 
 

∞
∑
出
 
 
 

＋
 
 

l
 
 

（
 
 

n
購
 
 

∑聖毎1（刷≦  
9≦q   

1＋＋0（p－3＋り  
p  

≦ロ   
グ≦q   

p十九  

×離＋箸＋0（p‾書中））  
plん  

≪蓋卜箸）≪（logQ）C去  
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Simi1arly，WeObtain（v）and   

云輔（州≪針仰書鳩（1＋0腔））≪1， 9＝1  
Whichgives（vi）・  

W占turnto（iii）・Asismentionedin［39，p．50］，Weget  

p‾6u‾叫 （リ＝1），  

p‾6u‾叫 （γ＝2，3），  （   

V＊（pり≪  

払rl＝3u＋v，1≦v≦3，andwehave  

∑官主v＊（ヴ）≦n  

9≦q  p≦q  （ 1＋姜輌））  

≪蓋（1＋0（p‾書））≪1・  

NowweuseLernma20．1，andobtain  

酬ま1Ⅳ＿号（  

9 1円α）I6dα≪∑ ∑  lu（動6＋ヴ 
3埴  

dβ  

曾≦ql   α＝1  

（d沌）＝  

≪左Ⅴ＊（ヴ）かよ≦与紳β＋〃雄亡  

≪Q2＝〃（logⅣ）‾月1，  

上2 
醐α≪。1£法帖土 

＿音 

6 

刷＋ヴ3仲）卵  

≪去。崇刷曾）／叫〃2】腑＋〃汁2亡 l剖≦喜  
≪ ＝叩0抑β1  （20・2）  

Ontheotherhand，brany肇⊂コ，Wehavetrivially［F（α；Q3）l≪N喜，and，  
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by［40，Theorem2］，  

（20・3）   か榊）－8dα≪Ⅳ書・  

The＄eeStimateswith（19．2），（20．1）and（20・2）yield，fbrj＝1，2，  

岬）≪禦岬（α）－＋榊－）喜 （上1㈱2dα）喜×  

1  

×（か（α）・6dα）首（上1（…8＋・酬巧言  
（20・4）  

≪〃喜（logⅣ）一月   
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21・OntheintegralIk（mo）   

InordertoevaluateIた（双0），WeneedanappチOPriateapproximationof  

Dk（α）fbrα∈mo・Asfork＝0，Weknowthefb1lowlngreSult・   

LEMMA21．1．Le七  

紬）＝乳芸〃慧  

（i）ざuppo5e亡J】atl≦α≦曾≦Ql，（α，曾）＝1，α∈那0（曾，α）andα＝（α／ヴ）＋β・  
Tムe刀Ⅵ杷ムave  

瑚α）＝瑚恒0（〃exp（叫仰）））   

ⅣheTeCllsaposltjveconstantdependingonLYOnB．  

（ii）鞄rlβl≦1／2，㈹ムave  

紬）≪欝血（蒜，肝1）・   
血d允汀圃≦1／ノ好，間ムave  

〃（9）2  血n（〃，lβl‾1）．  端（β；曾）≪   

甲（9）logⅣ  

Fortheproofof（i），SeePrachar［34，VI，Satz3・2，p・180］・Theinequalities  

in（ii）fb1loweasilyfromthewellNknownestimate∑ゆe（nP）≪min（x，IPJ－1）  

fbrlβI≦1／2，bypartialsurnmation・  

Asfbrtheca5ek≧2，Motohashi［28］showedasu餓cientresultbrour  
aim．Thoughheconnnedhisattentionwithinsquarefreeq’s，hisargument【28，  

Lerrmata5，6andp．60］stillworkk）ra11q’swithslightdi鮎rences・Herewe  

followhisway．  

Fbrs＝J＋ii，q＞1，andfork≧1，Weintroducethefunctions  

∞  △鳥（β；言）＝芸e（言m）d勅〃，  
△た（β；冨）＝志差c湖畔，  

1 ⊥  

畔；曾）＝高岩  
（α，9）＝1   

and   
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叫β；曾）＝酢－（げ）堰響）－  
dた（〆p‾1  

（1－p‾1）‾1（1－p一った   

Wheregp＝gp（q）isthenumbersuchthatp9pisthehighestpowerofpdividing  
q．Aftersomecalculation，WeObtain  

（21・1）  翫（β；ヴ）＝qβ）た翫（β；曾）．   

Ifk≧2and（a，q）＝1thenwehave   

△た（β；言）＝真裏姜 e（言∫m）d庸）（町  
αrn≡ゐ（mod9）  

＝醐酢－（1ザ）た一億欝））＋  
ん  

9－1．．    廿1∑△1（β；特急e卜筈）△た－1（ざ；計 わ＝1J＝1   
Thenwesee thefo1lowlngfactsbyinduction on kwithknown resultsonthe  

Lerchzetafunctions△1（s；a／q）andtheRiemannzetafunctionC（s）．  

（i）△k（s；a／q）canbeanalytical1y・COntinued toameromorphicfunctionover  

the whole complexplane，Whichis holomorphicsave apossiblepole at  
ざ＝1．  

（ii）If（a，q）＝1thenthemeromorphicpartof△k（s；a／q）ats＝1doesnotde－  

pendona，therefbre，Ak（s；a／q）hasthesamemeromorphicpartas中k（s；q）  

atβ＝1．  

（iii）Fbranyfixed∂＞0，WehaNe  

△た（β；言）≪ヴ鳥‾1（1＋畔‾頼）′2），  

unifbrmlyfbrlβ－11≧1／2，α≧1／2．   

Nowwesu占poseq≦Ql，（a，q）＝1，andx≧JⅣ，andputT＝X46with  
6＝∂（k）＝（10k）－1・ApplyingPerron，sformulawiththefac七slistedabove，We  
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obtain  

1＋∂＋盲丁  

左…（言m）＝孟1．よr△た（ポ糾岬∂r‾1）  
＝Tた（q）＋0（影ト2∂），  （21・2）  

WhereTk（q）istheresidueofせk（s；q）xS／sats＝1・Fork≧2，itfbllows丘om  

（21・1）thatせk（s；q）hasapoleoforderkats＝1・rIbwritedownTk（q），We  

usethevalue硬）（q），Say，Ofthej－thderivativeof＠k（s；q）ats＝1，andthe  
numbersT7k（j）deAnedby  

∞  

（β－1）たく（β）㌔‾1＝∑柚）（β－1）メ（as・5→1）・  

J＝O  

Putting  

立志勅－ん）◎鮎），  
九＝0  

0㌘）（曾）＝  

（た－1－ブ）！  

Wehave，払rた≧2，  

た－1  

Tた（曾）＝霊∑0ピ）（抑og叶トJ  

J＝O  

Then，Lerrma21・2（i）belowisderived丘om（21・2）bypartialsumTlation．   

NextweestimateO㌘）（q）．jWtersomecomputation，Weget  

姉；曾）＝曾－β崇〈岩（恥＋ヱ‾2）（ト仰（叫  

（gpJヱ「2）州一叶1（ト押（ト州 

and  

〉，   

dた＿1（曾）  
0㌘）（9）＝  ◎た（1；曾）≪  

（た－1）！   

Fbrl≦j≦k－1，Wehave  

◎錮）＝孟夏  
◎た（β；ヴ）  

／  
1β－叶＝（log2す）－1  

dβ≪守一1＋亡，  
（β－1）汁1   

andOピ）（q）≪q－1＋e．Fromtheseestimates，WededuceLemma21．2（ii）below．  

Wbcometoaconclusion；  
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LEMMA21．2．fbrk≧2，1et  

た－1   

和銅）＝∑0㌘）（曾）∑（（logm）た‾トづ＋（た－ト即ogm）た‾2‾類（可け  

ブ＝0  †－≦Ⅳ   

（i）Suppぴe沌a亡1≦α≦ヴ≦Ql，（α，ヴ）＝1，α∈研0（ヴ，α）andα＝（α／ヴ）＋β・  
me月間ムave  

功（α）＝端（銅）＋0（Ⅳ 
ト（10町1 

）．   

（ii）托r‡βl≦1／2andゐr曾≦Ql，Weムave  

dた－1（ヴ）  （logⅣ）た‾1血n（Ⅳ，圃‾1）．  n（β；9）≪  

Ⅵ屯write  

岬0）＝ム坤）ダ（項瑞）ぬ 
－ム 
姉）岬（咽隼叫血  

（21・3）  

＝亮0）（研。ト亮1）（那。），Say．  

ByvirtueofLemma20・1（iv），LerTma21・2andtheestimate（18・2），Wehave，払r  

た≧3，  

冊0）＝∑＿妄皇／紬） J 9≦q 
Ⅴ（ヴ，α）  

γ（β）×  

l（㌶註1刷≦垢1   
汀り∈切  

（J＝1，2，3）  

×e（（m雪＋m…＋m喜一叫言＋β））dβ＋0州0抑β）  
dた＿1（曾）  ′ヽ■■ Ⅳ1（曾，Ⅳ－m守一m雲－m喜）lx  ≪（log〃㌍‾1∑ ∑  

mノ∈切曾≦ql  

（ブ＝1，2，3）  

×／叫〃含，田仲＋〃偏町β  
刷≦q；1  

（21・4）  

≪〃喜（logⅣ）た－4（loglogⅣ）喜吋－1）（叫4）＋3  

Simi1arly，byLeITma20・1（v），Lerrma21・1and（18．2），WehaNe  

（21．5）  ぱ）（研。）≪〃喜（logⅣ）－4（loglog〃）4．   

勒can．alsoevaluate亮0）（m。）straightforwardlybyLemmatal，2，3and  
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［39，Theorem2．3］．Fbrk＝0，WehaNe  

（21・6）翻0）＝r （…）360（Ⅳ）上Ⅳ  

where  

（〃－り喜  
胡＋0（Ⅳ喜（log〃）‾β），  

logま   

（21・7） 

Fbrk≧3，Weput  

60（Ⅳ）＝差掛刷＝画一  

∞   

6ピ）（Ⅳ）＝∑0ピ）（ヴ）ウ4（曾，Ⅳ）  
曾＝1   

and   

（21・8）   

1  r 
船 

錮）＝喜（粕（た；二言り上  

then we have  

t（log中九（トり‾喜dま，  

（21・9）  

た－1   

∫£0）（mo）＝Ⅳ書∑餅（Ⅳ柑ogⅣ）た－1－ブ＋0（Ⅳ書（log町月），  
ゴ＝0   

Ⅵ屯notethat   

∈£0）（Ⅳ）＝計（芸）3醍（Ⅳ）  

ウ4（p∫，〃）  

×針＋乞‾2）（ト柵（呵 〉・  
ByLemma20・1（vi），WeSeeatOnCe6。（N）≪1andf㌘）（N）≪1fbrO≦j＜k．  
Inordertoobserve6。（N）≫1andE£0）（N）≫1fbrk≧3，itsu托cest。Sh。W  

（21・10）  1－  ＞0   
p－1  
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C8  

1＋∑ウ4（p∫，Ⅳ神主0）（pr）＞0，  
J＝1  

′｝ brallprimesp・Since一軒4（p，N）］≦2andり（2，N）＝V4（3，N）＝0，Weget  
（21・10）・Next，fbrk≧3weputSm＝∑毘oV4（pt，N）・Then，by［39，Lemma  
2．12］，WehaNeSm≧Oand  

J2 
Ⅳ）◎帥＝ト舶＋若州一什1（‡竺；）狛  

＋◎㌘（pm）‰  

≧（1－p」）た‾1，  

nュ 1＋∑ウ4（p－，  
r＝1  

Whichyields（21・11）・  
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▲′‾－・■   22・TreatmentforRk（N）   

Inviewof（18・3），（19・3），（20・4），（21・3），（21・4），（21・5），（21・6）and（21．9），it  

Sufncestoprove  

（22・1）  ●二‾‾一     月た（Ⅳ）≪〃喜（logⅣ）た－4（loglog〃）C去′，  

withsomeconstantCy≦Ckdependingonlyonk．  

Ⅵ屯put，brた≧0，  

勒（m）＝ ∑巌（れ－m3），  
m＜ml／3  

γ（m；叫＝ ∑ 1，  
ml，m2，m3〔ワI  
m≡＋m…＋m≡＝n   

then  

亮（Ⅳ）＝ ∑ 勒（〃－m卜7¶雪－m喜）  

ml，m2，m3∈別  

＝∑r（〃－m；町鵜（m）・  

n＜」Ⅳ  

（22・2）  

By（18・2），Weget   

（22・3）  

Ⅳ（loglogⅣ）3  
∑r（m；叫≪  
n≦Ⅳ   

（logⅣ）3  

And，byHua’slemma（see［39，Lerrma2・5］），Wehave  

忘r（刷≦Jl・伸α  

≪（上1…4ぬ）与（か伸α）喜  

（22．4）  ≪Ⅳ言車  

Wら丘rstconsiderthecasek≧3・Itfb1lowsfromWblke’＄reSult［43，Satz  
l］that，brγl≦Ⅳ，  

l穐（氾）≪〃喜exp  （22・5）   
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Since  

某響≦芸去＋芸芸＝2loglog両（1），  
P≠1（mod3）   p≡1（mod3）  

W妄（n）≪Nl／3（logN）2（k－1），butthisboundisnotsufBcienttoobtain  we have  

（22・1）・  

Nowweputmo＝【elogN］andde貝nethesets  

伽（p）－1  

∑ 〟＜p≦2〟   

ど（Ⅳ，〟）＝  

mo  

ど（〃）＝∪ど岬，2m‾1（log呵1／亡）・  
m＝1  

SinceNE／2＜2mo（logN）1／e＜NE，WeSeethatifn¢f（N）andn＜Nthen  

＝ 
＋0（1）  

（1。gⅣ）1′（刷 （l。g〃）1′刷 

＝loglogN－logloglogN＋0（1），  

whence  

＋0（1）  

嘉響＝p≦忘）い響＋ （1。州′l。gⅣ）1′く 
≦loglogN＋logloglogN＋0（1）・  

Thus，by（22・3）a・nd（22・5），WehaNe  

（22・6）   ∑γ（〃一円；叫WHm）≪Ⅳ書世g〃）た‾4（loglogⅣ）妬2  

n＜．Ⅳ         呵繹（Ⅳ）  

Next，WeeStimatethecardinalityoff（N）throughthewayindicatedin  

Plaksin，spaper［33］・For（logN）1／e≦M≦NEandanaturalnumberL／，WePut  

伽（p）－1  
∫（Ⅳ，叫〝）＝∑  

n＜JV   
∑  

Jオ＜p≦2〟   

Andletらbethesetofnon－PrlnCipalcharactersxmodulopfbrwhichx3is  
PrinCipal・Itiseasilyobservedthat＃Cp＝20rOaccordingasp≡1（mod3）or  
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not，andthat  

伽（pト1＝∑x（m）・  

X∈Cp   

MakinguseoftheP61ya－Vinogradovinequality，Weget  

g（Ⅳ，叫＝ 
〟2〝 
（1≦J≦2〃）   （1≦J≦2〝）  

≪Ⅳ〟‾2〝ぶ1（〟，〃）＋25〝〟レlog（（2〟）2り，  

ぶ1（叫〝）＝ ∑  
〃＜ダブ≦2〝  

（1≦J≦2〝）  

∑  
1・  

XJ〔Cり   

（1≦J≦2〝）  

n；：1かsprincipal・  

鴨notethatifxj∈Cp，（1≦j≦2u）andn言：1Xjisprincipal，thenn言：1Pjis  
apowerfulnurriber・AnaturalnumberIisca11edHpowerfu1乃ifp2  
factorspofl．Thenumberofpowerfulnunibersnotexceedingx  

Golomb［12］・）Sowehave  

ぶ1（叫〃）≦22レ（2〝）！∑1≪23〝（2〃）！〟〝・  

J≦（2〟）2レ  

tispowerful．  

Jbrallprlme  

SO（1斤）・（See  

Then，by（22・7）andthedennitionoff（N，M），WeObtain  
（22・8）   

膵（Ⅳ，〟）≦m呂〝ぶ（〃，〟，レ）≪（logⅣ）3レ（（2〃）！〃〟‾レ＋〟〝log（（2叫2〃））・   

Ⅵ屯choosez／SOaStOSatisfyMV≦vW＜My＋1．since（logN）1／E≦M≦  
NE，itfbllowsthat  

亡〝  」 ノ 仁logⅣ  〃ト＜〟＜〃与 and 〝≦三                  入r主＿F ノ1。「レノ入丁主】＿＿＿＿           、…    W‘▲“r二 
2loglogⅣ〉  

therefore，（2u）！≦exp（2ulog（2u））≦N亡，and（logN）3u≦N2E．So（22・8）gives  

附Ⅳ，〟）≪〃喜＋4ビ  

mo  

膵（Ⅳ）≦∑晰Ⅳ，2m‾1（log呵1／亡）≪Ⅳ与＋5亡  
m＝1  
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T3y（22・4），（22・9）andatrivialboundl鶴（n）≪N（1／3）＋亡，Wehave  

㍗（〃一柳腑 

（ふ）1）与（妄刷）与  

（22．1。 ≪〃言抽  

rIllleiI－（、（l＝－・lit・ies（22－6）aJ＝1（22・10）yiel（l（22・1）witllC甘＝た＋2fbrた≧3，aIld  

wl】icllCOl明）1e‡∫eSO11rprOOrOrlllleOrelT16．  

W叩rOぐ憫1l・0抽ecaseた＝0・8y（22．3），WellaVeatOIICe  

砧（Ⅳ）≪Ⅳ音（log〃）－3（loglogⅣ）3，  

an（1wllicllissufri（㌧i（ヨr11，t・00l）t・ailla・n aSymPt10tpicbrrnulahr鞠（N）．恥show  

（22・1），W…l一肌l（li岬rOVCt」hist・rivialbo－1n（lslight，ly．  

We胴e翫亜叩か＝1押erl－0＝1（1sieve．Ta．kingz＝Nl／7and K＝3in  
rIllleOreIl－14・l（）r［1礼weol）l壷l   

嘲≪〃貴か響）≪Ⅳ喜寸志響），  
丘）r柁≦〃・‡も嗣lows丘olm症1e（1e爪‡血i000川1eSeもど（〃）仙atif㍑¢g（〃）and  

れ＜〃t．ll（111   

≧ 

嘉響 p≦）小 （刷＜。（刷 
椚机（mod3）  

ニloglog〃一輔oglogⅣ＋0（1），  

whence  
勒（m）≪〃喜（log〃）－1（loglog〃）与・  

Thcre丘）re，inもhesame manner as払r the ca5e k＞3，We COnClude that the  

incqualit，y（22．1）holds伽k＝O as well，Wit・h Cy＝7／2・Nowweobtain  

TheorerI17．  
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