
甘0‡）0I」OG亙C．A軋㌘R，OPE訳甘：rES OF  

F訳虻遁】TOP仁和」OG・ICAもG訳．0‾し「呈？S  

KOHZO YAMADA  

TIiESIS  

Submittedinpartia．1fl．11fi11mer止of  
therequlrementSfbrthedcgreeof   

DOCTOR OFPrI’IIJOSOPI・IYIN MATHIIMATICS  

at the  

UNIVERSITY OF TStTKUBA  

February 19Y2 

95301720   



Ackmow且edgemem七s   

Iwouldliketoexpressmya・PpreCiationtoallpeol〕lewhogavel－1et・Olllatllemat・ics，  

encouragementandfriendship・   

Iammostgratefulto Professors Yasunao Hat，tOri，AkiraKoyanlaandⅢaruto  

Ohtafortheirconsta・ntenCOtlragement・an（1〔1irectioIISf（n：myreSea11、chinmat．hemaト  

ics．Inpartic111ar，Iamobliged toProfessorAkiraKoya・ma・，t・hefirst rca（1erofthis  

paper，forhiscarefu11yreadingandvaIlllablesuggestions．   

Iwoul（lalsoliketoexpressmythankstIOProfcssorsYukilliroKodama・，Ryosuke  

Naka・gaWaandAkihiroOkuyamafortheirencouragementa・n（lillt．el・eStI．  

Ⅸ011ZO YaIllada  

OsakaKyoik11University  

Tennoji，Osa．ka，543JAPAN   



Con七emts   

Introduc七ion   

1 Defillitions and prelilninaries 

l．1TopologlCa・1groups．   

1．2 FreetopologlCalgoups   

2 The Graev pseudolnetric 

2．1Constructionandpropert．ies ‥   

2．2In丘nite（iimensionality．   

3 Neighborhoodbasesoftheunitelemellt  

3．1 Pseudometrics．  

3．2 Construct．ions．   

4 Thek－PrOPertyOfAn（X）  
4．1 Preliminaries   

4・2 Testspaces   

4・3 Thek－PrOPertyOfAn（X）．   

4・4 Localcompactnessof凡（X）．  

2
 
 
 
 
だ
じ
 
仁
U
 
9
 
 

4
 
4
 
8
 
 

1
 
1
 
1
 
 

0
 
0
 
2
 
 

2
 
り
一
 
っ
一
 
 

9
 
9
 
り
一
 
（
‥
ハ
）
＋
C
U
 
2
 
り
］
 
て
リ
 
3
 
4
 
 
 

1
－
⊥
 
 



Introduction   

rnthispaperweinvestigatetopologlCa・ll）rOPert・iesofthefreet・OPOl（〕glCalgroup  

F（X）andthefreeAbeliantopologicalgroupA（X）overaTychonofrspaceX，Whicll  

werenrstintroducedbyA．A．Ma・rkov［16］in1941，aSfollows・  

TheJreetopolo9ica19rOuPF（X）0VeraSPaCeXintlleSenSeOfA・A・Markov   

isthefreealgebraicgroupoverthesetX equlPPedw汀ht・hegrouptol）OIogy  

Thavlngt・hefollowi11gPrOperties：  

（1）Xisasubspa・CeOfF（X），  

（2）ea・CllCOntinuollS ma・I）Ping fromX to aIlarl〕it・raIry t・01）Ologi（二algl、Oul－G  

ext．endstoacont．inuoushomomorphist11rrOITIF（X）t・OG．  

The♪－eeAbelian topolo9ica19rO・uPjl（X）overa・Sl）aCCXin t・ll（∋SCrlSeOrA・A・  

Markovisl・11efreea・lgel）l・ai（‥Al〕eliangro11r）0Vert・11CSetX e（1ull）l〕e（lwit・lltIIC  

gro里）t・（）1）（）logyThavingt・11el”・（）r）ert・i（さS（］）～l・11（1（2）［（）l・a＝arL）it・l・al・y Al）Cli；ll＝  

topologlCaユgro－1PG・  

C   ズ  
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HeprovedtheexistenceandtheuniquenessofF（X）（A（X））overa・Tychon（）ff■sl）aCe  

X．ThecompleteproofwasappearedinA・A・Markov［17］il119∠上い）11tllisl）1．し）（）rWとIS  

verycomplicate（1・T・Nakayama［19］andS・Ⅰくak11t・ani［14］gavctlleSir”Plel）1、OOf壱・  

Aft．era．fewyears，M．Ⅰ・GraIeV［9］exten（1e〔ltlleCOnSt・rllCt・iollOrlll（X）（jl（X））illl・lle  

senseofA．A．Markov・Andalso，hegaveaInOtllerPrOOfort・heexisten（二e an（1tlle  

uniquenessofF（X）（AL（X））int・heserlSeOfM・Ⅰ・Graev・flis＝lainInet▲ho（l（）fI二）1’（）Villg  

theexistellCeOfF（X）（A（X））istlleCOnStruCtiorl（）fi11Varia・nl・”Graev”lrl（山i（：Oll  

F（X）（A（X））overamet・ricsI）aCeX・TheGracvl－1Ct・ricwasl－Sefl－111（二）t・0＝ly r〔）r  

theproofoftheexist・enCeOfF（X）（A（X））buta・1sofol・investigaIt・ionsoft・OPOl（）gi（：al  

propert．iesofF（X）（A（X））・Ont・heot・herhand，it・iswellkn（）Wl－t・11atl，illaSi‖lil～ll●  

argument．，theGraevpseudorrlet・ricca・nl）eCOnStlru（：t・e（1（－）l’lF（X）（一4（X））in＝l（！SCl－1Se  

ofA．A．MarkovoverarrychonofrspaceX・  

InCha・Pter2，WCintroducet・he（二nnSt・r＝（二t・ion，；l・ll（1（liscltSSillrillitIe（1i111叩Si（）llEl・l－  

ityofthe free topologlCalgroup）aS aPPlications ofthe Graev pseu（1（）Ⅰ一一etlric・1n  

Particular，WeShowthat  

ダ（ズ）（A（ガ））cαmmOまco花王α五れ摘e肌んe7・∠c－上占eJNoノ抑伸上e（J五……宜州αJ↑丁↓ル  

ア1ic叩αCeβ∬（／押eユ：α7叩Je∫偏一～川富まγユーd五”ほ7之tS五肌用J川んピJ「rl（上ナ＝用肌J・最用肌m－  

d五77憎もβ五0陀αJ叩αCeJ己γl），祝ノん五Jeダ（∬）（月（∬））五・…肌勅鉦混血血…巌肌車叩岬・   

Thest・ruCtureOfF（X）（A（X））isveI・ySirnpleLLromthealgel〕ra，icl）（）intofvicw－  

itisexact・lythefree（Abclia・n）groupovertllCSel・X・Ollt・hec（）lltrary，t・llCtr（）i）Ol（）gy  

ofF（X）（A（X））israthercomplica・tedevel－forverysil叩1e叩～1・CeSX・In（l（三（モ（l，irtlJl（？  

spaceF（X）（A（X））isArst・－COuntIal）1et・hellXisa（liscret・eSl〕a・Ce（（：r・§’1・2）・nlrlll（！卜  

more，t，hede鮎itioIlOfF（X）（A（X））saysnothirlga・1・）Outally（：…1St・rllCtiv（！r（nll（）f  

opensets，i，e．anOPenneighborhoodl）aSe（）fl・hcunitele＝1entL・ThereroI・（∋，it・SC（モ1＝ぷ  

dimculttoinvestigatethetopologica・1Ⅰ）1・OPCrt・icsonF（X）（A（X））・n・（川1t・11（モⅢrly  

1980s，theMoscowgroup，V．G．Pestov［20］，0・V・Sir）aCllCVa［22］，M・G・rllkaFe＝k（）  

［24］，［25］，andV．V．UspenskiY［26］，ga・VeSOlrleOl）Clllleighl二）Org（）（）（11）と1Se＝）rt・ll（…11it 

element・OfF（X）（A（X）），reSPeCtively・Unfort・tlna・l・ely，tllCirconstIru（‥t・ioI－SareVery  

COmPlicatedtostudytopologlCalpropertics・   

InChapter3，WeCOnStruCtana・lternativeformofaInOPenneighl〕Orl100（1t）aSeOL’  

theunitelementoinA（X）・Itissufricientlysimpleforourinvest・iga・l・ioIIS・ドurt▲ller－  

more，WegiveanopenneighborhoodbaseofOinA2n（X），Where軋（X）（A”（X））is  

asubspaceofF（X）（A（X））払rmedbyreduce（1wordswhoselengthsarelessthaJl  

orequaltothenaturalnumbern．  
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Inourmainpart Chapter4，a・PPlyingtheneighborhood baseofO，We（1iscuss  

abotltthek－PrOPert・yOnA（X）．Recent・ly，A．V．ArhaIlgel）ski‡，0，G．Ol川neVan（1  

V・G・Pestov［4］showed tlhecharactLerizatJions ofa′met，riza．l二）1espaceXsLICh t．hat  

F（X）and A（X）isak－SPaCe，reSPeCtively・Inthel）rOOf，theyl．1Sedt・hefollowing  

COnCreteSPaCeSSuChthatthefree（Abelian）topologica・1grotlf）SOVertIhemarenot  

ムーSpaCeS：  

theFr6chet－UrysohnfanV（Nl）ofcardinalityNl，  

thehedgehogspaceJ（No）ofspininessNosuchthateachspininessisase（1uenCe  

Whichconvergestothecent・erPOint，and  

Y＝Co（x。：α＜LJl），WhereCisaconvergentsequencewithitslimitarld   

（x。：α＜LJl）isadiscretecollection．   

Infact，t・heyprovedthat neitherA3（V（Nl）），F2（V（Nl）），A（］（No）），F（］（No））】nOr  

凡（Y）isak－SPaCe（cf・［23］）・Since，bymostoftheirways，it▲WaSShownthatlll（X）  

（An（X）），aSaClosedsubspaceofF（X）（A（X）），isnotak－SPaCeforsomerlatural  

numberrL，Wenat・11ral1yraisethefollowlngqueStion：  

げ凡（ガ）（Am（∬））五βαムー叩αCeプロT－eαCん乃α加αJ71umぁだ川ノ偏71五占ダ（∬ル4（∬））  

α点一叩αCe P   

However，WeOl）tainthenegativeanswerforA（X）．Namely，  

Am（LJ（K））五βαん一叩αCeかeαCんmαγもdeαCんcα・7茄Ⅷ明雄パ・iムど叫ノ（㍍））五…（〕とα  

ぁー叩αCeげ代≧拉0．  

Althoughthesllbspaces An（X），n＝1，2，・‥，Play aniITll）Ort．ant・rOlet．oinves－  

tigat・e the topologyofA（X），the at）OVe reSlllt sl…VSt・hatIt」hereis agapl、）et．Weerl  

thek－PrOPertyOfA（X）andtheoneofAn（X），1一＝1，2，…・†Ilfact，WeShallgive  

Characterizationsofametrizat）lespaceXsuchthalleVeryA‖．（X）isak－Sr）a溌．Asa  

COnSequenCe，WehaveasiabilitytheoremofthepropertyofjlTL（X），n＝1，2，．．．，aS  

follows．  

グロ7－αme行五gαあJe叩αCe芳ノ摘eJoJJoひ五乃gα7－ee押五即αJe叫  

（a）A4（斉）盲βαん一叩αCe，  

（b）A几（ズ）五βαん－叩αCeノかeαCん7ュ＝1，2，‥‥  
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F11rthermore，WeObtaincharact・erizatio11SOfametlrizablesl）aCeXsucllthatj13（X）  

isak－SPaCeandA2（X）isak－SPa・Ce，reSr）eCtively・Asal・eSult・，W（一11aLVet▲l－ef（）1lりWing・   

（1）7Ⅵe7－e五βα7乃eわー五gαあJe叩αCeズβ1∠Cんま／川∠A2（∬）五βαムー叩…占7上∠dJ（一Y）J…Of  

αゐ一叩αCe．   

（2）meγe五β…乃e才γ古gα占Je叩αCeズβt上Cん如才A3（∬）五5αムー叩αCeん・～上古A4（∬）五…0ま  

αゐ－叩αCe．  

Fromtheserest11ts，WeSha11answertot・11e（1ueStJionsorrll・1Ⅰ・Fa・y，TLT・Or（hllall  

andB・V・S・Thomas［8］forA（X）・   

Ontheot．herhan（1，WeObtainthat・  

げeαCん凡（ズ）（Am（∬））五βJocα勒c川1pαCいんemダ（∬）（ノ1（∬））毎αん－叩αCe・   

In addition，We Obta，in characterizations ofa metrizable space X such that each  

凡（X）islocal1ycompact・  
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Chap七er且  

De飽m畳七ioms amd pre且畳m畳maries   

AlltopologlCa・1sl）aCeSareaSSumedtobeTychonofrandt・OPOl（）gl（：algroups are  

asstlmedtobeTb．ByNwedeI10tCtheset・Ora1111；1It・llra17川111l）（｝1■S・Ourt・Cmlill（）l（）gy  

andnotationsofgeneraltopologyfollow［6］，a・rl（1werercr［11］，［21］r（）Ⅰ・elc”leul，al・y  

propert・iesoft－OpOIoglCa・lgrollPS・Espe（：ia・11y，t・herea・（lersarerererc（lt，OtlleSurVCy  

papers［3］forthetheoryoffreetopologicalgro11r）S・  

1．1 Topologicalgro－ユpS   

AtopologlCalgroupisasetendowedwit・1－1t・WOSt・ruCtureS：that（）fagroul）之lll（1  

that ofatopologlCalspace・These st・rllCt・ureS are COl111e（血（lin stl（：llaW岬t・hat・  

algebraicprol）ertiesoft・hegrot11）afrectt・（）i）Ol（）glCa・11）1・Ol）Cl・tri（モS（）rt・llCSl）～l叫a”（l高L・t 

1UerSa．WebeglnWit・hthe（1efinit・ion・  

Defi11itionl．1．1Let G t）e a Set・thatis a group a・n（1a・lso al）（）i）（）loglCal岬a（二C・  

S11ppOSel－11at：  

（1）thernapping（x，y）→TyOfGxGontoGisa（：0Ilt・inuousnlal）l－ing；  

（2）themapping£→諾‾10fGontoGiscontinuous・  

ThenGiscalledatopolo9iCa19rOuPandt・hetopologya9rOuP tOPOIL］gyOllG．   

The払1lowlngelementarypropert・iesofagrollptOpOlogy areoftenusedin‖1is  

PaPerwithoutnotice・Inparticular，thedescript・ionofa・grOtlPt・OPOIogyl、）yl）l・OPerl，ies  

Ofaneighborhoodbaseofeisimportant．  
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Theoreml・1・2エe才Gあeα吉叩OJ叩五cαJガγ0叩．71んビアも7〃ほメロ船山盲几∫pr叩e7・Z豆eぷん0は  

（1）釣γeαCんg∈C，兢e柳α乃d7－卸如か－α化ぶJα如軋9占…αア、eん0〃ば川√刷〆五ぶけ～＝アユ  

G・rんe五mueγβα才五om五βαJβ0αんomeロ7710叩ん五β〃10㍑G．   

（2）ムeま〟占eα托e五gん占卯んのOd占αβeイe・プ「んeれ亡んeJα”1五～五eβ†ク打‥ガ∈Gα7乙“／∈〟）  

α氾d押ダ：ダ∈Cα氾d打∈〟）αγ・eO押もあαβeかG．   

（3）Gんαβα氾e五g崩0γん00d占αぷeOJeco乃β五β丈五氾∫ロハ1e五甘んん0丁－ん00d打β一～⊥Cん抗α‖／＝亡／－1   

（setshavingthispropertyarecalledsymmetri（＝）．   

＝）／■「・J▲・●l＝・…リノム‥〃h・●／・‥イG＼〃．－1∴＝りり・′＝‖＝／β／＝7・ん山「けさノ．／／′川．川瑞＝／  

且4∬e叩∽・〝Aαmd月αγ、e CO†叩αCい／ん鮒カ月五βC（川叩αC∠．〝▲4五＝Joβピd  

α氾dβ五βCO7叩αCf，班e7もA月α71dβAαナーe（：／0βed．   

（5）ムeまAαmd月あeβせ上古βeねoJGノよんe71   

（a）万有⊂万雷，   

（b）瓦‾1＝A－1，αmd   

（c）£二屯＝㌫布JⅣαJJ諾，y∈G．   

（6）仇e7、y叩eれβ祝あガγ0叩OJG五βCgOβed．  

TheorelTll・1・3エeまGみだα∠叩OJ（フ函αJ押ブ岬ノαTld〟…e五ガん占口Tlん0ロd占耶eO．巨．7¶－んe71   

（i）∩〟＝（e），   

（ii）ノ膵eM”－yU，V∈〟，翫グーe五βαⅣ∈〟β1けん〟皿＝〝⊂〔ノnl′，   

（iii）かe脚－yと／∈〟ノ侮γe五βαV∈〟βl上Cん血＝′2⊂町   

（iv）ノ即－e㈹γy打∈〟，拍ereゴβαV∈〟β肌兢〟紺＝′‾1⊂町   

（Ⅴ）かe脚y打∈〟α乃dご∈打，如才、e五βαV∈〟ぶ－上Cん兢αまご1′′⊂U∫   

（vi）かe㈹γy打∈〟α乃d£∈Gノ兢e7－e五βα1′∈〟β祝Cん摘αfごVエー1⊂乙J．   

Cロ陀むerβeJy′JeまGあeαg7－0叩，α陀dJef〟占eαJα7乃軸小一uらβeね0ノGむノ混沌e動五fei托一  

桁βeCま血叩pe咄かⅦん五cん（i）～（vi）んロはmeγも∠んeノαγ乃軸（志げ‥エ∈Cα7も‘‖†∈  

〟）α71d押£：諾∈Gαれd打∈〟）αγe叩e71占αβeJo7－α∫γ0岬わグロJ叩yO†とG．  
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Wecal1theaboveproperties（i）～（vi）theaユ：ioms of9rO・uP tOPOID9yOnG・The  

axiom（iii）impliestheregularityfortopologicarlgroups．  

Corollaryl．1．4エefGゐeαfopoわg五cαJ即－0叩．釣7－e昭一封氾e五甘ん占ロ7ふ〕ロ〃†oJピ，J最7・e  

盲βα乃eゴ〟肋rん00dVロイeβt上Cん才力α才▽⊂打．了1ん叫G五β丁－eガて血7－．   

The L’01lowing resl11t showsinpa・l・ticl11arthat t・he a・Ⅹiom（vi）canl）e ra・（1i（二a＝y  

improve（‖orcornr）a・CtgrOuPS．Thisfa・Cl－WilllL）euSefulinsevra11）1acesillttleSe（luel・  

C（）rOllaryl．1．5上′e才G占eαま叩OJ叩宣cαJ即一明），Jビ膵占ビαアユy†托五〟んんⅣん00d（イビ，〔…d  

Jeまダムeα氾y C川叩αCまβて上み、Se亡0′G．rんe7ユよんeT－e五・＝＝昭和妨げ玩肌‖′0／ビβ“どん血∠  

．1・l′．丁ご‾－‾1（＝「リt・けrlJ／て・∈ノ・「．  

ThefollowlngreSult・ist・hehonlOmOrPhisrntheore汀一fortol）OloglCa・1gr（明）S・  

TlleOI・el111．1．6エeg Gαmd G占eま叩（ブJ叩川J占椚フ岬βて上∫五まん肌五とeJ紺昭1′占ビ‘川（上古∫  

↑－叩eCHueg肌αmdgeりむeα↑10peTも，C（乃l血…5ん0”刷m叩ん五β7＝JG（〕血∂・7－－ん用  

紙eね押流函cαJ押子宮emfガ7一口叩G／ノ、－1（百）狛坤車両勅料m叩品付記・   

Wc（二Ol・lCltl（let．hisscct．ionwitllt．llC（lcscl・iptiorlOL、agroup tor）Ol（）gyl〕y＝leallS（）L’  

afalmilyofleftinvariantpseudolnetrics・Tllisimpliest・hat・eVeryt・OPOloglCalgrc）tll）  

isTychonofr．  

Definitionl．1．7AmetricorpsetldometricdonagroupGissai（ltol）eleftiTL・I］u）・l－  

αγも‖fd（叫鞘）＝d（ェ，y）ro－‥allα，霊，y∈C・Ird（コ㌃（一エ，〟（－）＝（ノい，〟）l－（）lta・11t－，Jニ，∫ノ∈（1，  

thendissaidtoberighiinvariani．Tfdisbothleft・an（1right・invariant・，it・issai（1t▲O  

beね川＿β盲ded古氾〃αγ古α乃ま．  

TlleOl・eml・1・8エef押た‥ん∈〃）ゐe…呼ばれC…J里〃7川ばわ、オ＝1eオ〟んk7、んロOd…ノビ  
00  

五mα才叩OJ叩壱cαJgγ叩Gβ祝Cん混ま喘1⊂U／0γ－eαCんた∈〃＼上元上月＝∩亡／た・me7も  

ん＝1  

兢eγe五βα町子五几Uαγ五αmまpβe祝do7乃e行五cdomG5㍊Cん兢α才ご  
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（1）d五βCO†も加祝0叫   

（2）d（諾，y）＝0げαmdo氾Jy再‾1ェ∈勘  

（3）d（諾，y）≦2‾刷ひんeme・Ue才一y‾1㌶∈ぴん，  

（4）2‾太≦d（£，y）てノ′んe柁e脚、訂‾1∬¢と／ん・   

瑞盲mαd（砧0†も′∬〝んご‾1＝打たJo7－αJJユ：∈Gαア1dん∈〃7〟ほ丁もdオ＝ム＝・オgんどわ川α7－よαm・f  

α・柁rJ   

（5）d（ご‾1，y‾1）＝d（諾，訂）JoT－αJJェ，y∈G・  

Theol・eml．1．9エ・efGむeαま叩OJ叩五cαJ∫710叩ノダα71eJeけ脚tfロゾG∫α化dダαCJoβed  

β㍊占βだまロメGれ0とc（〃血五7血タグ・rんe陀兢e7－eねαC椚摘心肌・～ノ・β7－eαり1川C加†1せ一皿Gぷu〔・ん  

まんα巨ゾノ（g）＝0紬恒炬）＝1Jo7－eαC／ん∬∈ダ・m・！ノ・βC五β7甘c／川7＝櫛  

1．2 FTee七opologicalgoups  

Int．llissection，Wehavca（1ennit・i（）J10［thcfree（Al－）elian）to‡）0logicalgl・Our）SaJ∫1ぐ1  

SOmel）1・eliminaries．  

DefiniTEionl．2．1Thejreeiopolo9ica19rOuPF（X）overaspaceXi11tlleSenSe Of  

Ma・rkov［17］is then：ee algel）ra・icgroup over t・heset・X e（1’＝il）l）e（lwitlll‖le grOuI，  

topologyTha・VlngthcfollowlngPrOPerties：   

（1）Xisasubspa－CeOfF（X），and  

（2）eacllCOntinuousma・PPingfromXtoana・rbitraryt・01）OlogicaIlgroLIP（プexten〔1s  

t．oacontinl10uShomomorphismfromF（X）t・OG・   

ThejreeAbeliantopolo9ica19”uPA（X）0Vera・Sr）aICeXintJhesellSeOfMarkovis  

thefreealget）ralicAbeliangroupoverthesetXeqし11PPe〔1witllthegroul）tOl）（〕1ogyT  

havingtheaboveproperties（1）and（2）foranarbitraryAbeliant・OpOlogi（：algroup  

G．  
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Remarkl．2．2M．Ⅰ．Gra．evextendedt．heconstruCtionofF（X）（ji（X））in‖1eSCnSe  

ofMark（）V aS follows．   

LetXbeaspacewithadistinguishedpointe・TllCn，t・hefreet（7P（7lo〝iL・“lHl朋LP  

FG（X）intJhesenseofGracv［9］ist・hefl・eCalgebl・ai（二grOul）（”（汀t・lleS（さ1・一Y＼ト）  

wit・htheunitclernenteande（1ulpl）edwitllt・hegrolll）t・（）l）OIogyllaVirlgt・11Crullowi＝g  

PrOPertJies：  

（1）Xisasubspa・CeOfFG（X），and   

（2）fbrea・（‥h（：0山ill11011Sma・r）PingfofXint・（）allaLl・l）it・rarytJOl）（）l（）gicalgr（）lll）（7sll（二h  

t，haIt・／（e）isthcunitelernent・OfG，t・11ereisal111iquecontli”10uSlrlO”10111t）rt）llis”  

アofFb（X）intoGsuchthat7lx＝f・  

Simi1arly，let．X be asl）a・Ce Witlla（1isl・inguishe（11〕（）i11t O・Thell，tlle／］・”・！lbtt  

J叩OJ（ブタ五Ⅲ・Jタ71（）叩ノ1（∬）0Vera・SI〕a・CeノYinl－11eSel－S（＝）1－〔汗ale、7is t・11e行腔algel）riti（■  

Al）elia．ngro11POVCrt・heset・X＼（0）wit・ht・hcullit・ClⅢ1er11・Oc（l＝il）l）e（1witllt・11egrOl岬  

topologyhavingthea・bovepropcrties（1）al一（l（2）f（）rarrlarl）il・raryAl）eLia111・（）Ⅰ）Ologic；11  

group〔7・  

Inthispaper，WeuSethedeLinit・ionofthefree（Al）Clian）toI〕r）logi（二algroupF（X）  

（A（X））givenbyA・A・Markov・  

Notations．We（1enotethc unilele・meTLtOfF（X）l）yピ・AIly〃∈F（・Y）LさX呵）t・e  

hastheunlquereducedrepresentatioI10ft・he rorl’n9＝ユ：；lユ：昌2・・・J：；，′n，WllerCJ：l∈X  

a・ndEi＝土1fol・i＝1，．．．，n．Wepllt・   

ゼ＋（ダ）＝l（壱≦m：ど壱＝川，た（g）＝t（五≦Tl：どi＝－1）l，a」11（l栂）＝叛（ダ）＋軋（∫汗   

Weca11t・henurnberP（g）thelen9thofg（bydennit・ion，e（e）＝0）・Foreachn∈N，  

1et凡（∬）＝（ダ∈ダ（∬）：栂）≦可（l）y（lenl－itiorlノ引一打）＝†ピ））andtl（捕11el・11e  
′ 

mappingin：斉n→凡（X）byin（（xl，£。，．．．，X，L））＝ユ：1ユ：。・‥ユ‥丁上foreacllJ・．∈鳶7L，  

where芳＝ズ0（e）⑳ズー1   

Analogously，Wedenotethe unitelementofA（X）byO・Anyg∈A（X）excel〕t  

Ohastheuniquereducedrepresentationoftheformg＝elユ：1＋ど2諾コ＋・・・＋En霊1L，  

Wherexi∈XandEi＝土1fori＝1，．．．，n．Weput   

恥（g）＝l‡五≦n‥ど；＝川っ た（タ）＝t（五≦れ：どよ＝－1）1，and栂）＝ゼ＋（ダ）＋ど＿（〟）．  
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Weca．11thenumberP（g）thelen9ihofg（by（1efi11ition，e（0）＝0）・F（）reaCh”∈N，  

1et，』7t（∬）＝†グ∈A（∬）：栂）≦↑－）（by（1e砧it－iollノlo（∬）＝（0‡）il11（l（1（痛∫1etlL（モ  

mappingJ氾‥万れ→ATl（ズ）by㍍（（ェ1，ご。，…，ユ：れ））＝諾1＋ユご3＋・‥＋㌫」（γ「・2a（二11  
㌫∈斉γ1，WIlere方＝ガ0（0）①一方．   

Inthispar）el・，al11resl11tswhichhol（lfol・1）OthF（X）an（1A（X）willl）（モf（）＝皿1ate（1  

forF（X）andthecorrcspondingrestlltsrorA（X）willt）eib＝Il11lat・C（lirlrOlln（＝）raCk－  

ets・Ifproofsinl〕OtllCaSeSareSimi1a・rt・（）eaChot・ller，WeWillglVCOnlyaII）r（）（）L－［（）r  

ダ（ズ）0血ttingtllall・forノ1（方），   

ThefollowingfundalTlentalpropertiesrcla・te（ltoF（X）（jl（X））arcof●ter”Se（1in  

thispaper（see［2］and［9］）・  

LeInmal．2．3（1）エd∵rl録α即－0叩f叩OJ叩yJⅣJ「（∬）（叫耳））山品止石高机肌  

摘eoγ五gオ氾αJま叩OJ叩yメロγズノまんe71γ1≦γ．   

（2）me7乃叩如れ∫五71五βCO7ほ玩肌用5木げe鋸坑門∈〃，β0摘αJ几しY）（珠とトY））豆β  

co7叩αCり0γeαCんれ∈〃げ∬五βCO7叩αビf，   

（3）∬αナもd軋（∬）（ノ1れ（∬））′れ∈〃，α↑、eCわβedβl上古叩αCe…ナノr（一Y）レl（∬））■  

Proof．The staItCmentS（1）and（2）a・l・e CaSily scen t）y tIlle（lefillit・i…l（）r F（X）  

（A（X））．Thcrek）re，WeSha・1lsl10Wt111eSt・alLementJ（：i）．LetI／7Xl）Ct．ll（三Sl・し）n（三j：t，（二11  

COmPaCtincationofX．Then，fort・heil－1（二1tlSiorlIl－a・Ⅰ）1）illgi：X－→F（βX），tllCrぐis  

acontil川OuShomomorphism言orF（X）illt・OF（βX）suchtrllil′t・損＝i．「11hisfo11＝VS  

tIlat  

言‾1仇（βガ））＝軋（ズ）foreacl－n∈肌  

Bythestatements（2），eaCh凡（βX）iscoml－）aICt」an（1hence（：lose（li‖F（βX）．’rll（汀C－  

fore，軋（X）isclosedinF（X）foreachn∈N・   

Now，Weintroduce animportantsubgroupFo（Ao）ofF（X）（A（X）），Whicllis  

VeryuSefulforinvestiga・tionsoftopologica・1pr（）1）el・t・iesofF（X）（A（X））．hlraCt・，t・llC  

followingresultforj㌔（Ao）hasbeenoft・enuSed．fIere，Wegiveasi111I）leproof．  
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Lemmal．2．4エef凡＝（g∈ダ（∬）‥g＋（ダ）＝た（再）α7＝gJo＝（ダ∈ノ1（∫）  

g＋（ダ）＝g＿（如）・rんe71晶（Ao）ね…両脚Ⅷ勅7、川タロノダ（∬）ト4（ガ））・  

Proof．Let f be tlrle COnStant ma・PpingofXilltO the a（1ditive（1iscrete gr〔）up Z  

OftheintegerssllCh t・hat f（諾）＝1for each x∈X・Then，t・hereis acontinuollS  
Z 

homomorphismアofF（X）ontoZsucht．llat7lx＝f．SirlCeF。＝7‾（0），t，his  

yiel（1sthatFbisalClopensllbgrotlPOfF（X）・   

ForacompactsI）aCeX，M・Ⅰ・Gra・eV［9］sl10We（ltlhatt▲11efreegrouI）Lopol（）gyis  

determinedl）yt・hecollectioIl（軋（X）‥n∈N）（（An（X）‥7一∈NI），aSfollows・  

Theol・eml．2．5エefズんeαCロケ叩αC孟叩αCe．rんeナtαぶ・正路＝／扉ダ（芳）（A（JY））・よβ  

叩餓五†lダ（方）（ノ1（∬））げα↑ld o埴吏／〔／∩凡（∬）よい〕押もわ↓几（芳）（Unノ1氾（∫）豆占  

Opem五γムA几（ズ））／oreαCんm∈肌   

Usingl・he above theorem，WeShal1show thefo1lowil－g fact・，Wllicllis arlso well  

known and has been often used．  

Coro11aryl．2．6上・eと∬占eα叩αCeαアId打αC川岬侶二と．s・～Jん5eま（イF（∬）（ノl（宵））■丁ソ憎1，  

〟五βCD†山α五氾ed五m凡（∬）（Am（∬））J肝鋸け丁ばm∈肌  

Proof．Let．言bethecontirluOuSllOmOmOrr）hisrnofF（X）iIlt・O F（，OX）sHCllt・11at・  

；1x＝i，a・Sinthel）rOOfofthestat・erlleIltS（3）ofLc”i山とLl・2・：う．Si11Ce＾’isa（・01－11〕aCII  

subset ofF（X），言（H）is acompact slll）Set・OfF（βX）．Now，、Ve Slla］lshow tllat  

言（1（）iscont・a－inedin軋（βX）forsomell∈N・Assl111－1ethe（：OlltlraI・y，t・lletlt・llCrCis之l・  

seq一，一enCe（9n：n∈N）in言（K）suchthat・  

恥∈軋－＋1（β∬）＼穐，‘（β∬），   

where（kn：n∈N）isanin茄11itesubsequenceofN．ByvirtueofrrlleOreIIll・2・5，  

（gn：n∈N）is adiscreteclose（1subset ofF（βX）．Thisis aconl・ra（．1ictri叫all（l  

hencethereis an n∈N s11Ch that  

∬＝言‾1言（呵⊂言‾1帆（卵））＝軋（∬）．  
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Weconcludethissectio11Withthe払1lowil・lgreSultol）t・airl（三（it）yM．Ⅰ・GratモV［t）］，  

Whichsl10WthatthetopologyofF（X）（A（X））iscomplicat・C（1evcrlforsilllPle叩aCCS  

∬．  

TlleOl・eInl・2・7上e才∬占eα叩αCe・〝ダ（∬）（ノ1しY））ゴぷかβ∠－C〔HエアZ～α町〃ほ′上山  

叩αCeズ7乃マムβf占eαd盲βCブ1eまe叩αCe．  
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Chap七ey2  

甘払e Graev pseudome七訂ic   

In tllis chapt（汀，Weintroducc the construct・iollOl－thc Graevl）Seu（1（）111etric oI1  

111（X）（A（X））．As a・n a・PPlica・t・ion，One Oftllelrl（）Stlirnport・a11t・1・eS111Ls f｛）ri11VeSl彙i－  

ga・tionsoftoplogi（二alpropertiesofF（X）（ノ1（X））isol）l・aine（1，WhicllWaS上｝1・oVeし1l）y  

A．V．Arha・ngel，skiY［2］andC・Joiner［1こi］・Fi11aI11y，WC（liscllSSin［inite－（li＝leJISi…la】ity  

Ofダ（ガ）（A（ズ））．  

2．1 Cons七川C七iomamd prope雨ies   

Weshallconstruct．theGraevpseudomet・riconF（X），Sinceit・CaI＝）eCOnStr11Cte〔l  

forAbelianca・Se，analogously・Beforethe（二OnStruCt・iol一，Weint・rO（111CeSOmenOtiorlS・   

Let）S（X）bet・hesemigro叩Ofa11（re（1uce（laI一（11111rC（lllCe（1）wor（lsillLllelct・ter  

芳．仙elユダ（∬）istlleSetOfa．11re（l11Ce（lw（）r（lsl－1て）‖15－（∬）．TllCIで1a血Ⅰ用≡んー（）r  

9，h∈S（X）implicsthatt・hcwordsg andんcol－Sist・（）ft・hesalrlCrll1111L）∈汀（〕flct・t・erS  

a・ndtlliercol・reSPOn（linglet・t・erSarCi（lerltical・ByL／＝h、Veilnl）1ytIIICC里Iillity（）ftlIle  

reducedformsoft．hesewords．Letg≡xIX。・・・ユ：，L∈S（X），、VllerCeaChl：I∈芳．rllhe  

n11mberniscalledt・11elen9thofgdenot・e（1P（y）．Not・icet・hat・fol、ca（二lli］∈F（X），tIlle  

definitionsoflengtharecoincided．   

Let X be aspacc anddacontinl10uSl）SetldometriconX．At・first・，WeC（mSi（ler  

thefollowlngCOntinuouspseudometricd′onX：  

d′（∬，e）＝d′（£‾1，e）＝1foreachご∈∬，  

d′（∬，y）＝d′（∬‾1，訂‾1）＝d（ェ，封）foreachェ，訂∈芳，  

d′（㌫】y‾1）＝d′（だ‾1，y）＝d′（ご，e）＋d′（y，e）foreacl－ご，y∈∬．   

Nextweextendd／toallofF（X）．Letg，h∈F（X）．Wedefine  
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ん  

鞄，／も）＝irlf（∑d′（∬；，yf）：g′≡ご1諾2… 詰ん，ん′≡机〝2‥潮∈ぶ（方）  
l＝1  

sllCムtl－atタ＝g′a・rl（用＝／と′）  

た  

Forconvcnience，WePllt4（g／，h／）＝∑d／（xl，yi）・M・r・Graevshowedtherollowillg  
よ＝1  

importantpropertyof言．sinceweusethepro（）flatcl・，WeglVearl（）11tIlitl（三Oftlle  

proorllere．  

Proposition2．1．1Pbreveryg，h∈F（X），lherEHLregl，ん′∈S（X）s・L［（二・／Llh・at  

g＝〆，ん＝ん′，αアIdて晦，／l）＝抽′，んケ  

O11tline ofthe proof． Let g，iL∈F（X）a・n（1i］＝町：2・・・ユ：…，h≡yly2・‥y，L  

re（1ucedforms g alnd h，rCSPeCtively，Where ea・Clll＝i⊃仇∈XuX－1Take ally  

gI，h／∈S（X）sucllthatg＝g／，h＝hIa・rld  

（＊）（芙：≡冨三冠∴●．－昌5≡㌶豊二二蕊ご議；…  
whereeachai，bj∈芳，eaChAi，Bi∈S（X）sucht・llatlJli＝B，＝ビ・lnt・ll（三a・l）（｝VC  

representat・iol（＊），WeCa11each （貫）acolumn・Ta・kea頼ntllet・OPlineof（芋）・  

Underthisl＝ilSane】emcnt・ul・IfullSal－eOrOn（∋（）＝・he仇，t・henwestI（）l）・Ot・ll（！【・WISe  

ulisinsomeB，l，SOthereisauTlinB，11・AboverLLTlisa・nelenlentl．L3iIltlrletIOr）  

line．rfu2iseithereoroneofthe㍊iJ，tllenWeStOP．Wcc（1）1」1t・irl11etllisprocessulltil  

itst・OPSaSitmust．Therea・refourpossiblecases，eSSel止ia11y．  
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Inthecase（1）and（2），1etreplacealluibye■Arl（l，i11tlleCaSe（3），letl’ePlace  

a11u2i－1byyj，andallu2ibyy；1・Finally，inthela・StCaSe（4），let・rCPlaccal＝砧－1  

by持1，a・ndallu2ibyxi／・Wecarryollttheabovel）rOCeSSfortllel・eI－1airllrlg；l：ka・l（1  

next，forthercrnailli11gyL（t・hismeanstlla・tforexal’nPIc，WC（loll’t・Cal．ry（〕llt・foI－：l：lJ  

ift．he case oft．he processforsome xiis（∠1））・Ifaft・el、a・11theseI）1・OCeSS We aL’elcL■t  

withacertainnllnlberofcolumns，WerePlaccalllett・erSin＝1eSeCOlumnsl）yビ・At・  
′
し
）
 
 

；二．  
intlleglVerl、Ⅴ（）1・しIs・CoIISe〔111（汀1‖y，、V（用l）l」aiIlt・、～・（）  last，WeremOVea，］1columns  

newwor（1sglandhlillS（X  

PrOPerties：  

And】WeCa・nl）1・OVet・lla・tylaⅢ1hlllaVCtllCJ、（）11uwi11g  

（1）gl＝ダフ／も1＝んandゼ（gl）＝ゼ（んり，  

（2）ea（：hlet・tCrSint・hcwordsgla・n（1hliscit・herユ：；i，y；］，Orピ，WllClleどI＝土l＝f，，  

（3）undereachxitherestan（1seithere，XJl（i≠iI），Oryj；Onthct・OPOfcachy，   

t・heresta・n（1seithere，y；1（j≠j／），Orl：i，  

wllicl・l（：（）llt・ril）l血t）O¢（yl，／Li）is alLIIl（）St  （4）tlle nurrlber c｝fcolurnnSin  

m＋れ，  

（5）¢（gl，恒）≦¢（g′，〃）・  

By vil・tue Ofthe property（4），itis readily seen tlhal′L’（）Ⅰ・；111sll（：h wor（ls havi－1g  

t・he aboveI）rOPert・iest・he L－ullCtiorl¢ma・y taIl（e（）llly a」rillill＝l11＝11）Cr OL■villu（！ゴ．L再 

g2，h2∈S（X）which havc thel）rOl）el・t・ies su（二h t・11all¢（yコ，h・コ）1・akcs tllel11illi＝＝1川  

Value．Thenwecanshow t・hattheseg2an（1jL2are rCql11rC（lwoll（ls．  鼠   

UsingProposition2．1．1，M．Ⅰ．Graevprove（川一a．t．言isal）Selldometri（：（川F（X）  

Whicllinducest・hegrollPt・OPOlogyonF（X），aIn（lwhicllisw（きillくert・llaIltllCrrCegl・（）11l）  

topo】oryT・Furthermore，A・V・Arha・ngel’skir［2］a・n（rlC・JoirlCl・［1：：i］ohtFaine（ll▲lle  

followlnglmPOrtantreSult・  

Theorem2・1－2エef∬あeα叩αCe・rんem∫かどαCんn∈〃，兢e77叩pわl〟  

ん ＝ 五nl綜1（凡（ズ）＼凡」（ズ））  

：症1（軋（ズ）＼凡＿1（∬））→軋（∬）＼凡＿1（∬）  

古5αんomeom卯pム五β7乃．  
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Pro。f．It sufrices toshow that ea．chふis an open rrla・PPing・Thatis，1ctl  
g∈凡（X）＼凡＿1（X）alndg≡X；l諾昌2・・・X完nbetllerCduce（1forl一一・F（）Ⅰ、ea（：hol）e11  

neighborhoodUof（x；1，X芸2，‥・，X昆n）∈斉n，1etJ＝）CaCOntinu（）llSPSeu（l（）111（！l・l・ic（‖’l  
ズsuch that  

ⅣJ′（ユ：言1）×打∂′（諾芸2）×・‥×と／占′（結l）⊂U  

f。rS。me6／＞0，WhereeachU6，（紆）isa6I－ball（〕fx‡zin斉．Tllen，forsufli（：i”1叫  
smalL∂＞0，itsufRccstoshowthat  

月∂（g）∩（軋（ガ）＼凡－1（ズ））⊂ん（仇（け）×…×と／直：ニn）），  

whercB6（g）isa∂－ba1lofgin（F（X），百）・Infact，let（5＞OsuclltIhatL  

2∂＜mh（（d′（霊i，∬J）：ユ：J≠∬J），1，∂′）・  

rrhus，byvirtueoftheproofofProposit，ion2．1．1，foreaI（：llh≡y…ly52・・・ySTL ∈H（Ji］）∩  

（凡（ズ）＼凡＿1（∬））1etgノ，／も′∈′ぎ（芽）sし1Clltlla・t一夕′＝♂，／と・＝ん′，alll（l舶，り＝柚′，ノけ  

rIll－enitcanbeprovedt．hat．11ndereachx；it．hercstJall（1syfi．rl、11isi…Ⅰ）licsl・1”lt 
m  

恥可＝抽′，明＝∑d′（畑止）＜∂・  
；＝1  

Conseqtlently，ea．Chyfi∈U6（1：；i），thatish∈LL（U6（x；1）×‥・×Ud（こ工：完‖）・  ■  

ForA（X），ina・Simi1arargumentweobt・aintllefo1lowing・  

TlleOrem2．1．3 エeとガムeα5pαCe．rんeTlノメロ71e肌／川∈Ⅳ，血汀ム叩∫ノ五7t〟  

ん ＝ 五和】；こ1（An（ズ）＼A，ト1（ズ））  

‥壱こ1（ん（ズ）＼ATい1（ガ））→A71（∬）＼ノ1れ－1（∬）  

五ぶα乃叩e氾αmdcわβedn！わ1m叩p五mg．   

Corollary2．1．4エ・eま∬あeαTⅥeわー五zα占Je叩αCeα丁ぃょdα門1eZ7、五c n†乙∬・uノん・よ（．イんg＝しり＝ト  

pαf蹴eひ混沌eま叩0わガy Oれ∬・プ「んem eαCん凡（∬）（A7ユ（∬））五…〔有．ヴ仁JJ．用ぃ両〔イ  

（ダ（ズ），言）（（A（∬），言））．  

Proof・Inthea・boveproof，itcanbeeasilyseenthat・B6（g）∩凡＿1（X）＝軋 如  
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2．2 In重nite dimensionality   

Inthissect．ion，We（liscllSSir血1itIe（1imeIISiona・lityofF（X）（A（X））usirlgけIeGraev  

pse11dorr】Ctric．Atfirst・，Weint・rOduce t・he f（）1lowlng aS a・C（）rOllary oft・he resultsi上l  

§2．1，WhichwasalsoprovedbyA．V・Arhangel’skir［2］・  

Theoren12．2．1ムだま芳占eα7乃eわー五gαムね・Sp托Ce．71最肛門才）（ノ1（JY））ゴ＝／憎－ピd・よ血■擁  

押－αCロケ叩αCま鳥－7乃eわ滋α占Je∫γ0叩．  

Proof． Let Xl）e alTletlri冥ahlespacc all（1daIrrlel▲ric on X wlli（：llis coml）atil）1e  

wit・ht・het・OPOlogyorlX．ByCorolla・ry2・1．4，fol▼ea・（：l川∈Nll．＝IIL（一Y）＼F・，い1（X）  

isan．opensubset・Oft・hemel・ricspaICe（1L（X），dJFl，｝（X））・Tllel・e上●（）l・e，、Veha・Vu  

OO  

㍑＝Uz（γり），  
l＝1  

whereeach Z（n，i）isclosedin（nL（X），恥n（X）），aI11（lt・hc一一in（F（X），言）・SirlCe the  

topologyind－1Cedby青onF（X）iswcakert・ha▲rlthcfreegr（）uPtOPOlogyonF（X），  

Z（，L，i）isa・ClosedsubsetofF（X）forea・Cl＝再∈N・Ollt・heot・herha・1（1，t－yTlleOrem  

2・1・2，itcanbeprove（1thateacl・lZ（γl，t）isl－1et・rizal）1e・Th11SF（X）isJ㌔－1nCtrizat）le・   

Next，WeSllallshow that F（X）isl）a・l・a・COml）iLCtl・Let〟l）e a・11arl）itIrary OI）Crl  

COVerOfF（X），andbreachn∈N，  

〟m＝（亡川yl：U∈〟）．   

t：）O  

Thenwecantakeao・－（1iscreteclosedrc重neInCnt7fTt＝∪71（町i）irl（軋（X），7IIl・，．い・）），  
i＝l  

andin（F（X），冒）．Now，Choosea・Set U（H）∈uforcacllH∈71”，7一∈N su（：ll  

that H⊂ U（H），Thus，fol・eaCllrt，i∈N，t・hereis a（liscl・et・e（〕1）ell（二（）l】e（：1，i（）11  

伸（Tl，i）＝†Ⅳ（叫‥∬∈γ（両））inげ（∬），扁）sllCllttlat・  

H⊂W（H）foreachH∈71（n，i）and  

Ⅳ岬）∩㍑⊂打岬）foreacllガ∈γ（，1，り・   

Let  
Oく）  

g（几，り＝（Ⅳ（呵∩こJ（呵‥∬∈〃（れ，宣））andg＝ ∪ダ（叫り．  
叩】l＝1  
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Then，itiseasytoseetha．tQisacT－discretcopenrefinementofuinF（X）・There壬bre，  

F（X）isparacompacL・Analogously，itca・nbeprovedthat・F（X）is here（l血l’ily  

paracompact・  悶  

Be払rethediscussion，Weint・rOducesoll－eCOn（：el）t・SOfinLinitle（1iIIlenSiollalsr）とICeS・  

Definition2・2．2（［12］）AspaceXis（slrongly）countable－di7丁脚LSio］Lαl（（s・）（：・（1・）  

ifXcanl）erePl・eSente〔lastheunionofasequen（二eXl，X2，・‥Of（close（1）sul）Pa・CCS  

suchthatdimXi＜（刀foreachi∈N．  

Definition2・2・3（［1】）AspaceXissaidt・Ol）eaC－SPaCe（t・Oha・UePl・OPelllyC）iffor  

everyseqllenCe（un：n∈N）ofopencoversofXt・hereisase（111enCe（Vn：n∈N）  

ofopencollectionsinXsllChthat  

（1）eachVnispairwisedisjoint，  

（2）eachVinVniscontainedinsomeUinun，alld  

（3）∪（Vれ：n∈〃）isacoverofズ・   

Bythepro（1ucttlleOremSfortheal〕OVCinhit・e（1imensiol－alspaICeS（cf・［7］，［1（）］））  

a・ndtheproofofTheorern2・2・1，thefollowlIlgreSl11t・isobt・aine（l・  

TlleOl－em2．2．4エだま∬占eαけば情gαムJe叩αCe．耶憎1偏、わ混血ナ上〟βfα′ビ〃椚涼ん（つ廿  

（1）方言βC．d．げαmdon毎げ才一（∬）（瑚才））五βC・d・  

（2）ス∵ねβ．C．d．げαmdロ埴げダ（方）（A（∬））盲5β■C・d・  

（3）ガ五βαCO7叩αCfC一叩αCeぴα？ldoγ舟亘′ダ（∬）（A（∬））五…C－叩αCピ■  

Sinceeveryc．d．（s．c．d．，C－）spaceca・nnOtCOntaintllefIilbert－Cul－）eINo，WehaVetlle  

following・  

Corollal・y2．2．5且〃－兢e祝汀㍑m－d五7丁もe乃ざ五071αJc・iムムeJγもじ7一助c最ビαブ川－イブ川ビ′乙J富州（ユノ  

叩αCe月γ1ノまんe♪－ee／A占eJ盲αγりよ叩0わg五cαg〟γ－0岬50∽”－伽γ乃Cα7川0才cor血豆几偏仇鮎′・J  

c祝占eJNoノひん五Je兢e五γd玩1emβ血βαγe五郎相互fe．  
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C払ap七er3  

Ne畳g払b¢訂払ののd bases¢ぎ七払e umiも  

e且emem七   

Tnt・hischaIPter，WCSha・11discussneighl）OJ・hoo（ll）aSeS（）rt・11eullit・Clement・inF（X）  

（jl（X））・Tn t・he first section，Weintro（rlucel・hc11eig砧（）rllOO（11）aSeS uSingI，Seu（l（ト  

rnet・rics（）Ⅰ一X，Wlli（：h wereot）tairledl）y M・G・Tka・とcn（l（）［器］～lll（1V．V．U叩（さuSkiY  

［26］・An（1also，Weint・rO（1ucesomei汀叩Ort・a11t・a・n（lllSef．ulrcsult・SWllicllar…l）t；1inc（l  

a・f）PlyingtJheneighborhoodba・SeS．Int・11eSeCOn（1sccl・iorl，WeSllこl］lc＝l山u（二t・all（さigll一  

l〕OrllOO〔11）aSeOfOinA（X）．nlrthermolte，WeShallco‖St・rllCtaneiglll）（）1，ll（）（）（11）aSeOr  

OinA27L（X），n＝1，2，．．‥These11eighl）OrllOO（lba・SeSWereCOnSt・ru（二t′e（1ill（）url）al〕er  

［28］・  

3．1 Pse11doInetrics  

LetXbeaspaccan（・17）thefa・milyconstst・il－gOfil・1lco11t・intlOtlSl）SCu（lornetrri（二SOn  

X・Foreachd∈D，let扁betheGra・eVl）Sell（lometrricollF（X）（jl（X）），aIl（17－Jt．hc  

groupt・OPOlogyonF（X）（A（X））in〔luce〔lhy言．Nowwe（1efinet．11egrOuPt・Ol）01ogy  

γ1a5bllows，  

γ1＝Sup（γJ‥d∈か）・  

Then，itisclea・r t・hatTlfxiseqt－arltotheoriginaltopologyorlX・Therefore，l）y  

Lemmal・2・3（1），  

γ1≦γ．  

Furthermore，M・G．Tka己enko［24］prove（1thefollowingresl11ts．  
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Theorem3・1・1エeまV＝（月（1，扉0）＝d∈恥・uノんピグーe月（1，言）（0）＝（ダ∈ム（∬）‥  

鞄，0）＜り．rんeγとV五βαγば五タ／血7－玩朋＝闇e扉0行ぃA（∬）′αアAd胸腔／町γ1＝γ  

J俳ノl（∬）■   

Afterafewyears，V．V・UspenskiY［26］const・ruCt・e（1aIleiglll）Orl－0（▲）（1l）aSeOrC（O）  

inF（X）（A（X））usingcontinuotlSpSetldometricsonX，aSLbllows・   

Ea・Chg∈Fb（cf・Lemma・1・2・4），admitsa（lecoml）OSitionoft・heform  

（＊）  ダ＝飢£；l封「ど1打1脚芸2y；∈2ダ；1…‰需一r‘封ニ∈nタ∴  

wherexi，yi∈X，andEi＝士1，a・ndgi∈F（X）・  

（■Y） 

Tll。。l・。1113．1．2エeまズむ。α叩α。eα71dぶ＝沌‥〟∈吋）†∈ムビ＝e川  

r∵しりム／J′川り…JJ・…√・んり丁ノ′二／丁・い・・＝J′。＼′侶－／／′／「（．＼■ト′・ヾ／／′‥い／り・・ヾ′∴／げ仙・ノ′1／∈J・－い＝  

γ1  

p∫（♂）＝i叫∑減（ェf，肌）），  
i＝1  

ぴんe7－e血豆γ小竹l祝7乃五＝U即、αgJdecoT71グロβ定ま五0Tl＝J兢eかm（＊）・71んem了  

（1）βαCゐp∫五βαCOm血㍊0鋸β5em玄mo＝乃即1瑞■  

（ズ） （2）加ぶⅢ那加叩錘がノ摘。βe柏‥P5・（g）＜りか化S…e榊Ⅳん00d占α5e  

ロゾe五㍑凡（αmd摘e㍑五mダ（∬））■   

Asaresult，heprovedthefollowingresultwhicllWillbeof血1uSe（1illthelleXt  

Chapter．  

TheorelT13．1．3ムe∠∬占eα叩1eわl五zα占Je叩αCeノαmdyαCJoβedβて上占叩αCe OJ∬・7ソ脚l  

まんe．恒e（A占eJ五αm）わ〃OJ叩五cαJgγ－叩ダ（y）（A（y））砧n川一用品招心拍阿南如拙＝甜Ⅶ朝一  

pん才c才0兢eβ視か0叩0ノダ（∬）（A（ガ））∫eれe7－αfed占yy・  

Remark3．1．4Recently，0．V．SipaICheva［22］obtarinedt・hefollowingresult・・  

上eオズあeα叩αCeα氾dyαβ加古叩αCeロメ∬・meれ′兢e舟ee（舶eJ五αアl）才叩ロJ叩盲ビαJ  

即－0叩ダ（y）（A（y））五βCαmOm五cα拘わグロJ叩五cαJ古β07那叩ん五c才0まんeβt上占即甘岬ロメダ（∬）  

（A（∬））geれeγαfed占yyげα氾do埴亘′α71yCO几ご五乃…βあ0て川dedpβ蝕dロ†乃eわー五cr榔med  

omy cα乃みe e∬才emdedねαCO†l血t上0視βp5el上do7meか・五c o氾ズ■  
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3．2 Constr11Ctions   

In this section，Wewi11construCt alleighl）OrhooぐIba′SC W（）fOin jl（X）・「nle  

idea．ofourconstr11Ct．ionisdllet・O M．G．Tkaeenlく0［25］・ln（）r（lel・t・t‥‥（）llStru（・t・t・llC  

neighl）Orhoodbase∑＊oftlleunitelementofF（X），hellSe（lthellniversal11niro川一iLy  

on万nLbreachn∈N．Ontheotllerhalld，WeuSedonlytlleuIliversalLlllifo‖11iLy  

uxonXforA（X）．Theneighborhoo（ll）aSeWofOinA（X）canl）eOIL）t・aine（lfr（－）111  

tJheneighborhoodbaseofeinF（X）l√）yV－G・Ⅰ〕est・OV［20］・NevertllCless，SiLl（：ellC  

gaIVeil・wit・houta・nyPrOOfa・11dtheconstl・uctior10LLwisimI）（”・t・allt，iIlt，11isl）al｝er，、Ve  

glVeitsconstnlCt・ionandproofhere・Furt・herITl（〕1・C）WeWill（二（〕nSt・r11（二t・anelgllhorll（）（一（1  

baseWnofOinA2，L（X）roreachrL∈N・Thcexist・eIICeOrt・llen（ミighlJOrho（）（ll）aSe  

Wnisoneoftheimportantfactsint・hispa・Per．   

Const・rllCt・ingt・hc neigllborhood bases，WCintro（ltlCeSO＝le（1enllit・i（）IIS al一（1Ⅰ一（）t－a－  

tions．Let・（X，u）bea11niformspace■Thein・uerSerelalion（）fU∈u、Vi11l）e（lel－OLed  

beU－1，a・nd t・he colnPOSitionofU a・11（lVinuwillt）e〔1el10t・e（lt）y UoV；t・lluS We  

llaVe  

［／‾1＝（（ユ：，訂）∈ズ×∬：（肌ユご）∈りa」1－（1  

UoV＝（（x，Z）∈XxX‥thereisa・y∈Xs11Cht・ha・t・（x，y）∈U an（1（y，＝）∈1・’）  

The dia90nalofXxXistheset△x＝（（x，1‥）‥詰∈X）・A set・U∈uisca11ed  

叩乃↑乃eか、五cif乙J＝ぴ－1  

ユノ  

Lenlma3・2■1エe才ん∈〃∪（0）ノp，ん1，‥・，んp∈〃β7ノ・山紬∑2－ん1＜2‾ん  
t＝1  

（1）エe才（∬，〟）あeα1川中門丁＝pαCeαアもd（亡／れ：71∈〃∪‡0））α〔・0肌fα抽β・～上山っ〃“一抹用  

oJ〟βてムCん兢αまU叫1。【J叫1。こ／両1⊂UTもJ〝eロ・Cん↑－∈〃∪（0），〃ば7↓と／た．0と／んjO   

・‥0亡／ん∫，⊂打克・   

（2）エe才G占eαガrO叩て上ノ混翫肌富まeJeTⅥ・ピケとまeαれJい11‥m∈〃UiO））＝（用7血抽  

COJJec如†乙OJβ祝ムβeねβ、′Gβ祝Cん才んαfe∈111α氾dll叶1・lノて叶1〃両⊂l′1上J甘e肌・ん  

n∈〃∪（0）′兢eれ佑1・佑。…‥ 1んp⊂祐（cf・［25］）・  

Pl・00f・ Since the proofisstraight・forwa・r（1，WeOl－1yglVe anOutlirle Oft－11er）1・0（）f  

Of（1）・Weprovebyinductionwithrespecttop・Ass11methat・foreach‖≦j〕，t・lle  
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COndition（1）isobtained・Ifthereisaj∈（1，2，・・・，P＋1）s11ChthatkJ＝k＋1，by  

inductiveassumption，  

仇10こ／た20‥・0仇伸⊂と／頼10と／頼10仁／頼1⊂Uん・  

p＋1  

ThtlS，］etk，＜k＋1foreachj∈（1，2，・‥，P＋1l・Int・11iscase，ir∑2‾ん暮＜2‾（k＋1），  
l＝ユ  

we ca．n show that  

打た10こJた20…0と／んp⊂と／頼1）  

ttlel・efore  

仇10打た20…0乙／ん押⊂亡／頼10U打1⊂仁／ん・  

p  

Otherwise，i・e・2‾（k＋1）≦∑2‾ki＜2－k，thenthercisa・j∈（2，・・・，P）sucIltJhat・  
J＝1  

3 J＋1  

∑2‾んi＜2‾（仙）aユ1（l∑2‾ん－≧2■（ん十1）  

i＝1  l＝1   

It follows that．  

仇10亡／ん。○‥・○とJた抑 ⊂打頼10打んJ＋10打頼1⊂U頼10〔／“10仇両⊂rJん・   

Consequently，thecondition（1）isobtained・   

Let〟ズ1）el・tletlniversaluI－ii－orIl血・yOTla′Sl）a・Ce一打a11（11〕11l・γ＝り〕⊂〟∫：J〕is  

COuntable）・Forea・ChP＝（Ul，U2，…）∈7），1et  

Ⅳ（P）＝（霊1一肌＋∬2－y2＋…＋エん一肌  

：（諾；，肌）∈打壱for五＝1，2，…，ん，ん∈〃），a・1－1（1  

伸 ＝（Ⅳ（P）‥P∈ア）・  

Furthermore，且Ⅹanyn∈N．Let  

掩⊂P：圃 ＝n），  

（£1一肌＋ご2－y2＋‥・＋£γもーym  

：（諾J・，折）∈打壱jforJ＝1，2，…，m，（と／；1，打壱2，・‥，Ul，l）∈QTlげ）），aIl（1  

（吼（P）‥ア∈ア）・  γVれ  
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Remark3．2．2Intheabovedefinition，forP∈7），t・hcremaylr）etlhesarrleelement・S  

inP．Inparticular，forea・ChU∈ux，thecount・a・l）1eco11e（：t・ion（U，U，…）isalsoi‡1  

ア．   

Thel・eader shot11d remark t，11a・t．t・he rcpresent，aIti（）11S OL’ele＝CntTS t）fⅣ（1〕）arul  

勒（P）neednotbeare（luce（1represcnt・ation．   

Fortllede玉nitiomofⅥろ1（P），1et  

先Tl（P）＝掩⊂P：lq‡≦γけ   

Since，△xiscontainedineachU∈ux，itiseasytoscetha，t  

一札（P）＝（∬1－yl＋ご2一的十…＋ユ：た一裾  

：（£J，訂J）∈ぴiJforJ＝1，2，…，ん，（仇l，J／72，…，r／－上）∈軋り）け  

TlleOrem3－2・31〝五βα乃e五ガん占抑ん00d占αβeOノ0わIA（ズ）．   

Proo壬こ  Fil・St，We Shal1show t・hat W satisjics thc axioms for ol）C11Set．Sin  

anAbelian topologicalgroup A（X）（cf・Theol・eml・1．3），i．e．W sat・isfics t・11e tlhe  

followlllgPrOPerties：   

（i）払reveryV∈W，thereisaW∈Ws11Chthat・W＋W⊂V；   

（ii）foreveryV∈W，thereisaW∈WsuchtllaL－W⊂V；   

（iii）breveryV∈Wandeveryg∈V，thereisa・W∈Ws11（：ht，hatg＋t・t／r⊂l／′；   

（iv）払reveryU，V∈W，thereisaW∈WsllChtl・latW⊂UnV；   

（Ⅴ）（0）＝∩伸・   

LetP＝（Ul，U2，・・・）∈7）andg∈W（P）．Assumetrhat．9＝ユ：1－y］＋ユ：」－yj＋  

・‥＋∬m－ym SuChthal一（£；，y壱）∈仇for五＝1，2，‥．，71，br sonle†も∈肌 √11ake  

賞＝（Al，A2，・‥），P2＝（Bl，B2，…）and吊＝†Cl，C2，…）suchthat，  

（1）賞，為，為∈ア，   

（2）4⊂打2；－1∩こ／2；foreach五∈Ⅳ，   

（3）Bi⊂UiandBiissymmetricforeachi∈N，  
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（4）q⊂び両foTeaCh五∈肌  

Thenit can be shown t・hat W（賞）＋W（fl）⊂W（P），－t／V（巧）⊂tLJ（P），arll（l  

g＋W（鳥）⊂W（P）・Theseimplythattheconditions（i），（ii），an（1（iii）hold・The  

conditions（iv）and（Ⅴ）areeasilyseen，SOthatweomit・tllel〕rOOf・   

Thus，byThcoreml．1．3，1etTlbeagrouptol）OIogyforA（X）generatJC（1l）yW・  

Ta・keP＝（Ul，U2，‥．‡∈7）andx∈X，a・n〔lputIW（1：）＝†y∈X：（y，；工‥）∈J／1）・  

The11，Sinceuxiscompat・iblewit・hthe（）riginaユt・01）（）logyf（〕rX，W（J：）iゴOf）e11inJY・  

AIso，WCCanShowtllatX∈W（x）⊂（W（P）＋ユ：）nX，an（1t・hislrlCarlSt・lla・t・TILYis  

Wea・kerthant・heorlglnaltopologyfbrX．  

Claim． γ1盲ββ如7叩eγ兢α71まんe土叩ロJロガyロメA（∬）．  

ProofofClaim．Let・Vbeanopenneighborhoo（lofOinjl（X）．Putlち＝1′a・11d  

t・akeasequenceil／L：m∈N）ofneighborhoo〔lsofOinA（X）sl－Chthat・11rlL＋t／；L＋t′てL⊂  

1ん＿1rOreaCh†1∈〃・Letこ／陀＝（（ユ：，封）∈ズ×∬‥諾－y∈111）forea・dlアと∈〃，  

andP＝（Ul，U2，‥・）・Since Un∈ux foreachrt∈N，P∈P・Take anyl）Oint・  

g∈W（P），thenthereisann∈Nsuchthat  

g＝ご1－yl＋‥・＋∬7もー封rL   

forsome（∬i，yi）∈Unfori＝1，2，…，T一・Thus，byLemrna3・2・1（2），  

g∈巧＋鴨＋…＋111⊂tも＝1′′．   

ItfollowsthatW（P）⊂V・  

ByClaim，Tllx coincideswitllt－11eOriginaltopologyforX・Tl川S，1）y Le1111一1a  

l・1（1），TlisweakerthantlletOI）OlogyforA（X）・Consequellt・1y，Tl”）i11（こi（1eswit・ll  

t・hetopologyforA（X），an（1Wisaneighborhoodl）aSeOfOinjl（X）．  題  

TIleOrem3．2．4伸和宣βα乃e五g舶0γんロOdんαβe OJO五mA2几（∬）ノⅣeαCんァ1∈〃．  

Pl・00f・Fixanyn∈N・ByTheorem3・2・3，WL4，．1（X）＝（W（P）nj121，L（X）‥P∈ア）  

isaneigh1）OrhoodbaseofOinA2n（X）・ForeachP＝（Ul，U2コ‥．‡∈P，il・isぐ1ear  

that吼（P）⊂W（P）nA2n（X）・Tlms，itsufRcestoshowthefollowiIlgClai11l．  
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Claim． 釣reαCんP∈ア，兢ere五βαろ∈アβt上Cん兢αfW（乃）∩ノ42Jも（∬）⊂一札（P）．  

ProofofClaim・ LetP＝（Ul，U2，・・・）∈P・Putli）＝UlandindしICtively t・ake  

acollect・ion（杭m：m∈N）⊂uxsuchtllat  

Ⅵ托011TlOlんと⊂Ⅵ，1＿1∩仇両1rOrea．CIlけも∈肌   

ForthecollectionA＝（1ん：m∈N），WeShallsl10Wthat  

Ⅳ（賞）∩ノ12几（∬）⊂Hlと（P）．   

Takeanyg∈W（賞）nA2n（X），andlet   

（1）  
タ＝ユ：1一訂1＋エコーy2＋・‥＋ユ：ん－yん，   

Where（xi，yi）∈巧fori＝1，2，…】ka・ndk∈N．Now，WeI）llt・  

A（g）＝（1：i‥Xiisnotred11Cedi11thereI〕reSenl・at・i（▼）n（1）of9，i＝1，2，…，ん），   

B（g）＝（yi：yiisnotre（111Cedintherel）reSentation（1）ofu，i＝1，2，‥・，ん）．   

Iftherea・rei，j∈（1，2，…，k）withi≠jsuclltllat・1：i＝ユ：，（y；＝y，），、VCregar（1  

tllat thesc elcment・S Xian（lェ，（yia・rl（1yj）a・re（liff．e一・crlt・elelllel血iIljl（y）（B（y）），  

respectively・Sinceg∈A2n（X），We（：aIISeet・hatljl（y）［＝1B（y）la・n（1lA（y）．十iB（u）I≦  

2n・ThtlS，We putA（g）＝（al，a2，・・・，aL）Lbrsollle C≦rL，anし1taIke（rLl∈／1（y）．  

TllerltJllereis a姉1）∈（1，2，…，りs11Clltlla・も勘＝現在1）・T【、恥（刷∈月（壬／），  

We Put bp（i）＝yk（i，1）・Otherwise，yk（i，1）is re（1ucc（1in t・he r叩reSeI血t・ion（1）ol’  

ガ，SOthat旺ereis aんh2）∈（1，…，ん）stlClll－llal一狛亙1）＝瑚釦a－1（lclearly，  

k（i，2）≠k（i，1）・Ifyk（i，2）∈B（g），WePutbp（；）＝yk（i，2）・Otherwise，inthesameway⊃  

takeak（i，3）∈（1】2，…，kls11Chtrhatyk（i，2）＝Xk（i，3），a・n（lk（i，：3）¢（k（i，1），k（i，2））．   

WecontinuetrhisprocesstlillallelemclltOfB（g）ar）l）earS，a・nd〔1enot・etlleelelllent  

OfB（9）by bp（i）・Clearly，theelement bp（t）rmlSt・l〕e a即eare（1・Furtller汀1Ore，We  

Carry Out・tllis work for every elelnent Ofノ1（g）・Thus，We get・al）erlllutat′iol」1P  

On（1，2，‥・，e）and sequences（k（i，1），k（i，2），・・・，k（i，j（i））‡⊂（1，2，‥．，ki，i＝  

1，2，．‥，β，SuChthat   

（2）  
勘＝ご（刷and占p（i）＝仇い，ブ（f）），rOr五＝1，2，…，ゼ，  

（3）   yた（痛＝瑚，舛1）forJ＝1，2，…，ル）－い＝1，2，．‥，ゼ，and  
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（4）（k（i，j）：j＝1，2，‥・，j（i），i＝1，2‥・，e）consistsofdistinct・nt】rnbers・  

Thus，from（2）and（3），Wehaveforeachi＝1，2，‥．，P，  

（恥毎（i））∈1左い，1）O11（壱，2）0‥・。l左（i，プ（t））・   

Now，let・k（i）＝min（k（i，1），k（i，2），・・．，k（i，j（i））），thenby（4），theseqllenCC  

（k（1），k（2），・・・，k（e）‡isasubseq11eIICeOf（1，2，．‥，11）（：0IISist・ingor（．1ist・i‖（二t・elel11C”tS．  

Thus，byLemma3．2・1（］）andthede重Ilitionof巧，  

（恥毎（り）∈11（iト1⊂打ん（i）forea（：1－宜＝1，2，…，β・   

OntlleOtherhalnd，Sincepisapermut・ationon（1，2，・・・，el，  

ダ＝α1一占p（1）＋α2一占や（2）＋…＋町」擁）・   

Conseq11ently，Since（Uk（1），Uk（2），…，Uk（L））∈7？・n（P），l〕y Remark3・2．2，WellaVe  

g∈叩rlげ），SOulatlγ（賞）∩ノ12托（∬）⊂l弟t（P）．  周   

Foraspa・CeXan（1ea・Chn∈N，Wedefineamal）Ⅰ）ingj”fromX2rL（＝XTLxXTL）  

toJ42Tl（∬）a5follows  

九（（ユ：1，∬2，…，諾m），（訂1，y2，…，yTl））＝霊1＋ご2＋・‥＋ユ！71－（yl＋批＋…＋机l）   

foreacll（xl，T2，・‥，Xn）and（yl，y2，…，yn）∈X7l・TllCOreII13．2・∠1givcsthefoll（）Wirlg  

importantresult，Whichisoftenuse（linthenext・Chapter．  

Col、011ary3・2・5エe才ズ占eα叩αCe，↑1∈〃αmdガ占eαぷ7上占βだ∠0ノ．42‖（。r）．rん叫  

0∈否びαγ乙do埴げJ√1岬）∩乙／Tl≠¢かeαCん打∈〟耳J  

祝ノんe7－e打m＝（（（ごい諾2⊃…，諾Tl），（封1，訂2，…，訂花））∈ズ271：（ユ：よ，封t）∈亡／∫五＝1，2，‥．，r章  

Proof・ Necessity・ Let U∈ux andp11t P＝（Ul，U3，…）∈7）such t・hat  

Ui＝Uforeachi∈N・SinceⅣ71（P）isaneigllborllOOdofOinA2n（X），WeCatlt．ake  

ag∈Wm（P）nE・Then，Wehave  

g＝£1－yl＋∬2－y2＋‥・＋£陀一訂几，   

Where（xi，yi）∈Uifori＝1，2，．‥，n・  
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TlltlS，for諾＝（（2：1，∬2，…，∬m），（仇，封2，‥．，訂†l）），it．iscleartllaノ†．諾∈JT「1岬）nr／‖   

Su捕ciency・LetP＝（Ul，U2，‥．）∈P，andtalくeU∈lJsucllt・haJl（／⊂J／1∩（／jn  

・ 

． 

町1（P）nE．Therefore，byTheorem3．2．4，0∈膏．  困  

Corollary3・2・6エe∠ズあeαpα7、αC川IpαC王5PαCeαmdガαβ視占．seまロノノ1J（一Y）・7ル町  

0∈有史′αれdo埴げJ「1岬）∩△ズ≠針  

Pl・00f・ Since Xis parac（）InPaCt）eVeryOPenl－eighl二）Orhoo（lU（）f△一YiJl■rJiポ  

COntainedinux・Thus，fromCoro11a・ry3．2．5weol〕t．aintllereSl11t．．  
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Chap七er4  

甘heた仙prOpe如yofAm（X）   

In t・11is chaI）ter，We Shal1discuss abo11t・the kl〕rOl）el・t」y Ofea（：11！llL（X）arl（ltlle  

localcompactnessofeachlL（X）（An（X））．1nfa・Ct，We（）l）t・aintllC（‥llara（二t・Crizart・i（川S  

Ofametrizablespa・CeXsuchthateveryAn（X）isak－SpaCC，A3（X）is ak一叩aCC】  

an（lA2（X）isak－SPaCe，rCSPeCtively・Anda・1so，WeOl）ta′int・11e（：haract・eriza－tionsof  

ametrizal）1espaceXsuchthat every凡（X）islocallycompact・rnlema・in result・S  

inthischapterwereobtainedinourpa・l）erS，［27］an〔l［28］・  

4．1 Preliminaries  

Weshal1beginthissectionwithsomede鮎一itions・  

Defi11ition4．1．1LetKbe acover ofasI）aCeX，tllen人二is9eTLeraiilLyifas111〕S（†t  

EofXisclosedinXifFforeachl（∈K，Enl（isclose（liI11；．An（1，ifthe covcr  

K：＝（H⊂X：Kiscol・rlPaCt・）isgenera・t・ing，WeCa・llsl－Clla・Sl）とLCeXak－SPuL・ビ．The  

SPa－CeS With acountablegenera・ting coverconsisting ofcompactISul）Sel・S a・re Ca11e（l  

た山一叩αCeβ・  

Thefollowlngfactsconcernlnggenerat・ilrlgCOVerareOfl・entlSe（1int・llischal）ter．  

Lellllna4・1・2 （i）〝疋五βαge71eγα才わムgC日脚び／α叩αCe∬α↑もd∬五βαCJoざedβ・u占βピ∠  

扉∬ノ抽em（∬∩丘■‥∬∈呵ねα押脚抽叩…脚扉且   

（ii）〝αCO∽γ疋ロメα叩αCe方言β7、所7もed占yαgeれeγ－αわγもg COVe…Jズ，まん蝕ん五β  

ge乃eγαf五乃g．  
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（iii）〃γ五βαgeれ即α血タCO脚1βJα叩αCeズ∫α†1d忙盲βα川むビア・（イ∬占皿琉〃血   

尤〟＝（〟∩ガ■‥∬∈忙）五βαタe71e用∠五γもgC冊e＝．′fり〔汀ビα亡んJr∈ナ′ノ偏ナtん  

五βαge乃eγαま五mg co〃eγ0／∬．  

Definitiol14・1・3Foreachs11bsetEinF（X）（A（X）），WeSet  

Car且＝mirl（月⊂耳：且⊂ダ（β，∬）（叫β，∬））1，   

WhereF（B，X）（A（B，X））isthesul）grOl11〕OfF（X）（A（X））gcncl・at・e（ll）yelel－1（モ11tS  

OfB，anditiscalledthe carrierofEinX．   

Recal1that a subset E ofaspace Zis bounded（in Z）i（F every rcaトvalueしI  

COntint10uSfunction（〕11Zisbollr－de〔lon E・rnlC followlllgt・lle（）1・elllWaSl）rOVC（li11  

［4］・  

TlleOreln4・1・4〝且五βα占0て上氾dedβeJわもダ（∬）（A（∬）），兢e71Ca・r且五βん0・u′£ded五′上  

方．   

Oneofthetechniq11eSOfstudyingthet・OPOlogicalstructtlreOfF（X）（jl（X））is  

thecanonica・1representationorthesl）aCe F（X）（A（X））as圧1C”liorlOritsclose（1  

SubsI）aCeSIL（X）（An（X））．An（1，thet・eChniqueisoft・e‖しISe（1．F（）reXamPle，（上、lleOreH1  

1・2・5isa・nimportantfactforourinvest・iga≠t・ioll．Tllet・11eOrelrlilIll〕1icst，11at・irXisa  

COmPaCl・SPaCe，thenF（X）（A（X））isak。－SI）a－Ce．Lat・el・，tllel・esult・Wa】SgellCralizc（l：  

ifXisakL。－SPaCe，thenF（X）isalso ak。－SPaCe．hlfa叫」．Mack，S．A．M〔）rris  

andE・T・Ordman［18］showedthatifXisakw－SPa・Ce，then軋（X）（A”（X））isa  

k。－SPaCeforeachn∈NarndalsoEisa・Close（lsubsetofF（X）（A（X））ifaJl（lonlyif  

En軋（X）isaclosedsul）SCtOf凡（X）（Enjl”，（X）isa・Close（lsul）Set・Ofjl”（X））f（）r  

eachn∈N・Theclassofku－SPaCeSinclu（1esnotonlycoml〕a・CtSl）aCeSl）uta11locally  

COmPaCtLinde16fspaces，a・ndisnarrowertllant・11eOlleOfo・－COlllPaCt．Sf）aCeS．   

HoweverF（X）（A（X））neednot・beak－SPaCCeVenifXisaん－Sl）aCe．rnlat．is，  

T・H・Fay，E・T・Ordmanan（1B・V・S・Thomas［8］sl・10Wedtlha・t・thefreet，OL）0logical  

groupofthespaceofra・tionalsQisnotak－SPaCe，infact，theyshowedfb（Q）isnot  

ak－SPaCe・Recently，A・V・Arhangel’skiY，0・G・OkunevandV・G・Pestov［4］sl10We（1  
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thefollowingcharacterizationofametrizablespaceXsllChthatF（X）（A（X））is  

ん－SpaCe．  

つ11eOl・em4．1．5〝∬五β†乃eわl五ヱαんJeαmdズ′五β摘e5e才小上JJブ川†t五βOJ〟・∠ビJpoJ′山上7↓∬∫  

抽eγ乙兢eブロJJoひ五mタCO乃d定吉五0れβαγe e押ねαJe71才ノ   

（a・）A（∬）五βαん－・SpαCe，   

（b）A（ズ）五βん07乃eロケ丁も叩ん才cま0αpT－0血c才0ノαん。一叩αCビて⊥ノ混αd五βC7・ビ才e叩αCeフ   

（c）ガ五5Jocα勒cロケ叩αCまαmd∬′五β叩αγ－α占Je・  

TlleOl・em4．1．61′∬五βmeか－五gα‖e′兢e†もまんだJo混仙わユタCロ7乙d五山71βα7－e畔上五〃αJピ止   

（a）ダ（ズ）五βαた－叩αCe，   

（b）ダ（ズ）五βαたルー叩αCeⅣd宣βCγe吉eノ   

（c）∬五βJocα勒coナ叩αCま叩α71α占Jeo7－d五βCナーe才e・   

Intheproofofthesetheorems，theyusedsomcc（）nCr（モt・eSln）aCCSSu（‥htlla〉t・t・hefree  

（Abelian）topologica・1gro11PSOVertllemarenOtk－SI）aCeS；fol・eXaIl－1）le，tl－eFl、6chetl－  

Urysohn fan V（Nl）ofcardinalit・y Nl，t・he he（1gel10gSPaCeJ（No）ofspininess No  

such that each splninessis asequence whichconverges t・O the ceIlt・er pOint）and  

Y＝Co（x。‥α＜LJl），WhereCisaconvergentsequencewit・hit・Slimit・and（rα  

‥α＜LJl）isadiscretecollect】ion・Infact・，theyprove（lthat neit・herA3（V（Nl）），  

1h（V（Nl）），A（］（No）），F（］（No）），nOr凡（Y）isak－SPa・Ce（cf・［23］）・Since，byn－OSt・Of  

theirwa．ys，itwasshownthat凡（X）（A”．（X）），alSa・Closedsul〕SPaCeOfF（X）（jl（X）），  

isnotak－SpaCeforsomen∈N，Wenaturallyra・isethefo1lowingquestion：  

軒軋（ズ）（Am（∬））五βαん一叩αCe「玩αJJycompαC才叩αCeノかeαCんTl∈〃Jまんeγん五β  

ダ（ズ）（A（ズ））αん－叩αCeダ   

Itisoneoftheaimsofthischaptert．odiscussabouttheabovequestion・  
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4．2 Tes七spaces   

Inthissection，Weintroducethreespa・CeSMl，M2a・nd M：3Wlli（二11llaVC thefoト  

lowingproperties：   

（1）An（Ml）isak－SPaCeforeachrL∈N，   

（2）A3（M2）isnotakNSPaCe，and   

（3）A4（M3）isnotak－SPaCe．   

rIlleCOnStruCtior10fthesespacesaresimple，but・theyl〕la・yeSSent．ialrolesinthci）Ⅰ・00f  

ofthe main resultsin the next section．  

00  

ConstruCtions・LetMlbeametrizablespacesucht・11at・Ml＝XoUUxiSuCh  
t＝1  

that   

（1）Xiisanin丘nitediscreteopens11bspaceofMlforeachi∈N，and  

OO  

（2）Xoisacompacts11bspaceofMla・nd（1ち＝XouUxi：k∈N）isaneiglト  
l＝た  

borhood baseofXoinX，i．e．払reachopellSet．Uin X wllicllCOntains X。，  

thereis ak∈N suchthatXo⊂峨⊂U．  

Intheabovede屯nition，ifeachXiCOnSist・SOfco11nta・blymanycleIllentぷトaJl（1Xo m 
l
言
h
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
け
 

Y
 
 

isaonepointset，Wedenotethespacel〕yM：・WeplltC＝（  71∈〃‡∪（0トvitJll  

thesl11〕SPaCetOPOIogyofI・LetMコ＝①（Ci‥i∈N）0叫，W   ere〔プIisaCOI）y（）r〔ノ  

foreachi∈N．Let鳩＝0（Ci：α＜LJl），WhereCαisa・COPyOfCforeachα＜LJl．  

Remal・k4・2・1TheconcreteexampleorMlisthehe（lgehogsl〕aCeJ（／＜）of叩inine  

賞‥SuChthateachsI）ininessisaseqtlenCeWhichconvregestoILhecel止erI〕Oint・Irl［27］  

WePrOVedthatAn（］（代））isak－SPaCeforeachn∈N・OntheotIllerllanしl，itwas  

provedin［4］thatA（J（K））isnotak－SPa・Ceifpc≧No・Furthcrrrl（）re，l）y［Ll］，Wekll（）W  

thatA4（M2）isnotak－SPaCe・  

Theorem4．2．2ノ㌦（〟1）五βα良一叩αCeノ肝eαCんれ∈〃．  

32   



Proof・Inordertoprovethetheorem，it・S11fncestoshowt・hat・  

foreachn∈NandE⊂A，L（Ml）suc虹tllaItEnl；isclose（1irl入Yforeacll  
compactsubsetHofA，L（Ml），ifO∈EthenO∈E・  （＊）  

For，ifAn（Ml）isnotak－SPaCeforsomen∈N，t・herlt・hereisasul〕SetIIofA，L（Ml）  

s。Cht．hatHnl（isclosedirlK払reachcoml〕aCtSubsetHofA7L（Ml）aJl（17f＼〃≠臥  

Takeapointg∈百＼H，andletE＝H－g・Then，it・CaJlbeseerlt・hatEisasut〕Set  

ofA2n（Ml）suchthatEnKisclosedinl（foreachcolr11〕a・CtSubset・1（01∴4211（Ml）  

andO∈否＼且   

Now，1etprovetheproperty（＊）．Takeana・rl）itra・ryn∈N（wecanassumetllat  

n≧2）．LetEbca・SllbsetofAn（Ml）suchthat EnHiscIose〔1inム’foreach  

compact，SubsetHofA，一．（Ml），a・nda・SSumet・hatO∈7E・Sil－CeAo（secLeInHlal・2A）  

‖1at．  isanopenneighborhoodofOinA（Ml），0∈EnAo・F11rt・hcr11－10re，nOte  

7ュ    且nAo＝∪岬∩（A2”l（怖）＼A2m－1（怖））‥n－≦盲，汀も∈呵，  
n thenthereis an m∈N with m＜－SuChthat                     ‾  

2  

0∈β∩（A2†■几（〟1）＼A2m－1（〟1））・   

And，WePutD＝En（A2m（Ml）＼A2rn－1（Ml））・   

Ontheotherha．nd，byt．heproperties（1）and（2）oft・he（1c石nitiol10f＾Il）WeCan  

find acountable uniformbaseu oft．he11niversalu11iformit．yuM10fMISuCh trllat  

u＝（Uk＝GkU△Ml：k∈N），Wllereforea・Cllk∈N，Gkisall（）Pe1111eigllt）01●ll（）し）（l  

of△ズ。in〟1×〟1StlCht山嵐tGん⊂蟻×佑・No、V，；明〕1yCorolla－，y3・2・5】1・llel‥Ve  
ha．ve  

㍍1（叫∩（拓）”l≠¢forea・Cl－ん∈凡  

LettJake apoint諾k∈jr；1（D）∩（Uk）m－for eacllk∈N・Sincegk＝j・m（a：k）∈  

A2m（Ml）＼A2m＿1（Ml），諾k∈（Gk）m，andcar鋸⊂佑・Ithllowst・hat・I；＝∪†cari］k‥  

k∈N‡uX。isacompa・CtSllbsctofMl，andl）yLelnlrla・1・2・：3（：ri）aIl（iTh（さ（「）L■e＝  

3．1．3，An（1｛）isacompactsubset・OfAn（Ml）・1lencewehaveEn／l，l（ム’）iscIose（l  

inAn（K）．Since†33i：i∈N）⊂j＝1（D），  

（飢‥五∈〃）⊂ガロAm．（〟）⊂且nArl（∬）・   

Ontheotherhand，  

（諾；：壱∈〃）∩（仇）m≠¢foreachん∈〃・  
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Hence，byCorollary3・2・5，0∈（gi‥i∈N）・Th－1SWehave  

0∈属∩．4托（∬）＝β∩ノ1犯（〝）⊂且   

Consequently，An（Ml）isak－SPaCeforeachrt∈N・  

Corollary4・2・3A，l（ノ（K））盲βαた－叩αCり07－eα亡ん7－∈〃・  

TlleOrelT14－2．4A3（〟2）五βmOまαん一叩αCe・  

Pl・00壬■・Foreacl＝乙∈〃，WePut∬71＝（∬町‥壱∈Ⅳ†，CTl＝（〔・Tl，；‥J∈〃）∪トJl‡，  

arldXo＝（xl・Foreachn，j∈N，1et  

鉦J▼＝Cれ．－C托，J・＋ご町J，andβ＝i恥ノ：アユ，．ブ∈〟）・   

Wesha11provethat   

（1）EnKisclosedinHforea・ChcompactsubsetKinA3（M2），an（1   

（2）£∈万＼且   

LetHbeacompact・Subsctof．43（M2），infact・OfA（M2）・Then，byTheore上T14．1．4，  

CarHisboun（1e（1inM2・rIence，t・1‾1erea・refiJlit・CSul）SetSFla・n（11Tlい1）OfN，］1∈N，  

such that  

car∬⊂∪（ql‥γ－∈賞）uU（㌫再‥J∈J㌔（Tl），71∈〃）∪（け   

Tlms，bythede重nitionofE，  

car（∬「＝ヲ）⊂∪（car裾‥れ∈凡and豆∈蔦（m））・   

Hence，HnEis且niteandtherebyitisclosedinK・   

Next，WeShal1prove（2）．Sincex¢E，WeSllal1sllOWt・ha・t一ユ：∈否．sin（二eA3（几I3）is  

closedinA（M2），itsu用，CeStOShowthat詰∈膏A（M2）・LetJUbearl〔）l）erl11eighL）Orh（）O（l  

ofxinA（M2）・Thenwecanchooseanopenrleighborhood WorOinjl（M2）s11（：h  

thatW＋W＋x⊂U・SinceW＋xisa・nOPenneighborhoodofa＝inA（M2），there  
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isanN∈Nsuchthat（xn，i：rl≧N】i∈N）⊂W＋x．And，foreach7一≧N，there  

isanin∈Nsucht・hatcnMCn，i，l∈W・Itfollowst，llatl  

（裾．1‥れ≧〃）⊂Ⅳ＋Ⅳ＋ご⊂U．  

TlluSユ：∈ガ．  ■   

％provet・hatA4（M3）isnotak－SPa・Ce，WeneC（1thefollowingtechnica11en－1－1a  

Whichwasobta・ine（lin［15］．  

Lemnla4・2・5耶淵－e五βαCO砧汀まわ㍑ど＝（軋：α＜叫）0．′亘如才∠e5一Ⅰ上古5eと50／〃  

βて上Cん摘心   

（1）軋∩鞄五ββ乃忌まeJo7－eαCんα，β＜ul仙混α≠βノ  

（2）／0アーeαCんα＜山hInaX（軋∩鞄）≠nlaX（亀∩旦）Jo7－用〔・んノブ，7＜＝ノ五兢β≠7．  

TheoI、em4・2・6A4（〟3）五βmOまαん一叩αCe．  

Proof・ Le七月＝（A。：α＜叫）all（1β＝（月′ヨ‥β＜叫）a・1・etll－COtl山al）1e  

SubcollectionsoffdefinedinLemma3．5suctltha．tAuβ＝fa．n（iAnβ＝臥Then  

itcanbeprovedtlhat   

（3）therearenoin重nitesubsetsAofNsuchtllatAα＼Ais丘11itealldB。njlis  

重Tliteforeachα＜LL）1．  

WeputC。＝（x叩‥n∈N）∪（xα），Wherel：αisthelimitpoirlt・Of（ェ叩‥㍑∈N），  

foreachα＜Lul．Let，foreachα，β＜LUl，  

A。，β ＝（ェ叩一芸。＋∬且7もー∬β：n∈A。∩ββ），a・n（1  

月 ＝ ∪‡A。，β‥α，β＜叫）．   

We shallshow that   

（4）EnHisclosedinKforealChcompactsubsetl（ofA4（M3），and  

（5）0∈雷＼且  
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Let・Kbea．ncompactsubsetofA4（M3），thenca・rKisbounde（＝nM3t）yTheoreln  
T】一  

4．1．4．Wecantakea坑rlitesubset（α1，α2，．．．，αn）ofLJ，SuChtha・t・Carl（⊂Uc町  
t＝1  

SOtl－at属－∩〃⊂∪（孔明：五，J＝1，2，‥・｝mト01■川1eOt11el●1－～川（1，l）yt－llel）「し）1）ert・1r  

（1）ofLemma4・2・5，ea・ChA。，βis鮎ite・ItfbuowsthatEnl；isfirlilc，arl（1（：l）is  

I）rOVed．   

Beforeweshow（5），WeShallde茄11eauniforml〕aSeuOft・heuniversa・lullir（）川一ity  

onM。，aSfollows．Foreachα＜LJlandk∈N，1ett′二，k＝（ご岬‥m≧k）u（ユL。），  

andwep11t  

〟。＝（軋，んニ（叱，ふ×陀，ん）∪△α‥ん∈〃），  

where△。isthediagona．lofC。×C。．Forea・ChM＝（nα∈N：α＜LJl）∈NWl，1et  

打（〟）＝∪押叩。：α＜叫），all（l〟＝（ぴ（〟）：且グ∈〃叫ト  

Then，uisauniformbaseoftheuniversaluniforl一－1itlyOnM3・Toshowthat・0∈1f）  

byCorollary3．2．5，itsufRcesshowthat・  

耳1岬）∩打2≠¢foreacll［／∈〟・   

Takea・nM＝（nα‥α＜LJl）∈NUl，a，n（1forea・Cllα＜LJl，1et・  

現＝‡n∈Aα：n≧nα）and現＝（†′l∈軋‥ナユ≧γ1魚）・  

Clearlyeachノ1乞isaninnnitesul〕SCt10fN・Assl”一C t・har仁鶴nBb＝¢［orcach  

α，β＜叫・′rheI－∪先口U月β＝臥FoI・tllei11rirlit－eSetノ1＝∪ノ1Jl－1〃，、Ve  
α＜山1  β＜叫  Q＜山1  

Can prOVe tllat  

An月β⊂（m∈〃‥7－＜γ－β）roreachβ＜叫・  

HenceAnBβisfiniteforeachβ＜LJl，andalso  

d。＼A⊂A。＼来＝‡n∈Ⅳ‥れ＜ナl。）・   

TherebyAα＼Ais重niteforeachα＜LJl・Thiscontra・（lictst・heprol）erty（：i）・TlluS，  

thereareα，β＜LJISuChthat現nBb≠＠・Takeann∈現nBb，tJhen  

（諾叩，諾。）∈1左胸×1仁和⊂打（〟），aI－〔l  

（∬伽，∬β）∈ 咋，几β×略7り⊂ぴ（〟）・  

Itfollows tha七  

諾＝（（諾叩，£帥），（ご。，ごβ））⊂〃（〟）×打（〟）・  
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Sincej2（諾）＝X叩－Xα＋xp，n－Xβ∈E，  

諾∈万1岬）∩〔／（〟）2≠臥   

Consequently，A4（裾さ）isnotak－SPaCe・  ■  

Remark4．2．7TheessentialideaoftheI）TOOfof（5）isusedl）yMalyhintoprove  

thatthe tightnessoftheprod11CtV（Nl）×V（Nl）isLUl・rrheproofwascite（1with  
hispermissionin［4］．Tllerefore，1′（Hl）×V（捏1）isnota・ん－SPaCe・SillCeXlisclosed  
embeddedinA。（X）foreacllSPaCeX（cf・［23］），A3（V（Nl））isnotak－SPaCe・Infact，  

inthenextsection，WeSha・11showthatA2（V（Nl））isnot・ak－SpaCe・  
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4．3 甘heた－prOper七yofAm（芽）  

Inthissection，WeShallgivechara・Cteriza・tiol－SOfa・metriza・t）lesl）aCeXsu（：llt・hat 

everyAn（X）isak－SPa，Ceforn≧4，A3（X）isak－Sl）a（二e〕a工l（1：1j（X）isil」ん－叩al（］：C，  

respectively・First，Weintroducctheresl11tfort・11errlal〕PlIlglL｝上】Whic‡lWaSi）（）i＝t・（モ（i  

outin［3］．Reca］1that aspa・CeXis Dieudonn6co”LPleieift・hcL・eis a′＝）E”I，lel」e  

llniforlTlityont・hespaceX（［6］）．Everyparacornpact・SPaCeisl〕iell（lol1116（‥t）Illl）1etC，  

aIndthe（‥losureofeveryboundedsubsetofaDiell（lol1116c（川一Plet・eSI）aCeisc（）lllt）aCt一・  

Propositiol・14．3．1エeよ∬ムeα肌e祝（gOTⅢ∂c川岬Je∠e叩αCe・71ん叫ノ（”l拙－／川∈〃，  

兢e†乃叩p五氾ガ豆，t盲β押Of盲e乃まげAm（ズ）五βαん一叩α‘＝e・  

ItsproofcanbeeasilyobtainedfromthefollowlllgWell－kr10Wnfact・S】an（l‖lereLbl・e  

WeOmit theproof．  

（1）釣γ－eαCゐco叩αC才β祝ゐぶe才ム′ロメ』れ（耳），抗e71eゴβαC（つ叩αC≠β－⊥んβだよC r）ノトYo  

一方①iO））7tβ祝Cん兢αま壱几（C）＝〟げ方言βα仇edoγ＝も∂c川tpJ仁王e叩α（ニビ（［4廿  

（2）A c卯止れ肌用β和明叩前柑ノ：∬→1′ロメαま叩OJ叩五川・J叩“Cピま（〕αん一理“てビl′  

五β押0ま五e7も川αれdo埴げかeue7－yCO叩αCまβ・昆占βegZ⊂1′偏ブ・ピβわー油川ルー1（Z）二  

f－1（Z）－・・＋Zisquoiieni（［6］，Theorem3・3・22）・  

Theoreln4．3．2〝∬豆βα7乃eわー五zαんJe叩αCピノ抗e乃班eノ0〃皿ノブ呵β才α∠紺冊ムよβ〟常叩上古・lノー  

αJe†もfニ   

（a）A陀（∬）砧α良一叩αCeかeαCんm∈〃，   

（b）A4（∬）五βαん－叩αCe，   

（c）盲凡慮βα押Of五e乃才m叩如mタメ打eαCん7－∈〃j   

（d）ねねα卯血壷扉m叩函町   

（e）e離e7一方五βわcα勒co叩αCまα71d抽eβe才∬′げα〃仙川壷石山飢＝細流ねqトガム  

βepα7－αあJe，βγズ′盲βCロブ叩αCま・  
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Proof・Theimplications（a）⇒（b）and（c）⇒（〔l）areclear，an（ibyPl・OPOSition  

4・3・1，（a）and（c），（b）and（d）areequiva．1ent．．ThtlS，it・Suffices tosho、V血Itlthc  

implications（b）⇒（e）and（e）⇒（a）．  

Proofof（b）⇒（c）・Assumlngt・hecontrary，WCCanCOllSi〔lerthefollowlngt・WO  

Ca．SeS．   

Casel・方言β乃0よJocα勒co7叩αC～αmdガ′五…0まco7叩αCf．   

Case2・∬／古βmOgβe針”－α占Je・   

InCase］，WeCanta・keanin重nitediscretesequencc（c，l∈XI：7も∈N）irlX・For  

eachn∈N，Sincccn∈X／，thereisaconvergent・SequerlCe（c”，1：i∈N‡inX which  

COnVergeS tOCn・FurtllermOre，SirlCeXisnotlocal1ycomI）aCt，WeCan fill〔1ap（）int  

a＝∈Xand（Bn：n∈N）beacount・ablelleighborhoo（1baseofユ：inXsllChthat・for  

eaclln∈N，Bn⊃BIL＋1a・nd・軋＼B，L＋1COllta・iIISaIlinfinit・e（liscrete（inX）seし1ueIICe  

Xn＝（1：n，i：∈N）・WithoutlossofgeneraIlity，WeIrlayaSSullletllatIfLhecollection  

（Bl）∪‡CL：n∈N）isdiscreteinX，WhereCn＝（cn，i‥i∈N）∪†cn）・1t・follows  

thatY＝∪（Cn：n∈N）uU†Xn：n∈N）∪（x）isaclosedsubsetIOfX・ThusY  

ishomeoITlOrPhict・OMi，andtherefore，byTheoreIl14・2A，A3（Aち）isnotaんっpace・  

HenceA3（Y）isnot・ak－SPalCe・Since，byTlleOreln3・1・3，jl3（Y）isembed（ledinto  

A3（X）asaclosedsubspace，A3（X）isnot・akMSPaCe・Thus，A4（X）isnotak－SPaCe・   

In Case2，SinceXIhas anuncountablediscretecollectIioninX，、VeCantake a  

close〔LsubspaceYofXwhichishorneOlnOrl〕hictoM3・Thus，1）yTlleOreI－14・2・6and  

thesamewayasCasel，WeCanPrOVethatA4（X）isnot・a・k－SPaCe・  

Pl・00fof（c）⇒（a）・ ByTheorem4・1・5，ifXislocaIllycompactand X’is  

sepa・rable，A（X）isak－SPaCe・SinceeachAn（X）isclosedinA（X），jln（X）isa  

k－SPaCeforeachn∈N・Next）SuPPOSethatXJiscompact・andXis・nOtCOlnPaCt  

becauseA（Y）ofacompactspaceYisak－SPaCe・ThenthespaceXisaspaceof  
typeMl．Itfollows，byTheorem4・2・2，t・hatAn（X）isak－SPa・Ceforeachn∈N・  

Consequently，WehaveTheorem4・3・2・  

Corollary4．3．3（Stabilitytheorem）ForametrizablespaceX，eVeryAn（X），  
m∈〃ノ五βαゐ一叩αCeげαれdo埴げA4（∬）ねα烏一叩αCe－  
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Caseloftheproofoftheimplication（b）⇒（e）inTheorem4．3．2yieldst・he  

following（cf・［8］）・  

CoI－011ary4・3・4エe‖ヨ占eまんe叩αCe扉グーαf夏用αJ＝氾dP抗e叩αCeロブわー川烏ふ肌南．  

rんe氾ノme首班eγA3（q）乃ⅣA3（P）五βαん一叩αCe．   

ThefollowingtheoremcanbeprovedfromtllereSultin［20］・Hel・e，WeSllal1give  

a・nOtherproof．  

Theorem4月・5■打”－α押－αCOmpαCま叩αCeズ，A2（∬）ねαムー5pαCeげα71d口癖び耳2  

古βαゐ－叩αCe．  

Pl■00f・ First，WeShowt・he“onlyif”part・・SinceX2is a・Clol）CnSul）SetOf（X⑮  

一方0（0））2andズ2⊂五；1（A。（ズ）＼Al（∬）），1〕yt－11eOreI－12．1．3パ2（方2）isa．cloI）el・1  

Subset ofA2（X）＼Al（X）・Inpa・rticular，i2（X2）isoI）eninA。（X）．Since▲43（X）  

isak－SPaCe，i2（X2）isak－SI）aCe．Ontheotlherhalnd，Sincei｛1（i。（X2））＝Xコ，l〕y  
Theorem2・1・3，themappingi2lx2：X2→i2（X2）isaperfectmappi11g・Thus，Xj  

isakLSPaCe．   

Next，WeShowthe“if”pa・rt・・Let Ebe asubsetofA2（X）sllCh thal・Enl；is  

closedinKforeachcompactsul）SetHofA2（X），a．nし1t．akeawordg∈否Weshall  

Showthatg∈E．Theproofisint．hreeca．ses．  

Casel・g∈A2（∬）＼Al（∬）・   

SinceA2（X）＼Al（X）isopeninA2（X），thereisanoⅠ川eighborllOⅨ＝′ofgin  

A2（X）suchtha・t訂⊂A2（X）＼A，（X）．Wep11tH＝EnUthenwehavethatg∈7f  

and HnHis closedin K foreach coml）aCt Stlbset・OfU．On t・heot・her ham（1，t，y  

Theorem2・1・3，i2li｛1（U）：i｛1（訂）－－＋訂isa・nOI）enmaPPing）an〔li；1（fF）isaclose〔l  

subsetofthek－SPaCeX2．Itfollowst，hat訂isak－SPa・Ce．Therefore，i［isclose〔lin  

訂，andhenceinA2（X）．Consequently，9∈H⊂E・  

Case2． g∈∬⑳一方．  
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Recal1thatAoisaclopensubgroupofA（X），theng＋Aoisa・Clopenneiglll〕Orhood  

Ofダin月（∬）・Notethat，（g＋Ao）∩（（A2（ガリノ冊））∪（叫＝臥We上〕tl川＝  

（g＋Ao）nE，theI－itiseasytoseethat・9∈H⊂Xo－X an（r11Inli’is（：lose（1in  

KforeachcompactsubsetKofXo－X．SinceX㊦qXisak－Sl〕aCe，His（二l（）Sed  

inX①－X．Henceg∈H⊂E．  

Case3． g＝0．   

AssumethatO∈E＼E・Let H＝EnAo，thenwe caInSeet・hat・0∈H＼H  

andH⊂A2（X）＼Al（X）・Moreoverj「1（H）⊂X2＼△．Y aJl（lbyCorollary3．16，  

jrユ（H）∩△x≠針Ta・keapoint諾＝（x，X）∈jrl（H）∩△x．LetCl）eal－1a．l・bitrary  

compactstlbsetofX2■Thenjl（C）isa・COmPa・CtSul）SetOfA2（X）．Bytheassull11）tion，  

Hnjl（C）isclosedinjl（C），SOthatinA3（X）・Thus，j［1（Hnjl（C））iscIose（lin  

X2．since   

Jlし1－1（（描）、。l（翔。。。） ‥㌦＼△ズ＝正1（（A2しY）＼dl（瑚nAo）  
→（A2（∬）＼ノ11（ズ））∩ノlo   

isonetoonean（lonto，andHnjl（C）⊂（A2（X）＼Al（X））nAo，WeCallSeethat  

j「1（Hnjl（C））＝jrl（H）nC．TllllSj｛1（H）nCisclosedinX2，SOt．ha．tillC．．Jt．  

followstllat・j「1（H）isclosedinX2becaluSeXコisa・k－SPa（：C．ThiscoIlt・ra（li（二IIStIhat  

諾∈jrl（H）＼jrl（H）．Consequently，WehalVeO∈E．  劫  

Remark4．2．7andTheorem4．3．5yield  

Col・011ary4．3．6．42（V（Hl））盲β氾0才αゐ－叩αCe・  

Corollary4．3．7ダ0γα7乃eか滋α占Je叩αCeズノA2（方）五βαん一叩αCeノαブId班eけ1叩pわムg  

乞2オβ曾祝0ま五eれ才．  

Theol・em4．3．8〝∬五βα7乃eわ滋α占Je叩αCe∫兢eれ偏J∂Jアロひ五代ガβまα∠e771emとβα才一ee押上〟－  

αJeγ1fノ  
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（a）A3（ズ）盲βαん－叩αCeノ   

（t））才んem叩再犯甘夏3五β押0ま五e叫   

（c）∬五βJロCα勒co7叩αCま0γ一班eβef耳′扉αJJブ刷1五50Jα王edガロ五71ね五71肯定＝（川叩α仁方．  

Pl・00f・ By Proposition4・3・1，（a）a・nd（b）are eqllivalentl．In tlle PrOOfoft．he  

implication（b）⇒（e）inTheorem4．3．2，itwasall▼ea（1ysllOW11theilT11）lica′tion（a）  

⇒（c）・Furthermore，l）yt・heproofofthciIlll）1icat・io－1（e）⇒（a）inrIllle＝elI14．3．2，  

ノ13（耳）isaん－SP孔Ceif－ガ′iscoI叩a・Ct．Tl－tlS，t，OCO叫）1et．et．llel）1・（）0いtsしl批es〔一（－SllいW  

thatA3（X）isak－SPaCeifXislocal1ycompact．   

LetXbealocallycompactmet・rizal二）1esl）a・Ce・TllenXca・nl〕CrePreSent・e（lasthe  

SurrlOflocallycolnPaCtSeparablespa・CeS，i・C・X＝0（X。：α∈jil，、VllereeaCh。㌦  

isloca・11ycompactseparal〕1e・Foreachα∈A，let・u凸l）etllellniversaluniroI・11山yon  

X。and△。the（1ia・gOnalofX。×X。・Then，u＝（OuQ：軋∈u。）istheuniversal  
凸∈A  

11niformit・yOnX・1bprovethatJA3（X）isak－SPaCe，t・akeas11bsetEofA3（X）such  

that・EnKisclosedinHforeachcompactsubsetl｛ofA3（X），an（laIlalrt）it・raryl）Oint  

g∈否・Weslla・11sl10、Vtllatダ∈且Irg∈（A。（∬）＼裁（∬））∪（ノ1。（∬）＼ノ＝弟）∪（0），  

itcanbeshownthatg∈Einthesimila・rWaytOthel〕rOOfofTheorem4．3．5．Thus  

WemayaSSumethatg∈Xo－X，inparticular，g∈X（ifg∈－X，WeCa，IISl10W  

Sinlilarly）・   

WeplltI［＝（E－g）nAo，t・henHisasllbsetofAJl（X）suchthat．Hnム’isclose（1  

inl；fo一・eaChcompa－CtSubsetKofA4（X）aIndO∈H・lfO∈1［nAコ（X），tllenitca・n  

beshownl・haIt・0∈HnA2（X）a・n〔lg∈IIfromthcproofofTlleOrem上l．3．5．Thus，  

WeInayaSSumethatlH⊂（A4（X）＼A3（X））∪†0）becauseHn（A3（X）＼A2（X））＝＠．  

Bythede重nitionofH，WePut  

∬＝（ん入＝諾入一狛＋g入鴫g：ス∈A），   

Where x入，y＾，Z入∈X forea・Ch入∈A・Sinceg∈X，thereis anα0∈A suchthat  

g∈∬叫・Let  

ガ1＝（九人∈ガ‥∬Å∈ガ。。Org入∈芳明）・  

J㌻1岬＼ガ1）∩こJ3＝¢払reacIl  Henceitis easytosee that O≠H＼Hlbecause   
U∈lJ．TlmswehaveO∈Hl．Now，WeaSSllmethatO∈H2，Where  

∬2＝（九1∈ガ1：£入，g入∈ガ。。）・  
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Thenj｛1（H，）nU2≠¢foreachU∈u．Bythede且nit・ionofu，j｛1（L［3）nU2≠¢  

foreachU∈u，Where  

ガ3＝（ん入∈ガ2‥封入∈ガα。）・  

ItfollowsthatO∈前．ontheotherha．ncl，H3isa・Sut）SetOfA4（X。。）an（1j14（Xα。）  

Can bc consi（lered as aclose（1subset ofA4（X）l）y Theorell13・1・3・Sincc X。r。is  

locallycompact．separrable，l）yTheorem4．3．2，A4（X叫）is a・k－SPaCe・Furtherll■l（〕re，  

H3⊂HnA4（Xα。）andHnA4（X。t。）nl｛isclose（1iI11（forea・CllCO｝11l－aCtSllbsetl（  

OfA4（X。。）．WecarleaSilyseetlhatO∈HnA4（Xα。）⊂H・There［oreitlSuflicest・0  

sIlOWtllatO∈ガifO∈仇＼ガ2・Let  

ガ4＝（ん入‥諾入¢ズ。。andz入∈∬。。‡，   

andwernayassumet・hatO∈H4．Now，WePut  

A′ ＝（入∈A：ん入∈∬4），  

エ ＝（（zÅ，g）：入∈A′），and  

〟 ＝（（£入，封入）：入∈A′）・   

Sincej｛1（H4）nU2≠¢foreachU∈u，   

（1）⊥∩こ／≠附加each［／∈〟，and   

（2）〟∩こJ≠¢foreach乙J∈〟・  

SinceL⊂X3。，by（1），言∩△α。≠¢and，inpart・icular，WeCa／nSeet・hat・（g，g）∈  

（Bn：n∈Nibe acountable  言．Thereforeg∈（z入‥入∈A／）・Now，1etβg＝  

neighborhood ba・Se Ofgln X。。SuChthat Bn＋1⊂Bn andBl＝X。。・Foreach  

m∈〃，1et  

吼＝（（諾入，封入）：g入∈乱＼昂叫1）・  
∞  

ThenM＝UMn・Ontheotherhand，by（2）好nAx≠臥Weconsi（lert－he  
†l＝】  

followlngtWOCa5eS・  

Casel．孤灯e古βαβ現ゎβe押emCe（ん汀1‥m∈〃）oJ〃βてムCん兢αま硫二∩△一Y≠机h  

eαCんm∈〃．  
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For ealCh m∈N，We Cantake anα1n∈A s11Chthat詔k；，：∩△αm≠＠．Weput  

Nc。，｝＝Mk”．nX2m，tllen布こ∩△c。，l≠＠・Thus，j｛1（H5）∩△Y≠＠，SOthatO∈耳；，  

where   

∞  

∬5 ＝（ん入∈ガ4‥gÅ∈恥and（諾Å，狛）∈∪〃鋸l‡and  
〃l＝1  

∞  

y ＝（ヨガ。m・  
m＝O   

SinceYisaloca11ycompactseparablemetrizableclose（1subspaceofX，A4（Y）is  

Closedin A4（X）and，byTheorem4．3．2，A4（Y）is a・k－SPaLCe．Fllrt・hernlOre，H5⊂  

HnA4（Y）andHnA4（Y）nKisclosedinl（foreachcompactlSllbset・1r（）fA4（1′）・  

ItfollowsthatO∈HnA4（Y）⊂H・  

Case2． r／昭一e五βαれn∈〃β祝Cん摘α才〟，几∩△ズ＝¢J抑eαCんm≧・Jl．  

Let  

ガ6 ＝（ん入‥g人∈駄）an（l  

〟（n）＝ ∪耽Tl・  
r‖＞Tl．   

Thenitiseasytoseetha・l，0∈市，SOt・hat．耶∩△x≠O．TllllS，WeCant▲akean  

α∈Asuchtllat珂市∩△。≠臥Now，We（：a11aSSulllet・llatN”L＝AI”nX。≠＠for  

eachγn≧n・Hence，itcanbeseenthatLbreachU∈ua，（m≧n：N”lnU≠¢）  

isaninnnitesetbecause乾∩△。＝¢foreachm≧㍑an（lU Nmn△。≠0・rt  
m＞れ  

followsthat O∈H7，Where  

ガ7＝（九人∈仇‥（∬入朝）∈∪〃丁れ）・  

m＞T1   

0n theotherhand，H7⊂A4（Xα。OXα），A4（Xα。（DXα）isclose（linjL4（X）all（l  

A4（X。。㊦X。）isak－SPaCe・Therefore，inthesa・meargumentaiSinCasel，WeCan  

seethatO∈ガnA4（方。。㊦ガ。）⊂ガ・   

Consequently，1nanyCaSe，WeCanprOVethatO∈H，SOthatg∈E・Thus，Eis  

aclosedsubsetofA3（X）．ItfollowsthatA3（X）isak－SPaCe・  ■   
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Corollal・y4・3．9エeま〟3あeま九e叩αCeCO氾5血cfed五れ§4，3，翫几A3（〟3）五βαムー叩αCe  

み混まA4（〟3）五βmOfα太一5pαCe．   

Final1y，Wediscussabolltthequestionswhicha・rea・Ske（二IbyT・Ⅰ‡，Fay，E・OrdIllal－  

andB・V・S・Thomasin［8］・Sincetheydisc11SSe（lal）Out・t・hefreet・0Ⅰ）Ologicalgroup  

鞄（X）overaspaceinthesenseofGraev，Weintro（1tlCeSOmellntat・ions．Foreach  

n∈N，Weder10t・et・hestlbspa・CeOfFG（X）consist・ingofwordsoflengthn（）tleXCee〔ling  

nbyノ㌔（X）7L・Sincethe11nit・elementeofFb（X）isa・l〕nintofX，t・hemappirlgi］L  

isdefine〔lon XUX」．AnalogollSly，1et AG（X）l）e tlle free Abelia・Ilt・OPOlogical  

gro－1pOVer aSPaCeXin thesenseofGraev，a・nd thesut）SPaCe jlG（X）n an（1t・he  

mappiIlgincanbedefinedsimilarlytotheseforFG（X）．T・H．Fay，E．Or（lmarland  

B・V・S・Thomas［8］a・SkedthefollowingqtleStions・  

Q11eStiol14．3．10血豆TlαJむノ叩βα四0才古eヶか乃叩げ耳古β加αJJyビ州乙pα仁王ア  

Questiol14．3．11J壱五2‥（QUQ－1）2→柁（Q）2α甲川蒼古ビアか丁叩㌢  

／．亘＝血岬＝′川・ユノJ′：・J′／／′叫ノ7  

V．G・Pest・OV［20］answeredt・hesequestionsasfollows・  

Theorem4・3・12（1）m諸m叩函関わ：（∬∈β∬‾1①（e））Tl→凡（∬）（（∬∪  

ズ‾1）几→ダ？（妬）五叩0∠五em∠五me紬β即lβeげα7td【”1g〟プ㈹Cん7te抑1んロ叫  

△ズれガ2五．写乞m〟ズ，九pα7、fオc祝J叫び∬五β押－α〃け叩αCいっヱβ押d～才ピアt～・〟だ7ムCe，才んe  

かβ∠pαrまβノ伽eβわロれイ■β■JJ古βyeβ・   

7－m作ノ エeまズ占eαJocα勒co叩αCま叩αCe比′／と五cん五βmロま才）α7－dlCロ叩αeいんeナム壱コ宜β  

れ0ま押Of五e氾fあyJ．肋乃CeノQ祝eβわ0氾イ・β・Jβ古βmO・   

Ontheotherha．nd，AboutthespaceM3descril）e（1in∫4・3，WellOtethefo1lowing  

fact．Thatimpliesthenegatliveansweroftheabelianversior10fQuestion4・3・10even  

ifaspaceXislocallycompactandmetrizable・  

Theorem4．3．13了1んe5pαCe叫う五5αJocα勒co叩αCま丁乃eか－五ヱα占Je坤αCeβ～J亡ん班αご  

A4（〟3）古川Ofαた一叩αCeαれdAJ〟3）五β九州－e川l叩ん五cねAG（〟3）Tlかeα亡んγ－∈肌  

rん叫兢emα押mga几五…Of押0ま五eれ宮古几e混eγβ即枇  
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Proof・Itsu用cestoshowthatAn（M3）ishomeomorphictoAG（A113）1．foreach  

n∈N・SinceM311aSinLinitelrlanyisolat・e（1points，foreachisolat・e（1poiIlt・ユ‥inX，  

M3ishomeomorl〕hictlOM3＼（x）＝M三・Ont・heotll（汀‡1an（1，fron・ltl－1earguI－1entin  

［9］，FG（M3）（AG（M3））istopologica11yisomorphictoF（明）（jl（Mi）），r呵）eCl，ively．  

Infact）thetopologlCa・1ison10rPhismist・hecont・inl1011ShoInOI一一Orl）hicext・ellSionorthe  

identityonM3，SOthatwecanprovethat鞄（M3）7t（AG（M3）れ）isl｝0111eOHlOrPhicto  

軋（Mi）（An（M三））foreachn∈N・ThtlS，itfollowstlhat・A，L（M3）ishomeomorl〕hic  

toAG（〟3）Tl払reacllm∈凡  

4・4IJOCalcompac七messof君－（芳）  

Inthissectionwediscussthepropertythat・eaCl11L（X）（A，L（X））islocallyco111－  

PaCt・AsaconseqtlerlCeWewi11cha・raCterizeametl・izablesl）aCeXhavlngt・heaJl〕0Ve  

PrOPert・y・Now）WeShal1provethefollowlngreSultwhichisagellel・alizartionofTlle－  

Oreml・2・5・Theessentialideaoftheproofisduet・OM・Ⅰ・Graev［9］・  

Theorem4・4・1〝凡（ガ）（Aれ（∬））五βJocα勒c川叩αCり肝eαCんn∈〃，〟椚↓αβ祝占βe～  

V古β叩eアもわ｝ダ（∬）（A（∬））げα乃domJ封げⅥ～＝Vn凡．（ガ）（Vnノし1（∬））五＝peT↓わ1  

凡（∬）（Am（ガ））J押eαCんm∈肌  

Proof．Thenecessityisobvious a・ndtherefbreweshallshowonlythestl抗ciency．  

LetVbeanarbitraryopensetinF（X），then，eaChl／1Lisopenin軋（X）・Therefore，  

we shal1show that the converseisalso true．   

LetV＝（V⊂F（X）：軋isopenin凡（X）foreachn∈Nl．At鮎st，WeShall  

showtha・tVinducesagrouptopologyonF（X）・Indeed，itsu爪cestoshowthat′V  

Satis鮎sthefollowlng；  

fbreachV∈Vanda】b∈F（X）sucht・ha・t・ab－1∈V，t・hereareU（a），U（b）∈V  

sucllthatα∈ぴ（α），占∈ぴ（り，and〃（α）叩）‾1⊂1′・  

LetV∈Vanda，b∈F（X）suchthatab－1∈V，andassumethat・e（a），e（b）≦kfor  

somek∈N．Then，byinductiononi≧k）WeSha］lconstruct thesets Ul（a）all〔l  

仇（りsⅦChthat  
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（1）α∈仇（α）aI－dら∈仇（占），   

（2）仇（α）and仇（りa・reOpenin彗（ズ），   

（3）巧（α）⊂仇（α）andこ1（占）⊂と／泄）foり≦‘，  

－1 （4）坑（α）仇（り ⊂鴨f，   

（5）Ui（a）andUi（b）arecompact・  

Since鴨kisopeninF2k（X），thereis a・110PenSet・V／irlF（X）suchthatl・／ちん＝  

V／nFh（X）・Th11S，WeCanta－keopenset・SUa，UbinF（X）suchtllat・  

岬－－ 1  

UaUb ⊂Vl，andUanlL（X）a・ndUbnFk（X）arecompact，   

because瑞（X）isalocallycompactclosedsubsetofF（X）・Nowput  

仇（α）＝坑口J㌔（∬）an（＝㌔（り＝亡／む∩凡（ガ）・   

Then，itiscleart・hatUk（a）andUk（a）satisfythearbovepropcrt・isfork・   

Supposethatt・hesetsUi（a）andUt（b）havel〕eenCOnStruCtedf（）1・i＝k，k＋1，…，ナl，  

weshallconstruCtthesetstl叶1（a）andUn＋1（b），aSfollows・Put  

－ 1  

β＝軋（α）（蔦…2（ズ）＼鴨巾2）軋（町   

Then EisaclosedsubsetofF（X）byt・hepropert・y（5），and alsowehaveビ¢E・  

For，ife＝垢1・U・Lunforsome・un∈Un（a），V∈1LL＋2（X）＼lち丁汁2，a・ndu）n∈Un（b），then  

it follows that  
－1  

u＝uれひニ1∈軋（α）軋（り ⊂巧陀⊂鴨症2，  

an（1thisisacont．radiction．Thereforewecantakeaneighbol・hoo（ユUeoL’ビSuChtrhat  

－－ －1  

UeUe ⊂F（X）＼E，and UenFhL＋1（X）iscomI）a・CtI・   

Now we define thesets  

打叫1（α）＝（軋（α）仇）∩凡＋1and亡／一汁ユ（ら）＝（とuり仇）∩凡十1・   

Clearly，thesesetssatisfytlleprOPerties（1），（2）and（3）・Wesha・】1sl10Wt・hat・tlhey  

satisfy theproperties（4）and（5）・Letu＝VW∈凡＋1（X），Wherel）∈UTL（a）and  
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w∈Ue．Sincee（v）≦n ande（u）≦n＋1，A（w）rntlSt beless than orequalto  

n＋n＋1＝2n＋1．fIence this means t．hat．  

打両1（α）⊂UTと（α）岬en為所1（∬））・   

Thus we lzave 

仇汗1（α）⊂ 亡／れ（α）（ぴen瑞刷（∬））  

⊂ 軋（α）（亡／。∩鳥山1（一Y））  

⊂ 軋（α）仲。∩鳥山1（∬））．  

Since Un（a）（UenFLL＋1（X））iscompa・Ct，Wehave tha・l・Un＋1（a）isconll）aCt・・Anal－  

ogously，it・Cant〕eSeen t・ha・t・U71＋1（b）isco”PaCt，i．e・tllCl〕rOl）Crty（5）issatlisl弓e（l．  

Furtherrnore，SinceUn（a）（UenFh＋1（X））iscl（〕Se（li11F（X），  

打叫1（α）⊂軋（α）（打。∩亀川（∬））⊂と／Tと（㍑）仁／。・  

Si血1arly  

仇叶1（占）⊂軋（占）（と／en亀川（耳））⊂軋（りと／。．  

Thererore  

ーーーーー J  －1  

亡／丁いH（α）打両1（占）⊂ 軋（α）打eと†。〔／，1（占）  

⊂ 軋（α）岬（∬）＼β）亡／Tl（り   

0Ilthe otherlland  

亡／叫1（α）仇叫1（ら）⊂蔦m＋2（∬），  

Now assume that thereis aword  

諾∈軋＋1（α）ぴれ車（り∩（薫叫2（ズ）＼l′ち両2）．   

By the above result，Put X＝・uny・U：1，Where・LLn∈Un（a），y∈F（X）＼E arnd  

vn∈Un（b）・Thenwehave  

－ユ  

封＝一垢1諾lノ氾∈軋（α）（英一両（ガ）＼1ろ油1）軋M＝ガ，   

buti七isimpossible．Consequentlywecanshowthat  

打叫1（α）び叫1（占）⊂鴨叫2・  
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VVe now define t．he sets   
00 OO  

U（α）＝∪乙†i（α）an（＝叫）＝∪仇（牲  

i＝た l＝ん  

Th11S，bytheproperties（1）～（4），itiseasilyseent・haIt・  

U（α），叩）∈V，肌dこりα）明り‾1⊂11   

Fromtheaboveargument，Vin（1ucesacertaingroui）t・OPOIogyTl・CIcarly，Tl仁で  

isequa・1tJOt・heorlglnaltopologyollX．ThisnleanSthatTlisweakcrtIll之111t・hcl■re  

group topology on F（X）・Consequentlyeachlノ′∈Vis ol）enin F（X），all（1t・tle  

theoremisproved．  軸  

Cor（）11ary4・4・2爪）71α5pαCe方ノげ凡（ズ）（ノ㌦（∬））五3J【）C〃鞠〔て（つ明川（二りl汀ビ肌イ川∈  

〃，翫氾ダ（方）（A（ズ））ブ．タαん－叩√エCe．   

Now，Weintroduce some charact・erizatiorlS Ofal11etrizal〕le sl）a∫（二e X su（‥h that・  

each凡（X）islocal1ycompact．  

Pl・OpOSitiol14・4・3エeま∬あe…乃eわー五zαらge叩αCe・軋（ズ）五βJocα勒c川岬山J抑用亡ん  

m∈〃げα乃do旬げ∬五βCOmpαCま0†－d五βC†－efe．  

Pl・00f・ Ass－1me that thereis ametriza・l二）1c sl〕之l・Ce X sucllt・hart・eaChれL（X）is  

local1ycoTnPaCt・，lmtXisl10nCOmPaCtan（1non（liscrct．e．ThellWCCallfin〔1a（liscret．e  

Se（1tlenCe‡£m‥れ＝0，1，…）in∬stlCl－tl血エoisnoI1isola・t・e（l．Leり〝”‥ナ乙∈〃）l）e之l．  

SequenCeinXwhichconvergesto諾oSuCht・hat（y7L：n∈N）∩（1＝n‥†と＝0，1，・．．）＝臥  

Now，WePutC＝（yn‥n∈N）∪（ごoIandZ＝CU（xn：門∈N），thenZisaclosed  

SubsetofX．Foreachm∈N，1et  

C几＝†綜1諾。打1諾几：よ∈〟）∪‡e），  

ByCorollary4・4・2，F（X）isak－SPaCe，andhenceitJCanbeprovedt・11atlE＝Uc，L  
Ti∈〟  

isaclosedsubsetof坑（X）・Moreover，itishomeomorphictotheFr占chet－Urysohrl  

fanofcardinality餃0（seetheproofofPropositio113・2in［4］）・Byt・hea甑1”PtioIl，  

為（X）islocal1ycompactand，inparticular，SOisE．Butthisisacontra．dicLion．喝  
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Theorem4・4・4爪”、αγも0陀d五βCナーefe7¶eわー五zαむJe叩αCe芳′〟ばプロJレ柑五†も〟肝e‥叩上古′川J用f∵   

（aう凡（∬）盲βCOmグαCり抑eαCゐァl∈〃，   

（l））軋（ズ）五βJocα勒cの丁叩αCり卯eαCんれ∈〃，   

（c）方言βCロmグαCf．  
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