
Mutua11yM－intersectingV五rieties  

andCombinatorialArrays  

Submittedin PartialFu］fillmentoftheRequ］rementS  

fortheDegreeof  

Doctor of Philosophy 

inManagementScienceandEng】neerlng  

by  

Nobuko Miyamoto 

DoctoralPrograminPolicyandPlannlngSciences  

UniversityofTsukuba  

寄
贈
 
 

宮
本
暢
子
氏
 
 

January1998   

993922掴  



Abstract   

In the design ofexperiments，COmbinatorialarrays such as orthogonalar－  

raysandbalancedarrayshavebeenusedfbrobtainingproperdatawithas  

f6wexperimentsaspossible．Ftactionalfactorialdesignsderived丘omcom－  

binatorialarrayso恥rgreateconomyoftimeandresourcesandareusedin  
agrlCultural，biologlCalandindustrialexperiments・   

AbalancedarrayisanmxNarrayAwithelements鈷・OmaSetOfssym－  
boIssuchtha七a壬－COlumnvector（xl，X2，・．・，勘）Tappearspxl，恥‥，∬ttimesin  

anyixNsubarrayofA，Wherep町X2，‥．，∬tlSinvariantunderanypermuta－  

tionofxl）X2）…）Xt・Ifp町X2，‥．，ⅡtlSCOnStanthrall壬－VeCtOrS）Aiscal1edan  

Orthogonalarray・   

BalancedarrayswereintroducedbyChakravartiin1956asagcneraliza－  

tionofor七hogonalarrays．Theconcept ofbalancedarrays playakey role  

in七hestudyofseveralareasofcombinatorialtheory．Forexample，thein－  

cidencema七ricesofblockdesignssuchasBIBdesignsand（r，入）－designsare  

balancedarrayswi七hproperspecificationsoftheparametersinvolved．   

TheproblemofconstructionofbalanCedarraysexcep七払rorthogonalar－  

raysistough．Althoughnecessaryandsu瓜cientconditionsbrtheexistence  

Ofbalancedarrayshavebeenobtained，theydonotgiveanyclueastohowto  

COnStruCtbalancedarraysinpractice．Recentlysomeconstructionmethods  

havebeenglVenbyutilizingthestructureofblockdesigns・Hereadirectcon－  

S七ructionofbalanced arraysbyapplying七hewe11－knownBoseconstruction  

Ofor七hogonalarraysisconsidered・InChapter2aconstructionoforthogonal  

arr叩SWhichwasproposedbyBosein1947isgeneralized．Thecons七ruction  

OfBoseutilizeslineartrans払rmationsovera負nitefield．Ontheotherhand，  

non＿1inearfunctions over afinite丘eldinstead oflinear七rans払rmations are  

considered and restrictions ofthe domain offunctions are made．Moreover  

七wokindsofquadraticfunctionsareusedtoconstruCtbalancedarrays．   

Whenfisahomogeneouspolynomial，七hesetofpointsxonaprojective  

SPaCeSatisfyingf（Ⅹ）＝Oiscalledavariety・Ⅵ毎areinterestedinfindinga   



setofvarietiessuchthateachvarietycontainsppointsandthenumberof  

pointsintheintersectionoftwodistinctvarietiesiscontainedinaset M・  

ThisiscalledasetofmutuallyM－intersectingvarieties．WhenMconsistsof  

aslngleton，aSetOfmutuallyM－intersectingvarietiesisusefu1toconstruct  

balancedarraysinChapter2・InChapter3setsofmutuallyM－intersecting  
VarietiesareconstructedbyuslngHermitian払rms．  
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Notations   

Thenotations，SymboIsandabbreviationsbelowareused throughoutthis  

paPer・   

E（y）‥Expectationofy・   

Var（y）：Varianceofy・   

Cov（yl，y2）：Covarianceofylandy2．   

Cov（y）：Variance－COVarianCematrixofvectory．   

XT：rIYansposeofmatrixX・   

lS［：CardinalityofsetS・   

Sl－S2：DihrenceoftwosetsSlandS2．  

（ニ）：Binomialcoe侃cient・Asaspecialcase，（ニ）＝Oifandonlyifm＞n  

Orm＜0．   

GF（q）：Afinitefieldoforderq．   

GF（q）＊‥Thenon－ZerOelemen七SOfGF（q），i・e・GF（q）＼（0）・   

GF（q）n：n－dimensionalvectorspaceoverGF（q）．   

PG（n，q）：n－dimensionalprojectivegeometryoverGF（q）．   

OA（N，m，S，t）：OrthogonalarrayofstrengthまwithNtreatmen七combina－  

tions（orassemblies），mCOnStraints，Slevels．   

BA（N，m，S，ま）：BalancedarrayofstrengthまwithNtreatmentcombinations   

（orassemblies），mCOnS七raints，Slevels．  

梅1，恥‥，X亡：Thenumberofvectors（∬1，X2，・・・，Xt）Tcontainedina壬×N  
arrayascolumns．  

Ⅴ   



w（l。，ll，…，ls－1）‥ThenumberoffxIcolumnvec七orscontainingloO’s，ll   

l）s，…，gβ＿1（β－1）’sina壬×Ⅳarr町・   

Ⅴ（J）：Ⅴ五riety・  

V（p，M）：Asetofmutual1yM－intersectingvarieties・   

HV：Hermitianvariety．   

BFFdesign：BalanCedh：aCtionalfac七0rialdesign・   

OA：Orthogonalarr町・   

BA：Balancedarray．   

PBD：Pairwisebalanceddesign．   

BIBD：Balancedincompleteblockdesign・  

（r，入）－designwithMBN：（r，入）－designwithmutuallybalancednestedsub－  

designs・  

Vl   



Chapter 1 

Introduction  

1．1 CombinatorialArrays  

Fisher（1926）introducedmethodsofagriculturalexperimentstoobtainre－  

quiredinfbrmationefBcientlywhicharecalledthedesi9nqfe叩eriments．The－  

Oryandapplicationsof七hedesignofexperimentshavebeenextensivelyde－  

Velopedandtheyarenowestablishedasanareaofstatistics．Inthedesignof  

experiments，ahctoriale叩erimentispopularlyusedinvariousfields，払rex－  

ample，agrlCultural，biologicalandindustrialfields．Infactorialexperiments，  

we canestima七ethemain e鮎cts andtheinteractionsbetween di鮎rent fac－  

tors．Ifallmfactorshavethesamenumberoflevels（s，Say），thefactorial  

designiscalledansmsymmetricalfdctorialdesign．Otherwise，itiscalledan  

asyrTmetricalhctorialdesi9n．Inansmsymmetricalfactorialdesign，allpos－  

Siblefactorcombinationsareconsideredandhencesmassemblies（treatment  

COmbinations）areneededalthoughthedesignsallowestimationofmainef・  

fbctsandallfactorinteractions．伽ctional舟ctorialdesi9nSWereintroduced  

byY瓦tes（1937）toreducethetotalnumberofassemblies・Itissaidthata  

goodfractionalfactorialdesignshouldposseseachofthefo1lowlngfbatures  

toareasonabledegree．First，itsho111dbeeconomic，1・e・ShouldinvoIveas  

鎚w assemblies as desired．Secondly，thecorrela七ions amongthe es七imates  
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Ofvariouse蝕ctsshouldbesma11，ParticularlythoseinvoIvingmaine鮎cts・  

Thirdly，thevariances払rtheestimatesofdi鮎rentmaine蝕cts，Orthosehr  

theinteractionsshouldnotbe widelydi鮎r丘omeachofthemto another．  

Ftomthispointofview？infractionalfac七Orialdesigns，COmbinatorialarrays  

SuChasorthogonalarraysandbalancedarraysareusuallyusedtoobtaina  

gooddesign・   

An orthogonalarrayisanmx N arrayAwithelementsfromase七Of  
SSymboIssuchthatany壬×NsubarrayofAhaseachま－tuPleappearlngaS  

acolumnptimesanddeno七edbyOA（N，m，S，t）．HereN＝PSt．Oftenp  

iscalledtheinde∬Ofthearray，壬the stren9th ofthearray，mthenumber  

Ofconstraintsandsthenumberoflevels．Asageneralizationoforthogonal  

arr町S，Chakravarti（1956）firstintroducedbalancedarrays．LetAbe an  

mxNarraywithelements丘omasetofssymboIs．Ifevery壬－COlumnvector  

（xl，∬2，…，X七）Tappears侮1，X，，．‥，X七timesinanytxNsubarrayofAand  

Pxl，X2，．．．，∬t lSinvariantunderanypermutationofxl）X2）…）勘）thearrayA  
isca11edabalancedar・rayanddenotedbyBA（N，m，S，t）・   

Fisher（1926）alsou七ilizedtheLatinsquaredesign，Whichwasused氏）r  

COmParingstreatmen七sinsrowsandscolumns，Whererowsandcolumns  

representtwoblockingfactors．TheLa七insquareofordersisanarrangement  

OfsLatinlettersinasquareofsrowsandscolumnssuchthateveryLatin  

letteroccursonceineachrowandonceineachcolumn．0七herextensionsof  

theLatinsquaredesignuslngmOrethantwoblockingfactorsleadtodesigns  

inthefbrmofmutuallyorthogonalLatinsquares・TwoLatinsquaresaresaid  

tobeortho90nalifsuperimposlngOneOntheotherglVeSaSquareWi七hevery  

possibleorderedpalrOCCurrlngeXaCtlyonce・Before七heuseofLatinsquares  

astheexperimentaldesign，Euler（1782）hasinvestigatedLatinsquaresand  

their properties as a combina七orialproblem・Euler’s conjecture that七wo  

or七hogonalLatinsquaresoforder4i＋2donotexistwasveryfamous・This  

wasdisproved払r士≧2byBose，ShrikhandeandParker（1960）・Ⅰ七isknown  

that七he existence ofm－2mutuallyorthogonalLatinsquares oforders  

2   



isequivalenttotheexistenceofanOA（s2，m，S，2）ofindexunity（seeHall，  

1986）・   

Hereexamplesof鈷・aCtionalfactorialdesignsarei11ustratedbyutilizing  

anorthogonalarrayandabalancedarray．LetFl，薫，FB andFlbe丘）ur  

factorsoccurringattwolevels（Oandl，Say）・Thenthe払1lowinglinearfiⅩed  

e鮎cts modelisconsidered．  

粧囲＝〃＋α宜＋角＋7た十∂慮十E榊（戎，ノ，た，g＝00rl），  
α0＋α1＝0，晶＋β1＝0，70＋71＝0，∂0＋∂1＝0，  

Whereyijkldenotesanobservation払rtheith，jth，kthandlthlevelofFl，  

薫，Fband為，reSPeCtively，Pisanoverallmean，αiandみaremaine鮎cts  

OftheithlevelofPlandthejthlevelof為，reSPeCtively，SOつ′kand61are．Ⅰ七  

isassumedthatEijklarerandomvariableswithE（Eijkl）＝0，Var（Eijkl）＝CT2  

andareunCOrrelated払r亀，j，kandl．   

First，WeuSethe正）1lowingOA（8，4，2，2）ofindex2払ranexperiment・  

賞  0 0 0 0 11 11   
為  0 0 1 1 0 0 1 1   
fも  0 1 0 1 0 1 0 1   
為  0 1 1 0 1 0 0 1  

yly2 y3 y4 y5 封6 y7 y8   

Assumethattheithrowofthearraycorresponds七Ofactor都andthejth  
COlumncorrespondstoobservationyj・Thenthelinearmodelbasedonthe  
aboveorthogonalarrayisglVenby  

y＝ββ＋g，  

3   
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Sinceα0＋α1＝0，themaine鮎ctαoCanbeexpressedby－α1．Hencethe  

entriesofEaredenotedby－lorlaccordingtothecorrespondinglevels  

offactors・Here Eiscalleda de朗9nmatri∬andM＝ETEiscal1edan  
irdbrmationmatriT．IfMisnonsingular，thebestlinearunbiasedestimate  

OfO anditscovariancematrixareglVen，reSpeCtively，by  

∂＝〟‾1がyandCou［∂］＝J2〟‾1．   

TheinfbrmationmatrixoftheaboveexampleisshowntobeM＝8I；．Here  

lidenotestheidentitymatrixoforder5．SinceMisadiagonalmatrix，it  

iseasytocomputetheestimate60fO anditscovariancematrix（cT2／8）I5．  

Hence the estimateofO are alluncorrelated．   

Secondly，We uSe aBA（8，4，2，2）withindicespo，0＝1，I10，1＝2and  

〃り＝3similarly・  

且  0 0 0 111 11   
為  0 11 0 0 111   
fも  1 0 1 0 1 0 1 1   
為  1 1 0 1 0 0 1 1  

yl封2 y3 y4 y5 y6 y7 y8   
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ThelinearfiⅩedefFbc七smodelbasedontheabovebalancedarraylSglVenby  

y＝β∂＋ち   

Yvhere 

l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
 
1
 
 

一
一
 
 
 

一
 
 

l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
 
1
 
 

一
 
 
 

一
 
 

一
 
 

l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
 

一
一
 
 
 

一
 
 

l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
 
1
 
 

一
一
一
 
 
 

l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
l
 
 

l
 
 
 
り
〟
 
 
 
3
 
 
 
4
 
 
 
5
 
 
 
6
 
 
 
7
 
 
 
0
0
 
 

〃
V
 
U
レ
 
V
V
 
〃
V
 
y
 
U
U
 
U
V
 
U
U
 
 

1
 
 
 
2
 
 
 
3
 
 
 
4
 
（
と
 
 
r
し
 
 
ご
し
 
 
ご
し
 
 

〃
 
勘
A
 
7
1
も
 
 

5
 
 
 
6
 
 
－
7
 
 
 
8
 
r
し
 
 
（
C
 
 
ご
し
 
 
ご
し
 
 Then七he払IlowlngSymmetricinfbrmationmatrixisobtained：  

8  2  2 2 2   

8   

8   

0  

Sym・   8  

8  

mo ml ml ＝●  ml  

mo m2 ＝●  m2  

mo  

Sym・  mO m2  

mo  

〟＝  

Wheremo＝Po，0＋2po，1＋pl，1？ml＝－Po，0＋pl，1andm2＝Po，0－2po，1＋  

pl，1・Althoughtheestimatesarenotuncorrela七ed，i七holds七hatVar（＆1）＝  

Ⅴαγ（β1）＝Ⅴα再1）＝Ⅴαγ（き1）andCou（＆1諭）＝Cou（β1諭）＝Co哺1諭）＝  

Cov（81諭）andCov（＆1，β1）＝Cov（β1，今1）＝Cov（h，81），etC・  
Ingeneral，ifthee鮎c七SinvoIvinguptolfactorsareestimableundera  

designT，adesignTiscalledaカーaCtional舟ctorialdesignqfresolution21＋1・  

MoreoveradesignTiscalledabalanced伽ctionalhctorialdesi9nPfresolu－  

tion21＋1，ifM－1isinvarian七wi七hrespect七oanypermu七ationoffactors・Wb  

CanSay七hatthepreviousexamplesarebalancedfractionalfactorialdesigns  
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OfresolutionIII（tradi七ionallywritteninRomanlettersinsteadofArabic）．  

1・2 BalancedFractionalFactorialDesigns  

Theprincipleoffactorialdesignswaselaboratedprimarily丘）ragrlCultural  

fieldexperimentsbyFisher（1926）．Infactorialexperimen七S，SeVeralfac七ors  

maybeinvestigatedsimultaneously・Yates（1937）describedmanydesigns  

fbrfactorsattwoorthreelevelsandintroducedfractionalfactorialdesigns・  

Afurtheradvancein＆actional払ctorialdesignswasmadebyFinney（1945）．  

These designs reduce thetotalnumber ofassembliesin comparisonwith  

thefu11factorialdesigns，Whereby certaininterac七ions are assumed to be  

negligibleandaselectionofallpossibleassembliesisused．Thus血・aCtional  

fac七Orialdesignso蝕rgreateconomyoftimeandresourcesandareusedin  

agrlCul七ural，biologlCalandindustrialexperimen七s．   

Rao（1946）definedhypercubesofstrengthdwhicharerelatedtoLa七in  

SquareSandorthogonalLatinsquares・La七er，Rao（1947）extendedthedef－  

ini七ionofhypercubes ofstreng七hdtocover awiderclass ofarrays cal1ed  

Orthogonalarrays・Hediscussedtheuseofor七hogonalarraysasorthogonal  

fractionalfactorialdesignswhichpermitthees七ima七ionofmaine鮎ctsand  

interactionsuptoorderd－1whenhigherorderinteractionsarenegligible．  

Fbrthermore，Rao（1950）treatedthemethodofconstructionoforthogonal  

丘actionalfactorialdesignsusingorthogonalarrays．Forsomeme七hodsofcon－  

StruC七ionsoforthogonalarrays，refbrencemaybemadeto，払rexample，Bose  

（1947），BoseandBush（1952），Bush（1952b），AddelmanandKempthorne  

（1961），Seiden（1954），SeidenandZemach（1966）andothers．Someupper  

boundsonthemaximumnumberofconstrain七Sfbrorthogonalarrayshave  
beenobtainedbyRao（1947），Bush（1952a），PlackettandBurman（1946）  

andBoseandBush（1952）．   

Itisalsowellknowntha七anecessary andsu瓜cient conditionfbra2m  

丘actionalfactorialdesignTofresolutionVtobeor七hogonalisthatTisan  

6   



Orthogonalarrayofstrength4（see，fbrexample，Y瓦mamoto，Shirakuraand  

Kuwada（1975））・Theterm“resolution”ofadesignwasintroducedbyBox  

andHunter（1961），aSameanSOfclassifying＆actionalfactorialdesigns．In  

Orthogonal丘・aCtionalfactorialdesigns，eStimatesofmaine鮎ctsandinter－  

actionsareeasilyobtainedandarealluncorrelated・However，Orthogonal  

丘actionalfactorialdesignsexistonlybrspecialvaluesofparametersandare  

uneconomicinthesensethattheylnVOIvemorethanthedesirablenumber  

ofassemblies．   

Balancedarrayswereintroducedasageneralizationoforthogonalarrays  

andfirststudiedbyChakravarti（1956）（seeSectionl・1）．Balancedarrays  

haveakeyroleintheconstructionofsymmetricalandasymmetricalfactorial  

designsandh・aCtional1yreplicateddesigns．Incomparison七Odesignsderived  

fromorthogonalarrays，fbrexample，designsderivablefrombalancedarrays  

requireftwerassembliestoaccommoda七eagivennumberoffactors．   

The study ofbalanced arrays was dividedin七o two aspects as Figure  

l．1shows．Oneconcernsthestatisticalapplicabilityofbalancedarraysand  

theo七herconcernstheconstructionofbalancedarrays．Herethestatistical  

Characterizationis explainedin more de七ail．Balanced凸・aC七ionalfactorial  

● 

二二． 

Figurel．1：HistoryofBA  
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designshavebeeninvestigatedbyBoseandSrivastava（1964a，b），Srivas－  

tava（1970），andSrivastavaandChopra（1971a，b）．Inparticular，Srivastava  

（1970）hasestablishedaconnectionbetweenabalancedarr町Ofstrength  
4andabalanced鉦actiona12mfac七Orial（brieAy，2m－BFF）designofresolur  

tionV・Ageneralconnectionbetweenabalancedarrayofstrength2landa  
2m－BFFdesignofresolution21＋1hasbeengivenbyY瓦mamoto，Shirakura  

andKuwada（1975），Wherel≦l≦L喜mJandLxJdenotesthegreatestinte－  

gernotexceedingx・Similarly，Kuwada（1979a）hasobtainedaconnection  

between3m－BFFdesignsofresolutionVand3－Symbolbalancedarraysof  
Strength4・KuwadaandNishii（1979）havealsosucceededinestablishinga  

generalconnectionbetweensm－BFFdesignsandsqsymbolbalancedarrays．  

Furthermore，SrivastavaandAnderson（1970），Shirakura（1975，1976a，1977）  

andShirakuraandKuwada（1975，1976）investigatedthe2m－BFFdesignsof  

resolution2land／or21＋1丘）rgenerall．Hyodo（1992）hasestablisheda  

COnneCtionbetweenasimplearray，Whichisabalancedarrayofs七rengthm，  

anda2m－BFFdesignofresolution21＋1，WhereL喜m」＜l≦m・   

Byuseofthemultidimensionalpartiallybalanced（MDPB）association  

SCheme（seeBoseandSrivastava，1964b）whichisageneralizationof七heordi－  

naryassociationscheme，theelgenValuesofthein払rmationmatrix払ra2m－  

BFFdesignofresolutionVwereobtainedbySrivastavaandChopra（1971b）．  

Usingthealgebraicstructureofatriangularmultidimensionalpartiallybal－  

anced（TMDPB）association scheme，Y瓦mamoto，ShirakuraandKuwada  

（1976）haveobtainedanexplici七formulafbrthecharac七eristicpolynomial  

Oftheinformationmatrix崎ofa2m－BFF designT ofresolution21＋1．  

Thispolynomialisusefu1fbrcomparlngdesignsbythepopularcriterias11Ch  

asthetrace（A－OPtimal），thedeterminant（D－OPtimal）and七helargestroo七  

（E－OPtimal）of埠1．Fbrthewell－knownliteratureonop七imaldesignsus－  

ingvariouscriteria，See，fbrexample，Kiefbr（1959）・A－and／orD－OPtima1  

2m－BFFdesignsofresolutionVorVIIwereobtainedbyChopra（1975a，b），  

ChopraandSrivastava（1973a，b，1974，1975），Shirakura（1976b，1977）andSri－  
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VaStaVaandChopra（1971a，1974）．Moreprecise七ablesofA－OPtima12m－BFF  

designsinSrivastavaandChopra（1971a）havebeenpresen七edbyNishiiand  

Shirakura（1986）for4≦m≦6，andChopra，KipngenoandGhosh（1986）  

払r7≦m≦10．  

1．3 Blockdesigns  

Theconceptofbalancedarraysisrelatedtocombinatorialstructuresofblock  

designssuchaspairwisebalanceddesigns，（r，入）－designsandbalancedincom－  

Pleteblockdesigns・Inthissectionsomede丘nitionsonblockdesignsareglVen  

andaconnectionbetweenblockdesignsandbalancedarraysispresented．   

Let V be a丘niteset ofpoints andβbe acollectionofsubsets，Called  

blocks，OfV．Thenthepair（Ⅴβ）iscalledablockdesi9n・   

Definitionl・1（PairwiseBalancedDesign，PBD）Letvand入beposi－  

tivein七egers，andKbeasetofpositiveintegersgreaterthanone・A（v，K，入）－  

PBDisadesign（Ⅴβ）satis伽ingthe払1lowingconditions：  

（i）tVl＝U，   

（ii）lβl∈∬払reveryβ∈β，   

（iii）everypairofdistinctpointsoccursinprecisely入blocks・  

IfKconsistsofasinglepositiveintegerk≧2，thena（v，k，入）－PBDis  

calledabalancedincompleieblockdesi9n（BIBD）anddenotedby（v，k，入）－  

BIBD．ABIBdesignisfurthercalleda壬q（v，k，人士）design，ifeachsetof壬  

di鮎rentpointsoccurstogetherin入電blocks・Forconvenience）1e七人0＝band  

入1＝r．Thus，aBIBDhasfiveparametersv）b）r？k）入〉Whicharedependen七・   

De且nitionl．2（（r，入）－design）Letrand入bepositiveintegerssuchthat  

r＞入．An（r，入）－designisadesign（Viβ）satis＆ingthefbllowingconditions：  

（i）everypointoccursinpreciselyrblocks，  

9   



（ii）everypairofdistinctpointsoccursinprecisely入blocks．  

Notethatsomeblocksofan（r，入）－designmaybeemptyorsingletons．  

Itis obviousthat the existence ofan（r，入）－design（隼β）isequivalent to  

theexistence ofaBA（b，V，2，2）withindicesFLl，1＝l，勒1＝r一入and  

Po，0＝b－2r＋入，Whereb＝IβトKurikiandFLLiiqHara（1994）introduced  

an（r，入）－designwithmutuallybalancednestedsubdesignsandshowedthat  

aconnec七ionbetweenthedesignandabalancedarr町Ofstrength2withs  
SymboIs．   

De且nitionl・3（（r，入）－designwithMBN）Let（Ⅴβ）bean（r，入）－design．  

SupposethateachblockB∈βisparti七ionedin七OgSubblocksBl）B2）‥・，B9  

（someofthemmaybeempty）・Denotethecollectionoftheithsubblocks  
Bi，sforeachB∈βbyBiandn＝（β1，β2，…，β9）・An（r，入）－designwith  

mutuallybalancednestedsubdesigns（fbrbrevity，（r，入）－designwithMBN）  

isatriple（Ⅴβ，n）satisfyingthefo1lowingconditions：   

（i）（VWi）isan（ri，入i）－designfori＝1，2，…g，   

（ii）fbrdistinctpointsxandyofV，thenumberofblocksBofβcontaining  

XintheithsubblockandylnthejthsubblockofBis入i，jWhichis   

independentofthexandychosen．  

Notetha七人i，j＝入j，iand入i＝入i，i・Itiseasilyseentha七   

夕 g  

γ＝∑γ拍nd入＝∑い2∑入五，J・  
壱＝1 た1 1≦虐＜ゴ≦タ   

Resultl．1（KurikiandFuji－Hara，1994）T7LeeXisfenceqfan（r，入）－desi9n  

（隼β，n）び鵡m†血α物占α仏和cedmeβねdβ祝わdeβ励β戎βe督励αgeれ舌ね班ee∬由一  
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ねれCeq′αβA（わ，U，β，2）び戎娩五和成ceβ  

入宜，ゴ）  

Åゎ  

γ虚－∑£三人宜，餌，  
わー2γ＋入，  

び 宜≠Jαれd乞，ブ≠0，  

び 宜＝J≠0，  

げ壱≠0αれdゴ＝0，  

げ 戌＝ゴ＝0，  

擁，ブ＝  

Ⅷ加reγ＝lVしわ＝圃肌dβ＝抑＋1■  

1．4 HistoryofConstructions  

ThestudyofconstructionofbalancedarraysisillustratedinFigurel．2．It  

maybemainlyclassifiedintotwoclasses，OneCOnCernStheexistencecondi－  

tions and anotherconcerns construction methods．   

First，theexistenceconditionsarementioned・BalanCedarraysofstrength  

壬and m（≧t）constraintsmaynot exist fbran arbitraryset ofvaluesof  

ParameterS．Necessaryands11氏cientconditionsfbrtheexistenceof2－Symbol  

balancedarrayswereobtainedfbrm＝t＋1andt＋2bySrivas七ava（1972）and  

fbrm＝t＋3byShirakura（1977）．Srivastava（1972）alsogavesomenecessary  

COnditionsintermsofmanysystemsofDiophan七ineequations，andSrivastava  

andChopra（1973）investigated七hesenecessaryconditionsextensively・For  

3－Symbolbalancedarrays，SrivastavaandW再etunga（1981）investigateda  

necessaryandsu伍cientcondition払rtheexistenceofbalancedarrayswith  

t＋1cons七rain七S．Theirresults，however，1nVOIveseveralerrorstobecorrected．  

For s－Symbolbalanced arrays，neCeSSary and sufRcient conditionsfor the  

existenceofabalancedarrayhavebeenobtained払rm＝壬＋1byY瓦mamo七0，  

K。rikiandⅥ1an（1983），WhalsocorrectedLemma7．lofSrivastaNaand  

Wijetunga（1981），andfbrm≧f＋2byKuriki（1984a，1984b，1988）・For  

upperboundsonthemaximumn11mberofconstraints払rbalanCedarrays）  
refbrtoChopra（1982，1983b），RafterandSeiden（1974），Saha，Mukedeeand  

Kageyama（1988），andY瓦mamoto，KuwadaandYuan（1985）・  
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Figurel．2：ConstruC七ionsofBA  
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Secondly，Welookatanotherdirectionofthestudy，i・e・findingmethods  

Ofconstructions・ManybalancedarrayshaNebeenconstructedbyutilizing  

COmbinatorialstructure・Asmentionedbehre，blockdesignsarerelatedto  

balancedarrays・TheincidencematricesofaBIBDandan（r，入）－designare  

balanCedarrayswithappropriatespecificationsoftheparametersinvolved．  

Moreover，Chakravarti（1961），RafterandSeiden（1974），Chakravartiand  

Dey（1976）andDey，KulshreshthaandSaha（1972）havegivenmethodsof  

COnStruCtingthree－Symbolbalancedarraysofs七rengthtwoor七hreebyusing  

BIBDs・Kageyama（1975）constructeds－Symbolbalancedarraysofstrength  

まbygeneralizingtheresultofDey，KulshreshthaandSaha（1972）－Kuriki  

andF両i－Hara（1994）showedaconnectionbetween（r，Å）－designswithMBN  

andbalancedarraysofstreng七htwo．Regardingrecursiveconstructionsand  

CyClicconstructions，Fuji－Hara，JimboandY血n（1989）presentedarecursive  

COnStruCtionmethodofbalancedarrays．Acyclicconstruction，inwhichthe  

COnCePtOfcycliccodeofcodingtheorylSuSed，WaSglVenbyFtdi－Hara，Kuriki  

andMiyake（1996）．   

Inthepresentthesis，WeprOpOSeabasicideaofalgebraicconstructions  

Whichhasnotbeeninvestigatedbe払re．OrthogonalarrqTSareuSual1ycon－  

StruCtedalgebraica11ybyuslngfinitefields．Wbgeneralizethisconstruction  

methodoforthogonalarraystoobtainbalancedarraysinChapter2．  

1．5 Known Constructions   

In七hissec七ion，WeintroducemaJOrreSultsonconstructionsofbalancedar－  

raysstudiedlast払r七yyears．First，eXistencecondi七ionsfbrbalancedarrays  

areglVen．Fbrconvenience，七he丘）1lowlngnOtationoftheindicesofabaト  

ancedarrayAinsteadof侮1，X2，．．．，。亡isused・Letw（lo，ll，‥・，ls－1）denote  

thenumberofi－COldmnvectorscontainingloO，s，ll17s，‥．，ls＿1（s－1），sin  

anyま×nSubarray．Forexample，W（2，0），W（1，1）andw（0，2）meanlJo，0，  
po，1andpl，1，reSPeCtively・Letr之＝（1，2，…，m）denotethesetofrow  
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indicesofA andletIo，Zl，…，IsM2，Idenote s mutually di扇oint subsets  

ofn．Letl／（1b，Zl，・・・，1L2）bethenumberofcolumnsofTwiththefolr  

lowlngentries‥ineachcolumn，thesymboljoccursateveryrowof有for  

］＝0，1）・・・）S－2？and七he symboIs－loccurs at theremainlngrOWS・  

Furtherlet L／＊（Ib，Il，…，L＿21I）be the numberofcolumnsofTwiththe  

fbllowlngentries‥ineachcolumn，thesymboljoccursateveryrowofちfbr  

］＝0，1，・・・，S－2andthesymboIs－loccursattheremainlngrOWSnOt  

inI，WhereasateachcolumninIanysymbol丘omltos－loccurs．The  

払1lowlngreSultgivesageneralcondition払rtheexistenceofbalancedarrays．  

Kuriki（1984b）A陀eCeββαryαれd明解c如才co柁d盲如れか仇ee∬由まe乃Ceげα  

βA（m，m，ざ，ま）由兢αま兢eγee∬豆βねαβef扉  

（β－1）m‾J  

れ0れ和昭α血e慮れ吻erβ〝（んん…，ム＿2）w肋困≦e－1β祝C九仇重かeueγ訂  

舟城山か巨1m血α勒d廟0壱れfβぴぁβeねん（lんl≧e），ん‥・，ムー2げnび批  

γe叩eC血e cαrd玩αg盲点eβe＋goん‥．，gβ＿2，葺（ムノ1，‥・，ムー2）由れOfg陀α舌er  

兢αれOrmO舌geββ兢αれ◎（ん，ん…，ム＿1）αCCO摘両αβgo由蝕eれ0γ0弼ひ加re  

e＝m－ち  

◎（ふ，ん‥・沃＿1）  

（ g皇1），打て？）且）…  
…把1≧0  

1）  惚1＝g。－ヱと  

（軒）ミ覧；；．て．～誓三雲1）  ×   
∑   

‘皇e），よ皇e），…，～ミヤ1≧0   
～皇e），ヱ皇e），…，暦1＝‘㌘‾1し‘ムe）  

×W（g㌘），gl＋gil）＋‥・＋g皇e），…ん1＋偲1＋…＋g…空1），  
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帆‥ん2）＝宕（ go＋eこ仁1）点。）㌦紬‥，左胸），  
lんl＝e＋ん，lちl＝gゴ（ゴ＝1，2，…，β－2）αれd兄j（J）demoねβαCOggeC批朋扉  

αggβ祝わβeねげJw抽cαrd盲mαg軸ゴ．  

In2－Symbolbalancedarrays，theindexw（lo，ll）isdeno七edbywjWi七h  

j＝ll・Shirakura（1977）consideredabalanCedarrayofstrengthmand  
Calleditasimplearray・The aboveresultyieldsanecessaryandsufRcien七  

COndition払rtheexistenceofasimplearray．  

Kuriki（1993）AれeCe郎αryα乃dβ櫛c盲e和才co乃d戎如乃舟r兢ee∬由加ceq′α  

β宜γ叩ge月A（れ，m，2，ま）豆β娩α子音厄γee∬豆βねα陀Omme即納eれ吻erβ〃0，〃1，．‥，レe＿1  

β祝C九兢αちわrg＝0，1，…，ま，   

e
 
 

＋
 
 
 

1
．
－
む
 
 （

 
 

山
∑
脚
 
 
 

り
 
 

）
 
 
 

e
 
 

十
．
J
 
 

7
1
む
 
 

（
 
 

）
 
 

l
 
 

っ
J
 
 

ぬmofタreαねr兢欄氾OrmOfgeββ班欄れ叫，f－g）αCCO摘如αβgo由別働＝汀別叫  

び九ere  

慮 エ（e予－1）  

町才一g）＝∑‥・∑（－1）£（e’軌（8）  

“1）＝0  よ（e）＝0   

αれde＝m一子．   

Anexistencecondition董br2－Symbolbalancedarr町SWithま＋2cons七raints  

WaSgivenbySrivastaNa（1972）．Thisconditioncorresponds七Othecases＝2  

ande＝2inTheorem2．20fKuriki（1984b）．Anexistenceconditionfbr  

Simplearrayswithm＝t＋2canbegivenbyTheorem2・20fKuriki（1993）  
wi七h e＝2．  

Srivastava（1972）Anecessaryand叫伊cienまcondiiionfbrthee∬istenceqf  
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αβA（れ，壬＋2，2，士）由兢欄古紙eγee∬毎ねαβeまげま＋3mo乃乃印α励e緑野erβ  

〝（胡，可1），…，〝（ま＋2）β祝C九兢αf  

〃い）≦〝（2）≦…≦〝（亡＋2）   

αれd兢αちルγg＝0，1，…，ち  

（け1）レ（¢）＋∑…法レ（壬－g′＋2）≦れげ g由蝕eれ，  

（け1）レ（¢）十∑…法岬＋1）≧れ  げ g由odd，   

ひ九ere  

J  

廟＝∑卜け′（ト」′＋1）軋b」′．  
J／＝0  

ガereレ（（り）由de乃0ねdゐ訂〃（豆）面相間物・  

Ⅸuriki（1993）A meceββαγyα陀dβ櫛c豆eれfcomd拗れわr兢ee∬由femceげα  

β宜γ叩geβA（m，壬＋2，2，り由兢αま兢eree∬由f血omoれ乃印α抽e五花物erβ〃0αれd  

〝1β祝C九兢欄まかg＝0，1，…，f，（J＋1）レ0＋（g＋2）〝1由乃0亡greαねr触れOrmOf  

geββ兢αれ¢ヱαCCO摘五和タαβg由eue†川rOddJWんereゆg由如eγも∂y∫rねαβね即α  

（1972）・   

For2－Symbolbalancedarraysofstrengthiwith壬＋2constraints，Kuriki  

（1988）showed七hattheexis七enceofbalanCedarrayscanbedeterminedby  

theexistenceofsimplearrays．  

Kuriki（1988）meree∬由ねα月A（れ，f＋2，2，りげαれdo埴げ兢eree∬ぬね  

狛血頑eβA（m′，ま＋2，2，舌）び納豆md豆ceβ可β鋸C九伽ちかβOme血印er九  

（0≦ん≦壬＋1），  

可＝里一呵（九）  
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加gゐわrαgり＝0，1，‥．，壬，びゎere  

min（ま－j＋2，hl－2max（0，h－j－1）＋min（ま－j，hl，  

げ壬一ノ宮βeUeγも，  

－maX（0，h－j）＋2min（士－j＋1耳トmax（0，h一仁2），  

げ壬－ブ由odd．   

nlrthermore，Kuriki（1988）improvedtheexistenceconditionfbraBA（n，  

t＋2，2，ま）givenbySrivastava（1972）asfo1lows・  

Kuriki（1988）AれeCeββαr封αmd叫がc豆eれ舌com繭加か兢ee∬壱β血ceqJα  

βA（乃，壬＋2，2，ま）由兢αf兢eree∬由f如…Omm印α血e戎乃吻erβリ0αれd机餓C九  

兢欄f舟rg＝0，1，…，士αmdβ07乃e哀れ吻er九（0≦九≦壬＋1），（g＋1）的＋（g＋2）〃1  

由乃0吉greαねr兢α乃Orれ0才Jeββ兢α乃切αCCOr肋βαβgねeueγも0γ0叫び九ere  

功一min（g十2，可，  げg由eりe陀，  

功一maX（0，九一書＋g），げg由0弼  

w加reゆJ由卸em居れgr血βf肌α（1972）・   

Secondly，alistofsomeusefu1knownconstructionsofbalancedarraysis  

given・  

Chakravarti（1961）77LereeXistsaBA（b，V，2，t）wiihindicespEl，E，，．．．，T七and  

ぴん豆cん由0わね五和edかmαわ（即，た，入電）de上軸れ・椚1eれ∬五＝1Jbr豆＝1，2，…，r  

αれd∬宜＝OJbr宜＝γ＋1，…，ち  

入（∬1，∬2，…，∬七）  

ん－（七丁）入叶1＋（七三りん＋2－・‥＋（－1）レr（…二淋，  
甚勘，∬2，…，芯t  

血ere入0＝わ，入1＝γ．  
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Kageyama（1975）mereexistsaBA（2b，V，3，i）withindices  

ス（∬い∬2，…，∬t），  げ∬盲＝00rlノbr宜＝1，2，…，ち  

入k（∬1），ど（∬2），…，ど（勘）），び勘＝lor2Jbr宜＝1，2，…，ち   

∽九eγe可1）＝1肌dど（2）＝0   〃∬1，∬2，…，∬t＝  

げ勘＝1Jbrαgg宜＝1，2，…，ま，  

げ勘＝0αれd∬j＝2ノbrβOme宜，J＝1，2，…，ち  

Ⅷ九ere入（∬1，∬2，…，∬七）由g五uem戌れ仇αかα㈹r£戌（1961）．   

Thecasesthatt＝2andt＝3intheaboveresultwereglVeninDey，  

KulshreshthaandSaha（1972）・  

RafterandSeiden（1976）77Leree∬istsaBA（b－r，r，k，2）withindices  

1，  び 豆，ゴ≠0，  

γ－た，  げ 宜≠0抑再＝0，  

わーγ－（た－1）（2γ－た－1），げ豆＝J＝ 0，  

擁，ブ＝  

∽九戎c九由0わね血ed伽mα（γ，た，1）一朗署刀Ⅷ肋兢e祝β祝αg卯mmeねmγ，わ・  

ChakravartiandDey（1976）T7LereeXistsaBA（8i＋6，4ま＋3，3，2）with  

五md紀eβ抽，0＝拘，2＝f，恥1＝仇2＝ま十1，仇1＝2才αれd仙2＝1・   

ChakravartiandDey（1976）ThereexistsaBA（8i＋2，4壬＋1，3，2）with  

豆れd戎ceβ抽，0＝的，1＝2壬－1J恥1＝2f，帥，2＝軋2＝1αmd栂，2＝0・   

KurikiandFuji－Hara（1994）mer℃eXistsaBA（（s－1）（s－2）b，V，S，2）  
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w五〟も五和d壱ceβ  

・ごご・＿－＝  

入一入′，  

（β一2）入′，  

（β－2）（γ一入），  
（β－1）（β－2）（わー2γ＋Å），  

げ 乞≠Jαれd宜，ブ≠0，  

げ 宜＝ゴ≠0，  

げ宜≠0αmdゴ＝0，  

げ 乞＝ゴ＝ 0，  

∽九まc九由0如α豆れed伽m肌（γ，入）一deβ如（Ⅴβ，n）血統血相Wパ止訂elVI＝叫  

lβl＝わ，l叫＝β－1，γ豆＝β－2ノ入五＝（β－2）入′，入ま，j＝Å一入′α陀dÅ′由兢e  

m祝mみerq′ゐわcたβげn coγ血豆れれタαれ封pα豆rq′d由血c£po豆mねガV．  

KurikiandFuji－Hara（1994）mereexistsaBA（qd（qd－d／－1），¢（nql，dI－  

1，れ曾d‾d′＋1，2）び助玩d壱ceβ  

（曾d′佃d′－1））◎，  

◎，  

qd◎  

ヴd‾d′（ヴ和一ヴd－1），  

げ 乞≠ブαれd宜，j≠0，  

げ豆＝J≠0，  

び豆≠0α乃dブ＝0，  

げ 宜＝ゴ＝ 0，  

擁，j＝  

わγαpγ宜mepoぴer¢αれdαJgpoβ宜軌e五和吻erβdαれdd′β祝Cん兢αfd＞d′，W加re  

m＝d＋d′，◎＝（qd‾d′－1）伸一2，d′－2，れ肌d  

（qれ－1）（曾れ‾し1）…（q循‾恥1－ 1）  
¢（和一1，d－1，q）＝   

（曾d－1）（qd‾1－1）…（守一1）  

KurikiandFltji－Hara（1994）ThereexistsaBA（pv，V，S，2）withindices  

げ宜≠jα陀d宜，j≠0，  

げ乞＝j≠0，  

げ宜≠0αれdJ＝0，  

げ壱＝j＝ 0，   

J坊，  

g虚（八一1），  

g宜（J（p－g）＋1）  

（p－g）（佃－g）＋1）  

擁，ゴ＝  
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舟γαpγ如ほ卯WerU＝p′＋1，びゎeγeJl，g2，・‥，gg＿1αrepOβ豆如e摘印eγββ祝C九  

班瓜‖＝∑≡壬≦p．   

InanyCOlumn（xl，X2，‥・，Xm）TofabalancedarrayA，ifAcontains  

（xm，Xl，．．．，Xm＿1）T，Aissaidtobecyclic・  

Fltii－Hara，KurikiandMiyake（1996）77LereeXistsacyclicBA（（p入on  

〆）mu，m，β，2）w五紙れd盲ceβ  

げ宜≠Jαれd宜，J≠0，  

げ宜＝J≠0，  

げ宜≠0αmdJ＝0，  

げ宜＝J＝ 0，  

入oJgみ  

入og宜（几－1），  
入0（mγ－Jりg五  

（pス0－2入og＋〆）mm＋入og（J＝－1），  

カγOddpr盲mepoぴerβU＝pJ＋1∽dm＝〆J′＋1，班毎regl，g2，…，gg＿い  

gl，gら，…，g；＿1′ス。α柁タロβ肋e摘印er苫β祝Cゐ娩扇g＝∑話さg壱≦動∑芸㍑≦  
れJ＝入oJ′αmdg；＝入og虚カr宜＝1，2，…β－1・  

Ftdi」ほara，KurikiandMiyake（1996）mereexistsacyclicBA（pv2（vhM  

l）／（γ－1），V九，β，2）w納れd五ceβ  

乞≠ゴα柑d宜，J≠0，  

宜＝J≠0，  

宜≠0αれdJ＝0，  

豆＝プ＝ 0，  

J兢，  

～宜（几－1），  

（㌦－Jりg£  

pγ2（㌦－1）／（γ  

り
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抽，ゴ＝  

カγαmOddpγ五mepowerβV＝pJ＋1，W九eγegl，g2，…，gβ＿1αre卯β五抽e摘egerβ  

β祝Cゐ娩α吉g＝∑≡壬g宜≦p．   

Atlast，areCurSiveconstruc七ionofbalancedarraysisglVen．Abalanced  

arrayAofstrength舌Canbeexpressedintermsofblockdesigns．Abalanced  

array ofstrengthiis anincidence structure（Vg，β）which satisaes the  
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fb1lowlngCOnditions：   

（i）Visasetofk9POints．   

（ii）QisapartitionofVintoksubsetswithgpoints，Cal1edgrottps．The  

POintsetVmaybedenotedbyV＝（＜i，q＞）i∈Nk，q∈N；），Where  

叫＝（1，2，…，丑   

（iii）Bisacollectionofk－Subsets，Calledblocks，OfVeachcontainingexactly  

OnePOin七色・OmeaChgroup．   

（iv）Foranyil，i2∈Nk（il≠i2），ql，q2∈N；，thereareexac七1yり（ql，q2）  

blocks containlng a Pair ofpoints＜官1，ql＞and＜i2，q2＞．Here  

r7（ql，q2）isindependentofthechoiceofilandi2andiscalledanindex  

カ止れC如れ．  

Abalancedarrayofs七rengthtwoisalsodeno七edbyBA叩［k；9］・If叩（ql，q2）＝  

Pfbra11ql，q2∈Nb，BAn［k；g］isfurthercalledatransversaldesignTDp［k；9］・  

Fuji－Hara，JimboandYhan（1989）LetA＝（Vg，β）beaBA叩【k＋l；9］  

び豆兢タrO叩βefぢ＝（Gl，…，Gた；∬1，…，苗）・エefβみe肌β－β祝わβefげ∬1∪  

ガら∪…∪月1α陀duβ＝lβ∩5′けbreαC九ゐわcたβ∈β・βemoね（祝βlβ∈β）  

毎（里t叫＜祝2＜…＜㍊d）・Aββ視me兢ee∬由子eれCeげβA竹［た；m＋祝j］Jβ  

ルrゴ＝1，2，‥・，d，ぴゐeγ℃竹由兢e哀れde∬舟乃C知和βα王立励吻兢e．囲わび吻  

co†もd夏子ねmβニ  

α）勒（p，曾）＝勒＋1（p，q）  
わ）勒（動牒1）＝侮（p，曾2）  

c）勒（pl，飢）＝りd（p2，q2）  

舟＝明相川∈鶴＋町   

カrαgJp∈‰，鮎ヴ2∈‰巾。＼ムm，   

かα叩貧，p2，軋ヴ2∈州叫明＼‰，  

（pl≠鮎p2≠q2），   

かα几yp，q∈布巾明＼‰・  d）りd（p，p）＝勒（q，q）  
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me乃兢eree∬五βねαβA叩＊［た；mタ＋5］ひ肋αれ血de∬舟mc如叩＊，∽九ere   

叩＊（（∬，p），（肌牒））＝叩（∬，y）侮（p，q）ぴ（∬，p），（肌牒）∈巧×〃ふ，  
叩＊（（∬，p），β′）＝癖用）侮（p，曾）  げ（∬，p）∈爪×‰，β′＝＜り，封＞∈ぶ，  

（q∈‰巾。＼凡n），  
叩＊（β′，β′′）＝由，y）勒（釣牒）   げ5′＝＜叫∬＞，β′′＝＜γ，y＞∈g，視≠u，  

（p，曾∈鶴巾。＼∧㌦，p≠れ  
叩＊（β′，β′′）＝0  げβ′＝＜叫∬＞，β′′＝＜γ，封＞∈ぶ，∬≠y，  

叩＊（β′，β′′）＝∑z∈蝿恒，g）侮（p，p）げβ′＝＜叫∬＞∈β，（p∈耽巾。＼‰）・   

The above result can be generalized to a case of balanced arrays of 

strength壬（seeFuji－Hara，JimboandⅥ1an，1989）・  
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Chapter 2 

Construction of Balanced 

Arrays  

Bose（1947）proposedaconstructionofor七hogonalarrays．Theconstruc－  

tionuseslineartransfbrmationsoverafinitefield（seeResult2．3）．Fttji－Hara  

andMiyamoto（1995）generalizedthismethodbyconsideringnon－1inearfunc－  

tions，i．e．ellipticorhyperbolic，insteadoflinear七ransfbrmationstoconstruc七  

COmbinatorialarrayssuchasorthogonalarraysandbalancedarrays．Inpar－  

ticular，Fqii－HaraandMiyamoto（1995）cons七ructedcombinatorialarraysby  

uslngquadraticfunctionsover丘nitefieldsofevenprlmePOWerOrders．This  

methodwasgeneralizedfbrprlmepOWerOrdersbyFuji－HaraandMiyamoto  

（1997a）．  

2．1 Geometricproperties  

Some definitions and properties about thefimiteprojective geometries払r  

COnS七ructionsofcombinatorialarraysarepresentedinthissection．Nota七ions  

andsymboIsareduetoHirschfbld（1979，1985），andHughesandPiper（1973）・   

Anincidence＄truCtureisdefinedbya七riple（V；β，Z），WhereV，β，Zare  

setswithI⊆Vxβ．TheelementsofVareca11edpoints，thoseofβlines・  
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If（p，B）∈J払rp∈VandB∈β，thenitissaidthatpisincidentwi七h  

B，OrBisincidentwithp，OrPliesonB，OrBcontainsp．Ofcourseblock  

designs（Tlβ）themselvesareincidencestruc七ures，althoughweomitI丘om  

thenotation（隼β，I）．   

Theincidences七ructureofaprojectiveplaneisfirs七reviewed．   

Definition2・1Anincidencestructure7）＝（Ⅴβ，I）iscalledaprqiective  

Planeifandonlyifthe払1lowlngaXiomsaresatisBed：   

（i）anytwodistinc七pointsareincidentwi七hauniquecommonline；   

（ii）anytwodistinc七1inesareincidentwithauniquecommonpoint；   

（iii）Pcontainsasetoffburpointswiththeproperty七hatnothreeofthem  

lie on acommonline．  

Inparticular，WhenVandβarefinitesets，アiscalledaJ言niteprqiective  

plane．ThefbllowingresultisshowninHughesandPiper（1973）．   

Result2．1エefア＝（Ⅴβ，∫）あeα伽如pγわec血epgαれe・乃eγe e∬砧ねα  

poβ正紬e緑野eγれ≧2′W最c九宜βCαgged兢eorderq′ア，β祝C九如才  

J．eαCJもg五和e COγ血豆れβe∬αC軸m＋1卯血叫  

g．eαC九卯豆柑ねg豆eβOme∬αC軸m＋1肋eβク  

β．アcoれね豆mβm2十和＋1po血βα陀dm2＋m＋1g玩eβ・  

Aprojectiveplanecanbeconstructedash1lows・LetVbea3－dimensional  

vectorspaceoverGF（q）．Chooseasasetofpoin七sVal11－dimensionalsub－  

spacesandasafamilyoflinesβal12－dimensionalsubspacesofV・Thenthe  

incidencestructure（Ⅴβ，］）isa丘niteprojectiveplaneoforderqanddenoted  

byPG（2，q）．No七ethataprojec七iveplaneisnotnecessarilyPG（2，q）・There  

areprojectiveplanesnon－isomorphic七OPG（2，q）・   

Secondly，ann－dimensionalprqグectivegeomeiryPG（n，q）overGF（q）is  

defined．LetVbean（n＋1）－dimensionalvectorspaceoverGF（q）・Theone－，  
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two－）七hree－andn－dimensionalsubspacesofVarecalledapoint，line，Plane，  

andhyperplaneofPG（n，q），reSPeCtively．Ingeneral，七he（r＋1）－dimensional  

Subspacesarecalledr－Pats・Foranytwodistinctpointspandqinanr一且at，  

allpointsonthelinethroughpandqarealsocontainedinther－flat．A  

projectivegeometryisthesystemofall且atssatisfyingtheconditionsglVen  

inDefinition2■1・Fc＞rn＞2，a11projectivegeometriesareisomorphic．   

Thesetofr－flatsofPG（n，q），WrittenbyPG（r）（n，q），isexamined．Recall  

thedefinitionof¢（n；r，q）inKurikiandFuji－Hara（1994）inChapterl，i．e．  

（ヴ叶1－1）（q和一1）…（ヴm‾叶1－ 1）  ¢（m，γ，曾）＝   
（曾叶1－1）（ヴr－1）…（q－1）  

Result2．2   

J．me肌mわerげpo摘β如PG（乃，曾）ぬ¢（m，0，ヴ）・   

g．lPG（γ）（陀，曾）l＝神町Ⅵ）．   

g．me肌mわerq′r一郎ね〟げ0喝九αれβ㌦α士官mPG（乃，ヴ）由¢（m－β－1，m－  

γ－1，ヴ）■  

Nextdefineasetofpoin七swhichiscalledavarietyorquadricas払1lows・   

Definition2．2（VAriety）Le七fbeahomogeneouspolynomial・Thenthe  

setofa11pointsxofPG（n，q）satisfyingf（Ⅹ）＝Oiscalledavarietyand  

denotedbyV（f）・  

InPG（n，q），allpointsarerepresentedby（n＋1）qcolumnvectorsx・Let  

fbeaquadratic丘〉rm，thatis，f（Ⅹ）＝ⅩTQx，Wherex∈PG（n，q）andQis  

triangularmatrixofordern＋loverGF（q）・ThenthevarietyV（f）iscalled  

a quadric・Iftheredoesnot existanon－Slngular七ransfbrmationx＝By  

whichwilltransfbrmaquadricto七heform   

‘  

∑cij瑚Wherel＜n＋1andc専∈GF（q），  
£＝0，J≧虚  
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thenaquadricissaidtobe non－de9enerate，Otherwiseaquadriciscalled  

d印e†ほmね   

Forqodd，atriangularmatrixQistrans払rmedtoasymmetricmatrix  

Tofordern＋loverGF（q）・HenceaquadricwhichisdefinedbyxTTxis  
non－degenerateifandonlyifTisanon－SingularmatrixonGF（q）．   

Non－degeneratequadricsinPG（3，q）arehereconsideredtoutilizethe  

presentconstructionmethod：  

E11ipticquadric：V（dx呂＋xoxl＋x≡＋x2X3），Where   

（1）fbrqeven，d∈（t∈GF（2h）；D（t）＝t＋t2＋・・・＋壬2h－1＝1），  

（2）払rqodd，d∈（ま∈GF（q）；1－4まisanon－Square）・  

Hyperbolicquadric：V（xoxl＋x2X3）．   

Throughoutthisthesis，disusedintheabovemeaning．Finallyabtjection  

OVerPG（n，q）isdefined．   

Definition2．3（projec七ivity）WhenSandSraretwospacesofPG（n，q），  

thenaprqiectivityα：S→SlisabiiectiongivenbymatrixTinthesense  
tha七ifP，＝Pα，七hen壬Ⅹ′＝Tx，Wherexlandxarevectorrepresentationsof  

pointsPlandPrespectively，and壬isanon－ZerOelementofGF（q）．  

Aprojectivitypreservesincidencestructureofpointsandlines；thatis，if  

apointPonl，thenPαonlα・  

2．2 A Generalization ofBose）s Construction   

AbalanCedarr町WaS丘rstintroducedbyChakravarti（1956）inconnection  

wi七hsomeclassofstatisticaldesignsasfbllows・   

Definition2．4（Balanced array）LetSbeaset（0，1，・・・，S－1）ofs  

symboIsandletStbethese七Ofallま－dimensionalcolumnvectorsoverS・A  
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balancedarrayBA（N，m，S，i）isanmxNarr町Awhoseelementsarefrom  

Ssatisfyingthe氏）1lowingconditions：   

（i）inanyt－rOWedsubarrayAoofA，Ⅹ∈S電appearsFLxtimesinAo，   

（ii）払ranypermutationo．onthecoordinatesof七hevectorx∈St，Pq（Ⅹ）＝  

〝Ⅹ・   

Here mis calledthe number ofconstraints，S thenumber oflevels，ま七he  

Stren9th and FLx theindices ofthe array．Ifpx＝P fbr every x∈S士，  

thenthearraylSCalledan ortho90nalarrayofstrength士，anddenoted by  

OA（Ⅳ，m，β，壬），WhereⅣ＝〃β壬．   

As aspecialcaseofbalancedarrays，Horton（1974）definedanincom－  

Pleteorthogonalarraysatisfyingtheconditions（i，）belowand（ii），denoted  

byIOA（N，m，S，h，i）・LetHbeah－SubsetofSandH壬thesetofalli－  

dimensionalcolumnvectors over H．   

（i，）inanyi－rOWedsubarrayAoofA，eVeryX∈St＼Htappearspxtimes   

inAoandeveryx∈H七appearsnotimesinAo・  

Inorder七OCOnStruCtbalancedarrays，aCOnStruCtionmethodoforthogo－  

nalarrays，prOPOSedbyBose（1947），Willbegeneralizedbyusingmultivariate  

functionsandrestrictingadomainofthefunctions．   

Result2・3（TheconstructionofBose）LetGbeanmxnmatri∬OVer  
GF（れα動加βegdげorderq・〝αmy士γ0ぴβ扉Gαre g血eαrgy五mdepeれ－  

de鴫班冶陀兢e†乃－d豆meれβ血αJcog祝mγ川eCわr叩αCe（Gx；Ⅹ∈GF（q）り宜βαれ  

OA（qm，m，曾，ま）血塊〟＝qm‾七  

WeconsiderthelinearcombinationgTxasalinearfunctionf（Ⅹ）＝91Xl＋  

g2X2＋・‥＋9nXnWhereg＝（91，92，…，gn）T，Ⅹ＝（xl，X2，…，Xn）T・Then  
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WeinterpretthemethodofBoseas払1lows・Fbrallx∈GF（q）n，  

ム（Ⅹ）＝飢1∬1＋凱2∬2＋…＋glm∬m  

ム（Ⅹ）＝釣1∬1＋タ22∬2＋…＋g2几∬几  

Gx＝  

ん（Ⅹ）＝タml∬1＋タm2∬2＋・‥＋gmm∬几   

Where9ijisthe（i，j）－thelementofama七rixGoverGF（q）．   

Moreoverthismethodwillbegeneralizedbylettingfl，fi，…，んbedis－  

tinctmultivariatefunctionswithadomainW（⊆GF（q）n）incommon，and  

takingtheco11ectionAas  

ヽ
l
・
ノ
 
 

Ⅹ∈W   

denotedbyA（fl，ム，…，Ln；W）・Thismayberegardedasanarrayconsist－  

1ngOfanarbitraryJuXtaPOSitionofcolumnvectors．   

SomeconstructionsarenrstgivenbyrestrictingadomainWandletting  

Lbelinearfunctions．   

Theorem2・1LetWbeGF（qn）しGF（q）電andfl，Jh・・・，んbelinear舟nc一  

如れβ0∽rGF（れびゎereαれ封ま舟れC如mβげ兢emαγe去れdepemde和才．meれ  

A（んム，…，ん；W）由αれJOA（qれセ一世f，m，曾几，q，りび鵡〝＝1・   

Proof．ItwillbeshownthatA（fl，ム，…，ん；W）containsevery恵一COlumn  

vector免・OmGF（qn）t－GF（q）tpreciselyonce・First，WeCOnSideradomain  

Was GF（qn）t．Let（al，a2，．‥，a士）Tbea恵一VeCtOrh：OmGF（qn）亡・Since  
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fl，ム，‥．，harelinearlyindependent，thenumberofsolutionsxwhichsatis＆  
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isone払revery（al，a2，…，a壬）T∈GF（qn）七．secondly，WeCOnSiderado－  

mainWIasGF（q）t．Let（al，a2，…，a士）Tbeanyt－VeCtOrfromGF（q）i．The  

number ofsolutions x which satisbT the above equationis also one．Fi－  

nallyrestrictadomaintoGF（qn）電－GF（q）t＝W－W／．Thenforeach  

（al，a2，…，at）T∈GF（qn）t－GF（q）t，thereisexactlyonesolution・   T  

Theorem2．2LetWbeahyperplaneチ‘qfGF（q）nandletfl，ム，・．．，んbe  

g五和eαrカ肌C如叫αmd兢e緑erβeC如和げ肌Jg叩αCeβげαmy如0ん方（宜≠ゴ）  

由れOf卯γαggegね乱memA（んム，…，ん；W）由αmOA（qm‾1，m，曾，2）血肋  

〃＝曾和一3   

Proof．Ahyperplaneチ∠isan（npl）一dimensionalsubspaceoverGF（q）which  

containsqn‾1points．Thesubspacewhichisgeneratedbyh（Ⅹ），Ⅹ∈7i，is  

alsoan（n－1）－dimensionalsubspaceui・Theintersectionof7iand7iiisan  

（n－2）－dimensionalsubspace・Hencethesetofxsatisfying  

（詰り＝（冨）  

fbranya，b∈GF（q）払rmsan（n－3）－dimensionalsubspaceoverGF（q）・  

Hencethecardinalityofthesetisqn－3  I．  
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2．3 Generation ofnon－1inearfunctions   

InPG（3，q），allpointsarerepresentedby4－tuPlesx＝（xo，Xl，X2，X3）T，Where  

xi∈GF（q）払rO≦i≦3・The4－tuPlesfx＝（比0，比1，tX2，比3）Tisregarded  

as the samepoint asxfbranynonzerot∈GF（q）＊inPG（3っq）・Recall  

（Definition2・3）thataprojectivityα‥PG（3，q）→PG（3，q）isabijection  

givenbyamatrixToforder40VerGF（q）・   

Ⅵ毎considernon－degeneratequadricsinPG（3，q），Whichhavethecanon－  

icalfbrms：V（dx呂＋xoxl＋x箸＋x2X3）（fbranellip七icquadric）andV（xoxl＋  

x2X3）（fbraHyperbolicquadric）（seeSection2・1）・Anellipticquadricanda  

hyperbolicquadricconsistofq2＋1and（q＋1）2pointsinPG（3，q），reSpeC一  

七ively．IfaplaneofPG（3，q）meetsanellipticquadricatonepoint，itiscal1ed  

atangentplane・Inahyperbolicquadric，ifaplanemeetsi七intwolines）七he  

planeandlinesarecalledatangentplaneand9eneratOrS，reSPeCtively・   

WhenA（fl，fi，…，Ln；W）isabalancedarrayofs七rength2，Ⅹ∈S2  

appearspxtimesinany2－rOWedsubarrayofA（fl，ム，…，ん；W）・Hencewe  

canobtainanecessaryconditionfbrtheexistenceofabalancedarrayuslng  

varie七ies．   

Theorem2．3S叩POSethecardinalitiesqfV（fi）inWarethesamehralli・  

〝A（んム，…，ん；W）由αわαJαれCedαrγⅦyげβ加頑ゐg，兢eれ】Ⅴ（ム）∩Ⅴ彷M  

玩W由comβねm壬五和depe†ldem軸扉宜，ゴ，豆≠j c加β帥・   

Proof．Forl≦i，j≦m andi≠j，LV（h）nV（fj）lis equal七o the  

丘equencyof（0，0）Tinanyi－th，j－throwsofA（fl，jh…，ん；W）・Since  

A（fl，fi，．．．，ん；W）isabalanCedarray，lV（fi）nV（fj）linWmustbecon－  

S七ant恥0・  ■   

ThereforeaprojectivegrouponPG（3，q）isusedtogeneratevarieties  

systematicallyasmanyaspossible・LetV（f）beaquadricinPG（3，q）and  

r＝（α1＝1，α2，・・・，α。）beaprojectivegroupofordergonPG（3，q）・For  

anyαi∈r，V（h）＝V（f）aiisgivenbyA（Ⅹ）＝ⅩTTTQTiXhrl≦i≦9，  
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wheref（Ⅹ）＝ⅩTQxandTiisamatrixrepresentationofαi．Thengquadrics  

canbe cons七ructed as  

V仏）ル（ム），‥・ル仏）such仏叫Ⅴ（釧＝1V（馴，1≦宜，J≦g・   

InordertosatisfyaconditionlV（A）nV（h）l＝Poo，i≠j，Wedefinea  

projectivegrouponPG（3，q）as丘）1lows：   

Letα（汀，P）beaprojectivi七yonPG（3，q）whichfixesaplane7TPOintwise  

andapointP∈7Tlinewise．ThereareqsuchprojectivitiesonPG（3，q）hr  

glVen7randP・Thesetofqprojectivities払rmsaprojectivegroupr（町，P）Of  

Orderq・Moreover，1etr（q，l）＝Upelr（汀，P），Wherelisalineon7T，WhiChis  

alsoaprojectivegroupoforderq（q＋1）－q＝q2．Thenq2quadra七icfunc七ions  

G＝（fl，fi，‥・，ム2）canbeconstructedbyusingr（汀，l）・  

InthenextsectionitwillbeshownthatG＝（fl，fb，・・・，ム2）isusefu1  

to construct abalanced array ofstrength2，WhereV（h）’s are ellipticor  

hyperbolicquadrics・  

2．4 Main Constructions   

Thediscriminantofaquadraticequationplaysakeyroleintheconstruction  

here．rIbsoIvethequadraticequation  

α∬2＋わ∬＋c＝0，α≠0  （2．1）  

overGF（q）withq＝Ph，h≧1，thetwocasesofoddandevencharacteristic  

are separately considered. 

（i）Le七p≠2・Thediscriminantoftheequation（2・1）isgivenby△＝  
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b2－4ac．Thenumberofsolutionsof（2．1）is  

1if △＝0，  

Oif △isanon－SquareelementofGF（q），  

2if △isasquareelementofGF（q）．  

（ii）Letp＝2・Ifb＝0，thentheequation（2・1）hasonesolutionx＝＼だ・   

Ifb≠0，1et6＝aC／b2andD（i）＝ま＋士2＋‥・＋t2h‾1 ．Thenumberof  

SOlutionsof（2．1）isOifD（6）＝1，and2ifD（6）＝0・   

ThequadraticcharacterxofGF（q），qanOddprimepower，isdefinedby   

x（∬斗  

Then払ranya≠0，  

if ∬＝0，  

if ∬≠Oisasquare，  

Otherwise．  

∑x（擁（∬－α）＝－1・  

∬∈G∫（q）  

（2・2）  

Thesetxa＝（（x（x），X（x－a））；X∈GF（q）lisconsideredfbranelement  

a∈GF（q）．Letx，y，Z，Wbethenumbersofelements（1，1），（1，－1），（－1，1），  

（－1，－1），reSPeCtively，Ofxa・Thenthenext七wolemmasareobtained・   

Lemma2．1Pbrq≡1mod4，itholdsthat  

∬＝y＝Z＝旦詩 仙＝誓 げα由α叩αre，  
∬＝誓，y＝Z＝ぴ＝誓 げα砧…O和一叩αγe・  
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Proof．Ifaisasquare，X（－a）＝1．Eachof（1，0）and（0，1）appearsexactly  

OnCeinxa．Henceit払1lowsthat  

∬＋y＋1＝旦詩z＋ぴ＝牢，∬＋z＋1＝q‾1 Tl  

封＋Ⅶ＝誓， ∬＋Ⅷ＋1＝y＋z，   

thelastofwhichisfrom（2・2）．Itsuniquesolutionisgivenbyx＝y＝Z＝  

（守一1）／4and軋′＝（ヴー5）／4・  

Ifaisanon－Square，Xトa）＝－1．Similarlyitfbllowsthat  

∬＋y＝生計z＋w＋1＝牢，∬＋z＝出 2）  

訂＋ぴ＋1＝宇，∬＋Ⅶ＋1＝封＋z・  

Thusthereexistsanuniquesolutionx＝（q－5）／4，andy＝Z＝W＝ （q岬1）／4・   

Lemma2．2Fbrq≡3mod4，itholdsthat  

z＝旦許 げα由α叩αre  ∬＝y＝W＝誓旦，  
∬＝Z＝W＝誓，y＝誓，げ α由…Om一叩欄re  

Proof．ThisfbllowsfromthesamemannerasLemma2．1．   

Moreoverthe払1lowingwell－knownresultsoverGF（q）withq＝2h，h≧1，  

areobtained（seeHirschfbld，1979）・  

Result2．4LetCo＝（壬∈GF（q）；D（i）＝0）andCl＝（ま∈GF（q）；D（t）＝  

1）伽曾＝2わ・me陀   

J．0∈Cbノ  

β．壬∈q⇒壬α∈qかα相即肌ねm叩九由mJげGF（れ  

β．β∈q，壬∈q⇒β＋ま∈qげ宜＝ムβ＋ま∈Clげ豆≠ゴ，   

イ■lCol＝tCll＝q／2・  
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Lemma2・3Letf＝kx／（ax＋b）2（k，a，b≠0）fbrx∈GF（q）withq＝  

2九，ん≧2・me氾l（壬∈GF（ヴ）；壬∈C川底βgerO獅＝αムα乃dヴ／4卵≠αわ．  

Proof．Suppose士∈Cl．Aquadraticequationta2∬2＋kx＋ib2＝00nXmuSt  

havetwosolutions・Let6＝t2a2b2／k2．since6∈Cb，WehaⅣeaCOndition  

（ab／k）ま∈Co．Considerthefbllowingtwocases．  

（Ⅰ）た＝αわ・  

Inthis case t∈Co whichcontradictstheassumption．Hencethereisno士  

SuChthatま∈Cl．  

（ⅠⅠ）た≠αわ．  

Wenowconsidertheintersectionof（t∈GF（q）；t∈Cl）and（ま∈GF（q）；  

（ab／k）ま∈Co）・SinceGF（2h）望GF（2）h，1etS＝（E∈GF（2）h；E∈Co）．  

ThenSisasubspaceofGF（2）handlSl＝q／2．ThusSisregardedasa  

hyperplaneofGF（2）h．Thatis，theincidencematrixofelementsofGF（2）h＼  

（0）andthehyperplanesshowsanHadamard2－（2h－1，2h，1－1，2h‾2）design．  

Hencel（舌∈GF（q）；壬∈Cl）∩（ま∈GF（q）；（ab／k）壬∈Cb）l＝2h‾2＝q／4．■   

Recallthataprojectivegroupr（q，l）andasetofquadraticformsG＝  

（fl，ム，…，ム2）whicharedefinedinSection2・3・Nowthefo1lowingthree  

CaSeSareCOnSideredtoconstructarraysA（fl，ム，…，Ln；W）．  

Casel   

Gl＝（fl，fi，…，ん2）isgivenbyanellipticquadricV（fl）inPG（3，q）and  

r（汀。，l）， Wherelisanexternallineand7Toisatangentpla・nethroughl  

OfV仏）．  

Wl＝7Tl－l，Where7rlisanon－fixedtangen七planeofV（fl）byr（q。，l）・  

Case2   

GlisthesameasinCasel．  

W2is a coset ofL（7ro）distinctfrom L（7To），Where L（7To）＝（tx；f∈  

Gf、（れⅩ∈打0）・  
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Case3   

G2＝（fl，ム，…，ん2）isgivenbyahyperbolicquadricV（fl）inPG（3，q）  

andr（∬。，l），Wherelisageneratorand7Toisatangentplanethroughl  

ofVげ1）・   

W2isthesameasinCase2．  

Withoutlossofgenerality，WemayaSSumethatflOfGlOrG2isgiven  

by  

（i）以Ⅹ）∈Gl；ム（Ⅹ）＝血岩＋∬0∬1＋∬箸＋瑚30r  

（ii）ム（Ⅹ）∈G2；ム（Ⅹ）＝∬0∬1＋∬2∬3   

andaprojectivegroupr（q。，l）1SrepreSentedby  

0
 
0
 
0
 
1
 
 

α
 
L
U
 
1
 
0
 
 

0
 
1
 
0
 
0
 
 

1
 
0
 
0
 
0
 
 

∀α，ゐ∈GF（q），  

whereg＝（（1，0，0，0）アリ（り，0，0）r；ま∈GF（扇），町0＝（（∬0，∬1，∬2，∬3）r∈  
PG（3，q）；X2＝Oandxo，Xl，X3∈GF（q））・Thenthequadratic払rmswhich  

areconstructedbyr（打0，l）1SeXPreSSedby  

（i用（Ⅹ）∈Glfbrl≦五≦q2；凧（Ⅹ）＝血呂＋瑚1＋（わ＋2αd）耶2＋∬苦  

＋（α＋2わ）叩2＋（αわ＋わ2＋α2d）∬…＋卿3，  

（ii）封Ⅹ）∈G2払rl≦宜≦曾2；〟Ⅹ）＝耶1＋払∬2＋α叩2＋αわ∬…＋瑚3・  

Furthermore，WlandW2areglVenby  

Wl＝（Ⅹ＝（x。，Xl，X2，X3）T∈GF（q）4；X2＝1，X3＝Oandxo，Xl∈GF（q）），  

W2＝（Ⅹ＝（x。，Xl，X2，X3）T∈GF（q）4；X2＝1andxo，Xl，X3∈GF（q））・  
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WhenxextendsovertheelementsofW，Txalsoex七endsovertheelementsof  

W．Henceitfbllowsthatthenumberofsolutionsto七hesys七emofequations  

fbrx  

〈ニ三‥：妄  

isequal七othenumberofsolutionsto  

ほ；ミ  

byusinglinear七ransた）rmation，Where2≦k≦q2andl≦i，j≦q2，i≠j．   

HereitwillbeshownthatCaselproducesabalanCedarrayofstrength  

2・ForthecollectionA（fl，長，．・・，Ln；W），1e七A＊denotesajuxtapositionof  

WA払rw∈GF（q）＊，WhereGF（q）＊＝GF（q）＼（0）．ThenA＊isdescribed  

asA＊（fl，jh・・・，ん；W）・TbshowthatA＊（fl，ム，・‥，h2；W）isabalanced  

arrayofstrengthtwo，Wem町COuntthenumberofsolu七ionsxfbrthesys七em  

of equations 

血呂＋∬0∬1＋∬≡＋∬2∬3＝ぴα，  

血呂＋∬膵1＋（わ＋2αd）∬0∬2＋∬箸  

＋（α＋2り∬1∬2＋（α♭＋む2＋α2d）∬芸＋∬2∬3＝Ⅶβ，  

dependingonvaluesoftheparameterw∈GF（q）＊，Where2≦k≦q2．This  

PrOCedurewillbetakenintheproofofthefbllowlngtheorem．   

Theorem2・4ムe才Wl＝打1－gαmdん…，ム2みe曾むαd相加ルれC掠れβ扉Gl．  

meれA＊（んム，…，ムぢWl）由αβA（曾2（守一1），曾2，曾，礼かαmOddpγ戎me  
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poⅧeγ曾Ⅷ納豆れdねeβ  

0 げ α＝β＝0，  

1 げ α≠0αmdβ＝0，   

q げ α＝β≠0，  

q＋1ぴ α≠βαmdα，β≠0．  

（2・3）  〃α，β＝  

Proof．Itissu臨cient toshowthatthenumberofelementsin  

U（Ⅹ∈Wl；Jご（Ⅹ）＝Oandぷ（Ⅹ）＝0）  

W∈G甘（9）－   

Satisfies（2．3）foranyα，β，Where  

Jご（Ⅹ）＝血岩＋∬0∬1＋∬卜uα∬…＋瑚3＝0，  
（2・4）  

ぷ（Ⅹ）＝ 礪＋∬膵1＋（わ＋2αd桓0∬2＋∬≡＋（α＋2わ）叩2  

＋（αわ＋わ2＋α2d一肌β）∬…＋瑚3＝0．  
（2・5）   

Bysubtracting（2．4）たom（2・5）andtakingx2＝1andx3＝0，itholds  

that  

（わ＋2αd）∬0＋（α＋2み）∬1＋祝＋仙（α－β）＝0，  
（2・6）  

where視＝αわ＋わ2＋α2d．  

（Ⅰ）Letusassumethata＋2b≠0・恥om（2・4）and（2・6），WeObtainthe  

払1lowlngquadraticequationon：ro：  

可1－4d）∬岩＋α（1－4d）［祝＋可α－β）］∬0  

十Ⅶα（α＋2り2－［祝＋ぴ（α－β）］2＝0．  （2．7）  
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Thediscriminant△of（2．7）isgivenby  

△＝（1－4d）（α＋2む）2抽＋可α－β）］2一触Ⅷα）．   

Inordertohaveasolutionof（2．7），△mustbezeroorasquareelementof  

GF（q）．Thatis，△′＝［u＋w（α－β）］2－4uwαShouldbezerooranon－Square．  

W6nowconsiderthenumberofsolutionsof（2・7）dependingonvaluesofw．   

Casel：α＝β＝0．  

Since△l＝u2andu≠0，（2．7）hasnosolution・   

Case2：α＝00rβ＝0．   

Ifα＝0，then△′＝（u－Wβ）2・Hence（2・7）hasonesolutionwhen  

w＝uβ－1．similarly，ifβ＝0，（2■7）hasonesolutionwhenw＝uα‾1   

Case3：α＝β≠0．  

Therearetwosolu七ionsof（2．7）when七hewisoneof（qql）／2di鮎rent  

valuessuchthat△′＝u2－4uwαisanon－Square．Moreoverthereis  

onesolutionwhenw＝u（4α），1suchthat△Iiszero．Hencethereexist  

totallyqsolutionsinthedomainWl・   

Case4：α≠βandα，β≠0．  

WithoutlossofgeneralitywecanPutα＝1，七hen△l＝（u＋w（トβ））2－  

4uw．Considerasolutionwof（1－β）2w2－2u（1＋β）w＋u2－△I＝0．  

Thenitsdiscriminant△′′＝（1－β）2△I＋4Pu2mustbezeroorasquare  

elementofGF（q）．If△′＝Oandβisasquare，then△′′＝4Pu2  

becomesasquare．Hencetherearetwosolutions払rw・  

Nextconsiderthecasethat△′isanon－Square．Le七  

ml＝t（△′∈GF（げ；X（△′）＝－1andx（（トβ）2△′＋4伽2）＝0）1，  

m2＝は△′∈GF（げ；X（△′）＝－1andx（（トβ）2△′＋4伽2）＝1）ト  
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Incaseofq≡1（mod4），nl＝1ifβisanon－Square，Whilenl＝O   

ifβisasquare・Sincex（（1－β）2△l）＝X（△I）fora11△l∈GF（q），by  

Lemma2・1，n2＝（q－1）／4■Whenwisoneof［（q－1）／4］×2＋1＝   

（q＋1）／2di鮎rentvaluesandβisanon－Square，（2・7）hastwosolu七ions・  

Whenwisoneof［（q－1）／4］×2distinctvaluesandβisasquare，（2・7）  

hasalsotwosolutions．Hencethereexistq＋1solutionsinthedomain  

WIWhenβisanon－ZerOelementofGF（q）・   

Incaseofq≡3（mod4），nl＝Oifβisanon－Square，Whilenl＝1if  

βisasquare．Itfollows蝕・OmLemma2．2thatn2＝（q＋1）／4ifβis  

anon－Squareandn2＝（q－3）／4ifβisasquare．Whenwisoneof   

（q＋1）／4×2＝（q＋1）／2distinctvaluesandβisanon－Square，（2・7）has  

twosolutions．Whenwisoneof［（qp3）／4］×2＋1＝（q－1）／2distinct  

Valuesandβisasquare，（2・7）hastwosolutions・Thus，inbothcases   

，βisasquareoranon－Square，Wehavetotallyq＋1solutionsinthe  

domainWl．   

（ⅠⅠ）Next，aSSumethata＋2b＝0・Theequation（2・6）becomes  

叫1－4d）∬0＋祝＋w（α－β）＝0，   

which，With（2・4），yieldsthequadraticequationofxlaS  

わ2（1－4d）2ご…一叫1－4d）（視＋可α－β））∬1  

＋－Ⅶαみ2（1－4d）2＋d（祝＋w（α－β））2＝0．   

Thediscriminant△of（2・9）isgivenby  

△＝む2（1－4d）3仙＋w（α－β）］2一触びα）  

（2・8）  

（2．9）  

sinceu＝ab＋b2＋a2d＝－b2（1～4d）．Similarlytothepreviousfburcases  

Onαandβ，WeCandeterminethenumberofsolutionsof（2・9）．   

There払rewecompletetheproof払ranyα，β∈GF（q）．  

39   



Theorem2・5LetWl＝7Tl－landfl，・・・，fq2bequadraticカムnCtionsqfGl．  

memA＊（んム，…，ム2；Wl）由α月A（q2（q－1），q2，ヴ，礼かα陀eUeれpγ血e  

卯びeγqひ納豆md宜ceβ  

0 げ α＝β＝0，  

1 げ α≠0肌dβ＝0，   

ヴ げ α＝β≠0，  

q＋1げ α≠βαれdα，β≠0．  

（2．10）  〃α，β＝  

Proof．ForanevenprlmePOWerq，aquadraticfunctionofGlisglVenby   

尤（Ⅹ）＝血岩＋∬0∬1＋毎0∬2＋∬雪＋α勘∬2＋（αわ＋わ2＋α2d）∬…＋∬2∬3．   

SimilarlytotheproofofTheorem2．4，itcanbeshownthat，thenumber  

ofelementsin  

U（Ⅹ∈Wl；ガ（Ⅹ）＝Oandノ憲（Ⅹ）＝0）  

Ⅷ∈GF（q）＊   

Satisfies（2・10）払ranyα，β，Where  

Jご（Ⅹ）＝血岩＋耶1＋∬≡＋Ⅶα∬…＋∬挿3＝0，   （2・11）  

ぷ（Ⅹ）＝ 礪＋瑚1＋お。∬2＋∬…＋α町2  

＋（αら＋ゐ2＋α2d＋Ⅶβ）∬…＋瑚3＝0．  （2．12）  

Bysubtracting（2．11）丘om（2・12）andtakingx2＝1andx3＝0，itholds  

that  

（2．13）   わ∬0＋α∬1＋祝＋Ⅷ（α＋β）＝0，   

where祝＝αあ＋わ2＋α2d．  
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（Ⅰ）Assumea≠0・Ftom（2・11）and（2・13），WeObtainthequadraticequation  

Of∬0  

朋∬岩＋α［祝＋可α＋β）］∬0＋Ⅷαα2＋［祝＋w（α＋β）］2＝0．  （2・14）   

Ifw＝u（α＋β）Ml，（2．14）haveonesolutionfbrα≠β・Letu＋w（α＋β）≠0・  

Inordertohave七wosolutionsoftheequation（2・14），thediscriminant60f  

（2．14）mustbeanelementofCo（seeResult2・4），Where  

t伏〃α  祝  

∂＝  ＋  
（㍑＋w（α＋β））2■α2’  

ByResult2A，itcanbeshownthatu／a2＝b／a＋b2／a2＋d∈Clandd∈Cl・  

Hencewewillfindthenumberofwsuchthat（uwα）／［u＋w（α＋β）］2（＝  

6′，Say）∈Cl・ByLemma2・3，Wehave  

α＝00rβ＝0，  

α，β≠0．  
l（w∈GF（げ；∂′∈C刷＝  

Hencethenumberofelementsin U（Ⅹ∈Wl；fI（Ⅹ）＝Oandj；（Ⅹ）＝  
W∈G∬（9）＊  

0）isgivenby  

O if α＝β＝0，  

1if α≠Oandβ＝0，   

q if α＝β≠0，  

q＋1if α≠βandα，β≠0・  

〝α，β＝  

（ⅠⅠ）Assumea＝0・Thenu＝b2・Ftom（2・11）and（2・13），WeObtainthe  

quadraticequationofxlaS  

祝∬≡＋わ（祝＋可α＋β））∬1＋Ⅷ肌＋d（u＋w（α＋β））2＝0■  （2・15）   

Ⅵねcanprovethenumberofsolu七ionsbyateclmiquesimilarto（Ⅰ）・  
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ThereforeA＊（fl，fi，…，fq2；Wl）isaBA（q2（q－1），q2，q，2）withindices  

givenby（2・10）．  ■   

NextweconsiderCases2and3．Itwillbeshownthattheseconstructions  

glVe Orthogonalarrays・The払1lowlngreSultis a generalized case of七he  

theoremofB6zout（seeSempleandRoth，1986）・  

Result2・5〝〟ほ而erβeC如mげⅤ伏）肌dV伍）由αC祝γ即eC，士偏れがほ  

d印ree q′C宜βmlm2ノび加γemlαmdm2αre兢edeタree OJムαmdんre叩eC一  

助egy．  

Thisis usefu1to derive the next twolemmas．   

Lemma2・4LetW2beacosetqfL（7To）distinctPomL（7To），andletfl，…，fi2  

わe叩αdrα£宜c舟れC如れβげGl・me乃A（んム，…，ム2；W2）由αれOA（曾3，曾2，q，2）  

げ血de∬ヴ舟γα相即pr哀mepoⅧerヴ．   

Proof．It willbe shown tha七the number ofsolutions七o the system of  

equationsfbrx∈GF（q）4as  

血岩＋∬0∬1＋∬≡＋∬2∬3＝α，  

血岩＋∬0∬1＋（わ＋2αd）∬0∬2＋∬雪  

＋（α＋2恥1∬2＋（αあ＋わ2＋α2d）∬茎＋∬2∬3＝β・  

（2．16）  

isq払ranyα，β∈GF（q）．SincewethedomainW2＝（Ⅹ＝（xo，Xl，X2，∬3）T  

∈GF（q）4；X2＝1）isconsidered，thenumberofsolutionsof（2・16）isthe  

sameasthatofthesystemofequationsas  

血呂＋∬0∬1＋∬≡－α∬茎＋∬2∬3＝0，  

血呂＋耶1＋（わ＋2αd）∬0∬2＋∬号  

＋（α＋2わ）∬1∬2十（αわ＋わ2＋α2d－β）∬…＋∬2∬3＝0，  

fbr2≦k≦q2．Henceitissu氏cien上土OCOnSidertheintersectionofellip－  

ticquadricsV（fI）andV（fE）inPG（3，q）・ExtendthespacePG（3，q）七0  
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PG（3，q2），thenV（fI）becomesahyperbolicquadricinPG（3，q2）．Inthe  

quadraticextenSionPG（3，q2）ofPG（3，q），thetangentplane7ToOfthehy－  

perbolicquadricV（fI）intersectsV（H）in七wolinesllandl2．Since7Tois  

fiⅩedbyr（訂。，l）POintwise，llandl21ieinV（fi）・SoV（fI）andV（j；）have  

twolinesllandl20fPG（3，q2）incommon．   

ByResult2・5，V（fI）andV（f；）intersectinacurveofdegree4・Since  

thecurveofdegree4containstwolinesllandl2，theremainlngPartOfthe  

intersectioninPG（3，q2）isacurveofdegree2，Thecurveofdegree2is  

theunionoftwolinesoraconicinaplane・ButeachofV（fI）andV（f；）  

COntainsnolineofPG（3，q）・Therefore，inPG（3，q），V（fI）mee七sV（fE）ina  

COnicwhichconsistsofqpointsandthefiⅩedpointllnl2．Thus七henumber  

ofsolutionsof（2．16）isqinW2foranyα，β∈GF（q）・  1   

Lemma2．5LetW2beacosetqfL（7To）disiinctPTOmL（7ro），andleifl，…，fi2  

わe曾祝αdrα孟宜cカムmC如mβげG2・meれA（んム，…，ム2；W2）由αれOA（曾3，曾2，曾，2）  

げ盲mde∬ヴルrα相即pγ壱mepoぴerq・   

Proof．SimilarlytoLemma2．4，itwillbeshownthatthehyperbolicquadrics  

V（fI）andV（f；）have3q＋1pointsofPG（3，q）incommon，Where  

Jf（Ⅹ）＝ ∬0∬1－α∬茎＋∬2∬3＝0，  

ぷ（Ⅹ）＝ 耶1＋わ∬膵2＋α叩2＋（αむ－β）∬…＋瑚3＝0・   

NotethatV（fI）andV（fi）arehyperbolicquadricsalsointhequadratic  

extensionPG（3，q2）．ByusingthesameargumentaS七heproofofLemma2・4，  

theintersectionsofV（fI）andV（f；）consistoftwolinesll，l20n7roanda  

curveofdegree2inPG（3，q2）．Ifthecurveistheunionoftwolines，then  

oneofthemisllOrl2．Henceinbothcases，V（fI）meetsV（f；）in3q＋1  

pointsofPG（3，q）・TherehrethenumberofsolutionsinW2tOthesystem  

ofequations，fl（Ⅹ）＝αandfk（Ⅹ）＝β，fbrx，isqforanyα，β∈GF（q）・■  
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TheOAsgiveninLemmas2・4and2．5donotformlinearsubspacethem－  

Selvesandtheirparametersarenotnew・However，theymaybeacosetsof  

alinearsubspace．   

Now，WeCOnSideradomainW30nPG（3，q2）・Let斤0＝（Ⅹ∈PG（3，q2）；  

Ⅹ∈7ro）andL（和）＝（tx；ま∈GF（q2），Ⅹ∈斤。）．ThenwedefineW3aSa  

cosetofL（jfo）distinct丘・OmL（斤0）．Inthiscasethefbllowingtwotheorems  

areimmediate血・OmLemmas2．4and2．5．   

Theorem2・6LeiW2beaOSetqfL（町0）distinctPomL（打0），leiW3bea  

coβeまげ五（斤0）d由血cりトomエ（和），αれdgeり1，…，ム2わe曾視αdrα批伽c如れβ  

ガGl・memA（んム，…，み；W3－W2）由α月A（ヴ6－q3，曾2，q2，2）ノかα叩  

pr宜mepoぴerヴ′W肋盲m成ceβ  

曾2－曾 げ α，β∈GF（れ  
〝α，β＝  

げ 0兢eγび戌βe．  

Proof．ByLemma2．4，thenumberofsolutionsof（2．16）inW3isq2fbrany  

α，β∈GF（q2），Whilethenumberofsolutionsof（2・16）inW2isq払rany  

α，β∈GF（q），Thereforethenumberofsolutionsof（2■16）inW3－W2is  

ヴ2一曾払ranyα，β∈GF（ヴ）．  1  

Theorem2・7LeまW2beaOSetqfL（打0）distinctPomL（qo），leまW3bea  

coβe古材£（和）d摘玩cり紬mエ（和），αれdgeり1，…，ム2わe押αかα如かほぉれβ  

げG2．乃emA（んム，…，み；W3－W2）豆βαβA（曾6一曾3，q2，q2，礼かαmy  
pr3me卯びerq，W豆兢五和d宜ceβ  

ヴ2－q げ α，β∈GF（曾），  
〃α，β＝  

げ 0兢eγぴぬe．  

Proof．Itfo1lows丘omanargumentsimilartoTheorem2・6・  
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Chapter 3 

Mutual1yM－intersecting  

VArieties  

Le七fbeahomogeneouspolynomial．ThenasetofallpointsxofPG（n，q）  

sa七isfyingf（Ⅹ）＝OiscalledavarietyanddenotedbyV（f）・W占considera  

Se七OfvarietiesinPG（n，q），Cal1edasetofmutua11yM－in七ersectingvarieties，  

such that each varie七ycontains ppoin七s andthenumberofpointsinthe  

intersec七ionoftwodistinctvarietiesiscon七ainedinase七M．Wbareinterested  

infindingvarietiesasmanyaspossiblewhicharem11七ual1yM－intersec七ing■  

Thisisno七Onlyaninterestinggeometricalproblembutalsoanimportan七  

problem with combinatorial applications. 

WhenM＝（p），WeCanuSethevarietiestoconstructcombina七orialde－  

signssuchas（r，入）－designandarrayslikeorthogonal，incompleteorthogonal  

orbalancedarrays．Whenl叫＝2，aSetOfmutual1yM－intersectingvarip  

etiesisrelatedtoaparticulargraphca11edastrvn91yr印ulargraphwhich  

is sometimesusedinthedesignofexperiments・Thischapterisbasedon  
FtLji－HaraandMiyamoto（1997b，C）・  
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3．1Introduction   

Letfbeahomogeneouspolynomial・ThesetofpointsxofPG（n，q）sat－  

isfyingf（Ⅹ）＝Oisca11edavarietyanddenotedbyV（f）．Considerasetof  

varietiesV（fl），V（ム），・・・，V（jb）whichsatisfiesthefbllowingthreecondi－  

tions：   

（i）Misasetofnon－negativein七egers．   

（ii）lV（ム）l＝β払rl≦豆≦g・   

（iii）lV（ム）nV彷）l∈〟払rl≦宜，J≦タ，豆≠j・   

These七isdenotedbyV（p，M）．Inparticular，itisdenotedbyV（p，FL）when  

Misasingleton（p）・Noteg＝lV（p，M）I・Ofcourse，V（p，P）satisfiesanec－  

essaryconditionfbrtheexistenceofabalancedarr町glVeninTheorem2・3・   

Wbfirs七findthemaximalnumberofmutuallyM－intersectingvarietiesin  

V（p，M）．IncasethatMconsistsofgreaterthanorequalstotwoelements，  

theproblemoffinding七hemaximalnumberhasnotbeensoIved・Butin  
CaSeM＝（p），itisnotdi臨culttoderiveitsupperbound・Le七Vbeaset  

ofallpointsofPG（n，q）andβ＝（Bl，B2，・・・，B9）bease七V（p，FL），Where  

Bi＝V（A）払ri＝1，2，・■・，9・Thenthereexistsanincidencestruc七ure  

representedbythevxglnCidencematrixNbetweenVandβ，andadual  

structureofitisan（r，入）－design，Wherer＝例＝Pand入＝［BinPjl＝P・  

Hences＝rankNTN＝rankNNT≦1VI＝V，i・e・七henumberofpointson  

PG（n，q）・Thusitiseasytoshowthe丘）1lowing・   

Theorem3．1Pbranyprimepowerq，themaximalnumberqfmutually（FL）一  

五乃ねrβeC加タUαr盲e触玩V（A〃）0れPG（m，曾）由（ヴ叫し1）／（曾－1）・  

Wbpresentanexample，i・e・V（q＋1，1）inPG（2，q），Whichattainsthe  

bound．Letf＝X岩＋xIX2・ThenV（f）inPG（2，q）isca11edaconic・The  

COnicconsistsofq＋1points・  
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Example3・lLetV（f）beaconicinPG（2，q）andr＝（α1＝1，α2，…，α。）  

betheSingerautomorphismofPG（2，q），Whereg＝q2＋q＋1．IfV（ム）＝  

（Ⅹ；f（αiX）＝0）払r anyαi∈r，i＝1，2，．．．，9，then aset ofconics  

V（fl），V（f；），・・・，V（fg）払rmsaV（q＋1，1）consistingq2＋q＋1conics．  

Lemmas2・4and2・5presen七constructionsoforthogonalarraysbyuslng  

ellipticquadricsorhyperbolicquadricsinPG（3，q）．Recalltha七twosetsof  

quadraticfunc七ionsGlandG2areglVenbyellipticquadricsandhyperbolic  

quadricsrespectively．UsingGlandG2，thenexttwotheoremswillbeshown．   

Theorem3．2meree∬由ねαβefげヴ2m血路勒（叶1）一加古erβeC血guαr豆e如ち  

V（ヴ2＋1，ヴ＋1），五和PG（3，れひ九eγeヴ由αmypr血epoⅦeγ・   

Proof．Itissu伍cienttoconsidertheintersectionofellipticquadricsV（fl）  

andV（fk）inPG（3，q），Where  

ム（Ⅹ）＝ 血岩＋∬0∬1＋∬芋＋∬2諾3，  

尤（Ⅹ）＝ 血岩＋∬0∬1＋（わ＋2αd）∬0∬2＋∬≡  

＋（α＋2り∬1∬2＋（αわ＋み2＋α2d）∬…＋∬2∬3，   

fbra，b∈GF（q）．SimilarlytoLemma2・4，itcanbeseenthatV（fl）meets  

V（fk）inaconicwhichconsistsofqpointsandone丘Ⅹedpoint・Therefore，  

fbranydistincttwofunctionsfi，カ∈Gl，V（fi）andV（fi）haveq＋1points  

ln COmmOn．  ＋   

TlleOrem3．31柏enqisanyprimcpowcr，therec：I：istsasctpfq2mutually  

（軸＋1ト血ねrβeC加gmγ宜e触，V（（ヴ＋1）2湖＋1），血PG（3，ヴ）・  

Proof．ConsiderasetofhyperbolicquadricsV（fl），V伍），…，V（fi2），Where  

fi∈G2，1≦i≦q2．IntheproofofLemma2・5，itisshownthatV（fl）and  

V伍），Where  

ム（Ⅹ）＝ ∬0∬1＋∬2∬3，  

尤（Ⅹ）＝耶1＋わ耶2＋α叩2＋αわ∬茎＋瑚3，  
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have3q＋1pointsincommon・Hencethiscompletestheproof．  ■  

3．2 Hermitian Vhrieties   

An（n＋1）×（n＋1）squarematrixH＝（hij）withelementsfromGF（q2）  
iscalledaHermitianmatrixifhij＝h3ifbralli，j・LetA（q）＝（鴫）bra  

matrixA＝（aij），aij∈GF（q2）・AHermiiianvarieiy（abbreviated七OHV）  

isdefinedas（Ⅹ∈PG（2，q2）；f（Ⅹ）＝ⅩTHx（q）＝0），WhereHisaHermi七ian  

matrix．HereweuseV（H）insteadofV（f）七odenotetheHermitianvarie七y・  

TwoHermitianmatrices Hand G aresaidtobe equivalentifthereexists  

anon－SingularmatrixPoverGF（q2）suchthatPTHP（q）＝G．WhenH  

is aHermitianmatrixofrank r，V（H）iscalledaHVofrankr・AHV  

ofrankn＋1inPG（n，q2）issaid七obenondegenerate・Thepropertiesof  

aHVinPG（2，q2）havebeenstudiedbyBoseandChakraNarti（1966）and  

Kestenband（1981）．AHVinPG（2，q2）containsq2＋1，q3＋q2＋lorq3＋1  

points，aCCOrdingtoitsrankl，2）Or3）reSPeCtively・Ⅰ七isknowntha七any  

non－SlngularHermitianmatrixiseq11ivalenttotheiden七itymatrixI・   

Notethattheminimalpolynomialm（x）ofamat；ixHsatisfiesm（H）＝O  

andm／（H）≠0払ranypolynomialm′（x）wi七hdeg（ml（x））＜deg（m（x））・  

Kestenband（1981）hasshowedthefollowingclassificationofV（H）inPG（2，q2）  

withrespecttointersectionswithV（Z）■   

Result3．1（Kestenband，1981）LetHbeanon－SingularHermitianmatrix・  

エefm（∬）αmdタ（∬）わem戎れ血αgαれdc九αrαCねγ由子豆c卯如om盲αJげガre叩eC一  

血eJy．meれⅤ（ガ）∩Ⅴ（J）coれね哀れβ  

J．（q＋1）2po戎叫げm（∬）＝タ（∬）＝（∬－α）（∬－β）（∬－7），α，β，7d戎β血cま  

egememね扉Gf、（れ   

g．q2＋q＋1卯血ね，げm（∬）＝g（∬）＝（∬－α）（∬－β）2，α，β∫d血豆陀Cf  

egemeれね扉GF（q）・  
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β．曾＋1cog加eα叩0かぬ，げm（∬）＝（∬－α）（∬－β），α，β，d由血cfegem肌ね  

げGF（q）・   

イ．q2＋1po玩ね，げm（∬）＝タ（∬）＝（∬－α）p（∬）かα∈GF（q）αmdp（∬）由  

わTe血c豆みgeouerGF（扇．  

∂．ヴ2＋1po五和ね，げm（∬）＝g（∬）＝（∬一入）3，Å∈GF（げ・  

β．ome卯叫げm（∬）＝（∬一入）2，Å∈GF（扇＊・  

γ曾2－q＋1po血βJmO伽eeq′w最c九αreCOgJ宜れe叫げg（∬）由如Te血c宜わge  

ouerGF（曾2）．   

InadditiontoResult3．1，Kestenband（1980）generatedasetFconsisting  

ofq2＋q＋1Hermitianmatriceswithirreduciblecharacteristicpolynomials  

OVerGF（q）・LetHlbeaHermitianmatriⅩWi七hirreduciblecharac七eristic  

polynomialsp（x）0VerGF（q）・SinceH／satis鮎sp（HI）＝0，thepolynomials  

p，（H／）overGF（q）withde9（pI（H，））＜deg（p（H／））hrmafieldGF（q3）・Let  

Hbeaprimi七iverootofthisfield．Thenfisdefinedby  

ア＝（ガ£；0≦宜≦曾2＋め・   

Result3．2（Kestenband，1980）AnytwoHermitianvarietiesV（Hk）and  

V（Hl）intersectonq2－q＋1points，WhereHたandHlareffomF，k≠l・   

Thesetofvarietiesderivableh：OmHermitianmatricesinfdirec七Iy払rms  

V（q3＋1，q2－q＋1）・SincethesetisisomorphictoPG（2，q），theincidence  

matrixofthevarietiesV（q3＋1，q2－q＋1）and七hepointsonPG（2，q2）  

consistsofq2－q＋1copiesofPG（2，q）・   

NextaHermitianmatrixwithminimalpolynomial（∬ql）3isusedto  
COnStruCt neW mutua11y M－intersecting varieties which are di蝕rent from  

Result3．20fKestenband．Ⅵ屯assumeintherestofthissectionthatqisan  

evenprimepower・Ama七rixUissaidtobeunitaryifUTu（q）＝I・Consider  
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thefbllowinguni七arymatrixUandgroupuoforderq＋loverGF（q2）as  

u＝〔喜；羞〕，  〟＝（J，ぴ，U2，…，ぴ），  

whereαq＋1＝1，α≠loverGF（q2）．Le七Hbeanon－SingularHermitian  

matrixwithminimalpolynomialm（x）＝（x－1）3．wi七houtlossofgenerality  

WeCanPut   

＼
〕
 
 

0
 
’
ハ
U
 
l
 
 
 

α
 
l
 
が
 
 
 

1
 
が
 
0
 
 

′
／
し
 
 

二
 
 
 

∬
 
 

α叶1＋わ叶1＝0，  

wherea，b∈GF（q2）＼（0）．Usingtheunitarygroupu，aSetOfHV，sisdefined  

by7i＝（V（Hl），V（H2），．．．，V（Hi．1））with筏＝UiTHUi（q）andUi∈u．  
ThenHiisexpressedby  

qαj   α叩  

α  1   

α9α仏  筏＝  

0 わ  

NotethatanyV（筏）∈7iisanondegenerateHVwhichcontainsq3＋1  
POints．   

Theorem3．4Letq beanevenprimepower．I7Len7iisasetqFmutually  

肪加古eγβeC血guαr豆e如β，V（q3＋1，曾2＋1）パ止eγell栂3＋1，q2＋1）l＝ヴ＋1・   

Proof．It willbe shownthat any distincttwo HV，s V（筏）and V（Hi）  

of71have q2＋1pointsincommon・It丘）1lowsthatlV（筏）nV（Hi）t＝  

tv（げガU豆（α））∩Ⅴ（げ即∫（q））】＝lV（ぴ＋げガぴ＋た（q））∩Ⅴ（捌触someた  

suchthat Uj＋た＝1i．Hence weonlyshowthatthenumberofpoin七s of  

V（筏）nV（H）foranyV（Hi）∈7i，Hi≠H，isq2＋1・Moreoverwehave  
lV（Hi）nV（H）l＝lV（PTH＃（q））nV（I）l，WherePisanon－Singularmatrix  
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suchthatf）t∬P（曾）＝J：  

wheretq＋1（aq＋l＋1）＝loverGF（q2）．Thecharacteristicpolynomialof  

PTHiP（q）isdet（PT筏P（q）－XJ）＝det（PT筏P（q）－∬FHP（q））＝det（PT）  

det（Hi－XHi）det（P（q））＝det（Hi－XHi）＝（x－1）3・Whenthefirstrowof  

PT筏P（q）isexpressedbypT＝（1，atq（1＋αi）q，abt（1＋αi）q），the（1，1）－entry  

of（P壬筏P（曾）一丁）2isprp（q）＋1＝1＋α叶1が＋1（1＋αり叶1＋α叶1わ叶1が＋1（1＋  

αi）q＋1＋1＝aq＋1（1＋αi）q＋1≠Obyusingtq＋1（1＋bq＋1）＝1．Since  

（PTH＃（q）一I）2≠0，theminimalpolynomialofPTHiP（q）is（x－1）3．  

HencewehavelV（筏）nV（H）［＝q2＋1丘・OmResul七3．1．  ■   

Nextconsidertwonon－SlngularHermitianmatricesHandHlbothhaving  

theminimalpolynomialm（x）＝（xpl）3．Thenasmentionedbe丘〉reTheorem  

3．4，tWOSetSCanbede丘nedas払1lows：  

7ia，b＝（V（Hl），V（恥…，V（吼＋1））with筏＝UiTHUi（q）andUi∈u，  

7ic，d＝（V（Hi），V（H；），…，V（H；．1））withH；＝UjTH／Uj（q）andUj∈u，  

where   
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α叶1＋わ叶1＝0，C叶1＋か1＝0 ，α，わ，C，d∈Gf、（ヴ2）＼（0），  
Inordertoobtain7ta，band7ic，dWhicharediqjoint，Wehave七OreStricta，b，C，  

andd．LetwbeaprimitiveelementofthemultiplicativegroupGF（q2）＼（0）  

oforderq2－1．LetK＝（1，Wq－1，．．．，Wq（q，1））beamultiplicativesubgroup  

oforderq＋1andKた＝K・Wk払rkcosetsofK，0≦k≦q－2・Suppose  
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a∈Kl，0≦l≦q－2・Thenthe（2，2）－entryaαiqofHi，1≦i≦q＋1，is  

alsoanelementof瑞sinceαisincludedinK．Hencefbrl≦i≦q＋1，aαiq  

extendsoveral1theelementsofKl．Sinceaq＋1＋bq＋1＝0，b∈㈲．Hencewe  

havetochoosecandd丘omcosetsKk，k≠l，tOSatisfy7ia，bn7ic，d＝4＞・   

Theorem3・5エe士官わeαm eUeγ1pr五mepoて〟er．ガα肌d cゐe血相ねd妨  

摩rem舌coβeね∬たαれd垢γe叩eC軌eg肌兢em‰，わ∪㍊。，d毎αβeま扉m視ねα軸  

肪豆れねrβeC肋タUαr豆e舌宜eβ，V（q3＋1，〟），び九ere〟⊆（q2＋1，（ヴ＋1）2）αれd  

ル（ヴ3＋1，〟）l＝2（q＋1）・   

Proof・Itfbllows触）mTheorem3・4七ha・t7ia，band7ic，darebothV（q3＋  

1，q2＋1）．NowconsiderthenumberofpointsintheintersectionofV（筏）and  

V（H；）fbrHi∈7ia，bandH3∈7ic，d・ItiseasilyseenthatlV（筏）nV（H；）I＝  

lV（H）nV（H；．k）lhrsomeksuchthatUi＋k＝1b・Furthermore，Wehave  

lV（H）nV（H；）l＝JV（I3）nV（PTB3P（q））l，WherePisanon－Singularma七rix  

suchthatPTHP（q）＝I・Thecharacteristicpolynomia19（x）ofPTH3P（q）is  

（x－1）（x2＋6x＋1），Where6＝（acq＋bdq）αqi＋（aqc＋bqd）αi・Thequadratic  

equationx2＋6∬＋1＝OhasonesolutionoverGF（q）if6＝0．Thenwehave  

g（x）＝（x－1）3and（FHjP（q）－XJ）2≠0・Hencetheminimalpolynomial  

m（x）ofPTH；P（q）ism（x）＝（x－1）3・Whentheequationx2＋6x＋1＝O  

hastwosolutions，m（x）＝9（x）＝（x－1）（x－β）（x－7），Whereβ，7∈GF（q）  

suchthatβ≠7，β≠1andl′≠1．Whentheequationhasnosolutions，  

m（x）＝9（x）＝（xHl）（x2＋6x＋1）；thatis，X2＋6∬＋1isirreducibleover  

GF（q）・TherefbreV（PTB3P（q））andV（I）intersectonq2＋lor（q＋1）2  

points．  ■  

IntheproofofTheorem3．5，if6＝0，theminimalpolynomialm（x）of  

PTH3P（q）is（x－1）3・Whena＝bandc＝d，Wealwaysobtain6＝0・Since  

LV（H）nV（巧）l＝q2＋1brHi∈7ta，bandE3∈7ic，d，thebllowingcanbe  

obtained．  
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Corollary3・1上efqあeα陀紺e叩r戎meタロぴer・〝α＝わα乃dc＝d，班em叙α，む∪  

祝。，d由αβe舌げ2（曾＋1）m血αggy肪摘erβeCf如uαr豆e如βJV（曾3＋1，ヴ2＋1）・  

Finallywewanttoge七asetofHermitianvarieties？Ja，baSmanyaSPOSSible  

bychooslngthevaluesofaandbinH．   

Theorem3．6エefヴむeαmeUempr盲mepo∽er．meree∬宜βねαβeま好守2－1  

m加古MJgy肪れ舌eγβeC血guαr宜e舌壱eβ∫V（ヴ3＋1，ヴ2＋1）．   

Proof・LetJ＝（1，W，…，Wq‾2）beasetofrepresen七ativesofthecosets  

Kk＝K・Wk，0≦k≦q－2・ConsiderasetofvarietiesUa∈J7ia，a・Ifwe  

Choosea，C∈J，a≠c，then7ia，aU7i。，。isV（q3＋1，q2＋1）byCorollary3・1・  

HenceUa∈J7ia，aisV（q3＋1，q2＋1）consistingof（q＋1）（q－1）varieties・｝   

Theorem3．7エef甘あeαm e即納pr盲mepoひeγ．mere e∬由ねαβe志げ（ヴ＋  

1）2（守一1）m血αJgy肪腐れねrβeC如タUαr盲e旅慧V（ヴ3＋1，（曾2＋1，（曾＋1）2〉）－   

Proof．LetJ＝（1，W，…，Wq‾2）beasetofrepresentativesofthecosets  

Kk．LetL＝（（a，b）；aq＋1＋bq＋1＝0，a∈Jb∈GF（q2））・ThenLconsis七sof  

（q－1）（q＋1）elementsand7ia，bn7ic，d＝4・fbr（a，b），（c，d）∈L，（a，b）≠（c，d）・  

TherefbreTheorem3・5impliesthatU（a，b）EL 7ta，bisV（q3＋1，（q2＋1，（q＋1）2））・  

こ   

WbremarkthatwecanaddV（I）toV（p，M）ina11七hetheoremsgivenin  

thissectionbecausewecanshowIV（Hi）nV（I）L＝q2＋1丘）ranyV（筏）∈7i．  
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Chapter 4 

Conclusion  

Since Chakravartiintroduced balanced arraysin1956，many methods of  

COnStruCtionshavebeeninvestigated．Someofthemdependon七heexis七ence  

Ofblockdesignswithproperparameters．However，SOmeOfsuchmethodsdo  

notgivealgebraicconstructionswhichareusedfbrorthogonalarrays・Thisis  

areaSOnWhywehavestudiedanalgebraicmethod払rconstructingbalanced  

arrays・First，We generali2；edtheconstructionoforthogonalarrayswhich  

wasproposedbyBosein1947．Inthegeneralization，WeuSedmultivariate  

functionsinsteadoflineartransfbrmationsandasubsetofGF（q）ninsteadof  

GF（q）nitselfastheirdomain・Secondly，Weutilizedtwokindsofquadratic  

functionsonaprojectivegeometryasmultivaria七efunc七ionsinChapter2・  

Inthe applicationofthepresent method，Webundanecessarycondition  

brtheexistenceofbalancedarrays．Itwasdeeplyrelatedtoase七ofpoints  

called a variety on projective geome七ry・Wb generated ase七ofvarieties  

Satis＆ingthenecessaryconditionbyusingaprojectivegrouptoconstruct  

balancedarrays・Thirdly，WePrOPOSedaninterestingmathematicalproblem  

tofind aset ofvarieties such that eachvariety contains ppointsandthe  

numberofpointsintheintersectionoftwodistinctvarieties）Cal1edmutua11y  

M－intersectingvarieties，iscontainedinasetM・When Mconsistsofa  

slngleton，aSetOfmutuallyM－intersectingvarietiesisveryusefu1toconstruct  
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balanced arrays・In Chapter3，We Showed constructions ofsome se七S Of  

mutuallyM－intersectingvarietiesbyuslngHermi七ian払rmsonaprojective  

Plane，however，S－SymboIsbalancedarrayshavenotbeenobtainedyet．   

Lastly，WeglVealistofbalancedarraysandasetofmutuallyM－in七ersecting  

varietiesobtainedinthisthesis．  

・BA（q2（q－1），q2，q，2）fbranyoddprimepowerqwithindices  

0 汀 α＝β＝0，  

1if α≠Oandβ＝0，   

曾 if α＝β≠0，  

q＋1if α≠βandα，β≠0．  

（Theorem2・4）．  〃α，β＝  

・BA（q2（q－1），q2，q，2）払ranyq＝2h，h≧1，Withindices  

O if α＝β＝0，  

1if α≠Oandβ＝0，   

q if αニβ≠0，  

曾＋1if α≠βandα，β≠0・  

（Tbeorem2．5）．  〝α，β＝  

・OA（q3，q2，q，2）払ranyprimepowerqwithindexp＝q（Lemmas2・4   

and2・5）・  

・BA（q6－q3，q2，q2，2）foranyprimepowerqwithindices  

α，β∈GF（q），  
Otherwise，  

（Theorems2・6and2．7）  〃α，β＝  

FbranyprlmepOWerq，  

・V（q2＋1，q＋1）inPG（3，q），WhereIV［＝q2，（Theorem3・2）・  

・V（（q＋1）2，3q＋1）inPG（3，q），WhereLVt＝q2（Theorem3・3）・  
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恥ranyヴ＝2九，ん≧1，  

・V（q3＋1，q2＋1）inPG（2，q2），WherelVl＝q＋1（Theorem3．4）．  

・V（q3＋1，M）inPG（2，q2），WhereM⊆（q2＋1，（q＋1）2）andLV［＝  

2（q＋1）（Theorem3・5）．  

・V（q3＋1，q2＋1）inPG（2，q2），WherelV（＝2（q＋1）（Corollary3．1）．  

・V（q3＋1，q2＋1）inPG（2，q2），WherefV（＝q2－1（Theorem3．6）．  

・V（q3＋1，（q2＋1，（q＋1）2））inPG（2，q2），WherefVf＝（q＋1）2（q－1）   

（Theorem3．7）．  
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