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Abstract  

Weconsidera“well－behaved”classofpolyhedracharacterizedbythevalidityofasim－  

PleprocedurecalledgreedyalgorithmfbrsolvinglinearprogrammlngPrOblemsover  

them・F・D・J・DunstanandD・J・A・WelshfirstconsideredageneralclaBSOfpolyhedra  

払rwhichagreedyalgori七hmworks．Thecla占SOfpolyhedraisexactlythatofbisub－  

modularpolyhedradeterminedbybisubmodularfunc七ions．However，thisrelationship  

betweenthegreedyalgorithmamdbisubmodularitywaspointedout onlyrecentlyby  

ChandraBekaranandKabadi．Thestudyofbisubmodularsystemsisimportantsince  

bisubmodularsys七emsglVeaunifyingtreatmen七forseveralexistingmodelswhichare  
generalizationsoftheconceptofmatroid，andthereexistinterestingproperexamples  

Ofbisubmodularsystemssuchasthematchablesubsetsofanundirectedgraphandthe  

nonslngularpnncIPalsubmatricesofaskewsymmetricmatrix．   

ForafinitesetVletF⊆3Vbeafamilyoforderedpairsofdi扇ointsubsetsofV  
thatisclosedwi七hrespecttothereducedunionuandtheintersectionn．AIsoletf  

beabisubmodularfunctionontheiu，n）－ClosedfamilyF・Wbcallthepair（F，f）a  

bisubmodularsystemonVif（0，＠）∈F，f（0，0）＝OandアspansV．Thebisubmodular  

POlyhedronassociatedwithabisubmodularSyStem（f，f）onVisgivenby  

P＊（J）＝（∬t∬∈RV，∀（∬，y）∈ア：∬（ズ，y）≦′（ズ，y）），  

Wbere∬（ズ，y）＝∬（ズ）－∬（y）and∬（ズ）＝∑吠ズ∬（可・   

InChapterlweintroducebisubmodularsystemsbyglVlngabriefhistoricalsurvey  

andsomeexamplesofbisubmodularsystems．Theorganizationofthi＄dissertationis  

describedalongwiththemotivationofthestudyineachsubsequentchap七er．AIso，We  

discu＄Preliminariesfromlatticetheory，graphtheory，pOlyhedral七heoryandsubmod－  

ularsystem．   

hChapter2wedescribeelemen七arynotionsof（U，n）－Closedfamilies，bisubmodular  

SyStemSandbidirectedgraphsandgivefundamentalresultswhichareneededinthelater  

Chapters．   

InChapter3weconsidersomecomもinatorialoptimizationproblemsonbidirec七ed  
graphsandnetworks．Bidirectedgraphsandnetworksareimportan七instudiesofbisub－  

modularsystems．Thecutfunc七ionsofbidirectednetworksformanimportantClassof  

bislユbmodularfunctions．Ⅵ屯showtha七these七oftheboundariesofabidirectednetwork  

isthebisubmodularpolyhedrona∬OCiatedwithitscutfunction．Ontheotherhand，We   
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associate，Witheachpointx∈P＊（f），abidirectedgraphG（x）cal1edanexchangeability  

graph．TheexchangeabilitygraphG（x）representsthefbasibledirectionsatxinP♯（f）  

andtheHassediagramofG（x）representstheextremedirectionsatx・Wbconsider  
howtheHassediagramofabidirectedgraphcanbecomputede氏ciently・Apartftom  
applicationstobisubmodularsys七ems，WealsoconsidergeneralizationsofsomeclaぶSical  

network負owproblem＄tObidirectednetworks．W占show七hataminimumcostcircula七ion  

PrOblemonabidirectedgraphcanbereducedtothatonadirectedgraph・Themaxi－  
mum丑owproblemandtheminimumcutproblemarealsoreducedtothecorresponding  
PrOblemsonordinarydirectedgraphsandthewell－knownma畑ow－mincuttheoremis  
generalizedtobidirectednetworks．Theminimum－Weightidealproblemisconsidereda占  

well．   

Whenx∈P＊（f）isanextremepointofP＊（f），G（x）definesasignedposet，anaCyClic  

andtransitivelyclosedbidirectedgraph・V．Reinerhasintroducedtheconceptofsi＄ned  

POSetand showedtheso－Cal1edsigned Birkhoぼtheorem thatis aslgned analogueof  
thewelトknownBirkhoぼtheorem．InChapter4weshowthatthereexistsaone－tO－One  

COrreSPOndencebe七weenthesetofal1thesimpleandspanning（∪，rl）－Closedfamilies  

F⊆3Yonl′andthesetofal1theslgnedposetsPonVsuchthateachsuchfisthe  
SetOfal1theidealsofthecorrespondingslgnedposetP．Thisnewobservationenriches  

theslgnedBirkhofftheoremofV．Reiner．Theresult obtainedinthisch叩terglVeS  

animportantbasisfbrdeveloplngatheoryofbisubmodularfunctionsand aBSOCiaもed  
POlyhedra．   

InCha・pter5weexaminestructuresofbisubmodularpolyhedraintermsofsigned  
POSetS andexchangeabilitygraphs．WbglVeaCharacterizationofextremepoin七s七0－  

getherwithanO（1VI2）algorithmfordiscemingwhetheragivenpoin七isanextreme  
POint，Whereweassumeafunctionevaluationoracleforthebisubmodularfunction．The  

algorithmalsodeterminesthesignedposetstmctureassociatedwiththeglVenpOintif  

itis an extreme point・We examinethe greedyalgorithm overpossibly11nbounded  
bisubmodularpolyhedraandshowanoptimali七yconditionintermsofanexchangeabil－  
itygraph・CharacterizationsoffacesandtheirdimensionsareglVenandtheadjacency  
relationofextremepointsisalsoprovidedintermsoftheHassediagramsofthea  

Ciatedsignedposets・Moreover，Weinvestigatetheconnectivityandthedecomposition  

Ofabisubmod111arsystemintoconnectedcomponents．   

Simplenecessary andsu組cient conditionsfbr afunc七ion tobebisubmodular are  
glVeninChap七er6．   

Theanotheraimofthisdisserta・tionistoconsidersystemsofinequalitiesdescribed  
intermsofbidirectedgraphs．   

Aninequalityinnvariables3：l，…，3：nisofdegree－tWOifitiseitherxi＋3j≦1，   
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－Xi－Xj≦－lorxi－Xj≦Ofbrsome7，］＝1，・・・，n・Inmanycombinatorialoptimiza－  

tionproblemsthefbasiblesolutionscanbedescribedastheO－1solutionsofdegree－tWO  

constraints．InChapter7weconsidertheLPrelaxationoftheO－1solutionsofdegree－  

twoinequalities，Which wecalla＆actionaldegree－tWOPOlytope．Weshowthat any  

丘actionaldegree－tWOPOlytopeisisomorphictoanidealpolytopeofabidirectedgraph・  
Theisomorphismshowsaninterestingrelationshipbetweenthelinearprogramsover  

ftactionaldegree－tWOPOlytopesandtheminimum－Weightidealproblemsfbrbidirected  

graphs．AIso，anyftactionaldegree－tWOPOlytopeisshowntobehalf・integralandwe  

givecharacterizationsfbra缶actionaldegree－tWOpOlytopetobeintegral・   
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Chapter 1 

Introduct ion 

InSectionl・1weshortlyreviewahistoricalaBPeCtOfbisubmodularsystemsandthe  
Organiza七ionofthisdissertationisdescribedalongwiththemotivationofthestudyin  

eachsubsequentchapter・InSectionl・2someexamplesofbisubmodularsystemsare  
inorder・AIso）Wediscusspreliminaries丘omlatticetheory，graPhtheory，POlyhedral  

theoryandsubmodularsysteminSectionl．3．  

1．1．Introduction   

Inthisdissertationweconsidera（Lwell－behavedMclassofpolyhedracharacterizedbythe  

Validityofasimpleprocedurecal1edgreedyalgorithmfbrsoIvinglinearprogrammlng  

PrOblemsoverthem・In1973F・D・J・Dun8tanandD・J・A・Welsh［27】firs七considered  

ageneralclassofpolyhedrafbrwhichagreedyalgorithmworks・Theclassofpolyhedra  
isexactlythatofbisubmodularpolyhedra．Abisubmodularpolyhedronisdefinedby  

asystemoflinearinequalitieswitha（0，土1トcoe艮cientmatrixamda．right－handside  

expressedbyabisubmodularfunction．Thestudyofbisubmodularsystemsisimporta，nt  

Sincebis11bmodularsystemsgiveauni＆ing七reatmentfbrseveralexistingmodelswhich  

aregeneralizationsoftheconceptofmatroid，andthereexistinterestingproperexamples  

▲ Ofbisubmodularsystemssuchasthema七chables11bsetsofanundirectedgraphandthe  
nonslngularprincipalsubma七ricesofaskewsymmetricmatriⅩ．   

Theconceptofmatroidwasintrod11CedbyH．Whitney［84】asacombinatorialab－  

StraC七ionoflineardependence．Intherecen七decadesmatroid七heoryplayedanimpoト  

tantroleincombinatoricsandcombinatorialoptimizationandhavealotofapplications  

topracticalengineeringproblems（see【47】，【55＝72】）・   

In1970J・Edmonds［29］combinedmatroidtheorywithpolyhedralcombinatorics，  

Showlngtha七thepolyhedronglVenby七heconvexhullofthesetofcharacteristicvectors  

oftheindependentsetsofanyma七roidisdescribedbylinearinequalitieswith（0，1）－  

coe組cientsandtherankfunctionofthematroidintheright－hand．In［29］，Edmonds  

alsoextendedtheconceptofa．matroid七oaclassofpolyhedracalledpolymatroid・   

FbllowingtheworkofEdmonds【29】，SeVeralgeneraliza七ionsoftheconceptofma－  

1   



2  血右roduc七io点   

troidand polymatroidhavebeenproposed・Ba5edontheobservationthatthenice  
propertiesof（poly－）matroidsareduetothesubmodularityproper七iesoftherankfunc－  

tions，S．Fujishigeintroducedtheconceptofsubmodularsystem【34］（seealso［361）・  

Thisgeneralizationisworthnotingsincesubmodularsystemsslgnificantlywidenthe  

applicability・Especially）Submodularsys七emsrecentlyhavereceivedconsiderableaト  

tentionsinschedulingtheory（see［711）・A．Frank’sgeneralized（poly一）matroidt32】is  

ageneralizationofsubmodularsystem・However，eVerygeneralizedpolymatroidis  

projectionofabasepolyhedronassocia七edwithasubmodularsystem，aSWaSnOtedby  

Fujishige【35］．   

R．ChandrasekaranandS．N．Kabadi［21】introducedtheconceptofpseudomatroid  

asacommongenerali2；ationofmatroidandgeneralizedmatroid・ThesameOrSimilar  
conceptsaspseudomatmidwereindependentlyconsideredbyA・Bouchet（【17＝18］）aB  

delta－matrOid，A．DressandT．Havel［23］asmetroid・ChandrasekaranandKabadi［21】  

definedbisubmodularpolyhedronasthepolyhedralextensionofpseudomatroids，and  

then，therelationshipbetweenthegreedyalgorithmandbisubmodularitywaspointed  

out without mentioningthe result ofDunstanandWelsh［27】．Itshouldbenoted  

thatthesameCOnCePt aSbisubmodularpolyhedronwasindependentlyconsideredby  

M．Nakamura【62】asuniversalpolymatroid・   

EquippedwiththesignedBirkhofftheorem（［73］，【4】），theauthorandtheco11eagues  

madeslgnificantcontrib11tionstothestudyofbisubmodularsys七emsandassociated  
POlyhedra，Ofwhichthisdi＄Sertationconsists・   

Itshouldbenotedherethah theterm，bisubmodular，WaSfirstusedbyA．Schri－  

jver［76］inaw叩Slightlydi鮎ren七丘omtheonedefinedinthisdissertation・AIso，  

bisubmodularfunctionsdefinedherearecal1edgeneralizedsubmodularin【21］，directed  

submodularin［67】・Ourusageisthesam？aStheonein［19】and【68］・  

Denoteby3Vthesetofal1theorderedpalrSOfdidointsubsetsofanonemp七yRnite  
setv，i．e．，3Y＝（（X，Y）暮X，Y⊆VXnY＝＠）・Wらhavetwobinaryopera七ions，U  

andn，On3Vdefinedas   

（範，Ⅵ）∪（為，鴇）＝（（ガ1∪ズ2卜（坑∪鴇），（弟∪埠ト（芳1∪耳2）），   

（ズ1，Ⅵ）∩（私％）＝（ズ1∩ズ2，Ⅵ∩鴇）  

fbreach（Xl，Yi），（X2，鴇）∈3V．Abisubmodulaxsystemisthepair（F，f）ofa（u，n）－  

closedfamilyf⊆3VandabisubmodularfunctionfonF，i・e・，fbrany（Xl，Yl），（X2，鴇）∈  

アwebave  

′（乱れ）＋∫（耳訂鴇）≧J（（為，Ⅵ）u（範，鴇））＋∫“弟，Ⅵ）∩（ズ訂鴇）），   
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whereweassume（¢，＠）∈F，f（¢，¢）＝0and7spansV・Associatedwith（f，f）the  

bisubmodularpolyhedronP＊（f）isdefinedasfbllows・  

P＊（J）＝（ごlェ∈RV，∀（ズ，y）∈ア：∬（ズ，y）≦J（∬，y）），  

where∬（ズ，y）＝∬（キトⅧ（y）払r弧y（ズ，y）∈3V．   

InChapter2wedescribeelementarynotionsof（u，∩）一Closedfami1ies，bisubmodular  

SyStemSandbidirectedgraphsandgivefunda・mentalresultswhichareneededinthelater  

Cbapters．   

Abidirectedgraphisagrq）hwhereeacharchastwoend－Ver七iceswhichareeithertwo  

heads，tWOtail，OrOneheadandonetail．InChap七er3weconsidersomecombinatorial  

Optimiza七ionproblemsonbidirectedgraphsandnetworks，Whereweapplythereduction  

techniqueusedin［10］and［11】・Theimportanceofbidirectedgraphsandnetworksin  
S七udies ofbisubmodular systems are explainedin two ways．First，they provide us  

With aclass ofbisubmodularfunctions，namely，Cutfunctionsofbidirectedne七WOrks．  

Moreover，thesetsofthe boundariesof且owsinbidirectednetworks aredescribed as  

bisubmodularpolyhedra．Itisinterestingtoseethatthesepolyhedraareprojectionsof  

Certainbasepolyhedra・Secondly，We乱SSOCiate，Witheachpointx∈P＊（f），abidirected  

graphG（x），wi1ichrepresentstheftasibledirectionsatxinP＊（f）．Wewillseethatthe  

extremedirectionsatxcanberepresentedbytheHaBSediagramoftheexchangeabili七y  
graph G（x）．Ane伍cientalgorithmforderiving七heHassediagramOfabidirected  

graphisglVen・Apart丘om applications to bis11bmod111arsystems，Wealso consider  

generaliza七ionsofsomeclaぶSicalnetwork丑owproblemstobidirectednetworks．Wbshow  

thataminimumcostcirculationproblemonabidirectedgr叩hcanberedllCedtothat  
Onadirectedgraph．Themaximum且owproblemandtheminim11mCutPrOblemarealso  

reducedtothecorrespondingproblemsonprdinarydirectedgraphsandthewell－known  

max丑ow－mincuttheoremisgeneralizedtobidirectednetworks．Theminimum⊥Weight  

idealproblemisconsideredaswell・Chapter3isbasedonthemanuscript【2】and  
partiallyonthecollaboratedwork［8】withS・FujishigeandT．Naitoh．   

W占willseethat apointx∈P＊（f）isaneXtremePOint ofP＊（f）ifandonlyif  
G（T）definesasignedposet，i・e・，anaCyClicandtransitivelyclosedbidirectedgraph．  

Ⅴ・Reiner［73］haBintroducedtheconceptofsignedposet andshowedtheso－Cal1ed  

SlgnedBirkhoぼtheoremthatisaslgnedanalogueof七hewell－kn0wnBirkhoぼtheorem  
Ontherelationshipbetweenthese七ofidealsofaposetandadistributivelattice．h  

Chapter4weshowthatthereexistsaone一七0－OneCOrreSPOndencebetweentheset of  
al1thesimpleandspanning（U，rlトclosed払miliesア⊆3Vonvwith（¢，O）∈Fand  

thesetofal1theslgnedposets7）onVsuchthateachsuchFistheseもofぬ1the  
idealsofthecorrespondingslgnedposetア・Thisnewobservationenriche＄the＄igned   
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BirkhofftheoremofV・Reiner・Representationsofgeneral（U，∩トclosedfamiliesand  

Simplificationsofbisubmodularsystemsarealsoconsidered．Theresultobtainedinthis  

ChapterglVeSanimportantbasisbrdeveloplngatheoryofbisubmodularfunctionsand  

associatedpolyhedra・Chapter4isbasedonthecollaboratedwork［5】withS．Fqjishige．   

Chapter5isalsobasedthecollaboration［5】withS．Fujishige．Weexaminestructure＄  

Ofbisubmodularpolyhedraintermsofsignedposetsandexchangeabilitygraphs・Wb  
glVeCharacterizationsofboundednessandpointednessofbisubmodularpolyhedraand  

alsogiveacharacterizationofextremepointstogetherwithanO（1Vf2）algorithmfbr  

discernlngWhetheraglVenPOin七isanextremepoint，Whereweassumeafunctioneval－  

uationoracleforthebisubmodularfunction・Thealgorithmalsodeterminestheslgned  

posetstructureassociatedwiththeglVenPOintifitisanextremepoint．Werevealthe  

adjacencyrelationofextremepointsbymeansoftheHassediagramsoftheassociated  

Slgnedposets・Moreover，Weinvestigatetheconnectivityandthedecompositionofa  

bisubmodularsystemintoitsconnectedcomponents．   

Simple necessary and su臨cient conditionsfbr afunctiontobebis11bmodular are  

giveninChapter6・Thechapterisbasedonthejointwork［7】withS．恥jishigeand  

T．Naitoh．   

Theanotheraimofthisdissertationistoconsidercombinatorialoptimizationprob－  

1emsassociatedwithbidirectedgraphs．SomeofthemareconsideredinChapter3．The  

WholeofChap七er7isdevoted七oanalyzeacla5SOfpolyhedradescribedbymeansof  
bidirectedgraphs．   

Aninequalityin nvariablesxl，…，Xnisofdegree－tWOifitiseitherxi＋xj≦  

1，－Xi－Xj≦－lorxi－Xj≦O fbrsome7，］＝1，・・・，n・In manycombinatorial  

OPtimization problemsthe feasiblesolutions can bedescribed asthe O－1solutionsof  

degree－tWOCOnStraints．Thestablesets，thenodecovers，theorderidealsofadirected  

grapharedescribed asthe O－1solu．七ionsofsystemsofdegree－tWOinequalities．Other  

examplesoftheO－1solutionsofdegree－tWOinequalitiescanbefoundinmanyCOnteXtS，  

SuChasquadraticBooleanequations［42】，1inearandquadraticO－1programming［叫，  

andlogic【75】・Itshouldalsobenotedthatasystemofdegree－tWOCOnStraintsis，in  

disguise，aCOTTtPletesetqFiTT岬Iicantswiththeirlengthsatmosttwo（see囲，【叫）．W占  

COnSiderarelaxationoftheO－1solutionsofdegree－tWOinequalities，namely，WeCOnSider  

thesol11tionsetofdegree－tWOinequalitiesandtheinequalitiesO≦xj≦1（j＝1，…，n），  

Whichwecal1a企actionaldegree一七wopolytope（FD2P）．WbshowthatanyFD2Pis  

isomorphictoanidealpolytopeofabidirectedgraph．Theisomorphismshowsthat  

aninterestingrelationshipbetweenthelinearprogramsoverFD2P’sandtheminimum－  
Weightidealproblemsfbrbidirectedgraphs．Final1y，WeglVeCharaCterizationsfbran   
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FD2Ptobeintegralandapplythemtosomesetsystemscharacterizedbycompletesets  

Ofimplicants・Chapter7isbasedonthepaper［3］・   

Final1yinChapter8weconcludethedissertationbypresentingrelatedtopicsand  

futureresearchtopICS．  

Throughoutthisdissertation，VstandsfbranonemptyfinitesetandRisthesetof  

realsandZthesetofintegers．R＋andZ＋deno七ethesetsofnonnegativeelementsof  

RandZ，reSPeC七ively．ThesetofallthemapplngSfromasetA七OaSetBisdenoted  

byBA・ForanyfinitesetXwedenotebyfXlthecardinalityofX．  

1．2．IntroductoryExamples ofBisubmodular Sys－  

tems   

AsismentionedinSectionl・1，theclassofbisubmodularsystemsisbroadenoughto  

includemanyexistingmodelssuchas（poly－）matroidsandsubmodularsystems．Neveト  

theless，thereexis七importantCOmbinatorialstructureswhicharebisubmodularsystems  

butarenotanyotherexistingstruCtureS．Inthissec七ion，WeShortlyreviewsuchproper  

applicationsofbisubmodularsystems．  

a． Del七a＿matrOids   

Thepair（VJu）ofafinitesetVandafami1yルfofsubsetsofViscal1edadelta－matrOid  
ifJuSatisfiesthe払1lowingsymmetricexchan9eadom（SEA）．  

（SEA）Forany勒，仲ち∈Ju andv∈Ⅳ1△W妄thereexistsw∈l仇△1鳩suchthat  

勒△（u，ぴ‡∈ルi，  

Where△deno七esthesymmetricdi鮎renceoperator．Thestructureofpseudomatroid  

（【21】）is equivalent to that ofdelta－matrOid．However，theterm“delta－matrOid”is  

nowadayscommonlyusedfbrthesameobject・Ametroid［23】ismerelyadelta－ma．trOid  

（VJu）with¢∈Ju（see【20］）・ThestruCtureOfditroids［67】issimi1artobutweaker  

than七hat ofdelta－matrOid．   

Both七hefamilyoftheba5eSandthefami1yoftheindependentsubsetsofamatroid  
Satisfies（SEA）・Moreover，interestingexamplesexistas払1lows．  

Matchingdel七a－ma七roids（【18】）：LetG＝（VE）beanundirectedgr叩h．Asubset  

WofViscal1edmatchableifthereexistsaperftc七matchinginthesubgr叩hinducedby  
Ⅳ・Le七Jubethesetofal1七hema七chablesubsetofV．Then，JuSatis丘esthesymmetric  

exchangeaxiom・  ■   



6  血frodlユCfio刀  

∫〃J   

Figurel．1：Thematchingdelta－matrOidpolyhedronofK3・   

Nonsingular principalsubma七rices ofa skew－Symmetric matrix（【19］）：Let  

A＝（aij）iJ∈V beaskew－Symmetricmatrixoveranyfieldwithitsrowa・ndcolumn  
indexsetsV．Foreachsubset WofVdenotebyAwthesubmatriⅩOfAdefinedby  

Aw＝（aij）i，j∈W・DefineJu＝（WIW⊆VAwisnonsingular）・Then，（町〟）isa  

delta－matrOid．  Jr   

Therank舟nctionf：3V→Zofadelta－matrOidisdefinedas  

J（ズ，y）＝maX（‡ズ∩Ⅳト】yn叫lⅣ∈〟）（（ズ，y）∈3V）．  （1．1）  

Tbeoreml・1“叫，【21】）：伽押0ざe娩α才（竹ルり由αde翫－mα血豆dα乃dJぬ独和mた  

舟mc如乃．me乃，（3V，′）由αゐね祝わmo血ねr聯ねm omVα乃d兢e c抑Ve∬九祝ggげ琉e  

CんαrαCまeわざf豆cvecねrざ扉αgg兢eegeme乃おげルーぬタね飢あy兢e占血あmo血gαrク0～油d和几  

αβぶOCぬねdw抽（3V，ル  ロ   

b．Jumpsystems  

A・BouchetandW・H・Cunningham［19］haverecentlyintroducedtheconceptofjump  
system・ForanyX，y∈ZYastq”Pomxtoyisa（0，士1）－VeC七OrSuChthat∑veyJ3：（v）＋  

S（v卜y（v）l＝∑v∈Y暮x（v卜y（v）ト1・WedenotebySt（r，y）thesetofal1thestepsたom  

XtOy・Ajur叩βyStemOnVisapair（VJ）ofanonempty丘nitesetVandanonempty  
J⊆ZVwhichsatisfiesthe2－StePaXiom：  

（2－SA）Foranyx，y∈Jands∈St（x，y）withx＋s≠Jthereexistst∈St（x＋s，y）  

such that  

∬＋β＋ま∈J．  （1．2）   
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Figurel．2：Abidirectedgraph．  

Adeltaqmatroidisajumpsystemifweidenti＆asubsetWofVwithitscharacteri8tic  

vectorxw∈RV．Indeed，prOvidedJ⊆（0，1）y，（VJ）isajumpsystemifandonlyif  
（隼］）isadelta－matrOid（［19］）・   

Propositionl・2（［19〕）：Fbrajumpsystem（竹］）theconve3：hulLqfJcoincideswith  

αら加わmo血～αγpOね九e血）m血Ry．  □  

c． Boundaries ofbidirected丑ows   

A bidirecied9rqPhG＝（tlA；∂）isagraphwithavertexsetV，anarCSetAanda  

boundaryoperator∂：A→ZV，Whereforeacharca∈Athereexistv，W∈V（cal1ed  

end－Veriicesofa）suchthatoneofthefb11？Wingthreeholds：   

（1）∂a＝V十W （arcahastwotailsatvandw），   

（2）∂a＝－V－W （arcahastwoheadsa七vandw），   

（3）∂a＝V－W （arcahaぶatailatvandaheadatw）．  

Here，eaCh∂a∈ZVisrepresentedbyanelementofafreemodulewithabaseV・If  

V＝Win（1）～（3），七henarcaiscal1eda・Se研opp・Forsimplici七ywedonotal1owany  

selfl00POftype（3）inthefo1lowing．SeeFigurel．2fbranexampleofabidirectedgraph．  

W占callapairN＝（G＝（隼A；∂），C）ofabidirectedgraphG＝（VIA；∂）anda  

functionc：A→R＋abidirec士edne如ork．The訊1nCtionciscalledac呼aCity舟nciion．  

Thecut舟nctionfCc：3V→RofabidirectednetworkNisdefinedas  

尺。（ズ，y）＝∑‡く∂α，（ズ，y）〉c（α＝α∈A，く恥（ズ，y）〉＞0）（（∬，y）∈3V），（1．3）   
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Figurel・3：Thedegree－SequenCepOlyhedronofK3．   

Where（X，Y）and∂aareregardedasvectorsinRVand〈・，・〉standsforthe（canonical）  

innerproduct．  

Propositionl．3：FCc：3V→Risabisub7TWdular♪JnCtion．   

FbrabidirectednetworkN＝（G＝（隼A），C），afunctionp：A→R＋iscal1eda  

（jbasible）PowinNifO≦p（a）≦c（a）bralla∈A．Foranyfunction甲：A→Rthe  

ゐ0視れ血相∂甲：Ⅴ→RofpisglVenby  

∂p＝∑呵α）叫α∈A），  

where∂aisconsideredasavectorinRV．  

（1・4）  

Propositionl．4：Let∂◎bethcsetqfalltheboundariesqfjtasibleβowsinabidirected  

乃e如orた〟＝（G＝（VA；∂），C）．Ⅳ壱九肌e  

∂◎＝P＊（毘。）．  

InSection3．2weglVetheproo臨ofLemmal．3andPropositionl．4inslightlygeneralized  

fbrms．   

Forexample，letusconsiderthecompletegraphK3＝（VA）onvertexsetV＝  

il，2，3）．W占regardK3a5abidirectedgraphbyconsideringeacharcofK3ispositively   



9  血亡rodl王Ction   

incidenttoitsend－Vertices．Defineacapacityfunctionc：A→R＋aSC（a）＝1払revery  

arcaofK3．Then，theassociatedcutfunctionICc：3V→R＋isglVenaS  

代。（ズ，y）＝2Ir（ズ）けl△（ズ，V－（ガリy川（（ズ，y）∈3V），  （1・6）   

wherer（X）isthesetofedgesbothofwhichend－VerticesareinXand△（X，V－（XUY））  

thesetofedgeswhichconnectavertexinXandavertexinV－（XUY）・Thepolyhedron  
P＊（k。）istheconvexlm1lofthedegreevectorsofthespanningsubgraphsofK3・See  

Figurel．3．  

1．3． FundamentalDe丘nitions and Preliminaries   

Inthissectionwereviewfundamentalnotionsfromlatticetheory，inequali七ysystems，  

graphtheoryandsubmodularsystems，herewefbllowtheterminology，nOtationsand  

definitionsgiveninFujishige，sbook［36］・Thissectionservesasaref6rencefbrthela七er  

Chapters・Formoreextensivetreatmentssee，e・g・，【14］fbrlatticetheory，【1】fortheory  

Ofnetworkflow，【77】fbrpolyhedraltheoryand【36］fbrsubmodularsystem．  

a．Sets，pOSetSandlattices   

When Xis asubset ofasetY，WeWriteX⊂Y，andwhenXis apropersubsct  

OfY（i・e．，X⊆Y andX≠Y），WeWriteX⊂Y．FortwosetsX andY，When  

XnY＝＠，WeS叩XandYaredidoint．ForanytwosetsXandYX－Ystand＄払r  

thesetdifference・Thecharacieristicvectorofas11bsetAofanunderlyingsetVis七he  

mappingxA：V→（0，1‡such七hatxA（v）．＝1fbrv∈AandxA（v）＝Ofbrv∈V－A．  

Wewritexvasthecharacteristicvectorofasingletonset（v‡⊆V，insteadofx（v）・   

AsetrIofdiqjointnonemptysubsetsofasetViscalledapar偵ionofVifUF∈rIF＝  
Ⅴ．   

AbinaryrelationゴOnaSetAiscalledapartialorderifitsa七isfiesthefbllowlng  
threeconditions：  

（i）（re鮎癒vity）∀α∈A：αゴα，  

（ii）（antisymmetry）aゴb，bゴa⇒a＝b，  

（iii）（transitivity）aゴb，bゴC＝⇒aゴC．  

Wecallthepair（A，ゴ）apartiallyoTderedset（orsimplyapose舌）．AIso，WeOftenca11  

Aitselfaposetwhentheunderlyingpartialorderゴisimplicitlyas8umed．Ifa5band  

a≠b，WeWritea＜b．   
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ForaposetP＝（A，ゴ），aSubsetBofAiscal1ed a nower）mieridealof7）if  

xゴy∈Bimpliesx∈B．AIso，aSubsetBofAiscalledantmerorderidealofアif  

β∋∬ゴylmplies訂∈β．   

Fortwodistinctelementsx，yOfaposet7）＝（A，ゴ），ifthereisnoelementz∈A  

SuChthatx＜z＜y，WeSayyCOVerSX．   

Let P＝（A，ゴ）beaposet．Anelementa∈Aisan叩Per（lower）bound ofa  

SubsetB⊆Aifbゴa（bとa）forallb∈B・Ifaisanupper（lower）boundofBand  
a∈B，aiscalledthema∬imum（minimum）elementofB．Themaximum（orminimum）  

element，ifitexists，isunique．Ifthesetofupper（lower）boundsofBhastheminimum  

（maximum）elementb＊（㍍），WeCallb＊（b＊）theleast呼Perbound（greatestlowerbound）  

OfBanddenotebysupB（infB）．Iffbreachx，y∈Athereexistsup（x，y）andinf（x，y）  

inA，thenwecalltheposetalattice，andwewritesup（x，y‡as3：Vyandinf（x，y）aB  

X∧y．Thesetwooperations，V and∧，areCal1edtheJOmandthemee舌，reSpeCtively，  

andsatis抒  

（i）（idenpotency）Vx∈A：XVx＝X，X∧x＝X，  

（ii）（commutativity）∀x，y∈A：XVy＝yVx，X＾y＝y＾x，  

（iii）（associativity）∀x，y，Z∈A：XV（yvz）＝（xvy）Vz，  

∬∧（y∧z）＝（∬∧y）∧z，  

（iv）（absorption）∀x，y∈A：X＾（xvy）＝∬，XV（x＾y）＝X．  

Conversely，ifasetAwithtwobinaryoperationsVand∧satis丘e＄theabove（i）～（iv），  

then，definingabinaryrelationゴby“xゴy⇔xVy＝＝y（orx＾y＝X）”，Wehavea  

lattice（A，ゴ）whosebinaryopera七ionsVand∧arethegivenVand∧．Ala七tice（A，ゴ）  

WithlatticeoperationsVand∧isalsoexpressedas（A，∨，∧）．W占oftencal1Aitselfa  

latticeassumlngtheunderlyingpartialoraerorla七ticeoperations．   

Alattice（A，ゴ）iscoT叩IeteifforanynonemptysubsetBofAthereexistbothinfB  

ands11pβinA．   

Foralattice（4ゴ）withtheminimumelementOanelementxiscalledanatomif  
it covers O．   

AlatticeL：＝（A，V，∧）iscal1eddistributiveifitsa七isfies  

（v）（distributivi七y）＼な，y，Z∈A：X∧（yvE）＝（x＾y）v（x＾z），  

∬∨（y∧z）＝（訂Vy）∧（∬Vz）．  

AlatticeL：＝（A，∨，∧）withtheminimumelementOandthemaximumelementI  

iscalled co叩Iementediffbreachx∈A七hereexistsy∈Asuchtha七x＾y＝Oand  
XVy＝J・AlatticeiscalledaBooleanlatticeifitisdistributiveandcomplemented．   



11  血trodlヱC七io刀   

b．Graphsandnetworks  

Let V and Abefinite sets，Where Viscalleda verte∬Setand Aan arcset．Each  

v∈Viscal1edaverte∬andeacha∈Aiscal1edan arc．Eacharca∈Aha£itsin  

eれdⅧerね∬∂＋αandねrm血道ge†もdⅧeγね∬∂‾α．W占callG＝（VA；∂＋，∂－）a「d如亡ね可  

graph．WeoftendenotesuchadirectedgraphbyG＝（隼A）・   

Mappings6＋：V→2Aand6－：V→2Aare，reSpeCtively，de五nedby  

∂＋u ＝（αlα∈A，V＝∂＋α），  

∂‾γ ＝（αlα∈A，U＝∂‾α）  

払reacb tJ∈Ⅴ．   

A「directe4）networkN＝（G＝（VA），C）isapairofadirectedgraphG＝（VA）  

and anonnega七ivefunctionc：A→R＋∪（＋∞）onA．Thefunctionciscalleda  

CqPaCity舟nciion．Afunction p：A→R＋is called aJbasibleβowinthe direc七ed  

networkN＝（G＝（VA），C）ifitsatisfies  

∀α∈A：0≦甲（α）≦c（α）．  （1．9）  

The boundary∂p：V→R＋Ofa魚owpisareal－ValuedfunctiononVde丘nedas  

∂p（む）＝∑？（α卜∑甲（α）（即∈V），  （1．10）  
d∈∂十v  瓜∈β－γ  

Orequivalentlyas  

∂p＝∑（p（α）（x針。一加－。）lα∈A）・  （1．11）   

Letusdenotethesetofboundariesof丑owsin七hedirectednetworkNby∂◎．For  

eachsubsetUofV，thearcset△＋（U）⊆Adefinedby  

■         △＋（打）＝（αⅠα∈A，∂†α∈ぴ，∂‾α∈Ⅴ一頃  （1．12）  

iscal1edacutofadirectedgraphG＝（VA）・ThecuthnctionJ’c：2V→R＋∪（＋∞）  

OfadirectednetworkN＝（G＝（隼A），C）isdefinedby  

㍍。（ぴ）〒 ∑ c（α）（ぴ⊆Ⅴ），  
α∈△＋押）  

（1．13）  

Orequivalentlyby  

㍍。（打）＝∑（c（α‖α∈4〈x∂＋。一加－。，加〉＞0）（ぴ⊆Ⅴ）．  （1．14）   

FbradirectedgraphG＝（VA；∂十，∂‾）asubse七SJofViscal1edaPower）order  

idealofGifforeacha∈A∂＋a∈Jimpliesa～a∈J．NotethatJ⊆Visanorder  

idealofGifandonlyif（x8＋a－X8－4，XJ〉≦Oholdsfbr弧ya∈A．   
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C．Systemsoflinearinequalitiesandlinearprogrammingprob－  

1ems  

Letxi∈RV（i∈I），WhereIisanonemptyfiniteindexset．For入i∈R（i∈I）∑ieI入iXi  

iscalledalinearcombinaiion（orsimplycombination）ofxi（i∈I）．Acombination  

∑ieZ入iXiOfxi（i∈I）isca11edanq炉ne（respectively，COnical）combinaiionif∑ieI入；＝1  

（respectively，入i≧0（i∈I））holds．Ana氏neandconicalcombina七ioniscal1edaconvex  

combination．ForasubsetSofRVthesetofal1thea伍ne（respectively，COnicaland  

COnVeX）combinationsofelementsofSiscalledthe q伊ne（respectively，COnicaland  

COnVeX）hullofSanddenotedbyaff・（S）（respectively，COne（S）andconv．（S））．We  

defineaff．（＠）＝¢，COne（¢）＝（0）andconv．（¢）＝臥AsubsetS⊆RVisca11edaq炉ne  

Set（respectively，COnVeXCOneandconveヱβei）ifeacha伍ne（respectively，COnicaland  

COnVeX）combinationofelemen七sofSbelongstoS，thatis，aff．（S）＝S（respectively，  

COne（S）＝Sandconv．（S）＝S）．Wbsometimescal1aconvexconesimplyacone．   

Aconvexpolyhedron（orsimplypolyhedron）Pisthesolutionsetofafinitesystem  
Ofinequalities：  

∑αf（γ）申）≦むf（宜∈J），  （1．15）  
γ∈V  

Whereai（v），bi（i∈I，V∈V）arerealcons七antsandIisafini七eindexset．Clearly，a  

polyhedronisaconvexset・Notethatdi蝕rentsys七emsoflinearinequalitiesm叩give  

thesamepolyhedron・Wecal1（1．15）arepresentaiionofP．   

ThedimensionofapolyhedronPisde丘nedasthedimensionofthea且neh111lofP．   

AconewhichisapolyhedroniscalledapolyhedrTLIcone．Thesolutionsetofa£nite  

SyStemOfhomogeneousinequalities  

∑αi（v）項）≦0（盲∈J）  
f∈∫  

（1．16）  

isapolyhedralcone・Theconverseisalsotrue，thatis，eaChpolyhedralconeis七he  

SOlutionsetofa丘nitesystemofhomogeneousinequalities．AconeC⊆RYis9enerated  

byai（i∈I）ifCistheconicalhu1lofvectorsai（i∈I）・WhenIisfinite，WeSayCis  

βniiely9enerated・Aconeisfinitelygeneratedifandonlyifitispolyhedral．   

ForaconeC⊆RV，thepolarcone（ordualcone）C＊ofCisde丘nedas  

C＊＝（∬Ⅰ∬∈RV，∀y∈C：∑∬（u）y（即）≦0）．  
Ⅴ∈y  

（1．17）  

Thedualconeofthepolyhedralconedescribedby（1．16）istheconicalhullofvectors  

ai（i∈I）・Conversely，thedualconeoftheconefinitelygeneratedbyai（i∈I）is七he  

COnedescribedby（1・16）．   
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ForaconvexpolyhedronPdescribedby（1．15）thecharacterisiicconeofPisthe  

SOlutionsetofthesystemofequations：  

∑α直）∬（γ）≦0（吏∈J）・  

γ∈V  

（1．18）  

AIso，thelineality呼aCeOfapolyhedronPisthelargestlinearsubspacecontainedin  

thecharacteristicconeofP・ThelinealityspaceoftllepOlyhedrondescribedby（1．15）  

isthesolutionsetofthe払1lowlngSyStemOfhomogelleOuSequations：  

∑藩（v）∬（u）＝0（五∈J）．  
v∈V  

（1．19）   

ForapolyhedronPdescribedby（1．15）andxo∈PthetangentconeofPatxois  

theconedefinedasthesolutionsetofthe正）llowlngSyStemOfhomogeneousinequalities：  

∑勘（v）∬（γ）≦0（盲∈た），  
り∈γ   

Whereた＝（叫∈J，∑v∈V勘（γ桓0（γ）＝頃・   

Foranylb⊆IdenotebyP（Ib）theconvexpolyhedrondescribedby  

∑αf（u）∬（γ）＝ ゐi（宜∈瑚，  
v∈y  

∑αf（γ）申）≦ あi（五∈J－ふ）・  

V∈V   

Here，itshouldbenotedthatP（1b）maybeempty．Define  

ア（P）＝（ア（ん）‡ん⊆J）∪（町・  

（1．20）  

（1．23）  

EachF∈F（P）iscalleda舟ceofP．AfacewhichisapropersubsetofPiscalleda  

PrOPerhceofP．FacesofParedeterminedbyPandareindependentofthechoiceof  

arepresentation（1．15）ofP．   

Lemmal・5：The舟ccs7（P）qfapolyhedronPjbrmacoTnPleteZatticewithrt：SPeCttO  
βe舌血cg視扇0γlαざ兢epα摘α～order．動reαC九賞，為∈ア（ア）ぴeゐαVe  

賞∨為 ＝ ∩伊げ∈ア（P），ダ⊇賞∪為），  

彗．∧薫 ＝ 賞∩薫．   
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Thelatticef（P）iscalledthe舟celdtticeofP・   

Azero－dimensionalfaceiscal1edavertex．Thepointofavertexiscal1edanexireme  

POini．Aone－dimensionalfaceiscal1edan ed9e．Twoverticesissaidtobe a郎acentif  

theyarecontainedinacommonedge．Anedgeofaconvexconeiscal1edan exireme  

ray．Anextremerayofapolyhedronisdefinedasanextremerayofitscharacteristic  

COne．   

ApolyhedronPissaidtobeintqralifeachnonemptyminimalfaceofPcontain8  

anintegralpoint．AIso，aPOlyhedronPishaU・inie9ralifeachnonemptyminimalface  

OfPcontainsavectorwhosecomponentsareal1integralmultiplesof喜・   

Apolyhedronwhichhas avertexiscal1edpointed．Apolyhedron P⊆RVis  

Calleda boundedpolyhedron（orapolytppe）ifthereexistsapositiverealMsuchthat  
max‡t∬（u）IIu∈Ⅴ）≦〟払rall∬∈P．  

Tbeoreml．6（【81】）：A乃Omem〆ypo雛edroγも由po玩ねdげα乃do拘げぬ伽組物岬αCe  

COγlβぬお扉兢eヱeγ0γeCわγ0氾Jy．A†もOme汀甲fypogyたedT℃m盲βむ0肌dedげα乃doγ和げぬ  

C九αrαCねγ夏ざ嘉cco†leねe叩αJわ仇eβeまげ肋eヱerOVeCわr．  口  

LetusconsideralinearprqgrtmrTm9PrOblem：  

（LP）Maximize∑w（v）x（v）  
Ⅴ∈V  

Subjectto∑叫（γ）∬（γ）≦あざ（盲∈J），  
v∈V  

Whereai（v），bi，W（v）∈R（i∈I，V∈V）aregivenconstantsa皿dIisafiniteindexset．  

Thedua11inearprogrammingproblemof（P）isgivenby  

（DLP）Minimize∑帖  
壬∈J  

subjectto∑af（v）入i＝W（v）（v∈V），  
f∈J  

入i≧0（盲∈け  

Problem（LP）iscal1edaprimalproblemandisthedualof（DLP）．Ajbasiblesolution  

OfProblem（LP）（or（DLP））isasolutionof（1・27）（or（1．29）and（1．30））．WtsqY  

Problem（LP）（or（DLP））isJkasibleiftheproblemhasafeaBiblesolution．Wesay  

Problem（LP）（or（DLP））is unboundediftheproblemisftasibleandthevalueof  
theobjectivefunctioncanbemadearbitrarilylarge（orsmal1）．Afbasiblesolutionx。  

fbr（LP）iscal1edanoptimalsoluiionforProblem（LP）iffbranyftasiblesolutionx  
fbr（LP）wehave∑vEVW（v）x（v）≦∑v∈VW（v）∬0（v）．Ifxoi8anOPtimalsolution払r  

Problem（LP），thevalue∑v∈VW（v）xo（v）iscal1edtheoptimalvaluefbrProblem（LP）．   
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Theoreml．7（Thedualitytheoremforlinearprogramming）：HoneqFProblems（LP）  

αれd（かエア）九αβα托0〆豆mαヱβ0混血，兢e花油血αgpγ¢抽mαgβ0加βαれ呼士オmαgざOgむ如几  

αれd舟γ肌y呼出mαgざOg那加乃β∬＊げ（エア）αmd入＊扉岬エア）weん肌e  

∑ひ（u）∬＊（u）＝∑い；・  

γ∈V  i∈∫  

（1．31）  

〟0γeOVeγ，げ0れe扉兢epro鋸emβ（エア）∽d（βエア）ね祝乃わ鈍乃加d，兢eγl抽血αgpm鋸em  

五ざmOf♪αざ乞わね．  □  

Foraf6asibleproblem（LP）acharacterizationofboundednessandanoptimality  
COnditionareglVenintermsofthecharacteris七icconeandthetangentcone，reSpeCtively．   

Tbeoreml．8：∫叩pOβe仇αfア由αmOme汀呼物poJy九eか川deざCr伽dわy（1・27）．  

（i）Pro抽m（エア）玩ざαβ乃如叩嘉mαgβOg血0乃再犯doγ和げひ∈RVねαmeJem帥古材  

統e血αgC抑eq′兢ecんαrαCね再ざ弱ccome扉仇epoiめeかm．  

（ii）∬0豆ざαm叩f豆mαgβ0混血舟rPγ8鋸em（エア）ぴαれdo鴫びぴねα柁eJeme乃fげ兢e  

血αgCOmeq′兢eねmge乃亡coれeげPαま称  □  

d．Submodular systems  

ForanyS⊆Vandx∈RVletu＄denote∑v∈SX（v）byx（S）．SupposeIVI＝n．   

Let7）beafamilyofsubsetsofVwhichformsadistributivelat七iceundersetunion  
andintersectionasthelatticeopera七ions，JOlnandmeet，i．e．，fbreachX，Y∈Dwehave  

XUyこXnY∈D．First，WenOticethewell－knowntheoremofBirkhoffondistributive  

lattices．   

Theoreml・9（Birkhoff［14］）‥Ebr・anydistributivelatticeDqfsubsetsqfaβnitesctV  

血統軋V∈p，娩eree戒ざねα混和卸epoβe舌ア（か）＝叩（か），ゴ）β祝C九統α才  

（i）n（か）ねαpαr抽om扉V．  

（ii）ズ∈pげαmd川gyゲズ＝U伊げ∈J）わr紺meOrder摘eαgJ扉ア（p）．   

Wecal17）（D）＝（Il（D），ゴ）theposetderivedPomdis翫butivelatticeD．Wecal1D  

Si叩IeifthepartitionⅢ（D）consistsofsingletonsofVonly．Forasimpledistributive  

lattice7）weexpress7＞（D）by（Vlゴ）insteadof（（（v）lv∈Ⅴ），j）．   

Afunction f：D→Ronadistributivelattice7）⊆2Viscalledasubmodular  
舟れC如乃if  

∀∬，y∈か：′（ズ）＋J（y）≧′（ガUy）＋J（∬ny）  （1．32）  

bolds．   
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Forasubmodularfunctionfonadistributivelatticeヱ）⊆2Vwith軋Ⅴ∈Dand  
f（¢）＝0，WeCallthepair（D，f）asubmo血IarsystemonV，andftherankhmction  

ofthesubmodularsystem．Wbcal1aslユbmodularsystem（D，f）simpleifDissimple・  

ThepolyhedronP（f）definedby  

P（J）＝（∬l∬∈RV，∀∬∈か‥∬（∬）≦∫（X））  （1・33）   

iscal1edthesubmodularpolyhedrDnaSSOCiatedwiththesubmodularsystem（D，f）on  

V・AIso，thepolyhedronB（f）definedby  

B（∫）＝（∬l∬∈P（∫），∬（Ⅴ）＝′（Ⅴ））  （1・34）   

iscalledthebasepolyhedronaBSOCiatedwiththesubmodularsystem（D，f）onV．   

Asubmodularsystem（D，f）onViscalledpolymatrvidalifD＝2Vandfismono－  

tonenondecreasing，i．e．，foranyX⊆Y⊆Vwehavef（X）≦f（Y）・Apobmairoid  

polyhedronP（＋）（f）associatedwithpolymatroidal（2V，′）isde丘nedaぶ  

P（．）（J）＝（∬l∬∈R‡，∀ズ⊆Ⅴ：∬（ズ）≦′（∬））・  （1・35）  

Apolymatroidalsubmodularsystem（2V，f）iscalledmairoidaliffisintegeトValued  

andJ（X）≦lズl払rall∬⊆Ⅴ．   

First，WeglVeafundamentalbutimportanttheoremonbasepolyhedra．  

Theoreml・10（Fujishige【36］）：77Lebasepo＆hedronB（f）associaiedwith統esubmod一  

正汀叩頭刑（p，J）0れⅤ血統eざefげαJg娩emα戒mαgegememねげP（ハ‥玩卿m加混叫  

B（∫）≠臥ガere，兢epαrまぬ～or滋erゴαmO乃タγeCねrβ玩RV由翫β乃ed所柁edかvedわr  

肋宜ceRV（宜・eリか∬，y∈RVぴeゐ肌e∬ゴy函柁do頑恒（γ）≦訂（v）かα軌∈Ⅴ）．  

［コ  

Anexampleofsubmodularsystemsisgivenasfbllows（see【36］）．  

Propositionl・11：動γαdかecねd乃e如orた〟＝（G＝（ⅥAo），C），d所乃eか⊆2Vむ封  

か＝（ズlズ⊆隼㍍。（ズ）＜＋∞），び九ereK。ぬ仇ec祝£舟氾C如乃扉〟存ee（1．13）ノ．撒em，  

（か，尺。）由αβ那あmo血払r郡ねm抑Ⅴ・肋r紺眠γ，We九αUe∂◎＝8（佗。）．  ロ  

Inthedualmannerofdefiningsubmodularsystems，Wedefinesupermodularsystems  

a5払1lows．   

Afunctiong：D→Ron．adis七ributivelatticeD⊆2Vi8Calleda叩ermOdular  

舟乃C如乃iffbreac王1∬，y∈pwehave  

タ（ズ）＋タ（y）≦タ（ズUy）＋g（ズny）．  （1．36）   
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Forasupermodularfunction90nadistributivelattice工）⊆2Vwith軋V∈Dand  
g（¢）＝0，WeCallthepair（D，g）asttpermodularsystemonV，andgtherank舟nction  

ofthesupermodularsystem．ThepolyhedronP（g）de丘nedby  

P（g）＝（可座∈RV，∀ズ∈か：∬（ズ）≧タ（ズ））  （1・37）  

iscalledthe叩ermOdularpolyhedronassociatedwiththesupermodularsystem（D，9）  

OnV．AIso，thepolyhedronB（9）definedby  

B（g）＝（∬1∬∈P（タ），∬（Ⅴ）＝g（V））  （1・38）   

iscalledthebasepolyhedronassociatedwiththesupermodularsystem（7），9）onV■   

Forasubmodularsystem（Dl，f）onVi⊆Vandasupermodularsystem（D2，9）on  

lろ⊆Vs11Chthat  

（1．39）   ∀ズ∈pl，y∈p2：ズーy∈か1，y一方∈か2，  

J（ズ）一夕（y）≧′（ズーy）－g（y一方），   

thepolyhedronP（f，9）definedby  

P（′，g）＝（∬l∬∈RV，∀ズ∈か1：∬（ズ）≦′（ズ），W∈か2：ヱ（y）≧タ（y））（1．40）   

iscal1eda9enerαlizedpolymairvid（［32】）．   



Chapter 2 

DeB．nitions and Preliminaries  

Wtgivedefinitionsconcernedwith（U，n），Closedfamilies，bisubmodularsystemsand  

bisubmodular polyhedra，and bidirected graphs．AIso，We describe the preliminary  

resultsandfac七Sthatareneededinthelaterdevelopments．  

2．1．（LJ，rlトclosedFamilies  

Denoteby3Vthesetofal1theorderedpalrSOfdi？jointsubsetsofV，i．e．，  

3V＝（（ズ，y）1ズ，y⊆Ⅴガny＝町  （2．1）  

Forany（Xi，弟）∈3V（i＝1，2）wewrite（Xl，yi）⊆（X2，Y；）ifXl⊆X2andll⊆鴇・  

Thebinaryrelation⊆on3Visapartialorder．Wbalsowrite（Xl，n）⊂（X2，y；）if  

（Xl，Yi）⊆（X2，Y；）and（Xl，Yl）≠（X2，Yb）．SeeFigure2．1fbrthecaseV＝（1，2）・   

Eachelement（X，Y）of3VcanbeidentiBedwiththe（0，j＝1）－VeCtOrX（X，Y）defined  

by  
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（2．2）  （v∈り・   

Becauseofthiswecalleachelementof3†as％9nedsubseまofV・AIso，WeCallx（X，Y）the  

characterisiicvectorofsignedsubset（X，Y）．Wecal1（¢，¢）thenultsignedsubsetofV・   

（ヰ，ヰ）  

Figure2．1：3（1，2）orderedby⊆．  
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（a）  （b）  

Figure2．2：TheVenndiagramsof（Xl，Yi）u（耳行鴇）and（Xl，Yi）n（X2，y；）・  

ForanysignedsubsetZ＝（X，Y）∈3Vwede鼠ne  

Z＋＝∬，Z－＝y   （2．3）  

Wecal1Z＋（＝X）（Z－（＝Y））thepo＄itive（nqgative）partofthesignedsubsetZ＝（X，Y）・   

Wbhavetwobinaryoperations，reducedunionuandintersectionn，On3Vde触ed  

aぶ  

（ズ1，れ）∪（耳≧，鴇）＝（（ズ1∪為）－（Ⅵ∪γら），（れ∪鴇）－（ズ1∪為）），  （2・4）   

（ズ1，Ⅵ）∩（為，鴇）＝（方1∩耳2，Ⅵniち）  （2・5）  

foreach（Xl，Yi），（X2，鴇）∈3V．wecallf⊆3Va（∪，nトclosed舟milyifitisclosed  

underoperationsUandn．Forany7⊂bVwealsocal1fahmilyonV．   

Lemma2．1：爪汀郁叩（∪，ロトcJoざedわm勒アeりer封mα戒mαgegeme雨（ズ，y）∈ア九那  

偽eβαmeざeまガリy，W加γe兢eo†滋eγαmO陀タグぬひ首班re呼e仁子わ⊆．  

（ProoりSince  

（ズ1∪（ズ2一笑），ilU（鴇一方1））＝（（ズ1，坑）∪（ズ2，鴇））∪（∬1，坑），（2・6）  

webaⅣe  

（ズ1∪（ズ2一坑），れ∪（lち一坑））∈ア  

fbrany（葦，羊）∈F（i＝1，2）・AIso，nOtethatwehave  

（∬1，Ⅵ）⊆（芳1U（∬2－Ⅵ），Ⅵ∪（鴇－∬1）），  

（2・7）  

（2．8）   
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ズ1∪（竜一Ⅵ）∪Ⅵ∪（％一方1）＝ズ1∪耳2∪れUyら・   （2■9）  

Inparticular，if（Xl，Yl）and（X2，YB）aretwomaximalelementsinア，WemuSthave  

ズ1∪坑＝ズ2∪鴇by（2．8）弧d（2．9）・  □   

DuetoLemma2．1，foranymaXimal（X，Y）∈fletuscal1XUYthes叩pOrtOf7  

anddenoteitbySupp（ア）・   

IfwehaNeSupp（F）＝V，WeSayアisa甲anningfamilyonVamdF呼anSV・If  

fSupp（F）l＝FV卜1，WeCallFpre一呼anniru．A（U，∩）－Closedfami1yF⊆3ywith  

（軋¢）∈Fiscal1edsirT岬Ieifforeachdistinctv，W∈Supp（f）thereexistsanelement  

（X，Y）∈Fthatseparatesvandw，i．e．，V∈XUYandw≠XUY，OrV≠XUY  

andw∈XUY．Wbcallfwith（軋¢）∈fpre－Simpteifeachdi＄tincttwoverticesin  

Supp（F）exceptforonefixedpairofverticesareseparatedbyanelementofF．   

LetFbea（U，n）－CIosedfamilyonV・Asequenceofsignedsets（U；，明）∈7  

（i＝0，1，・・・，k）iscal1edachainofFwithrespecttoinclusionrelation⊆ifitsatisfie8  

（仇，l穐）⊂（坑，Ⅳり⊂…⊂（仇，l仇）．  （2．10）  

Here，kisthelengthofthechain．AchainCofFiscal1edama3imalchainoffifthere  

isnochainCJofFsuchthatC／containsCasapropersubsequence．Everymaximal  

Chainofアhasthesamelength（alsoseeLemma4．11）．IfFissimpleandspanning，  

thenthelengthofanymaXimalchainof7isequaltoJV卜   
Foranyfami1yF⊆3VandanysubsetU⊆VtherqPeclion7：UofFbyUis  

define as  

ア‥ぴ＝（（ズ，y）：叫（ズ，y）∈∫），  

Where（X，Y）：Uisdefinedby  

（2．11）  

（ズ，y）：ぴ＝（（ズー打）u（ynこ／），（y－ぴ）∪（ズ∩明）   （2．12）  

fbreach（X，Y）∈F（see【19］）・NotethatifFis（∪，rl）－Closed，thenanyreaectionofF  

isagain（U，n）－Closed．  

2．2．Bisubmodular Systems and Bisubmodular  

Polyhedra  

Afunctionf：F→Rona（U，n）－ClosedfamilyF⊆3Vissaidtobebisubmodulariff  

satisfies  

′（∬1，坑）＋∫（耳2，鴇）≧′（（弟，Ⅵ）∪（耳2，鴇））＋否（為，羊）∩（為，鳩））（2．13）  

払r弧y（ズ1，れ），（端，鴇）∈ア．   



21  かe月山亡io皿βa点dアreガ皿血ade5  

∬rJJ  

Figure2．3：AnexamPleofabisubmodularpolyhedron．   

Lemma2・2：動ppoβe仇αり：ア→R言古αむ加ゎmo血gαrカ‘mC如乃Omα（∪，∩トcわβed  

カm軸ア．meβe舌端げm盲和まm壱gerざげJdqβ乃edわy  

為＝（（Z，Ⅳ）Ⅰ（Z，Ⅳ）∈ア，J（Z，Ⅳ）＝min（J（ズ，y）I（ズ，y）∈ア））  （2．14）   

由（∪，∩）一Cわぶed・  □  

Afunctionf‥F→Rona（LJ，n）－Closedfamilyi＄Calledbimodutarif（2．13）holds  

withequalityforeach（薫，Y；）∈f（i＝1，2）．NotethatanyX∈RVisabimodular  

hlnCtion．   

Apair（7，f）ofaspanning（u，rl）－Closedfamilyf⊆3Vonvwith（軋¢）∈fand  

abisubmodularfunctionf：7→Rwithf（¢，¢）＝OiscalledabisubrTWdularsystemon  

V．ThebisubmodularpolyhedrvnP．（f）associatedwiththebisubmodularsystem（F，J）  

onVisdefinedby  
’  

P．（J）＝（∬t∬∈RV，∀（ズ，y）∈ア：ご（ズ，y）≦J（ズ，y）），  （2．15）  

whereforanyX⊆V3：（X）＝∑vexx（v），X（＠）＝0，andforany（X，Y）∈3V  

霊（∬，y）＝ご（ズ）－∬（y）．  （2．16）   

Forabisubmodularsystem（F，f）onVlet（S，T）beanymaximalelementofF．  

NotethatSUT＝VsinceFspanSV・W6cal1suchapair（S，T）anorihani．Fbreach  

Orthant（S，T）∈7defineJts，T）⊆Fby  

巧打）＝（（ズ，y）l（ズ，y）∈ア，（∬，y）⊆（g，T））・  （2・17）   
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Notethatfts．T）fbrmsadistributivelatticeunderLJandrlwiththeunlquemaXimal  

element（S，T）andtheuniqueminimalelement（＠，0）．W占observethat  

ア＝∪（石材）l（∫，r）isanortb弧tinア）  

aswell・AIso，defineD（S，T）⊆2Vby  

p（辟）＝（ズUyl（ズ，y）∈石打））・  

（2・18）  

（2．19）  

Itshouldbenotedthat‡）（S，T）1Sadistributivelatticeunderlat七iceoperationsuandn  

with¢，E∈Dz・Foreachorthant（S，T）∈F，de丘neafunction＾s，T）：D（S，T）→Rby  

南ア）（ズ）＝′（ズ∩5’，ズnT’）（ズ∈か（叩））・  （2・20）  

De丘me  

P即）（′）＝（可座∈RV，∀（ズ，y）∈梅坪∬（ズ，y）≦′（ズ，y））． （2．21）  

Then，丘om（2・18）wehave  

P＊（J）＝∩‡P（叩）（川（ぶ，r）isanor地antinア）・  （2．22）  

AIso，define  

B（ぶの（′）＝（可座∈P（町）（J），∬（ざ，ア）＝′（β，r））・  （2・23）  

WecallB（S，T）（f）thethebasepolyhedronof（F，f）iniheorthant（S，T）ofthebisub－  

modularpolyhedronP＊（f）・   

Foranysubse七Q⊆RVandanySubsetUofVtherqPectionQ：UofQbyUis  
defined as  

Q：打＝（∬：呵∬∈Q），  （2・24）  

Wherex：Uisde£nedby  

（嘲）＝（ 
‾ 

（γ∈Ⅴ）・ （2・25）   

ThepolyhedraP（S，T）（f）andB（S，T）（f）canbeexpressedbythesubmodularpolyhe－  

dronandthebasepolyhedronassociatedwiththesubmodularsystem（D（S，T），J（s，T））on  

V a5b1lows．  

P（辟）（J）＝P（毎T））：r，  （2・26）  

B（叩）（′）＝ B（血T））：r・  （2・27）  

Therefbre，thecombina七Orialproper七iesofP（S，T）（f）andB（S，T）（f）axethesameaSthose  

ofP（Jts，T））andB（血T）），reSPeCtively WbseeffomTheoreml・10and（2・27）that  

B（S，T）（f）isalwaysnonempty・   

Thefbllowlnglemmaisfundamen七al．   
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Lemma2・3‥ぶ叩p郎e娩欄f（ア，J）由αあぬ現ゎmo血払rざy油mo乃V．meわαβepO姉e加陀  

B（叩）（J）れeαCんor兢α雨（β，r）∈アげP＊（J）由co痴れed玩P＊（J）．mα埼  

B（叩）（′）⊆P＊（J）（（ぶ，r）ぬα几0γ兢鍋f盲乃ア）．  （2．28）  

（Proof）Supposex∈B（S，T）（f）・Thenforany（X，Y）∈7，Wehave＆om（2．13）  

∬（∬，yトJ（ズ，y）＝ ∬（ズ，yトJ（ズ，y）＋∬（β，アトJ（g，r）  

≦ ∬（（ズ，y）∪（∫，T））＋∬（（ガ，y）∩（∫，ア））  

－J（（ズ，y）∪（ぶ，丁））－J（（ズ，y）∩（ぶ，r））  

≦ 0．   

Hence，X∈P＊（f）．   

WeseeffomLemma2・3thatB（S，T）（f）foreachorthant（S，T）∈7isafaceofP＊（f）．  

Moreover，Since B（S，T）（f）is nonemptyfbr each or七hant（S，T）∈F，P＊（f）isalso  

nonempty．   

Forabisubmodularsystem（F，f）onVdefine  

ア○＝（（℃ズ）l（ズ，y）∈ア），  

′○（γズ）＝J（ズ，y）（（ズ，y）∈ア）．  

Wecal1（fO，fO）thedualbisubmodularsystemof（F，f）onV．Itfo1lowsthat  

P＊（J）＝－P＊（′○）．  （2．32）  

Afunction9：f→Riscalled bis叩errPdularif－9isbisubmodular．AIso，（F，g）is  

Ca11edabis呼ermOdularsystemonVif（F，－g）isabisubmodularsystemonV．The  

bi叩ermOdularpolyhedronP＊（9）associatedwithabisupermodularsystem（F，9）onV  

isde丑nedby  

P＊（タ）＝（可拉∈RV，∀（ズ，y）∈ア：∬（ズ，y）≧タ（ズ，y））．  （2．33）   

Forabisubmodularsystem（F，f）wecaneaSilyseethat  

P＊（－′）＝－P＊（J），］㌔（J）＝P＊（イ○），P＊卜′）＝P＊（JO）・  （2・34）  

Forabisubmodularsystem（F，f）onVandasubsetUofVwedefinetherqPection  

Of（f，f）byUasthebisubmodularsystem（F：坊f：U）onV，Where  

（2．35）   （∫：打）（（∬，y）：ぴ）＝J（ズ，y）（（ズ，y）∈ア）・  
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Wedenotethere鮎ction（7：U，f：U）by（F，f）：U・WbcaneaSilyseethatforany  

ぴ⊂V  

P＊（∫トぴ＝P＊げ‥U）  （2．36）  

（alsosee〔19】）．   

2．3．Bidirected Graphs  

LetG＝（竹A；∂）beabidirectedgraph．Wbreca11thatfbreacharca∈Athereexist  

V，W∈Vsuchthatoneofthefo1lowlngthreeholds：  

（1）∂a＝V＋w  （arcahastwotailsatvandw），  

（2）∂a＝－V－W （arcahastwoheadsatvandw），  

（3）aa＝V－W （arcahasatailatvandaheadatw）．  

WecallanarCatyPe「J）（respectively，tyPe作ノandiype槻）if（1）（respectively，（2）  

amd（3））inthea，boveholds．   

WedonotdistinguishtwobidirectedgraphsGl＝（TIAl；∂1）andG2＝（TIA2；a2）  

SuCbtb血（∂1αtα∈Al）＝（銭αlα∈A2）holds・   

When∂a：＝土v土w，WeSayaisincidenttov（andw），andifthecoe臨cientofvin  

∂aispositive（ornegative），WeSayaisposiiively（ornqgatively）incidenttov．Iftwo  

arcsaanda／are，reSPeCtively，POSitivelyandnega七ivelyincidenttoacommonver七exv，  

WeSayaanda／（ora／anda）areoppositelyincidenttov．   

ApathinabidirectedgraphG＝（竹A；∂）isanalternatesequenceP＝（vo，al，Vl，a2，  

…，ak，Vk）ofverticesvi（i＝0，1，・・・，k）amdarcsai（i＝1，2，…，k）foranintegerk≧1  

suchthatfbreachi∈（1，2，…，k）arcaiisincident七ovi＿1andvi・Vertexvo（vk）isthe  

initial（terminal）veriexofthepathPandwesaythepathPis企omvotovk・Ifwe  
havevo＝Vk，WeSayPisclosed．Here，nbtethatweallowrepetitionsofarcsina．path．  

Ifal1theverticesvo，Vl，…，Vkaredistinct，thepathPiscalledsinq）le．Aclosedpath  

P＝（vo，al，Vl，a2，・‥，ak，Vk）iscal1edacircleifverticesvo，Vl，・・・，Vk－1aredistinct・   

AbidirectedgraphG＝（隼A；∂）iscal1edconneciedifforanydistincttwovertex  
v，W∈VthereisapathinG丘omvtow．Amaximalconnectedsubgr叩hofGiscal1ed  

acommecねdcα汀卿乃eγ止   

Balancedne＄S  

AcircleCiscal1edbalancedifthenumberoftype（1）arcsinCplusthenumberoftype  
（2）arcsinCisevenandisunbalancedifitisnotbalanced・Abidirectedgraphiscal1ed  

balancedifitcontainsnounbalancedcircleandunbalancedifitisnotbalanCed．Wbcall  

abalancedconnectedcomponentabalancedco汀甲Onent．ForanysubsetUofvertexset  

VtherボeciionG＝（隼A；∂）byUis七hebidirectedgraphG’＝（隼A；∂’）de£nedas   
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（a）G  （b）G：打  

Figure2A：Are鮎ctionofabidirectedgraph．  

fb1lows・Foreacharca∈A，if∂a：＝土v士w，Wedefine  

飢＝土亡（中土e（w）叫   

Where払reachv∈V  

e（v）＝（‾壬……芸宗旨．  
W占denotethereaectionG／byG：U．SeeFigure2．4．   

（2・37）  

（2・38）  

Lemma2・4（Harary【43〕）：AbidirectedgrqphG＝（ⅥA；∂）isbalancedげandonly好  
カr紺meぴ⊆V娩erぴec如氾G：打げGゐyぴぬα几0通ゎα叩d如cねdタr呼九，宜．eリαgJ  

がほαrCβげG：ぴα門扉吻e伸わ乃e九eαd∽do陀eね町  ロ  

ApathP＝（vo，al，Vl，a2，・‥，ak，Vk）isdirectedifforeachi∈（1，2，・・・，k－1）arcs  

aiandai＋1areOppOSitelyincidentもOVerteXVi．Wbde丘ne  

た  

押＝∑∂αト  
f＝1  

（2・39）  

AcloseddirectedpathP＝（vo，al，・・・，ak，Vk）iscal1edacycleif∂P＝0．Abidirected  

graphiscal1edacyclicifitcontainsnocycle．  

Circuits  

Recallthatforanyfunction甲：A→Rtheboundary∂p：Ⅴ→RofpLSglVenby  

∂甲＝∑（甲（α）鮎暮α∈A）．  （2・40）   
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十   十  十  ＋  ＋   十  

（i）abaIancedcirc［e   （ii）twounbalancedcircIes  

十   ＋  十＋   

（iii）twounbaJancedcirclesandapath  

Figure2．5：Thethreetypesofcircuitsinabidirectedgraph・  

Forabidirec七edgraphG＝（隼A；∂）afunction甲：A－→Riscal1edacirculation  

in Gif∂甲＝0．Foracirculation pinGthe叩POriSupp（p）ofpisde怠neda£  

Supp（p）＝（aIa∈A，P（a）≠0）・AcirculationpinGiscal1edelemeniaryifthereisno  

CirculationplinGsuchthat¢≠Supp（？′）⊂Supp（甲）（strictinclusion）・Thesuppor七  

ofanelementarycircula七ioninabidirectedgraphGiscal1edacirmifofG．Circuitsof  

bidirectedgraphsarecharacterizedasた〉1lows・  

Theorem2・5（Zaslavsky［85］（seealso【16】））：Fbranybidirectedgr呼hasubsetqFarcs  

ねαC盲m盲まゲ∽domgyげ五ま由e宜娩er  

（i）α払ね乃Cedc如Je，  

（ii）仇elm由mげ如0肌あα払托Cedcかcねぎ血豆c九九肌ee凱C軸抑eVer亡ぼ玩comm㈹，Or  

（iii）兢e視乃由乃扉如overねヱd毎0玩まwれわαg肌Cedc由℃恩田Cl¢陀dCち肌dαざま丁呼ね‡旭兢  

mee紡lタeαC九扉統e血〃OC由℃geβαfeヱαC軸ome好古ねeγldタロ玩ね．  ロ  

Fora皿yCircuitConecaneaSilyseethatthereexistsa‡0，土1，士2）－Valuedvectorxc：  

A→Rsuchtha七∑。∈AXc（a）∂a＝0，WhereifCisoftype（i），thenwecanchoosexcto  

be‡0，士1トvalued．Suchxcisdetermineduniquelyuptomultipleby－1．Ⅵ屯canxc   
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（（1，41，‡2，31）  

／＼  
（i41，12，3））  

ヽ
J
 
 

2
 
i
 
＼
 
 

Figure2．6：Thesetofideal＄OfthebidirectedgraphinFigurel・20rderedby⊆・   

the characteristicvectorofcircuitC．Eachelementarycircula七ionisascalarmultiple  

ofthe characteristicvectorofacirclユit．   

Fortwocirculations甲1andp2inabidirectedgraphG＝（tr，A；∂）wesaypICOr函rms  

to？2if甲1（a）≠Oimplies甲1（a）甲2（a）＞Ofbreacha∈A・   

SpecializingaresultofRockafbllar［74】wehavethefo1lowinglemma（seealso【39i）・  

■ Lemma2．6：FbranycircILlationpinabidirected9mPhGtherce3；istcircuitsCl，・l・，Ck  
げGα乃d入i＞0（五＝1，…，た）βむC九兢α去声reαCん五＝1，…，たxcf C卯巾mβね甲αmd  

甲＝∑た1人血∴  ロ   

Idedls 

Forabidirec七edgr叩hG＝（竹A；∂）asigneds豆bset（X，Y）∈3VisanidealofGifit  

satis五es  

〈∂α，（方，y））≦0（α∈A），  （2．41）  

where∂aand（X，Y）shouldberegaごdedasin七egralvectorsinRVinanaもuralway，and  

〈・，・〉isthecanOnicalinnerproduct・Foreacha∈Awedenoteby∂＋a（∂‾a）thesetof  

thever七icesthathaNePOSitive（negative）coe伍cientsin∂a・Inequality（2．41）meanstha七  

（∂十anx）u（∂‾anY）≠砂implies（∂‾anX）∪（∂＋anY）≠臥InReiner，sdefinitionof   
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idealtheinequalitysignin（2．41）isreversedbutweadopttheabovede丘nitiondueonly  

totheconsistencywithoursystemofnotationsforordinaryPOSetSa皿dideals（cf・t36”・   

Onecaneasilyveri＆the払1lowlng．  

Lemma2．7：β叩pOぶe兢αまG＝（VA；∂）ねαわまd如cねdタr呼九・釣rαmy飽ぁぶeまぴ⊆Ⅴ  

ぴeん肌e（ズ，y）由∽最eαg扉Gげαmd抑Jyげ（耳，y）：打ぉ肌盲deαJげG：ぴ・  ロ   

W6haveananothercharacterizationofbalancedbidirec七edgraphsinterm＄Oftheir  

ideals．   

Lemma2．8：Aみ盲d五代Cねdg叩ゐG＝（隼A；∂）盲ざむαねmcedげ肌do花王y卑Hんereeェ由ね肌  

or兢肌£（ぶ，r）∈3VざuCゐ娩αま摘ん扉（ぶ，r）αmd（r，ぶ）α陀盲血ね扉G・  

（Proof）SupposethatabidirectedgraphG＝（VA；∂）isbalanced・Then，byLemma2・4  

thereexistsas11bsetUofVsuchthatG：UisanOrdinarydirectedgraph．Sinceboth  

of（竹＠）and（¢，V）isidealsofG：U，itfb1lows丘omLemma2・7thatbothof（V－U，U）  

and（Uy－U）areidealsofG・   

Conversely，if（V－U，U）and（U，Ⅴ－U）areidealsofGfbrsomeU⊆V，then（V；  

and（軋V）areidealsofG：U・Thisimpliesthereisnoarcoftype（1）orof七ype（2）in  

G：U．ItfbllowsfromLemma2．4that Gisbalanced．  ロ   



Chapter 3 

CombinatorialOptimizationProblems on  

Bidirected GraphsandNetworks  

AsageneralizationofundirectedanddirectedgraphsJ．EdmondsandE．L・Johnson【30】  

consideredbidirectedgraphsandtheyshowedthatmanygraph－theoreticproblemson  

bidirectedgraphscanbewelトsolved．Later，JohnsonandPadberg【50］consideredbidi－  

rected graphs asrepresentations ofsys七em＄Ofdegree一七WOinequalities・Very closely  

relatedtotheconcep七ofbidirectedgraphisthatofsignedgraph，Whichwasex七ensively  

StudiedbyT，Za51avsky（［85】，【86］）・Indeed，abidirectedgraphcanbeconsideredas  

orientationofasignedgraph．Basedon七heworksofZaslaNSky，Bouchet【16】consid－  

erednowherepzeroaowsonbidirectedgraphsandKhelladi［53］fb1lowedhim・Khelladi  

alsostudiedtwo－COnneCtivityofbidirectedgraphs・BouchetandCunningham［19】dealt  

Withthedegreesequencesofbidirec七edgraphsandshowedtheconvexhullofthedegree  
SequenCeSOfabidirectedgraphisabisubmodularpolyhedron，Thedescriptionsofthe  

POlyhedraweregivenbyAndo，FujishigeandNaitoht8】intermSOf七hecutfunctions  

Ofbidirectedgraphs．Thestrongconnectivityofa，bidirectedgraphisstlユdiedbyAndo，  

FujishigeandNemoto【10］andthesigned pose七structureofthes七ronglyconnected  
COmPOnentSisrevealed．Aninterestingresultconcernedwiththestronglyconnected  

COmPOnentdecompositionswasobtaineやbyIwata［48］ontheDulmage－Mendelsohn  
typedecompositionsofgeneral（undirected）graphs．   

Theimpor七anceofbidirectedgraphsandnetworksinstudiesofbisubmodularsys－  
temis七WOfo1d．First，the clユtfunction ofanybidirected networkis a bisubmod11lar  

functionand七heassociaiedpolyhedronisexactlythesetoftheboundariesofthe丑ows  
inthebidirectednetwork・Secondly，WeaSSOCiateabidirectedgraphG（x）cal1edthe  

exchangeabilitygraph丘）reaChpoint3：inabisubmodularpolyhedronP※（f）．Theex－  

ChangeabilitygraphrepresentthefbasibledirectionatxinP＊（f）andcontainsuseful  

infbrmationabouttheneighborofx・Hence，七hestudyofbidirectedgraphsisindispenか  

ableforinves七iga七ionsofbisubmodularsystemsa皿dbisubmodularpolyhedra．   

AsignedcoverlnggraPhisanordinarydirectedgraphwhichrepresentstheincidence  

relationofabidirectedgraph・Signedcoverlnggr叩hsarecal1edimplicationgraphsin  

StudiesofquadraticBooleanequations（see，e・g・，【12】，【42】）・Zasl乱VSkyusedsigned  

29   
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coveringgraphstoinvestigatestructuresofmatroidsofsigned（orbidirected）graphs  
wheretheconceptofsignedcoveringgraphisattributedtoBiggs［13］・S・D・Fischer［31】  

usedsignedcoveringgraphstoanalyzeslgnedposets．Recen七1y，Ando，Fujishige弧d  
Nemotoshowedthatbothoftheproblemoffindingthestronglyconnectedcomponent  
decompositionsofbidirectedgraphs【10】andtheminimum－Weightidealproblemfbr  
bidirectedgraphs【11］arereducedto七hoseproblemsontheirsignedcoveringgraphs・  

Inthischaptertheuseofsignedcoverlnggraphisfu11yexploitedfbrsolvingsome  

optimizationproblemsonbidirectedgraphs・W占show，inSection3・2，thatthesetof  
boundariesofabidirectedgraphformsabisubmodularpolyhedronandaninteresting  

relationshipwithabasepolyhedronisrevealed・InSection3・3weconsiderthetranSitive  

closuresandtheHassediagramsofbidirectedgraphs・InSection3・4weconsiderthe  
minimumcostcirculationproblemandshowthati七Canbereduced七Othatonordinary  
directedgraphs・AIso，thehalf－integralityofanOptimalsolutioniseasilyderived・In  

Section3・5wedealwiththeminimumcu七problemand七hemaximum丑owproblem乱nd  
showthatthemax丑ow－mincut七heoremisgeneralizedfbrbidirectednetworks・Finally，  

theminimum－WeightidealproblemisconsideredinSection3・6・   

ThischapternotonlyservesaBthefbundationforthedevelopmentsin thelater  

ChaptersbutalsocontainssomeimportantreSultsinitsownrights．  

3．1．BidirectedGraphsandTheirSignedCovering  

Grapbs  

GivenabidirectedgraphG＝（竹A；∂），thesi9nedcovering9r呼h（【86］，alsosee【1礼  

e＝（ウ，A；∂）ofGisanordinarydirectedgraphde丘nedasfo1lows，Thevertexsct¢  

isglVenby  

ウ＝Ⅴ×（＋，－）  （3．1）  

andthearcsetAby   

A＝‡α（十）lα∈A）∪（αト）1α∈A）．  （3．2）  

Moreover，theboundaryoperator∂inGisdefinedasfo1lows．  
Foreacbα∈A，  

（i）if∂a＝V＋w，then∂a（＋）＝（v，＋ト（w，－），∂aト）＝（w，＋ト（v，－），  

（ii）if∂a＝－t，－W，then∂a（＋）＝（・U，－）q（叫＋），∂aト）＝（w，－ト（v，＋），  

（iii）if∂a＝V－W，then∂a（＋）＝（v，＋）－（w，＋），∂a（－）＝（w，－ト（v，－），  

wheresincev＋w＝W＋vand－V－W＝－W－V，a（＋）andaト）in（i‖and（ii））maybe  

interchangedbutthisambiguityisinessential・SeeFigure3．1．   
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Figure3・1：ThesignedcoverlnggraPhofthebidirectedgraphinFigurel．2．  

Bythedefinition，theslgnedcoverlnggraPhsatisfiestheた）1lowlngCOndition：  

（SD）IfthereexistsanarCゐ∈Jisuchtha七∂a＝（u，q卜（v，T），thenthereexistsanarC  
訂∈Asucbthat∂訂＝（v，一丁ト（叫一叶  

Conversely，fbranydirectedgraphe＝（ウ，A；∂）onウsatisfyingCondition（SD）wecan  
defineabidirectedgraphGinareversedmannerasabovea皿dwecal1suchadirected  
graph∂βeぴ・d祝αg（［31】）．   

DirectedpathsinGarerelatedtodirectedpathsinGasfo1lows．  

Lemma3・1：Foranyverlicesu，W∈Vandanysignsq（u），J（w）∈（＋，－），  

ア＝（勒（＝祝），勘，机，…，叫わ恥（＝W））  （3．3）  

由αd如cねd押紙かm祝わびゎGぶ祝C九娩αま∂ア＝α（視）祝＋α（w）wげαmdo埴卵0兢  

Å ＝（（恥J。），αiTl），（叫，α1），…，（鞠－1，のト1），α㌃た），（‰一恥）），  （3．4）  
‾n） 鳥＝（（γた，恥），定職），（明卜右一鞘＿1），…，（勘，可1），αi，（恥一卯））（3．5）  

αred如cねd卯統ざ盲乃∂かβOme殉陀β恥雪∈（＋，一川＝1，2，…，た－1J＝1，2，…，た），  

び加re叫＝叫叛＝町Jo＝J（祝）肌d打た＝J（w）・  

（Proof）Thepresentlemmaeasilyfo1lows企omthedefinitionofthesignedcovering  
graphG・  ロ  

Thefbllowlnglemmaisfundamentalinthes－1bsequentdiscussions・   
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1emma3．2：軸卯ざe加古G＝（隼A；∂）由αあまd如cね如叩九α㍑d∂＝押，A；∂）由盲ね  

β如edcouer両即叩九．エe舌祝ざdemoね兢eあ0肌血ry叩eれ江わrざげG肌d∂わy∂α乃d∂，  
代印eC血eJy．  

（i）釣rα乃y伽c如m¢：A→R，げp‥A→R由ざ鮎C九兢α£  

刷＝妄（紳＋））＋紳→））（α∈A），  

統e乃ひe九αVe  

∂刷＝妄（如＋卜軌－））（u∈Ⅴ）・  

（ii）Gねe乃α叩伽c如mp‥A→R，dボme¢：j→Rわy  

綽（＋））＝綽卜））＝甲（α）（α∈A）．  

me†lWeんαγe  

∂紳，α）＝J∂甲（u）（（叩）∈ウ）．  

（3．6）  

（3．7）  

（3．8）  

（3．9）  

（Proof）（i）Foreachv∈Vwehave   

∂綽，＋ト∂綽，－）   

＝ ∑（綽）・la∈∂＋（γ，＋））＋∑（綽）la∈∂‾（γ，－））  

－∑（綽）Ia∈∂‾（即，＋）ト∑（綽）la∈∂＋（v，－））   

＝ ∑（＠（a（＋））＋＠（aト）＝a∈A，a：nOnSelAooparcpositivelyincidenttov）  

＋2∑（申（a（＋））＋＠（a（‾））la∈A，a：Sel鮎oppositivelyincidenttov）  

－∑（＠（a（＋））＋＠（aト）‖a∈A，a：nOnSelfl00ParCnega七ivelyincidenttov）  

－2∑（＠（a（＋））＋？（a卜））Ia∈A，a：Selaoopnegativelyincidenttov）   

＝ 2∑（p（a）la∈A，a‥nOnSelfl00ParCPOSitivelyincidenttov）  

＋4∑（p（a）la∈A，a：Sel丑00PPOSitivelyincidenttov）  

－2∑（p（a）Ja∈A，a：nOnSelAooparcnegativelyincidentt（川）  

－4∑（p（a）la∈A，a：Sel且00Pnegativelyincidenttov）   

＝ 2∂甲（叶  

（ii）Themappings  

（3．10）  

計（γ，＋）∋α（∈）－ α卜‘）∈∂‾（γ，－），  

∂‾（v，＋）∋α（亡）－ α卜り∈∂十（u，－）   

arebuections・Hence，tOgetherwiththedefinition（3・8）wehave，∂i（v，＋）＝－∂紳，」． ▲l■   

Then，by（i）wehave（3．9）．  □   
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3．2． Boundaries ofFlowsin Bidirected Networks   

LetN＝（G＝（VIA），C）beabidirectednetwork，Whereweallowthecapacityfunction  

CtOtakevalue＋∞・Reca11thatthecutfunctionFCc：3V→Ru（＋∞）ofJV’isde血ed  

aS   

㍍。（ズ，y）＝∑（〈∂α，（ズ，y）〉c（α）lα∈A，〈∂α，（ズ，y）〉＞0）（（ズ，y）∈3V）．（3．13）  

Thesignedcove㌘n9neiworkJV＝（e＝（ウ，A；∂），己）qfJV’isthepairofthesigned  

coveringgraphGofGand否‥A→RU（＋∞）definedby己（a（＋））＝己（a卜））＝C（a）  

（a∈A）・Inthefo1lowing，WeSOmetimeswritecinsteadofeforthes中Plicityofthe  

notation・ForthesignedcoveringnetworkJVofNitscutfunctionk。‥2Y→RU（＋∞）  

isdefinedas  

克。（皮）＝∑（c（紺a∈△＋（め）（鬼∈2ウ），  （3．14）  

where△＋xdenotesthese七Ofarcsleaving鬼（seeSectionl．3．b）．   

ForanySubsetXofVdenote，by（X，＋）and（X，q），thesubsets（（v，＋）lv∈X）and  

（（v，－）lv6X）ofウ■，reSpeCtively．Byanelementarycounting，Wehavethefo1lowing  

lemma，．  

Lemma3・3：飽＝叩（ズ，y）∈3Vwe九肌e  

K。（ズ，y）＝克。（（ズ，＋）∪（㌣－））・  

ForanySubse七度ofウ‘denoteby皮＊thesubset（（v，－0・）（（v，q）∈X）ofウ．  

Lemma3．4：PbranyX⊆V wehavc  

克。（鬼）≧元（鬼一皮＊）．  （3・16）  

（Proof）Forany鬼⊆ウwehave  

克。（鬼）＝克。（サー慮り   （3．17）  

sincethemapping△＋曳∋a（亡）Ha卜e）∈△一皮＊isabijectionandc（a（e））＝C（a（一亡））by  

definition．Therefore，bythesubmodularityof克。（seePropositionl．11），Weh乱Ve  

＝ 克。（鬼）＋克。（サー鬼＊）  

≧ 克。（サー（鬼＊一度））＋克。（鬼一皮＊）  

＝ 克。（サー（鬼一皮り－）＋克。（鬼一皮＊）  

＝ 2克。（鬼一皮＊）  

2克。（鬼）  

foranyX⊆Vandthepresentlemmaholds．   
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WbseeたomLemmas3．3and3．4that払rany（Xl，Yi），（X2，YB）∈3Vwehave  

〟。（ズ1，Ⅵ）＋尺。（為，iち）  

＝ 克。（（方1，＋）∪（Ⅵ，－））＋克。（（耳2，＋）∪（鴇，－））  

≧ 克。（（（ズ1，＋）∪（Ⅵ，－））∪（（ズ2，＋）∪（鴇，－）））  

＋元。（（（芳1，＋）∪（Ⅵ，－））∩（（ズ2，＋）∪（鴇，－）））  

≧ 克。（（（ズ1∪ズ2）－（羊∪鳩），＋）∪（（ⅥUlち）－（ズ1∪為），－）））  

＋た。（（ズ1∩ズ2，＋）∪（坑nYち，－））  

＝ 尺。（（ズ1∪為）－（Ⅵ∪鴇），（Ⅵ∪鞄）－（ズ1∪ズ2））  

＋尺。（ズ1∩ズ2，れnlち）  

＝ 花。（（ズ1，坑）∪（∬2，鴇））＋K。（（∬1，羊）∩（ズ占，鴇））・  
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（3．19）  

Here，thefirstinequalityisduetothesubmodularityofたc．Hence，／（c：3V→Ru（＋∞）  

is abisubmodularfunction．  

De£ne  

ア＝（（U，W）l（U，W）∈3V，尺。（ぴ，Ⅳ）＜＋∞）・  

Then，Wehave  

Lemma3．5：（F，FCc）isabisubmodularsy＄temOnSupp（f）・  

（3．20）   

W畠see thefo1lowlnginterestingrelationshipbetweenabisubmodularpolyhedron  

andabasepolyhedron．   

SupposethatFdefineby（3．5）spansV，i．e．，Supp（F）＝VandthatB（克）isthe  

basepolyhedronassociatedwiththesubmodularsystem（D，勾onウ，WhereI㌔isthe  
cutfunctionofthesignedcoveringnetworkJVofNandDisthedistributivelattice  
definedby  

か＝（鬼l度⊆ウ，屯（鬼）＜＋∞‡．  

Tbeorem3．6：Ⅵ句九αVe  

P＊（㍍。）＝（∬l∬∈RV，丘∈B（克。）），  

ぴゐereノbr∬∈RV烹∈Rウ由旬玩edむy  

烹（叩）＝げエ（γ）（（叩）∈ウ）．   

（Proof）Since  

（3．21）  

（3．22）  

（3．23）  

∬（ズ，y）＝＝諾（ズト∬（y）＝孟（ズ，＋）十烹（㌣－）＝和音＋）∪（㌣－）），  （3・24）   
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byLemma3・3wehavex∈P＊（rc。）ifandonlyif点（（X，＋）∪（Y－））≦克c（（X，＋）∪（†1－））  

holdsfbrany（X，Y）∈7．ByvirtueofLemma3．4，thisisequivalentto烹（鬼）≦克c（鬼）  
払rany鬼∈刀，i．e．，孟∈B（克。）．  ロ   

Letusdenotethesetofall七heboundariesofbidirected且owsinJV’by∂◎．From  

Theorem3．6wehaveacharacterizationoftheboundariesof丑owsinabidirectednetwork  

as fbllows．   

Corollary3．7：Ⅳ占九肌e  

∂◎＝P＊（㍍。）・  （3．25）  

（Proof）Supposex∈P＊（IC。）・ByTheorem3．6，烹defined by（3・23）isin the base  

POlyhedronB（克。）．Itfo1lows丘・OmPropositionl．11that thereexista丑ow申in the  

coveringnetwork，qSuChthata？＝盃．It払1lows＆omLemma3．2thatfbrthefbasible  

aowpinNdefinedby（3，8）wehaNe  

∂甲（u）＝＝∬（可．   

Hence，X∈∂軋Theconverseinclusion紬⊆P＊（FCc）istrivial．   

Itshouldbenotedtha七thedegreesequencepolyhedronofanundirectedgraphisa  
SpeCialcaseof（3・25），WhereA‾＝AO＝¢（see【22】andalso【19］fbrthegeneralizations  

andrelatedtopics）．  

3・3・TransitiveClosuresandtheHasseDiagrams  
ForanybidirectedgraphG＝（隼A；∂）the transitiveclosureofG，denotedbyG＊，is  

thebidirectedgraphconstructed丘omGbyrepeatingthefo1lowingoperations（1）and  
（2）untilnonewarccanbegenerated：  

（1）ForanytWOarCSal，a2inGthatarenotbothsel且oopsandareoppositelyincident  

toexactlyonecommonvertex，ifthereisnoarca3inGsuchtha七aa3＝∂al＋aa2，  

thenaddsuchanarca3tOG．  

（2）ForanytWOSel且00PSal，a2inGincidenttodistinctvertices，ifthereisnoarca3in  

Gsuchthat2∂a3＝∂al＋∂a2，thenaddsuchanarca3tOG．  

SeeFigure3■2・a．   

Foreachi＝1，21etG里bethebidirectedgraphobtained駐omabidirectedgraph  

G＝（VA；∂）byrepeatingtheopera七ion（i）intheabovede丘nitionofthe七ransitive  

Closure．Ⅵ毎callG彗七he（i）－iransitiveclosureofGfbri＝1，2．SeeFigure3息a．   
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し‾－き！  

（a）   （b）   

Figure3・2：ThetranSitiveclos11re andtheHassediagramOfthebidirectedgraphin  
Figurel．2．  

Lemma3．8：Pbranybidircctedgrqphwehave  

G＊＝（G＊1）＊2．  （3■27）  

（Proof）SinceGisasubgraphof（G＊1）＊3，WeOnlyhave七oshow七hat（G＊l）＊2istran－  

Sitivelyclosed，i．e．，WeCannOt aPPlyeithertheoperation（1）ortheoperation（2）to  

（G＊1）不2．Clearly，theapplicabilityoftheoperation（2）isexcluded．Letusconsiderthe  

applicabilityoftheoperation（l）・   

Supposethatthereexistarcsalanda20f（G＊1）＊20PPOSitelyincidenttoacommon  
VerteXV∈Vsuchthat∂al＋∂a2≠0・ 

Case（i）：Bothalanda2arearCSOfG＊l・BythedefinitionofG＊1thereexistsanar  
α30fG＊1suchtbat∂α3＝∂α1＋∂α2．  

Case（ii）：NeitheralnOra2isanarCOfG＊1t Then，thesetwoarcsareaddedbythe  

OPeration（2），andhence，arenOtSelfi00p・Supposethat∂al＝gu＋vand∂a2＝－V＋TW  

fbrsomeo・，T∈（＋，－）andu，V，W∈Vwithoutlossofgenerality・Bythedefini七ionofthe  

Operation（2），thereareselaoopsrootedatuandwwiththeirboundaries，reSPeC七ively，  

2quand2TW．Ifu＝W，then q＝TSince∂al＋∂a2≠0，andthesel且00PrOOtedat  

u（＝W）isthedesiredarca3・Ifu≠w，thenbythedefinitionoftheoperation（2），there  

mustbeanarCa3SuChthat∂a3＝∂al＋∂a2．  

Case（iii）：alisanarCOfG＊1buta2isnot．Sincea2isnotaselRooparc，1et∂a2＝  

qv＋TW・BythedefinitionofG＊2，thereexistsel且00ParCSa3anda40fG＊1suchthat  

aa3＝20・V aJld∂a4＝2TW．IfalisaselRoopwithitsboundary∂al＝－2qv，then   
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（a）   

Figure3．3：The（1）－tranSitiveclosureG＊1anditssignedcoveringgraph節ofthe  
bidirectedgraphinFigurel・2・  

bythedefinitionoftheoperation（2）thereexistsanarCaIsuchthat∂a’＝－qV＋TW・  

Hence，SupPOSealisnotasel且00P，andlet∂al＝－qV＋z／u．Ifu＝W，thenu＝Tbythe  

assumption∂al＋∂a2≠0andthesel鮎opa4Satisfies∂a4＝∂al＋∂a2・Ifu≠w，then  

七hereexistsaselEooparca50fG＊1suchthat∂a5＝2uusinceP≡（u，al，V，a3，V，al，u）is  

adirectedclosedpathinG＊1with∂P＝2uu・Hence，bythedefinitionof七heoperation  

（2），thereisanarCa6SuChtha七aa6＝喜（∂a5＋∂a4）＝aal＋∂a2・Thiscomple七esthe  

PrOOfofthepresentlemma．  ロ   

Itshouldbeno七edherethattheorderoftheoperations（1）and（2）cannotbereversed・   

W占seeたomLemma3．8thatthetransi七iveclos11reG＊ofabidirectedgraphGcanbe  

obtainedbyfindingthe（1）－tran＄itiveclosbreG＊10fGandthenfindingthe（2）一tra皿Sitive  

closure（G＊ヅ20fG＊1．nivial1y，the（2）一tranSitiveclosureofabidirectedgraphcanbe  

constmctedinO（lV］2）time．So，1etusconsiderthe（l）－tramSi七iveclosuresofbidirected  
graphs．   

もemma3．9：エefGbeαゐ壱dまγeCねdgr呼h 酌ゐ肺e  

～声＝（針，  （3．28）   

びゎere・＊ま乃がほr匂ゐト九（mdβ盲dedeγも0ねβ兢eかⅦ乃ざ盲血ecヱ0飢£re叩erαねr舟ro7溺れα相成－  

recまdタ相野ゐβ．  

（Proof）Wbshowthai七hereisanarC孟in詳；suchthat鮎＝（叫q（u）ト（w，－q（w））if  
andonlyifthereisanaKC右of（e）＊suchtha七∂右＝（u，q（u）卜（叫－q（w））．   
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Supposethataisanarcof（声suchthat鮎＝（u，q（u）ト（w，－q（w））．Then，there  
existsanarcaofG＊1suchtha七∂a＝0・（u）u＋q（w）w・Bythedefinitionofthe（1）一  

transitiveclosure，thereexistsadirectedpathP＝（vo（＝u），al，Vl，…，ak，Vk（＝W））  

OfGsuchthat∂P＝q（u）u＋q（w）w．ItfbllowsfromLemma3．1thatthereexists  

adirectedpath為inesuchthat（3．4）．Then，thereisanarc右in（e）＊suchthat  
∂云＝（叫恒）卜（町－α（ぴ））．   

Conversely，SuPPOSethat右isanarCOf（a）＊suchthat∂右＝（u，q（u）ト（w，－q（w））．  
BythedefinitionofthetranSitiveclosure（e）＊，thereexistsadirectedpath  

風＝（（恥J。），辟），（γ1，Jl），・‥，（γた＿1，恥1），α㌘），（触一打た）），  （3．29）  

ine，Wherevo＝u，qO＝q（u），Vk＝Wando・k＝q（w）．Then，bythedefinitionofa  

為＝（（鯨打ふ），α「職），（明い1，一郎＿1），…，（叫，可1），正n），（恥一打。））  （3．30）  

isalsoadirectedpathinG．Itfbllows蝕omLemma3．1thatthereisadirectedpathP  
inGsuchthataP＝q（u）u＋q（w）w・Therefbre，thereisanヂCainG＊1suchthat∂a＝  

q（u）u＋cr（w）w，andhence，thereisanarcain酢suchthat∂a＝（u，Cr（u）卜（w，－q（w））．  
ロ  

Itfbllows企omLemma3．9thattheproblemoffindingthe（1）一tranSitiveclosureof  

abidirec七edgraphcanbereducedtotheproblemoffindingthetranSitiveclosureofam  
ordinarydirectedgraph．Itiskn0wnthaセセhetransitiveclos11reOfadirectedgraphcan  

befoundinO（n3）time，Whereninthenumberofverticesofthedirectedgraph・Hence，  

thetranSitiveclosureofabidirec七edG＝（VA；∂）canalsobefbundinO（lVI3）time．   
ForanaCyClicbidirectedgraphG＝（VA；∂）thereexistsauniqueminimalbidirected  

subgraphofGwhosetransitiveclosureisthesameasthatofG・ThisiscalledtheHdsse  
dia9ramOfGandisdenotedby7イ（G）（see【73］，［28，Theorem2・1］）・SeeFigure3・2・b・   

ForabidirectedgraphG＝（隼A；∂）anarca∈Aissaidtobere血ndan電if∂acan  
beexpressedasanonnegativelinearcombinationoftheother∂a′（a，∈A－（a））・Let  

B⊆Abethesetofal1七heredundantarcsofG．TheHassediagramofGi＄glVenby  

71（G）＝（ViA－B；∂）・IfGhasaredundantarC，WeSayGisredundani・IfGisnot  

red11ndant，七henGisirredundani．   

LetllSCOnSiderhowwecane伍cientlycomputetheHassediagramOfabidirected  
graph・WbshallmakeuseoftheslgnedcoverlnggraPhagaln・  

もemma3．10：勒押0ざe血まe＝（サ，A；∂）由鮎β如edc彿er如タr呼ん扉αあ浦recねd  

タγ呼ゐG＝（隼A；町乃e乃兢e助β朗血gmm叫句由ざe印加αg・  

（Proof）LetabeanarCOf7i（e）suchthat鮎＝（vo，qOト（vk，－qk）・Since瓦isanarC   
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（a）  
（b）  

Figure3．4‥7i（句andthecorrespondingbidirectedgraphG）ofthebidirectedgraphin  
Fi即rel．2■  

ofe，thercisanarc訂∈jsuchthat∂訂＝（t，k，qk）－（vo，－qO）．IfhlisIlOtanarCOf  
7i（e），thena＊isredundan七in＋（（e）．Itfbllowsthat七hereisadirectedpath  

為＝（（恥Jた），α「n），（t・ム＿1，一列ト1），‥・、（t－1，－Jl），αi‾Tl），いいJ。））  （3．31）  

in71（G）．By七heself－duali七yofethereexis七Sadirectedpath  

卓1＝（（む。，J。），αiTl），（vl，Jl）‥・，（恥＿1爪＿1），α㌃七），（軋一恥））  （3．32）  

ina．Thismea皿Sthaも在isredundantin7f（G）contradictingtheassumpもion．Hence，  

訂isa刀」aJCOf冗（G）．  □  

Let us denoteby G／＝（VA′；∂）the bidirecもedsubgraph ofGcorresponding七o  

71（e）．However，G／maycontainanirredundantarC・SeeFigure3・4・blⅥ克mustrenlOVe  

morearcsfromGI．LetG′′＝（VJ′′；∂）bethcbidirectedsubgraphofG’obtairledby  

removlngal1thenonselaooparcsa3∈AIsuchthatfbrsomese姐ひOparCSal弧da莞Of  
G彗webave2∂α3＝∂α1＋∂α2．   

Weclaim that thercmoved arcsareal1redundantin G．Supposethat a∈jl’is  

removedfromG／whileconstruCtingG′′，i．e．，thercexisttwosel鮎oparcsoIanda′′in  

G彗suchtha，t2∂a＝∂ar＋∂alI．Itfbllowsh・Omthede丘nitionofGllthatthereexisttwo  

CloseddirectedpathsCl＝（v，ai，・‥，a宝，V）andC箋＝（勘a官，…，吼w）inG．suchthat  

∂Cl＝∂aland∂Ci＝∂a′′■Hence，Weha、・eaO＝圭∂Cl＋主∂C2・  

もemma3．11：G〟血統e馳ぷed痘呼柑m明仁）呼び．  

（Proof）ItsufBcestoshowもhatG’’isirredundantlSllpPOSC、Onthcco】1trary．thattherc   
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existsaredundantarCainAI／．Then，bythedefinition，thereexist arcsal，…，ak∈  

A′′－（α）sucbtbat  

た  

∂α＝∑ん弛，入‘＞0（盲＝1，…，町  
i＝1  

Defineaflowp：A′′→RinG′′by  

p（む）＝〈 （み＝勘）  （わ∈A′′  （わ∈A′′） 

se，   

（3．33）  

．  

（0仏erwise）   

（3．34）  

SincepISaCirculationofG′′，Pdecomposesintothecharacteristicvectorsofcircuits  

eachofwhichconformstop（seeLemma2．6）．Hence，thereexistsacircuitCofG′′  

SuChthatxc（a）＜0，WherexcisthecharacteristicvectorofcircuitC（seeSection2・3）・  

LetusconsiderthethreecasesaccordingtothetypeofcircuitC．  

Case（i）：Cisabalancedcircle．Inthiscase，aCannOtbeaselaoop・Therefore，SupPOSe  

∂a＝qV＋TW払rsomeq，T∈（＋，－）andv，W∈Vwithv≠w・Sincexcconformsto  

P，C－（a‡formadirectedpathPinG”suchthataP＝qV＋Tu・SincePisalsoa  

directedpathinG′，byLemma3．1，thereexistsadirectedpathPin存＝7i（e）such  
that∂j5＝（v，q卜（w，－T）．However，SinceaisanarCOfG／，thereisanarCainナt（e）  
suchthat鮎＝（v，q）－（w，－T）．ThiscontradictstheirredundanCyOf7i（e）．  
Case（ii）：CisaunionoftwounbalanCedcirclesandasimplepathconnectingthem・  
Supposethataisnotaselfl00P．Then，∂a＝qV＋TWfbrsomeq，T∈（＋，－）and  

v，W∈Vwithv≠w．IfaiscontainedinoneoftheunbalanCedcircles，thenC－（a）  

fbrmsadirectedpathPinGI／，andleadstoacontradictioninthesamewayasinCase  

（i）．Ifaiscontainedinthesimplepath，thenthereexisttwodirectedpaths貧and  

薫inG′′，andhence，inGsuchthat∂貧．＝2qvand∂fb＝2TW．Then，therearetwo  

selfl00PSalanda2in（㌢1suchthat∂al＝2crvand∂a2＝2T．BythedefinitionofGI／  

thereexistsnoarca／inG′′suchtha．t∂al＝qV＋TW，Whichcontradictstheexistence  

Ofthearca．Hence，amuStbeaselAoop．Then，arCaitselfisoneoftheunbalanced  

circles．Let∂a＝2qv．Itfo1lowsthatC－（a）fbrmsapathPinG′′with∂P＝2qv，  

whichleadstoacontradictionasinCase（i）．  

Case（iii）：Cisaunionoftwounbalancedcircles．Wbwi11haveacontradictionbythe  

sameargumenta5inCase（ii）・  □  

WbseeffomLemma3．11togetherwithLemma3．9thattheproblemoffindingthe  

Hasse diagramofan acyclicbidirectedgraph cambereduced tothat offindingthe  

tranSitiveclosureandtheHassediagramofanOrdinarydirec七edgraph，andhence，Can  

besoIvedinO（）VI3）time．   
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3．4． The Minimum Cos七Circulation Problem  
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SupposethatJV’＝（G＝（隼A；∂），C）isabidirectednetwork，Wherec：A→RU（＋∞）  

isacapacityfunction．Letusconsiderthefo1lowlnglinearoptimizationproblem：  

（MCC）Minimize ∑a∈A7（a）p（a）  

Subjectto pisafbasiblecirculationinJV，  
（3・35）  

where7∈RAis acostfunction．ForProblem（MCC）weassociatethefo1lowing  

problemonthesignedcoveringnetworkJV＝（e＝（¢，A；∂），a）ofJV’．  

一一‾）  

（MCC）Minimize ∑丘∈jヤ（a）＠（茂）  

subject七0 ¢isafbasiblecirculationinJV，  

whereヤ∈RAisdefinedas  

今（α（＋））＝ヤ（αト））＝7（α）（α∈A）．  

（3．36）  

（3．37）   

Givenaftasiblecirculationp：A→RinabidirectednetworkN＝（G＝（竹A），C）．  

DefinetheaudliarynetworkJV；＝（G甲＝（町転句），C甲，7p）qfJV’withrespecttopas  

fbllows．  

A甲＝A吉UA；，  （3・38）  

w血ere  

A‡＝（αtα∈A，P（α）＜c（α）），A；＝（菰tα∈A，0＜p（α）），  （3溺）  

（α∈A‡），  （3．40）  

（3・41）  

（3・42）  

（3・43）  

（3・44）  

（3．45）   

α
 
 

∂
 
 
 

ニ
 
 
 

α
 
 

＆
r
 
 
 
み瓦 ＝ 一触（a∈A；），  

c甲（α）＝C（α）一甲（α）（α∈A吉），  

C甲（丘）＝ 甲（α）（a∈弔），  

7甲（α）＝7（α）（α∈A吉），  
≠（盈）＝ －7（α）（a∈A；）・  

Thecosf7甲（C）ofacycleC＝（vo，al，Vl，‥・，ak，Vk）in鴫isdefinedby7甲（C）＝  

∑た17p（ai）・Anqaiivecycleisacyclewithitscostbeingnegative－   

Anoptimalitycondition払rProblem（MCC）isdescribedintermsoftheauxiliary  
graphasfo1lows．  

1emma3．12：A伽扇抽c盲r蝕ね如れ甲玩〟由肌叩抜取αgざ0加抑扉（〟CC）げ肌d  

o痢卵九e陀由れ0陀印α励ecycヱe飯嶋・   
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（Proof）Ifthereexis七sanegativecycleCin．鳩，thenwehaNeananOtherfbasible  

circulationplwithsmal1ercos七thanPbyaugmentingsufRcientlysmal1amountofaow  

alongC．Hence，Pisno七anOP七imalsolutionof（MCC）・Conversely，SupPOSethatthere  

existsnonegativecycleinNら．Letp，beanOPtimalsolutionof（MCC）・Sinced一甲  

isa（notnecessarilyfbasible）circulationinG，itfbllows丘omLemma2・6thatp／－P  

decomposes as 
た  

ダー甲＝∑入‘Xれ 入‘＞0（盲＝1，…，た），  （3・46）  

f＝1  

wherexcListhecharacteristicvec七orofacircuitCiinGconfbrmingtop－Pr（i＝  
1，・・・，k）・Foreachi＝1，・・・，kde£nexD；：A甲→（0，1，2）by  

粕（α）（ifα甲＝竺，α∈A，Xc‘（α）＞0）  

－Xc‘（α）（ifα甲＝α，α∈A，Xc‘（α）＜0）  

0（otberwise）．  

てこ＝二GJ：＝ 

〈  

（3．47）  

Wecaneasilyseethatforeachi＝1，…，たxD’isthecharacteristicvectorofacircuit  

DiofG？andthathreachi＝1，…）kDina七ural1yinducesacycleEiwithitscost  

7甲（Ei）givenby  

7？（βり ＝ ∑≠（α甲）xが（α甲）  

卑∈が  

＝ ∑7（α）財（α）・  

d∈Ci  

（3．48）  

SinceN；hasnonegativecycle，WemuSthave∑a∈C；7（a）xcE（a）≧0foreachi＝1，…，k．  

Then，Wehave  

∑7（α）須α）－∑7（α）甲（α）  

α∈A  α∈A  

＝ ∑7（α）（甲′（αト甲（α））  

α∈A  

＝ ∑7（α）∑心細（α）  

α∈A  Ci∋瓜  

た  

＝ ∑入i∑7（α）xc車）  
fご1 α∈Ci  

≧ 0，  

たomwhichfo1lowsthatpisalsoanoptimalsolutionfor（MCC）．  

Notethat七heargumentintheproofofLemma3．12isalmostthesameaSintheca＄e  

fbr theminim11mCOSt CirculationinanOrdinarydirected graph，WhereRocka血11ar，s  

theorem（Theorem2・6）isfundamental．   
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Lemma3・13：β堺e兢扇G＝（竹A薄）由αは柁Cねdタ叩ゐ血統αCOざ孟匝c舌加  

7：A→Rα陀d兢αfG＝（ウ，A；∂）由翫拘れedc抑er吻夕叩允可G血統coぶ古画C如m  

ヤ‥A→Rd卸edあy（3・37）・珊e乃，Gたαぶヂ…e卯血cycge再犯d㈹紺舶用由那  
花e卵血ecycge血塊e吻乃edcoりer血夕即・呼んG．  

（Proof）Supposethatthereisanegativecycle  

e＝（（叫，α。），αi可，（叫，れ），…，α㌘），（恥打た））  

ine，Where（vo，qO）＝（vk，qk）Itfo1lows＆omLemma3・1thatthesequence  

C＝（恥α1，町…，恥，叛）  

（3．50）  

（3．51）  

払rmsacycleinGsincewehave∂C＝0．Moreover，Sincewehave7（C）＝1（e），the  
COStOfCisnegative．   

Conversely，ifCdefinedby（3．51）isanegativecycle，七henthecorrespondingsequence  

ede血edby（3．50）isacyclein∂duetoLemma3．1anditscostisnegativeas7（C）＝  

ヤ（e）．  ロ  

Tbeorem3・14：〝p由肌頑血相Jざ空聖乃か伽抽m（〟CC），翫乃中郷med毎（3・8）  

机叩画聖禦血項再相加（〟CC）・Co乃脚軸J掴由α乃叩嘉mαJざ血如か  

Pro抽m（〟CC），統e叩dゆedむy（3・6）ぉ肌0画mαgざ0～空禦か丹0♭gem（財CC）・  
β呼eCねggy，（〟CC）玩ざ∽呼子盲mαgβOg那加和げα几do碩げ（〟CC）ゐαざ・  

（Proof）SupposethatpisanoptimalsolutionofProblem（MCC）．ByLemma3・12，  

thereisnonegativecyclein鴫・Itfbllows駐omLemma3・13tha七thereisnonegative 一＿＿、＿＿′一－‾、－′‾ CyCleinJV；＝JV；・Hence，byLemma・3・12，申isanoptima・1solutionfbrProblem（MCC）・ 一一■、■■・・′   
Conversely，SuPPOSethat夢isanOPtimalsolutionfbrProblem（MCC）．De負nea  

fbasiblecirculationgby  

卯α（∈））＝綽卜亡））（α（‘）∈み  （3．52）  

Onecaneasilyseethat¢′isaf色asiblecirculation，andindeed，isoptimal．Now，ダ′＝  

－・▼了「丁＿√● 喜（¢＋g）isalsoanOptimalcirculation・Hence，thereisnonegativecycleinJ埠r＝埠l，  

Where甲′′isdefinedby（3．6）with早beingreplacedbypl，．It飲）1lows駐omLemma3．13  

that七hereisnonegativecyclein埠′・Therefbre，P＝甲′′isanoptimalsolutionibr  

Problem（〟CC）．  ロ   

Hence，Problem（MCC）canbereducedtoanOrdinaryminimumcos七circula毛ion  
一一■■■ヽ■■一一・■  

problem（MCC）andcanbesoIvedinpoly皿0mial七ime・However，eVenifthecapacity  

functionisintegral，theremaynotexistanintegraloptimalsolutionfbr（MCC）as  

Showninthefo1lowingexample：G＝（（vl，V2），（al，a2，a3‡；∂），Where∂al＝2vl，∂a2＝  

γ2一里，∂α3＝一加2，C（α1）＝＝C（α2）＝＝C（α3）＝1a皿d7（α2）＝1，7（α1）＝7（α3）＝0．S七札  

Wehavethefollowlng．   



44  Co皿ム血atoJゴdOp亡j血ga加nProbje皿ざ0皿8jdrecfedGr叩ムぶ誠dⅣe右抑止ざ   

Corollary3．15：〝アro抽m（〟CCり玩ぶα乃呼蕗mαgぶ0混血α几dc由血軸和才恒軍eC一  

助eJ肌e脚り，仇eれ宜£加ざα九α佑玩吻mけe呼eC如e毎払吻mリ呼出mαヱβ血如れ・ 一・－、＿■■一  
（Proof）If（MCC）hasanoptimalsolution，thenbyrrheorem3・14（MCC）alsohas  

一－■－、■－－・■′一  

anOptimalsolution．Furthermore，ifcisintegral（even），then（MCC）hasanintegral  

（even）optimalsolu七ion．Again，byTheorem3．14，thereexistahal鼻integral（integral）  

Optimalsolutionfor（〟CC）．  ロ  

3．5． The Minimum Cut Problem and七he Maxi－  

mum Flow Problem   

In thissectionweconsidertwooptimizationproblemsonbidirectedgraphs，namely，  

theminimumcu七problemamdthemaximum且owproblem・Itwi11beshownthatthe  
PrOblemscanbereducedto七hoseonslgnedcoveringgraphsinlineartimeandthatthe  
Well－knownmaxflow－mincuttheoremgeneralizestobidirectedgr叩hs・   

SupposethatN＝（G＝（VA；∂），C）isabidirectednetworkands，まarenotnec－  

essarilydistincttwoverticesofG．WbhaNethreetypesofminimumcutproblem．A  

minimumcutproblemisanyOneOf（MCl）～（MC3）de丘nedasfbllows：  

（〟Cl）Minimize 佗。（ズ，y）  

subjectto（X，Y）∈3l●’，S，壬∈X．   

（MC2）MinimizeI｛c（X，Y）  

subjectto（X，Y）∈3V，S，i∈Y  

（MC3）Minimize fCc（X，Y）  

subjectto（X，Y）∈3V，S∈X，i∈Y  

（3．開）  

（3・54）  

（3・55）  

Thisvarietyofproblemscorrespondstothethreetypesofarcinabidirectedgraph．If  

Wehaves＝まin（MC3），theproblemisobviouslyinfbasible・Hence，WeaSSumeS≠ま  

WhenProblem（MC3）isconsidered．   

AssociatedwithProblems（MCl）～（MC3），letusconsiderthefbllowingproblems  
一・－〉  

一・－‾、＿＿一一 （MCl）…（MC3）onthesignedcoveringnetworkjVofN．  

一一〉 （MCl）Minimize 毎（廠）  

subjectto鬼∈2V，（ち＋），（ち＋）∈廠，（β，－），（い）㌻え  

一′一■、＿一一 （MC2）Minimize ka（曳）  

snbjecセセ0廠∈2ウ，（β，－），（ま√）∈曳，（β，＋），（い）庭え  

（3・56）  

（3．57）   
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一－■■〉  （MC3）Minimize 毎（鬼）  

subjectto廠∈2V，（s，＋），（i，－）∈鬼，（s，－），（t，＋）¢k．   

W占cal1asubset鬼ofウ■isoiropicif鬼∩曳＊＝＠．  
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（3．58）  

Tbeorem3．16：凡reαCん盲＝1，2，3伽γee£由ねα0乃e－ね－0†ほCOr代印0γもdeγlCeわe如eeれ  

〟ほざe古材伽叩舌盲mαgざ血如乃β♪r（〟C五）肌d兢eざe舌扉兢eま叩け叩宜co〆盲mαgβOJ混血乃β  
一～  

カγ（〟C壱）．  

（Proof）Itsu伍cestoshowonlythecasewheni＝3sincetheothercasescanbetreated  
Similarly．  

If（X，Y）∈3VisanoptimalsolutionofProblem（MC3），thenwehavetha七  

度＝（ズ，＋）∪（γ－）  （3．59）  

一－一一、．＿■■′  

isafbasiblesolutionofProblem（MC3）and打omLemma3．3thattheoptimalvalueof  

一－－－1l■l、ヽ一■■■■′ （MC3）i＄nOt野ea七erthan七ha七Of（MC3）・Conversely・fbr盟OPtimalsolution鬼of  
一一－、－一一一●■－ （MC3）X′＝X－（鬼∩廠＊）isalsoanoptimalsolutionof（MC3）byLemma3．4．The  
Signedsubset（X，Y）definedby  

（ズ，y）＝（（可（γ，＋）∈舟），i可（γ，－）∈舟））  （3．60）  

givesafeasiblesolutionof（MC3）・Hence，byLemma3・3，theoptimalⅤalueofProblem  
一一－■ヽ－一一′  

（MC3）isgreaterthanOrequal七Othatof（MC3）・Therefore，thetwooptimalvaluesare  

equal．Now，itiseasy七oseethemappingdefinedby（3．59）（or（3・60））givesadesired  

One－tO－OneCOrreSPOndence．  ロ  

W占see丘omTheorem3．16thataminimumcutproblemforabidirectedgraphcan  

bereducedtoaminimumcutproblemfor・anOrdinarydirectedgraphaftercontractions，  

ifneces8ary，OftwopalrSOfvertices．   

GivenabidirectednetworkJV’＝（G＝（VA；∂），C）andnotnecessarilydistincttwo  

verticessandt，letusconsiderthemaximumβowproblemdefinedasanyOfthefo1lowing  

（〟ダ1）～（朗73）：  

（MFl）Maximize ∂p（（s，i））  

subjectto ∂甲（v）＝0（v∈V－（s，i）），  

0≦p（α）≦c（α）（α∈A）・  

（MF2）Maximize －∂p（（s，t））  

subject七0 ∂p（γ）＝0（γ∈Ⅴ－（β，舌〉），  

0≦p（α）≦c（α）（α∈A）・  

（3・61）  

（3・62）   
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（〟祁）Maximize 軸（β）－∂p（電）  

subjectto ∂p（v）＝0（v∈V－（s，i）），   （3．63）  

0≦リ（α）≦c（α）（α∈A）．  

Notethatthemaximum且owproblemforordinarydirectednetworksisof（MF3）type．  

Asinthecase払rdirectednetworks，themaximumaowproblemfbrbidirectedgraphs  

Canbeconsideredasaminimumcostcircula七ionproblem：fbrProblem（MF3）ifweadd  
toJV’anewarCao¢Awithitsboundary∂ao＝－S＋舌，then（MF3）isjustaminimum  

COStCirculationproblemwiththecostfunc七ion7，Say，7（ao）＝－2and7（a）＝0（a∈A）†  

Similarly，（MFl）and（MF2）reducetominimumcostcirculationproblemsifweadda  

newarcaowith∂ao＝－S－tand∂ao＝S＋f，re＄peCtively．Therefbre，them弧imum  

負owproblemonabidirectedgraphcanbereducedtoam弧imum丑owproblemonits  
＝ SlgnedcoverlnggraPhaswasshowninSection3．4．   

Thedualitybetweenthemaximumaowproblems（MFl）…（MF3）andthemini－  
mumcutproblems（MCl）～（MC3）canbeseenasfbllows．Ⅰ七iseasytoseethatfbr  

anyfbaBiblesolution甲Of（MF3）andanyfもasiblesolution（X，Y）of（MC3）wehave  

∂p（s）－∂p（i）≦rcc（X，Y）・AIso，thesimilar（weak）du扇itiesholdbetween（MFl）and  

（MCl），andbetween（MF2）and（MC2）．  

Tbeorem3・17：動reαCた盲＝1，2，3伽mα戒m鋸m即α払eげア和独m（財ダ吏）由呼dね  

兢em玩盲mぴmUαgUe扉戸川抽m（〟C戎）．  

（Proof）ItsufRcestoconsiderProblem（MC3）onlysincetheotherproblemscanbe  
treatedsimi1arly，Let（X，Y）beanoptimalsolutionfbrProblem（MC3）．It fbllows  

′－－ヽ－■一靡 fromTheorem3．16tha七度definedby（3．59）isa皿Optimalsolution払rproblem（MC3）  
andthatFCc（X，Y）＝屯（X）．Then，bythemaxBow－mincuttheorem払rordinarydirected  

graphs，thereexistsafbasibleRow？inthesignedcoveringgraphJVsuchthat  

∂紳，士）＝0（Ⅴ∈Ⅴ－‡β，瑚  （3．6ヰ）  

and  

克。（鬼）＝∂綽，＋）＋∂純一）  

＝ －∂綽，一卜∂紳，＋）．   （3・65）   

Itfo1lows丘omLemma3・2thatpde丘nedby（3．6）isafbaBible鮎winNsuchもbaも  

∂p（βト∂紳）＝鶴（曳）  （3．66）  

弧d∂早（γ）＝0払川∈Ⅴ－‡β，け  ロ  

Againltheintegralityforamaximumaowinordinarydirectednetworksisnolonger  

holdsforbidirectednetworks．   
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3・6・TheMinimum－Ⅵ毎ightIdealProblem  

Inthissectionweconsidertheminimum－Weightidealproblemfbrbidirectedgraphsand  

Showthatthesamereductiontechniqueisvalidaswe11astheproblemsconsideredin  

theprevioussections．   

Given abidirectedgraph G＝（VA；∂）andaweightfunction w：V→R，the  

minimum－Weightidealproblemisdefinedas払1lows：  

（MWI） Minimize w（X，Y）＝∑w（vト∑w（v）  
Ⅴ∈ズ む∈y  

Subjectto（X，Y）∈T（G），  

（3．67）  

Wherer（G）isthesetofal1theidealsofthebidirectedgraphG＝（VtA；∂）．   

Letusconsiderthebidirectedne七WOrkN＝（G，C），Wherethecapacityfunctioncis  

defined as  

C（α）＝＋∞  （α∈A）■  

Then，itfo1lows丘omthedefinitionofidealand（3．68）that  

ヱ（G）＝（（ズ，y）‡（∬，y）∈3γ，採。（ズ，y）＝0），  

wherefCc：3V→RU（＋∞）isthecutfunc七ionassociatedwithJV’．   

SincelCc（X，Y）≧0forany（X，Y）∈3V，i七fbllow＄企omLemma2．2that  

（3・68）  

（3．69）  

Lemma3・18（【10］）‥動r肌yみ盲d如c古edgr叩九G＝（叫A；∂）ヱ（G）おα（U，∩トcねぶed  

わm軸0れVw言放（軋¢）∈ヱ（G）．  ロ   

LetusconsiderthesignedcTeriTgraphe＝（ウ，A；b）ofabidirectedgraphG＝  
（VA；∂）．Recal1thatasubsetJofVisanorderidealofe（ア）ifforeachaxca∈A  

with由＝（w，7－）p（v，q）and（w，T）∈Jwehave（v，q）∈j．   

Letusconsideracapa，Cityfunction己definedbyE（a）＝＋∞（a∈Ji）．Then，theset  

ち（6）ofal1theorderidealsofeisgivena5  

ち（句＝（プげ⊆ウ，毎j）＝0‡，  （3．70）  

where毎is七hecutfunc七ionassociatedwithガ＝（録）．WbseeffomLemma3．3，（3．69）  
and（3．70）七hefb1lowinglemma．  

Lemma3・19（Fischer［31】，Ando，F再ishigeandNemoto【11］）：77Lem呼Pin9  

（ズ，y）－（ズ，＋）∪（γ－）  （3．71）  

タ血ざα0乃e－わ一抑eCO汀e讐Omde乃Ceあe古び紆打払eざe士毎払e盲血αg5げGα乃d侮ぶef扉鮎  

由0か叩盲coder壱deαね扉G．  ロ   
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Now，defineaweightfunction励：V→Rby  

坤，＋）＝ 里中）（（u，＋）∈和  

正（γ，－）＝ －W（u）（（u，－）∈ウ）．   

Itfo1lowsffomLemmas3．19and3、4thatProblem（MWI）isreducedtotheproblemof  

丘nding・aminimum－WeightorderidealofthedirectedgraphGwithrespecttotheweigh七  
痴（【11］）．Thatis，tOfindaminimum－Weigh七idealofthebidirectedgraphGwefirs七  

computeaminimum一ⅣeightorderidealJofthedirec七edgraphGbyanyminimum－Cut  
algorithm（see〔65】，【66】and［1】），thenobtaintheisotropicorderidealj／←J－J＊by  
（3．16），and丘ndtheideal（X，Y）ofGcorrespondingtoj，by（3・71）・Notethatthe  
weightofanOrderidealJofGisequaltothatofitscorrespondingisotroplCOrderideal  
J／＝J－J＊．   



Chapter 4 

（LJ，rlトclosedFamiliesandSignedPosets  

A bidirected graph G＝（町A；∂）is called asi9nedposeton Vifitis acyclic弧d  

transitivelyclosed，i．e．，itsatis鮎sthe払1lowlng：  

（i）Therearenotwoarcsal，a2∈Asuchthat∂al＝－∂a2・  

（ii）Foranytwoarcsal，a2inGtha七areoppositelyincidenttoavertexthereexistsan  

訂Cα3∈Asucbtbat∂α3＝∂α1＋∂α2．  

（iii）Foranytwoselaoopsal，a2in Gincidenttodistinctverticesthereexistsanarc  

a3∈Asuchtllat2∂a3＝∂al＋∂a2．  

SeeFigure3．2．aforaneXampleofasignedposet．Ⅴ・Reiner［73］hasinもroducedthe  

COnCept Ofsigned poset and showed七heso－Cal1ed signed Birkhoぼtheorem thatis a  

Signedanalogueofthewell－knownBirkhoぽtheoremon therelationshipbetween the  
Se七ofidealsofaposet and adistributivelattice．（Ourde負nitionofsignedposetis  

equivalentbutslightlydi触enttotheonegivenbyReiner【73］．）ThesignedBirkhoif  

theorem［73，Theorem4・8】assertstha七重bra・finitelatticeLwiththemaximl11－1CIcmcnt  

i，L：～（i）isisomorphictothesetofidealsofsomesignedposetPifandonlyifL  

is Bn－distributive，Where7）isdeterminedbyL：uptoisomorphismaBaSlgnedposet  

（see【73］fbrtheterminology）・   

Wbshal1showatheoremthatthereexistsaone－tO－OneCOrreSpOndencebetweenthe ■  

setofal1thesimpleandspanning‡LJ，n）－Closedfamiliesf⊆3Vonvandthesetof  

al1theslgnedposetsPonVsuch七hateachsuchFisもhesetofalltheidealsofthe  
COrreSPOndingslgnedposet7）．Thetheoremisaset－theoreticalversionoftheslgned  

BirkhoぼtheoremofV・Reiner，WhichshedsanewlighもOntheslgnedBirkho紆theorem． ●  

Wealsodiscuss七herepresenta七ionsofgeneralnon－Simpleornon，SP弧ning‡u．n）－Cl岱ed  

fami1iesandmakeclea∫therelationshipbetweenbalancedbidirectedgraphs弧dproper  

bisubmodularsystcms．   

Theres111七ObtainedinthischaptergⅣeSanimportantbasisfbrdevelopingaもhe－  

OryOfbisubmodularfunctionsand associa七edpolyhedrasincefbranypoinもXinthe  
bisubmodularpolyhedrondefinedby（2．15）もhecollecもionf（∬）ofii9hisignedsetsgiven  

by  
ア（ご）＝（（∫，1√）l（∫，l・●一）∈ア、エ（∫、l■）＝J（∫、1′））  

49   
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fbrmsa（LJ，rl）－Closedsubfamilyoff．Wecanseethatapointx∈P減（f）isaneXtreme  

POintofP＊（f）ifandonlyiff（x）issimpleandspanning（seeChapter5）・Therefbre，  

fbreachextremepointxofthebisubmodularpolyhedronP＊（f）wehaveasignedposet  
associatedwithF（x）．WbcanCharacterizetheadjacencyofextremepoin七softhebisub－  

modularpolyhedronintermsoftheHassediagramsoftheassociatedsignedposets．By  

meansoftheslgnedposetrepresentationwecanfurtherexaminefacets，faces，dimen－  

Sions，COnneCtedcomponents，themembershipproblemetc．forbisubmodularpolyhedra  

（seeChapter5）．   

Thischapterisbasedonthepaper【4】andpartial1yon【8］．  

4・1・（LJ，∩トclosed Familiesand their Representa－  

tions   

ForanybidirectedgraphG＝（竹A；∂）1e七usdenotetheset‡∂ala∈A）by∂A．   

Now，1etusconsiderasimpleandspanning（u，∩）－Closedfamilyf⊆3V．（Reca11  

thedefinitionofasimpleandspanning（U，n）－ClosedfamilygiveninSection2．1）．   

Foreachv∈V define  

F（巾）＝∩（（方，y）l即∈ズ，（ズ，y）∈ア）   

ifthereexistssome（X，Y）∈Fsuchthatv∈X，anddefine  

Fトu）＝∩（（∬，y）Ⅰγ∈㌣（ズ，y）∈ア）  

（4．1）  

（4．2）  

ifthereexistssome（X，Y）∈Fsuchtha・七v∈Y．If七hereisno（X，Y）∈Fsuchthat  

V∈X（orv∈Y），thenwedefineF（＋v） 

FisaspanningfamilyonV，F（＋v）orFトv）isnonnullforanyv∈V．   

ForanyZ＝（X，Y）∈3Vwedefine  

Z＋＝ズ，Z‾＝y  （4．3）   

Givenasimpleandspanning（U，n）－ClosedfamiけF⊆3Vonv，WeCOnS七ruCtabidi  

rectedgraphG（f）asfo1lows・G（P）hasthevertexsetV．ThearcsetAisconstruC七ed  

bythefo1lowingprocedures（1）～（3）：  

（1）恥reacb労∈Ⅴ   

（1a）ifFトv）＝（軋＠），addaselAoopaa七vsuchtha七∂a：＝－2v，   

（1b）ifF（＋v）＝（軋＠），addaselAoopaatvsuchthat∂a＝＝2仇  

（2）Foreachdistinctv，W∈V   
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（2a）ifw∈F（＋v）＋，addanarCaSuChthat∂a＝V－W，   

（2b）ifw∈F（十V）‾，addanarCaSuChthat∂a＝V＋w，   

（2c）ifw∈F（－V）＋，addanarCaSuChthat∂a＝－V－W，   

（2d）ifw∈Fトv）‾，addanarCaSuChthat∂a＝＝－V＋w・  

（3）ForanytWOSelfl00PSalanda2thatareincidenttodistinctvertices，addanarCa3  

SuChtbat2∂α3＝∂α1＋∂α2．  

DuringtheconstructionofthearcsetA，ifanarCtObeaddedhasalreadybeencon－  

StruC七ed，thenweskiptheoperation．   

TbshowthatthebidirectedgraphG（F）construCtedaboveisa・Signedposet，We  

need somelemma乱   

Lemma4．1：Pbranydistincモv，W∈V  

（a）げひ∈F（巾）＋，娩e7川≠F（十W）＋，  

（b）げw∈F（巾）‾ノ兢e乃γ≠Fトw）＋，  

（c）げⅧ∈Fトγ）＋，仇e乃V≠F（＋可‾，   

（d）げw∈F（－V）‾，兢eT川≠F（－Wト  

（Proof）Weshow（a）（theproo鈷oftheothercasesaresimi1ar）・   

Suppose，Onthecontrary，thatw∈F（＋v）＋andv∈F（＋w）＋・Sincefissimple，  

thereissome（X，Y）∈fsuchtha七（1）v∈XUYandw≠XUY，Or（2）v卓XuYand  

w∈XUY．InCase（1），ifv∈X，then（F（＋v）rl（X，Y））＋containsvbutnotw，Which  

contradictstheminimalityofF（＋v）；andifv∈Y，then（F（＋w）u（X，Y））＋containsw  

butnotv，Whichcon七radictstheminimalityofF（＋w）．Case（2）canbetreatedsimilarly  

誠Ca5e（1）．  ロ   

ムe皿ma4．2：凡γα乃ydね血c舌u，ぴ∈Ⅴ・  

（a）ぴぴ∈F（＋u）＋，兢eγもF（＋可⊂F（巾），  

（b）ゲw∈F（巾「，仇e乃F卜び）⊂F（＋u），  

（c）げぴ∈Fト釘）＋，翫乃F（＋w）⊂Fトu），  

（d）ゲw∈Fトγ）‾，統帥Fトw）⊂F卜可・  

（Proof）Iftheinclusion⊂isreplacedbytheinclusion⊆withequality，theneachasser七ion  

easilyfo1lowsffomthedefinition（七heminimali七y）ofF（・）・Thestrictinclusion⊂isdue  

to Lemma4．1．  ロ   

もemma4．3：鞠γα叩d由血cfγ，W∈Ⅴ  

（a）げぴ∈F（巾）＋肌dFトぴ）≠（町恥が料川∈F卜w）‾，  

（b）呼び∈F（巾「α几dF（＋ぴ）≠（¢，軋兢e兜町∈F（＋w）‾，  

（c）好Ⅷ∈Fトγ）＋肌dF卜w）≠（軋軋兢emu∈町Ⅷ）＋，   
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（d）げw∈F（－γ）‾肌dF（＋w）≠（¢，軋統e乃即∈F（十び）＋．  

（Proof）Weshow（a）（theproo鈷oftheothercasesaresimilaご）．   

Suppose，Onthecontrary，thatw∈F（＋v）＋，F（－W）≠（¢，㊥）andv≠Fトw）－．Then  

Wehavev∈（F（＋v）uF（NW））＋andw≠（F（＋v）uFトw））＋，Whichcontradictsthe  

minimalityofF（＋v）．  口  

Lemma4・3par七1ycorrespondstoProposition4・6in［73］．   

1emma4．4：爪汀α喝＝払寓肌豆町W∈Ⅴ   

（a）ゲw∈F（巾）＋α乃dF（－V）＝（¢，軋伽乃F（－ひ）＝（町恥   

（b）か〃∈F（＋叶‾肌dF（－γ）＝（軋恥兢emF（＋ひ）＝（町恥   

（c）ぴw∈Fトγ）＋αmdF（巾）＝（¢，恥がほmFト可＝（¢，軋   

（d）げⅧ∈Fトγ）‾αmdF（巾）＝（¢，軋兢eれF（＋ぴ）＝（¢，町  

（Proof）Weshow（a）（theproo飴oftheothercasesaresimilar）．   

Suppose，Onthecon七rary，thatw∈F（＋v）＋，Fトv）＝（¢，¢）andF（－W）≠（O，＠）．  

ThenたomLemma4・3wehavev∈F（－W）‾，Whichcontradictstheassumptionthat  

Fトγ）＝（町町  □  

FromLemmas4・1…4・4wehavethefo1lowlng．   

Tbeorem4・5‥meあ宜dかecfedタr叩九G（ア）＝（竹A；∂）d所乃edαゐ彿e由α由れedp鋸ef．  

（Proof）Letuscheckcondi七ions（i）～（iii）inthedefinitionofasignedposet．  

（i）Suppose，Onthecontrary，thatthereexisttwoarcsal，a2∈Asuch七hat∂al＋∂a2＝0．  

Thesealanda2arebo七hnonselEooparcsorbothselAooparcs．Sincesel且00ParCSaXe  

addedonlybyProcedure（1），thecaseof七woselaoopsisexcludedduetotheremark  

givenafterthedefinitionofF（・）・Hence，守uPpOSealanda2arenOnSel＆00parCS・Bythe  

SamereaSOnaSabove，theyarenotbothaddedbyProcedure（3）．AIso，theycannOtbe  
bothaddedbyProcedure（2）duetoLemma4．1．Theonlypossibilityisnow七hecase  

WhenoneisaddedbyProcedure（2）andtheo七herbyProcedure（3）．However，thiscase  

isalsoexcludedbyLemma4．4．  

（ii）Suppose∂al＋∂a2＝土vj＝Wforsomev，W∈V．W占trea七onlythecasewhen  

∂al＋∂a2＝V＋wsincetheothercasesaretreatedsimilarly．Thenwehavev－u∈∂A  

and祝＋ぴ∈∂A．   

Whenu＝W，WehaveF（＋w）＝（¢，¢）andhencev∈Fトw）‾・Then，byLemma4・4，  

WehaveF（＋v）＝（町恥whichimplies2v∈∂A．Hence，Procedure（3）constructsanarc  

α3∈Awith∂α3＝U＋w．   

Whenu≠wandv≠w，thismeanSthatwehaveoneofthefbllowing（a）～（f）：（a）  

U∈Fト祝）‾，視∈F（＋ぴ）‾；（b）鋸∈F（＋叶十，W∈F（＋祝）‾；（c）γ∈Fト視）‾，ぴ∈F（＋軒；   
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（d）祝∈F（＋γ）＋，祝∈F（＋ぴ）‾；（e）F（＋v）＝（¢，卯，F卜㍑）＝（¢，軋乱，∈F（＋祝）‾；（f）  

F（＋w）＝（0，0），F（＋u）＝（軋＠），V∈Fトu）‾．Both（a）and（b）implyv＋w∈∂A企om  

Lemma4・2．InCase（c），ifbothF（＋v）＝（軋0）andF（＋w）＝（裾町thenwehave  

v＋w∈∂AduetoProcedure（3）．Moreover，ifF（＋w）≠（軋O）（orF（＋v）≠（¢，＠）），then  

Case（c）isreducedtoCase（a）（orCase（b））丘omLemma4・3・Case（d）isreducedto  

Case（a）（andCaぶe（b））丘omLemma4．3sinceF（－u）≠（¢，0）（andF（＋u）≠（＠，0））・In  

Case（e）（orCase（f））wehaveF（＋w）＝（軋＠）（orF（＋v）＝（¢，¢））duetoLemma4・4，  

SOthatwehavev＋w∈∂AbyProcedure（3）・   

Whenv＝W，ifthereisasel且00PaWith∂a＝2v，thenwearefinished．So，SuPPOSe  

thatarcsal，a2With∂al＝V－Wand∂a2＝V＋waxenotconstructedbyProcedure（3）．  

Thenwehave（Ⅰ）v∈F（＋w）－orw∈F（＋v）～and（II）v∈F（－W）‾orw∈F（＋v）＋．  

IfwehaveF（＋v）≠（¢，＠），fromLemma4．3（Ⅰ）impliesw∈F（＋v）－and（ⅠⅠ）implies  

W∈F（＋v）＋，aCOntradiction．Hence，F（＋v）＝（  

（iii）ThisisduetothedefinitionofG（F）・  

W占nowdenotethesignedposetG（ア）by7）（f）＝（隼A；∂）・   

Lemma4．6：Lel（X，Y）∈3l′beanidcalqfthesignedposetア（7）．77ienWehavc  

（¢，¢）≠F（巾）⊆（ズ，y）  （γ∈∬）  （4・4）  

（軋即≠F（一即）⊆（ズ，y）  （u∈y）  （4・5）   

（Proof）Since（X，Y）isanidealof7）（f），relations（4A）and（4．5）hllow丘omthe  

de五nitionofア（ア）．  □  

Now，WeShowthefo1lowlngtheorem．  

Tbeorem4・7：乃eβe古材αgg仇e宜deαねげ娩e上軸medpoざe舌ア（ア）co玩c盲deざび肋娩e  

g7Ue乃ア．  

（Proof）Supposethat（X，Y）∈3Visanidealof7）（7）．FromLemma4．6wehave  

（ズ，y）＝（Uγ描F（＋γ））∪（∪Ⅴ∈yF（－γ））．   

Hence，（ズ，y）∈ア．   

Conversely，SuPPOSe（X，Y）∈F．ThenwehaNe  

（¢，¢）≠F（＋u）⊆（ズ，y）  （v∈∬），  

（¢，¢）≠Fトu）⊆（∬，y）  （v∈y）．   

If（X，Y）isnotanidealof7）（F），thenwehavethefbllowing（Ⅰ）or（ⅠⅠ）：  

（4・6）   
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（Ⅰ）Forsomev∈Xwehaveoneofthe払1lowingthree：   

（a）Thereisasel且00PaSuChthat∂a＝2v．   

（b）Thereareanonselaooparcaandavertexw¢Ysuchthat∂a＝＝V＋w．   

（c）ThereareanonselAooparcaandavertexw≠Xsuchthat∂a＝＝VMW・  

（ⅠⅠ）Forsomev∈Ywehaveoneofthefo1lowingthree：   

（a）Thereisasel丑00PaSuChthat∂a＝－2v．   

（b）Thereareanonsel且00ParCaandavertexw卓Xsuchthat∂a＝－V－W．   

（c）ThereareanonselAooparcaandavertexw≠Ysuchthat∂a＝－V＋w・  

Case（Ⅰ一a）isimpossiblesinceF（＋v）≠（軋¢）払rv∈X．InCase（Ⅰ－b），Wehavew∈  

F（＋v）‾orv∈F（＋w「・Butw∈F（＋v）‾isimpossibleffom（4．7）sincew¢Y．So，We  

musthaⅣeV∈F（＋w）‾，Whichimpliesw∈F（＋v）－⊆Y（due七OLemma4．3and（4．7）），  

acontradiction・SimilarlyasCase（Ⅰ－b），Case（Ⅰ－C）alsoleadsustoacontradic七ion．Case  

（ⅠⅠ）canbetreatedsimilarlyasCase（Ⅰ）．   

Consequently，（X，Y）mus七beanidealof7）（F）．  □  

Theorem4．7assertstha七7）（・）de五nesaone－tO－Onemapping丘・Omthesetofsimple  

SPanning（U，rl）－ClosedfamiliesonVtothesetofsignedposetsonV．W占showthat  

themapplnglSalsoon七0．   

Forasignedposetア＝（竹A；∂）andavertexv∈V，When2v卓∂A，define  

Ⅰ（巾）＝（（w】u－W∈∂A）∪（u），（可v＋w∈∂A））   

andwhen－2v≠∂A，define  

（4・9）  

Ⅰ（－γ）＝（（項卜用－ひ∈∂A），（wトーγ＋w∈∂A）∪（可）．  （4．10）   

AIso，if2v∈∂A（or－2v∈∂A），WedefineI（＋v）＝（¢，¢）（orIトv）＝（＠，¢））．Wbcan  

easilyseethatI（＋v）andIトv）areidealsof7）・Wらcal1Ⅰ（＋v）thepositiveprincipal  

idealatvandIトv）thenqgativeprinc亘palidealatvofP．（Infact，forasimpleand  

SPanning（U，n）－ClosedfamilyfonVanditscorrespondingsignedposetアonVwe  

haveI（＋・U）＝F（＋v）andI（－V）＝F（－V）forv∈V．）   

Lemma4・8：LeiZ（7））bcthcsetqfallthcidealsqfasignedposct7）onl′・77Len＝（7））  

盲βαざ如甲～eα乃d甲α乃れ両（u，∩トcわざed舟m勒0乃Ⅴ．  

（Proof）Weknowtha七r（7））is（U，rl）－Closedfhmi1y（seeLemma3．18）．Hence，itsu氏ces  

toprovethatr（7））issimpleandspanning．   

First，WeShow七hatZ（7））isspanning・Bythede丘nitionofthesignedposet7）＝  

（隼A；∂），fbranyV∈Vwehave2v≠∂Aor－2v≠∂A．Therefore，thereexistsa   
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nonnullidealⅠ（＋v）orI（－V）foranyV∈V，andhence，Z（P）isspanningsinceZ（ア）is  

（∪，∩トclosed．   

Next，WeShowthatr（7））issimple．Foranydistinc七v，W∈V，SuPPOSe2v≠∂A  

Withoutlossofgenerality・Ifw≠Ⅰ（＋v）＋uI（＋v「，thenwearedoneandifⅧ∈  

Ⅰ（＋v）＋∪Ⅰ（＋v）‾，then（Ⅰ（＋v）＋－（v），Ⅰ（＋v）‾）isadesiredidealthatseparatesvandw・  

〔コ   

Lemma4・9：釣r如0吻乃edpoβeねア＝（隼A；∂）α几dア′＝（竹A′；∂′）omV，げ∂A≠  

∂′A′，仇eれヱ（ア）≠ヱ（ア′）．  

（Proof）Ifthereexistssomev∈Vsuchthat2v∈∂A－aIAl（or－2v∈∂A－a／AI），then  

thepositive（ornegative）principalidealatvofP′isnotcontainedin＝（7））．So，SuPPOSe  

thatアandアIh孔Vethesamesetof＄elAoops．Ifthereexistdistinctv，W∈Vsuchthat  

即一班∈∂A一打A′，tben加≠伊A′or－2w≠∂′A′．If2u≠∂′A′（or－21〃≠伊A′），tben  

fbrthepositive（ornegative）principalidealⅥ′atv（orw）of7）′wehavew卓W＋（or  

V≠W－）．Hence，Wisnotanidealof7）．Othercasesaretreatedsimilarly．  ロ  

FromTheorem4．7，Lemma4．8andLemma4．9wehavethemaintheorem．   

Tbeorem4．10：mere e£宜βねα0†ほ－わーOme COrre呼Omde乃Ceわe血e即も兢eβeま扉αヱJ兢e  

ざ血甲geαmd呼α乃乃両（∪，∩トcg卵edルm砧慧ア⊆3V o乃Ⅴαmd伽βeま扉αJg翫吻乃ed  

p鋸eね0γもⅤざ視Cゐ兢α£eαC九β祝C九ア血統eβe古材α～g統e宜deαね扉娩e co汀℃甲O花成叩  

拘れedpoβe才ア．九舟cちβ那CゐαOne－ね－0れeCOm甲0乃deγ乙Ce盲β0ゐね玩edあymα最mgeα亡九  

アcom軍Omdねア（ア）．  ロ  

Thisisaset－theoreticalversionoftheslgnedBirkhofftheoremofV．Reiner  

4・2・General（u，rlトclosedFamilies  

Inthissectionwediscusstherepresentationsofnon－Simpleornon－SPanning（LJ，nl－  

closedfamilies．   

Considerany（U，n）－Closedfhmi1yア⊆3V・Ifa（U，n）－ClosedfamilyfonVdoes  

notcontain（＠，O），七henfbrtheminimumelement（Xo，yb）offdefine  

タ＝（（ズー端，y－％）l（ズ，y）∈ア）．  （4．11）  

Then，Flisa（LJ，rl）－ClosedfamilyonVwith（¢，＠）∈Fandf／isisomorphictof．  

Hence，WeCanaBSume（¢，¢）∈F．   

Now，COnSiderany（U，n）－Closedfamilyf⊆3Vwith（軋O）∈f．Defineanequiv－  

alencerelation～OnSupp（F）aBfo1lows・Foranyv，W∈Supp（f）wehavev～Wif   
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andonlyifforeach（X，Y）∈Feitherv，W∈XuYorv，W卓XuY．Theequivalence  

Classesa8SOCia七edwiththeequivalencerelation～giveapartitionn（F）ofSupp（7）．  

BythedefinitionoftheequivalencerelationweseethateachcomponentW∈n（f）  
isdividedintotwosetsWiandl鳩（eitherbu七notbothpossiblyempty）suchthat丘〉r  

each（X，Y）∈Fwi七hW⊆XuYwehaveeither   

（1）Wl⊆ズ弧dV晦⊆y，Or   

（2）Wi⊆yandl鳩⊆ズ．  

Therefore，WeShouldconsidern（ア）asadoublepartition，WhereeachcomponentW∈  

rI（F）isfurtherpartitionedintotwosetsWiandl悔．   

SummarlZlng，Wehave七hefb1lowlnglemma． ●●   

Lemma4・11‥Fbrany（LJ，n）vcloscdjhmilyf⊆3l●′with（軋0）∈F thereuni  

e3：istsapartitionIl（F）qfSupp（7）suchthattwoelementst＝，tL｝∈Supp（f）belongto  

兢eβαmeCO叩PO乃eれ士扉n（ア）げ肌do鳩卵加re盲ざ乃0（ズ，y）∈ア仇α舌叩αrαねβUαれd  

肌凡γ娩ermoγe，eαCゐco叩pOmeγも舌Ⅳ∈n（∫）由肌卸egydecoγ叩0ざed血0如0匹rね勒  

∽dl鳩ざ㍑C九兢α古かα叩（ズ，y）∈アひ肋（Ⅳ1Ul鳩）∩（ガリy）≠¢we九肌ee肋er  

Wi⊆ズαmdⅥち⊆y，OrWl⊆yα几dl鳩⊆ズ．∬eγe，e鵡erⅣiorWら「玩fれOfわ0叫  

mαyわee7呼称  □  

Recal1thatた）ranyfamilyf⊆3VandanySubsetU⊆VthereAectionf：UofF  
byUisdefineas  

ア：打＝（（ズ，y）：呵（芳，y）∈ア），  

Where（X，Y）：Uisdefinedby  

（4．12）  

（∬，y）：ぴ＝（（ズーぴ）∪（yn町（y－ぴ）∪（ズ∩亡／））   （4・13）  

払reacb（ズ，y）∈ア．   

Ifei七herl仇orl鳩isemptyforeachW∈IT（ア）inLemma4．11，WeCal1fhomqge－  

neous・Iffisnothomogeneous，definingU＝U（WらlⅣ∈n（F）），there鮎ctionF：U  

ishomogeneousandiscalledahomo9enizationofF．Define  

チ＝（（鬼，す）I（ズ，y）∈ア‥叶   

Whereforeach（X，Y）∈7：U  

（4．14）  

（鬼，す）＝（（ⅣlⅣ∈Ⅲ（ア），Ⅳ⊆可，（W↑Ⅳ∈叫ア），Ⅳ⊆y））・  （4・15）  

Then，fisasimpleandspanning（U，∩）－ClosedfamilyonⅢ（f），andhence，isrepre－  
sentedbyasignedposetduetoTheorem4，5．Wecal1ithesi叩坤cαtionofF．Forthe   
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homogenizationofFwecanChooseeitherl仇orl鳩foreachcomponentW∈n（f）・  
Thesignedpose七OnⅢ（f）isuniqueuptohomogenizationandiscal1edthesi9nedposei  
deγ血ed舟omア．  

Simplificationofbisubmodularsystems  

Wecal1abisubmodularsystem（F，f）onV sirT岬Ieifthe（∪，n）－Closedfamilyfis  

Simple．   

Suppose七hat（F，f）isanon－SimplebisubmodularsystemonV．Letア：Uandf  
be，reSPeCtively，ahomogenizationandthecorrespondingsimplification ofF．Define  

′ヽ      ■ヽ J：ア→Rby  

f（鬼，す）＝J（ズ，y）（（ズ，y）∈ア：叫．  （4．16）  

Then，Wehaveasimplebisubmodularsystem（f，j）onrI（ア）．Wbcal1（i，j）the  
sirTP榔caiionofthebisubmodularsystem（ア，f）．  

Properbisubmodularsystems（［8］）  

Abisubmodularsystem（ア，f）onViscal1edprqperifwehaveF＝＝（G）hrsome  

balanCedbidirectedgraphG＝（竹A；∂）．   

Tbeorem4．12：Aわ由恨むmo血払γ聯ねm（ア，′）omV宜βprOperげ肌do廟げひe九肌e  

（∫，r），（r，∫）∈アか細meOr兢α雨（∫，r）∈3V．  

（Proof）The“onlyif”part fb1lows企omLemma2・8・The“if”part：Suppose that  

f⊆3Vis（LJ，n）－Closedand（S，T），（T，S）∈7fbrsomeorthant（S，T）∈3V．Thenby  

Lemma2．8thesignedposet7）（7）derivedffomfmustbebalanced．Wbcanextendthe  

Signedposet7）（7）toabalancedbidirectedgraphG＝（VA；∂）suchthatFニZ（G）・  
【コ   



Chapter 5 

Structures ofBisubmodularPolyhedra  

Based on resultsin Chapters3and4，WeShal1examine struCtureSOfbisubmodular  

POlyhedrain termsofsignedposetsand，mOregeneral1y，eXChangeabilitygraphs・A  

di鮎rent approachto七hesameSubjectwasalsopresentedbyR．Guha，S．N・Kabadi  

弧dP．Sbarmain［40ト   

InSection5・．2weshowcharacterizationsofpointednessandboundednessofbisub－  

modularpolyhedra．AcharacterizationofextremepointsisglVeninSection5・3，Where  

analgorithmfbrdiscernlngWhetheraglVenPOintisaneXtremepOin七isprovided・The  
algorithmalsodeterminestheslgnedposetassociatedwiththeglVenpOintifitisan  

extremepoint．InSection5．4weconsiderlinearop七imizationproblemsoverabisubmodY  

ularpolyhedronandcharacterizeoptimalsolutionsintermsofexchangeabilitygraphs・  

CharacterizationsoffacesandtheirdimensionsarealsoglVeninSection5．5．Section5．6  

revealstheadjacencyrelationofextremepointsbymeanSOftheHassediagramSOf七he  
associatedsignedposets．InSection5・7weinvestigatetheconnectivityandthedecom－  

POSitionofabisubmodularsys七emintoi七sconnectedcomponents．   

Thischapterisbaぷedonthejointwork［5】withS・Fujishige・  

5・1・ExchangeabilityGraphsand（LJ，∩）－ClosedFam－  

ilies   

ForanyX∈P．（f）andanyv∈V，ifwehave  

∀α＞0‥∬＋αXv≠P＊（月，  （5・1）   

wes町Xispositivelysatumtedatv，Wherexvisaunitvectorin（0，1）Vdefinedby  

xv（v）＝1andxv（w）＝Ofbrw∈V－（v）・Similarly，WeSayXisne9aiivelysaturatedai  

uif  

∀α＞0：∬－αXu≠P＊（月・  
（5・2）  

Denotebysat（＋）（x）（orsat卜）（x））these七ofelementsofVatwhich∬ispositively  

（ornegatively）saturated．Notethatwemayhavesat（＋）（x）nsatト）（x）≠臥Ⅵ毎cal1  

58   
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sat（＋）andsatト）thesi9nedsaturationhnctions（［37】），Whichgeneralizethesaturation  

functionforpolymatroidsandsubmodularsystems（see【36］）・   

Forx∈P＊（f），define7（x）⊆fby  

ア（∬）＝（（ズ，y）l（ズ，y）∈ア，∬（ズ，y）＝J（∬，y））・  

Wehavethefbllowing（see【52】，【19］fortheca5eWhenf＝3V）・  

（5．3）  

Lemma5・1：F（x）isclosedwithre呼eCtioLJandn・  

（Proof）Definef′：F→Rbyf／（X，Y）＝f（X，Yトx（X，Y）（（X，Y）∈F）・Then，f／is  

abisubmodularfunction．Sinceflisnonnegativeandf／（軋O）＝0，f（x）isexactlythe  

SetOfminimizersoff′．Thepresentlemmafo1lowsffomLemma2・2・  口  

Notethatwehavev∈sa，t（＋）（x）（orv∈satト）（x））ifandonlyifthereexistssome  

（X，Y）∈7（x）suchthatv∈X（orv∈Y）．Therefbre，fbranyv∈sat（＋）（x）de触e  

dep（∬，巾）＝∩（（ズ，y）lγ∈ズ，（∬，y）∈ア（可），   

amd飲）ranyV∈sat卜）（x）define  

dep（∬，－む）＝∩（（ズ，y）lγ∈γ（∬，y）∈ア（可）・  

（5．4）  

（5．5）  

Wecalldepthe si9nedd印endencebmction（【37】），Whichgeneralize＄thedependence  

functionfbrpolymatroidsandsubmodularsystems（see【36］）．Notethatdep（∬，＋v）  

（dep（x，－V））isauniqueminimalelementoff（x）whosepositive（negative）partcontains  

γ．   

Forconvenience，Wealsodefine dep（x，＋v）＝（町勘fbrv E V－Sat（＋）（x）and  

dep（∬，－γ）＝（町卯払rγ∈Ⅴ－Satト）（∬）．   

W6caneasilyseethatforanyv∈sat（＋）（x），  

dep（x，＋v）＋＝（wJw∈Ⅴ∃α＞0：X＋α（xv－Xw）∈Px（f）），  （5・6）  

dep（∬，巾「＝（可w∈竹］α＞0：∬＋α（ⅩⅤ十Xw）∈P＊（ハ）．  （5・7）  

Similarly，foranyv∈sat（．）（x），  

dep（ご，－V）＋＝（可w∈隼ヨα＞0：∬＋αト‰一文w）∈P＊（J）‡，  （5・8）  

dep（ェ，－γ「＝（ぴl乱，∈Ⅴ∃α＞0‥∬＋αトⅩ。＋Ⅹぴ）∈P＊（J汁   （5・9）   

DefineabidirectedgraphG（f（x））＝（VA（x）；∂）associaもedwiもbF（x）asfbllows・   
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（1）Foreachγ∈Ⅴ，  

（1a）thereisaselAoopaatvwith∂a＝2vifandonlyifv∈V－Sat（＋）（x），  
（1b）thereisaselfl00PaatVWith∂a＝＝－2vifandonlyifv∈V－Sat（．）（x）・  

（2）Foreachdistinctv，W∈V，  

（2a）thereisanarcawith∂a＝V－Wifandonlyifw∈dep（x，＋v）＋  

Or即∈dep（ご，－ぴ）‾，  

（2b）thereisanarCaWith∂a：＝＝V＋wifandonlyifw∈dep（x，＋v）－  

or里∈dep（∬，＋w）‾，  

（2c）thereisanarCaWith∂a＝－V－Wifandonlyifw∈dep（x，－V）＋  

Orγ∈dep（∬，－W）十  

WecallG（f（x））theexchan9eabilityPidirecie4）grqphassociatedwithx∈P＊（f）・The  

collectionofal1theidealsoftheexchangeabilitygraphG（F（x））isf（x）asshownbelow・  

もemma5．2：軸poざe仇αf（ズ，y）毎肌揖eαJ扉仇ee∬C九叩タeαわ批ygγ叩九G（ア（可）＝  

（VA（∬）；∂）．memwe九肌eかeαC九γ∈ズ  

v∈sat（十）（∬），dep（∬，巾）⊆（∬，y）  （5・10）  

αmdわγeαC九γ∈y  

v∈sat卜）（x），dep（x，－V）⊆（X，Y）．  （5・11）  

（Proof）Thislemmaeasilyfbllows正omthedefinitionsofidealamdexchangeabilitygraph  

G（ア（∬））  
□  

Tbeorem5．3：meぶefげαg＝加古deぬげG（ア（∬））＝（隼A（∬）；∂）co玩c盲ぬび戌兢ア（可・  

（Proof）Suppose七hat（X，Y）∈3VisanidealofG（f（x））＝（隼A（x）；∂）・Then，Wehave  

ftomLemma5．2tha七  

（X，Y）＝（Uvexdep（n＋v））LJ（Uv∈Ydep（x，－V））・   （5・12）  

ItfbllowsたomLemma5．1that（X，Y）∈f（x）・   

Conversely，SuppOSe（X，Y）∈7（x）・Then，bythede丘nitionofsignedsaturation  

func七ion，Wehave  

ズ ⊆ sat（＋）（ご），  

y ⊆sat（‾）（£）．  

AIso，bythedefinitionofsigneddependencefunc七ion，WehⅣe  

dep（∬，巾）⊆（ズ，y）（γ∈∬），  

dep（ご，－γ）⊆（ズ，y）（γ∈y）・  

Itfbllowsftom（5．13）～（5．16）that（X，Y）isanidealofG（f（x））（seetheproofofThe－  

orem4．7）．  口   
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5．2． Poin七edness and Boundedness   

Thelinealiiy甲aCeOfP＊（f）isthesolutionsetofthefo1lowingsystemoflinearequations：  

∬（ズ，y）＝0（（ズ，y）∈乃  （5・17）   

（see（1・19））・ThebisubmodularpolyhedronP＊（f）ispointedifandonlyif（5・17）hasa  

un1queSOlutionx＝0・Recal1thatFisspannlngduetothedefinitionofbisubmodular  
SyStem（ア，ル   

Lemma5・4：Aわ加わmo血JαrpO～油edromP＊（J）ねpo盲mねdげαmd oγ舟びアねβ首mpge  

r肌d呼αれれれ如．  

（Proof）Notetha七fisspanningbydefinition．W占caneasilyseethat（5．17）isequivalent  

to  

∬（Ⅳ1）－∬（Ⅵち）＝0（Ⅳ∈叫ア）），  （5・1郎  

WhererI（F）isthepartitionofSupp（7）and（Ⅵ1，Wら）isthebipartitionofⅣ∈n（F）  

thatappearedinLemma4．11・P＊（f）ispointedifandonlyif（5・18）ha5auniquesolution  

X＝0・ThisisthecaseifandonlyifSupp（F）＝VandfWJ＝1fbreachW∈rI（F），  

i・e・，fisspannlngamdsimple．  □  

Itshouldbenoted七hat（5．18）givesane伍cientrepresen七a七ionofthelinealityspace  

OfP＊（f）andthatthedimensionofthelinealityspaceisequaltoIVトJrl（F）卜   

Now，SuPpOSetha七theunderlyingfamilyFissimpleandspannlng岬Therefbre，f  

Canberepresen七edbyasignedposet7）（F）＝（VA；∂）uniquelydefinedた・OmFandF  
isthecollectionofal1theidealsof7）（7）（seeTheorem4．5）．The characteristiccone  

C（7）ofthebisubmodularpolyhedronP；（f）isgivenby  

C（ア）＝（ェⅠ∬∈RV，∀（ズ，y）∈∫‥エ（芳，y）≦0）  （5．19）  

（see（1・18））・P＊（f）isboundedifandonlyifthesystemofinequalitiesappearinginthe  

right－handsideof（5・19）hasえuniquesolutionx＝0・IfthearcsetAofthesignedpo＄et  

7）（f）＝（VA；∂）isnonempty，thenforanyarCa∈Athevectorx＝∂a（considered  

asavectorinRV）satisfiestheinequalitiesin（5・19）・Hence，P＊（f）isnotbounded．On  

theotherhand，ifA＝¢，thenwehaveF＝3V，SOthatP＊（f）isbounded．   

Consequently，Wehave   

Lemma5・5：A bisILbmodularpolyhedronP．（f）isbolmdediFandonlyげwehaveF＝  

3l′・  ロ   



62   g亡mc紬reざOf斑甜b皿Od山甜Po桝edra  

ConsideracapacityfunctionconthearcsetAofthesignedposet7）（F）suchthat  
c（a）＝＋∞払ralla∈A．AfbasiblenowpinthebidirectednetworkJV’＝（7）（F），C）is  

afunction甲：A→RsuchthatO≦甲（a）≦c（a）（a∈A）・Recallthattheboundary∂早  

ofafbasibleaowpinJV’isthevectorinRyde触edby  

∂p＝∑（p（ α）∂αlα∈A），  （5・20）  

where∂a（a∈A）areregardedasvectorsinRV．Itね1lowsftomCorollary3・7tha・t  

thesetoftheboundariesofallthefeasible負owsinNisexactlythecharac七eristiccone  
C（∫）in（5．19）．  

From七hiswehave   

T血eorem5．6：飢野郎e兢αモア由ざ叫〆e皿d呼αm乃毎夕α乃dJe£ア（ア）＝（坑A；∂）わだ  

がほ～軸medp鋸eま0†もVrep陀βe乃血タグ．撒em，伽c九αrαCね再ぶ宙cco乃eC（ア）げP＊（∫）由  

タe乃eγαねdむ訂i∂α】α∈A）．肋reo眠r，e∬如mer叩β扉C（ア）肝ee∬αC軸如ueTl軸∂αか  

αrCβαげ伽助ββed軸rαm扉ア（ア）・  □  

ThelatterpartofTheorem5．6easilyfo1lows丘omthedefinitionofHassediagram．  

5．3．ExtremePointsandSignedPosets  

Associatedwithapointx∈P＊（f）wehavea（U，∩）－Closedfami1yF匝）．No七etha七  

X∈P＊（f）isaneXtremepOin七ofP＊（f）onlyifF（x）spanSV．Ako，ifF（∬）spans  

V，thenfrestrictedtoF（x）definesabisubmodularsystemonVandxistheunique  

extremepointoftheassociatedbis11bmodularpolyhedronifi七ispointed．Therefbre，We  

have企omLemma5．4   

Theorem5・7：Apointx∈P．（f）isanextremepointqfP．（f）げandonZyげf（x）is  

ぶ盲7丁甲geαれd叩αれ乃官喝．  口   

Itfo1lowsfromTheorem5・7that払reachextremepointx∈P＊（f）weh脚eaSigned  
poset7フ（f（x））representingthesimpleandspanningF（x）．I七重bllow＄駐omTheorem5．3  

thatfbreachextremepointthesignedposet7）（F（x））isessential1ythesameasthe  
exchangeabilitygraphG（F（x））；theyhavethesamesetofideals．   

Thesignedpose七7）（F（x））canbecons七ructedifwearegivendep（x，土v）（v∈V）．Ⅵ毎  

CanObtainthesedep（x，j＝V）（v∈V）byadaptinganalgorithmofBixby，Cunningham  

andTbpkis［15】forpolymatroidstobisubmodularsystems（akosee【36，P鷹62】）．The  

fbllowingalgorithmconsistsof七WOPartS，AlgorithmIandAlgorithmII・Ålgorithm‡  

discernSWhetheragivenx∈RVisanextremepointofP＊（f）amd，ifxisanextreme   
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point，AlgorithmIIfindsalldep（x，士v）（v∈V），uSingtheoutputofAlgorithmI・It  

should benotedthat wedonot need AlgorithmIIfbr polymatroids orsubmodular  

SyStemS・   

Supposewearegivenavectorx∈RV．w占alsodefinef（x）by（5．3）fbrxnot  

necessarilyinP＊（f）・  

Algorithm I 

Stepl：PutS←（¢，¢）．  

Step2：Foreachi＝1，2，…，lVldothefbllowing（2－1）and（2－2）．  

（2－1）Ifthereexistsnoelementv∈V－（S＋uS．）suchthat  

（i）（∫＋∪（可，ぶ‾）∈ア（∬）or  

（ii）（ぶ＋，∫‾∪（可）∈ア（∬）  
thenstop（xisnotanextremepointofP＊（f））・  

OtherwiseletvbeanelementofV－（S＋us‾）thatsatis＆es（i）or（ii）andputvi←V．  

If（i）issatisfiedbyv＝Vi，thenputS←（S＋∪（vi），S‾）andq（vi）←十1．  

OtherwiseputS←（S＋，S‾∪（vi））amdo・（vi）←－1．  

（2－2）PutT←Sandforeachj＝1，2，・・・，i－1dothefbllowing（＊）：  

（＊）Ⅰ＝ア＋－（町」），r‾）∈ア（∬）wben中旬）＝＋1，   

Orif（r＋，r‾－（均一ゴ））∈ア（∬）wben坤杓）＝－1，   

thenputT←（T＋－（町」），T‾）orT←（T＋，T‾－（vi－j））accordingas   

J（均一ブ）＝＋lorα（町」）＝－1・  

Ifo・（vi）＝＋1，thenputdep（x，＋vi）←T．  

Otherwiseputdep（x，－Vi）←T．  

（End）   

WhenAlgorithmI七erminateswithanorthantS＝（S＋，S‾），WemOVetOAlgorithm  

IIgivenasfo1lows・Here，WeaSSumeS＋q¢tosimplifythedescriptionof七healgorithm．  

Ifnecessary，COnSidertherenections（f，f）：S＋andx：S＋oftheinputsofAlgorithmI  

andthereflectionsdep（x，土vi）：S＋（i＝1，2，・・・，lVI）oftheoutputs．   

Now，WehaNetheorthant（軋V）∈F（x）anddep（x，－Vi）（i＝1，2，・・・，rVl）．De丘ne  

abinaryrelation：≦onVbyuゴVifandonlyifv∈dep（x，Pu）－・WbcaneaBilysee  

thatthebinaryrela七ion：≦isapartialorderanditgivesa瓜Ordinaryposetアb＝（隼ゴ）．  

Foreachv∈Vdeno七ebyD（v）theprincipalorderidealofvin箱，i．e．，  

刀（u）＝（祝1祝∈隼視ゴ叶   

WbcanobtainallD（v）（v∈V）inO（JVl2）七ime，WhichareusedinAlgorithmII．  

Algori七bmII  

S七epl：PutⅣ←Ⅴ．  

（5・21）   
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Step2‥Foreachv∈V，if（D（v），¢）∈f（x），thenputdep（x，＋v）←（D（v），¢）and  

Ⅳ←Ⅳ－（叶  

S七ep3：Foreachv∈W，if（D（v），W－D（v））≠7（x），thenputdep（x，＋v）←（¢，0），  

Otherwisedothefo1lowing（＊＊）．  

（＊＊）Letul，u2，…，ukbetheelementsofW－D（v）arrangedinthetopologicalorderin   

7hrestrictedonW－D（v）（i・e・，ui＜ujimpliesi＜j）．   

Pu七r←（刀（γ），Ⅳ－β（u））．   

Foreachi＝1，2，…，k，if（T＋，r－（ui））∈F（x），thenputT←（T＋，r－（ui））．   

Putdep（x，＋v）←T．  

（End）   

ThevalidityofAlgorithmIcanbeshownasfo1lows・IfxisaneXtremePOintof  
P．（f），thenf（3：）issimpleandspanningduetoTheorem5．7，andhence，anymaXimal  

chain  

C：（軋卯＝（宵，肯）⊂（吋，ぶ「）⊂…⊂（克，㍍）  （5．22）  

Ofsignedsubsets（S［，S［）∈F（x）（i＝0，1，・・・，n）sa七isfiesIS［us［［＝i（i＝0，1，…，n）  

Withn＝1VI・Therefbre，ifxisaneXtremePOintofP．（f），amaXimalchainoff（x）of  

lengthnisfoundbyStep（2－1）・Moreover，ifStep（2－1）findsamaximalchainofF（x）  

Oflengthn，thenF（x）issimpleandspanning，SOthatxisaneXtremepOintofP＊（f）．  

ThisprovesthevalidityofStep（2－1）．   

Now，1etusconsiderStep（2－2）・AtanexecutionofStep（2－2）when（i）ofStep（2－1）  

issatisfiedbyv＝Vi，Wehavedep（x，＋vi）≠（0，¢）andfromStep（2－1）wehaNeObtained  

achain  

（軋¢）＝（柑，∫J）⊂（∫r，∫㌻）⊂…⊂（吋，町）．  

Becauseofthedefinitionofdep（x，＋vi）wehave  

（5．23）  

dep（∬，＋明）⊆（貯，ぶ「）．  （5．24）  

It女）1lows＆om（5・23）and（5・24）thatthedistinctmembersofdep（x，＋vi）u（ギ，ST）  

（j＝0，1，…，i）formamaximalchainh）mdep（x，＋vi）to（S［，S［）．Therefore，remOVing  

possibleelements丘om（S［，S［）onebyone，WereaChdep（x，＋vi）．Thisvalida七esStep  

（2－2）．ThevalidityofStep（2－2）when（ii）issatisfiedcanbeshownsimilarly・   

WbshowthevalidityofAlgorithmII．Wbassumethattheorthant（軋V）isobtained  

byAlgorithmI．Underthisassump七ionthesignedposet7）（f（x））doesnotcontainany  

arcsaoftype∂a＝－V－W・Hence，inparticular，7）（F（x））doesnotcontainanynegative  

sel鮎ops．Therefore，ifw∈dep（x，十V）＋，Wehavev∈dep（x，－W）‾（seeLemma・4・3）・  

ThismeanSthatAlgorithmIhasalreadyobtainedal1七hearcsaoftype∂a＝V－W  
fbrv，W∈Vin7）（F（x））bymeanSOfdep（x，－V）（v∈V）．Thesubgraphof7）（F（x））   
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inducedbythesetofarcsaoftype∂a＝V－W（v，W∈V）isisomorphiclyexpressedby  

theposetア0＝（竹ゴ）definedabove・Foreachv∈V，ifthereisnotapositivesel＆00P  

incidenttovin7）（F（x）），Wehave（D（v），V－D（v））∈F（x）sincethereisnoarCaSuCh  

that∂a＝u＋wforu，W∈D（v）（bytheassumPtion）or∂a＝u－Wfor鋸∈D（v）  

andw∈V－D（v）（bythedefinitionofD（v））・AIso，WeCaneaSilyseethatthereis  

no（X，Y）∈F（x）suchthatv∈X⊂D（v）（stric七inclusion）．Therefbre，WeOnlyhave  

todeleteffom（D（v），V－D（v））asmanyelementsinV－D（v）aspossibletoobtain  

dep（x，＋v）・Ifthereisnoarcaoftype∂a＝u＋win7）（7（x））tha．tisincidenttoany  

VerteXOfD（v），Wehave（D（v），¢）∈f（x）andhencedep（x，＋v）＝（D（v），0）．Thiscase  

istreatedbyStep20fAlgorithmII・Notealsothatif（D（v），¢）庭7（x），thenthereis  

anarcain7）（F（x））suchthat∂a＝u＋wanduorwbelongstoD（v）．ThesetW⊆V  

ObtainedafterStep2isthesetofthevertices七owhichsomearcain7）（F（x））oftype  

∂a＝u＋wisincident・Itfbllowsthatfbreachv∈W，ifthereisnopositiveselaoop  

incidenttov，thenwehave（D（v），W－D（v））∈F（x）．W邑seethatanymaximalchain  

dep（∬，巾）‾＝符⊂7丁⊂‥・⊂㌫‾＝Ⅳ一刀（γ）  （5．25）  

Ofupperorderidealsofアb＝（竹ゴ）fromdep（x，＋v）qtoW－D（v）givesamaximal  

cbain  

dep（∬，巾）＝（打，了㌃）⊂（打，町）…⊂（打，㌫‾）＝（叫γ），Ⅳ－β（可）（5．26）  

Ofidealsofア（f（x））企omdep（x，＋v）to（D（v），W－D（v））．AIso，nOtethatamaximal  

Chainin（5．25）isformedbydi飽rent7「‾，sappearingin（＊＊）ofStep3sincewehave  

（T＋，T‾－‡ui））∈7（x）（attheiterationfbri）ifandonlyifui≠dep（x，＋v）‾，dueto  

theorderingofui（i＝1，2，…，k）．Therefore，dep（x，＋v）払reachv∈Wisobtain・edby  

Step3．ItshouldbenotedthatatopologicalorderingofelementsofW－D（v）required  

in（＊＊）ofStep3canbeobtainedinO（lVl）timeforeachv∈Wifwehaveonceobtained  

a・tOPOlogicalorderingofW，WhichrequiresO（IV12）time．   

The七otalrunningtimeofAlgorithmsIandIIisO（lV）2）ifweassumeanOraClefor  
functionevaluationoff，WhilethealgorithmofBixby，CunninghamandTopkis［15】  

alsorequiresO（JVI2）time払rpolyma七roids．   

ForanyX∈P＊（f）theian9entCOneTC（f，X）ofP＊（f）atxisgivenby  

TC（J，∬）＝（可拉∈RV，∀（ズ，y）∈ア（わ‥∬（∬，y）≦0）   （5・27）  

（see（1．20））．Therefore，企omTheorems5．6and5．7wehavethefo1lowing  

Theorem5・8：EbranyextTt：mePOintx∈P．（f）theextremeraysqf兢etan9entCOne  

TCけ，∬）α柁e∬αC軸タねe乃あy娩eあ皿乃血汚eg∂αげαrCざα扉伽助βざed吻rαmq′娩e  

5勾柁edpoβeまア（ア（ェ））r甲柁βemま宜叩ア（∬）．  □   
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Byanargumentsimilartotheonearound（5．20）wecanShow  

66  

Coro11ary5・9：fbranypoint3：∈P＊（f）thetangeniconeTC（f，X）isgeneratedbythe  

み0肌加わ錯扉αrCβげ仇ee∬C九α叩eαわ抽ygr叩九G（ア（∬））．  □  

5・4・Linear Optimizationand an OptimalityCon－  
dition   

Forabisubmodularsystem（F，f）onVletusconsiderthefo1lowinglinearoptimization  

problem：  

（島）Maximize∑v∈VW（γ）∬（u）  

Subjecttox∈P，（f），  
（5・28）  

Wherew∈RVisaweightvector・Agreedyalgorithmisgivenin［21】，【52】，［62】and［27］  

fbrthecasef＝3V・WeglVeaCharacterizationofoptimalsolutionsfbrthisproblem  
intermsofexchangeabilitygraphsandexaminethegreedyalgorithminthecasewhen  

f≠3V・Forsimplici七yweassumethatFissimple．Recal1thatfisspanningbythe  

definitionof（F，f）・   

Forthesignedposet7）（f）＝（隼A；∂）correspondingtoFdefine  

C＊（∫）＝（zIz∈RV，∀α∈A：〈∂α，g〉≦0）．  （5．29）   

Weseefrom（5・19）andTheorem5・6thatC＊（F）isthedualconeofthecharacteristic  

COneC（f）（seealsoSectionl．3）1Therefore，Wehavethefo1lowing   

Lemma5・10：Prvblem（島）hasaPniteoptimalsolutionげandonlyゲw∈C＊（f）．口  

Notethatwecaneasilycheckwhether w∈C＊（7）holds，uSingthesignedposet  

7）（f）・ItshouldalsobenotedthattheconeC＊（7）isgeneratedbyx（X，Y）（（X，Y）∈F）・  

Thisfactcanalsobederived丘omtheargumentgivenintheproofofTheorem7・3・   
ForanyX∈P＊（f）wehavetheexchangeabilitygr叩hG（F（x））＝（VA（x）；∂）asso－  

ciatedwi七h x．Define acone  

C＊（ア（∬））＝（zIz∈Ry，∀α∈A（可：〈∂α，Z〉≦叶  （5．30）   

Itfo11owsたomCorollary5．9that C＊（f（x））isthedualconeofthetangentCOne  

TC（f，X）atxofP＊（f）・TheconeC＊（F（x））isgeneratedbyx（X，Y）（（X，Y）∈F（x））・   

OptimalsolutionsofProblem（j㌔）arecharacteri21edbythefo1lowingtheorem・   
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Theorem5．11：jlvectorご∈Px（f）is an optimalsolutionJbrProblem（IL）げand  

Oγ和げひ∈C＊（ア（∬））．  

（Proof）SincetheconeC＊（f（x））isthedualconeofthetangentCOneTC（f，∬）at∬Of  

P＊（f），thepresenttheoremfo1lows丘omTheoreml・8・  □  

Supposethatw∈C＊（F）．LetthedistinctpositivevaluesofEw（v）I（v∈V）begiven  

by  
Wl＞w2＞…＞勒（＞0）・   

De五ne  

抗＝（γ1γ∈Vw（u）≧叫）（五＝1，2，…，p），  

昭＝（りlむ∈隼一肌（む）≧叫）（壱＝1，2，…，p）．  

Sincew∈C＊（F），foreachi＝1，2，…，PWehave（Ui，W；）∈F．Moreover，Since  

（仇，1仇）⊂（坊，Wら）⊂‥・⊂（坊，l％）   

isachainofF，itcanbeextendedtoamaximalchainoffas  

（5・31）  

（5・34）  

（軋即＝（仇，Ⅵ句）⊂（坑，Wl）⊂（坑，l鳩）⊂‥・⊂（軋，町l），   （5．35）   

WherethelengthnofthechainisequaltoIVIsinceFissimpleandspanning．Suppose  

tbat  

（可＝（玩∪砺ト（とLlU砺＿1）（盲＝1，2，…，叶  （5・36）  

Then，defining  

瑚＝（ 

fbreachi＝1，2，…，n，Wehave  
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（5・37）  

∬（坑，W；）＝′（抗，Ⅵろ）（盲＝1，2，…，れ）．  （5・38）  

W占caneaSilyseethatx∈P＊（f）andw∈C＊（F（x））．Therefore，thevectorxgiven  

by（5・37）isanOPtimalsolutionfbrProblem（j㌔）duetoTheorem5．11．Thisgivesthe  

9reedyaborithmforProblem（j㌔），Whichworksfbrfnotnecessarilyequalto3y．   

The払1lowingtheoremwasgivenbyChandrasekarana・ndKabadi［21】払r七hecase  
wbenア＝3y．   
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Tbeorem5．12：エeり：ア→Rムeα舟mc如乃0れαぶ盲m〆eαmd呼α乃m両（∪，∩トcgoざed  

舟m軸ア0γlVβ視C九仇αf（軋卯∈アαmdJ（軋¢）＝0・かびれe  

P＊（′）＝（∬1諾∈RV，∀（ガ，y）∈ア：∬（ガ，y）≦′（ズ，y））・   （5・39）   

me乃，兢egree如α如祀九mぬcr言わedαわoveて〃Or如かP＊（J）d所medみy（5・39）げαmdo鳩  

びJ由わぬ払わmo加ゎr．  

（Proof）Itsu伍cestoprove“onlyif”part・Supposethatthegreedyalgorithmworksfbr  

P＊（f）de£nedby（5・39）．Then，foramymaximalchain  

C：（軋卯＝（払，砺）⊂（玖，砺）⊂（玩，砺）⊂‥・⊂（れ，軋）  （5・40）  

ofFthe vector∬∈RV defined by（5．37）isanelement ofP＊（f）・Nowfbrany  

（Xl，Yi），（X2，YB）∈FletCin（5・40）beamaximalchaincontainingboth（Xl，n）u  

（X2，YB）and（Xl，n）rl（Xi，Y；）・Itfo1lows缶omthedefinitionofxthat  

∬（（ズ1，羊）∪（耳2，鴇））＝J（（ズ1，叫）∪（孝之，％）），  

∬（（ズ1，Ⅵ）∩（耳2，鴇））＝J（（ズ1，Ⅵ）∩（為，鴇））・   

AIso，Sincex∈P＊（f），WehaNe  

∬（ズ1，Ⅵ）≦J（ズ1，羊），∬（∬2，鴇）≦J（ズ2，鴇）・  （5．43）  

Therefbre，Wehave  

J（方1，Ⅵ）＋J（為，鴇）≧ ∬（ズ1，れ）＋∬（為，％）  

＝ ∬（（ズ1，汽）U（ズ2，鴇））十£（（ズ1，れ）∩（ズ2，鴇））  

＝J（（ズ1，Ⅵ）∪（ズ妄，鴇））＋′“ズ1，Ⅵ）∩（耳2，鴇））．（5・44）  

［］  

Fortheminimizationofaseparableconvexobjectivefunctionovertheintegralpoints  

ofabisubmodularpOlyhedron，theincrementalalgorithm（［6】，【9］）andthedecomposi－  

tionalgorithm【37】arevalid．  

5．5． Faces   

Weadaptthegeneral七echniquedevelopedin［36，Section3．3．d］tobisubmodularpoly－  

bedra．   
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For any Q C 7 define 

F（g）＝（∬】∬∈RV，∀（ズ，y）∈ダ：∬（ズ，y）＝∫（∬，y），  

∀（∬，y）∈デーど：∬（∬，†′）≦J（方，y）），  

FO（g）＝（可拉∈RV，∀（ズ，y）∈ロ：£（ズ，y）＝J（ズ，y），  

∀（∬，y）∈ア一夕：∬（∬，y）＜∫（ズ，y））．  

AIso，de£ne  
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（5．45）  

（5．46）   

G＝（g［gisa（u，∩）－Closedsubfamilyoffwith（¢，＠）∈g，FO（Q）≠＠）．（5・47）  

Lemma5・13：ThecoIZectionG qfsubhmiliesqffdqPncdby（5．4T）isgivenby  

G＝（ア（可l∬∈P＊（力），  （5．48）  

W九ere♪reαCん∬∈P＊（J）ア（∬）由d所れedむy（5．3）．  

（Proof）Ifg∈G，thenfbranyX∈FO（g）wehaveg＝F（x）bythedefinition（5．46）．  

Conversely，fbranyx∈P＊（f）F（∬）isa（LJ，n）－CIosedsubfamilyoffwith（¢，¢）∈F（3）  

andx∈FO（F（x））．Hence，F（x）∈G．  □   

FromLemma．5．13wehaⅣethefo1lowlng  

Theorem5114‥ 77LeCOllectionF qfallthenone77TPtyJhcesqfP．（f）isgivcnbyF＝  

（F（ど）lg∈G）．Aね0，  

（i）ガロl，ど2∈Gα乃dヴ1≠g2，兢eγlF（坑）≠F（g2）．  

（ii）穐＝明ほ1，ロ2∈G，gl⊆g2げα氾doれgyげFは1）⊇F（g2）．  

九0娩erl〟0γdざ，F（うd所乃edゐy（5．45）deねm玩eβαmαm舌宜－0γdeγ如mo†p九由m如mGわ  

F，ひゐereGαれdFαreCO乃ざ乞加代dαざpOざeね代ね如eわぶe舌玩cg祝ざわ乃．  ロ  

AIso，thedimensionsoffacesareglVenaSfo1lows．  

Theorem5．15：fbran・yg∈Gwehavi  

dimF（g）＝lVト】H（釧，  （5．49）  

WheredimF（g）isthedimensionqfF（Q）andn（g）isthepartiiionqFS11PP（g）d所ned  

αβ玩meo†℃m4．11．  

（Proof）Foranyg∈GthedimensionofthefaceF（Q）isequaltothedimensionof  
thelinear subspacefbrmedbythesolutionvectorsof七he払1lowlngSyStemOflinear  

eq11ations：  

∬（∬，y）＝0（（ズ，y）∈g），  （5．50）  

WhichisequlValent七0  

∬（明．）－∬（l鳩）＝0（Ⅳ∈n（g））  （5．51）  

asin七heproofofTheorem5．4．Thepresenttheoremeasilyfo1lowsfromthis．   □   
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ItshouldbenotedthatJn（Q）［isequaltothelengthofanymaximalchainofg・  
Theorem5．7also払1lows丘om Lemma5．15．  

From Lemma5．15wealsohave  

Coro11ary5．16：動rα乃yg∈GJe才  

C：（田，¢）＝（垢ト，垢‾）⊂（巧ト，町）⊂・‥⊂（打，町）   

みeαmαご如もαgC九αれ毎夕．me†lWe九肌e  

F（タ）＝F（C）．  

（5．52）  

（5．53）  

（Proof）Itfbllows免・OmTheorem5・15a皿d（5・52）thatthecoe氏cientmatrixofthesystem  

Oflinearequations  

∬（ズ，y）＝0（（ズ，y）∈ぢ）  （5・54）  

andtha七Ofitssubsystem  

∬（ズ，y）＝0（（ズ，y）∈C）  （5・55）   

havethesamerankk＝lIl（Q）いhelengthof七hemaximalchainC・Therefbre，（5・54）  

and（5・55）determinethesameSOlu七ionset・Relation（5・53）fb1lowsなomthisfact・ロ  

SincefisbimodularonQ∈G，Corollary5．16also払1lows缶omLemma6・1．  

5．6．A咄acencyofExtremePoints  

FromTheorem5．8theedges，One－dimensionalfaces，OfP＊（f）incidenttoaneXtreme  

pointx∈P＊（f）arecharacterizedasfbllows・Denoteby7f（x）theHassediagramOfthe  

signedposetP（7（x））（orequivalently，OftheexchangeabilitygraphG（f（x）））・   

Theorem5．17：Let3：be any extremepoinlqfPx（f）・Pbr any arca qfthc Hassc  

d吻γαm冗（∬）αぶβOCぬねdl〃拙∬ge士G′（∬，α）むe兢eわ五d如cねdgr呼九0鋸α玩edむyαdd毎夕  

ねG（ア（∬））兢eⅣ℃瓦び娩出あ0那花血相∂瓦＝－∂α・me循，Weん肌eヱ（G′（∬，α））∈G肌d  

F（ヱ（G′（∬，α）））由αれe勾eげP＊（刀れc詞e而わ∬・Coれ脚βe軌eγe叩吻e血ddeγも壬ね∬  

由タねeれ舟rβOmeαrCα扉黒（ヱ）血統由w叩・  

（Proof）Notethatedgesincidenttoanextremepointxcorrespond七OeXtremeraySOf  
thetangentconeTC（f，X）giveninTheorem5・8・Therefore，foranyarCaOftheHasse  

diagramナ（（x）apointy＝X＋e∂awithasufRcientlysmal1positiverealelieson（the   
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relativeinteriorof）theedgecorrespondingtothearca．ItfbllowsfromTheorem5．14  

thatf（y）⊂7（x）．AIso，WeCaneaSilyseethat  

ア（∬）－ア（訂）＝（（ズ，y）】（ズ，y）∈ア（∬），〈∂α，（∬，y）〉＜0）．  （5．56）  

Addingto G（F（x））thearc瓦with aa＝－∂aremovesftomF（x）（＝r（G（F（x））））  

exactly thesignedsubsetsin（5・56）andgives7（y）＝r（G′（x，a））．Thisprovesthe  

PreSenttheorem．  ロ   

Now，WeCanglVeaCharacterizationoftheadjacencyofextremepoints．  

Tbeorem5・18：mOd由血cfe∬如mepo緑ざご1αmd∬2扉P＊（∫）αreα郎αCe和まげα氾d  

Omgy卵九eγee∬ね舌α化ざα1げ冗（∬1）αmdα2qf冗（∬2）馳C九偽αfG′＊（∬1，α1）＝G′＊（∬2，α2），  

ひ九ereG′＊（∬1，α1）α乃dG′＊（∬2，α2）α柁兢e血mざ血ecgoβWeざ扉G′（勘，α1）肌dG′（∬2，α2）∫  

re呼eC血egy．  

（Proof）The present theoremeasilyfo1lows企om Theorem5．17，Since wehave that  

ヱ（G′（∬1，α1））＝ヱ（G′（∬2，α2））ifandonlyifG′＊（∬1，α1）＝G′蝉（∬2，α2）．  □   

Supposethatxlandx2areadjacentextremepointsofP＊（f）．Thenthearcsaland  

a2in七heabovetheoremsatisfy∂al＝－∂a2amdmaybe（both）nonselaoopsorselRoops．  

Iftheyarebothnonselfl00PS，thenxlandx2areeXtremePOintsofthebasepolyhedron  

insomecommonorthant（S，T），i．e．，f（xl）and7（x2）haveacommonmaximalelement  

（S，T）withSUT＝V・AIso，Z（GI（xl，al））（＝＝（Gl（x2，a2）））isspanningandpreqsimple．  

Ontheotherhand，ifalanda2arebothselAoops，thenxlandx2arenOteXtremePOints  

OfthebasepolyhedroninanyCOmmOnOrthan七butF（Tl）andア（x2）haveacommon  
Chainoflengthn－1thatisamaximalchainofr（G／（3：1，al））＝r（GI（x2，a2））．Inthis  

CaSeZ（G／（xl，al））（＝Z（GI（x2，a2）））ispre－Spanningandsimple．   

Itshouldbenotedthattwoextremepointsxlandx20fP＊（f）areadjacentifand  
Onlyifx2－Xlis apositivescalarmulfiple ofthe boundary ofanarC Ofthe HaBSe  

diagram71（xl），duetoTheorem5・8．Thelatterconditionoftheequivalencecanbe  

checkedinO（IV（2）timebyusingtheexchangeabilitygraphG（f（xl））．SinceG（F（∬1））  

canbecomputedinO（lVf2）timeusingthealgorithmsgiveninSection3．2，thetotal  

rumingtimefortestingtheadjacencyofgiventwoex七remepointsisO（IV（2），Wherewe  

assumeafunctionevaluationoracle払rf．  

5・7．ConnectivityandConnec七ed Components  

Wesaythatabisubmodularsystem（7，f）onVisconnectediftheredoesnotexistany  

nonemptypropersubsetⅣofVs11Chthatfbreachorthant（S，T）∈Fwehave  

（gn町rnⅣ），（ぶ一町r－Ⅳ）∈ア  （5・57）   
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and  

J（g，r）＝∫（ぶ∩町rnⅣ）＋J（∫一町r－Ⅳ）・  （5・58）  

Notethattheaboveconditionforconnectednessisequivalenttoaweakerone七hatthere  
existsnononemptypropersubsetWofVsuch七hat払reachnotnecessarilyorthant  
（X，Y）∈fwehave（5．57）and（5．58）with（S，T）beingreplacedby（X，Y）・Toseethis  

equivalence，SuppOSethatthereexistsanonemptypropersubsetWofVsuchthatfor  

anyorthant（S，T）∈fwehave（5．57）and（5．58）．Let（X，Y）∈7・Chooseanorthant  

（倉，テ）∈Fsuchthat（X，Y）⊆（S，f）．Then，Wehave  

J（∬，y）＋∫（倉，テ）＝J（ズ，y）＋J（倉∩町テ∩Ⅳ）＋′げ一町才一Ⅳ）  

≧J（ズ∩町ynⅣ）＋J（ズー町y－Ⅳ）＋′（倉，テ）  

≧J（ズ，y）＋J（倉，れ  （5．59）  

Hence，（XnⅥ1YnⅣ），（X一町Y－W）∈Fandf（X，Y）＝f（Xn町YnW）＋f（X一  

町Y－W），andthelatterconditionimpliestheformerone・Theconverseimplication  

is trivial．  

Lemma5．19：β叩pOβe仇αりア，∫）由αCOmれeCねdむ加わmo血hrβyβねmo乃V・me乃，  

兢eγe宜β乃0（∬，y）∈3Vβ㍊C九如才（∬，y），（γ∬）∈ア，′（芳，y）＋J（γ∬）＝0αれd  

ズUy≠¢，Ⅴ．  

（Proof）Let（f，f）beaconnectedbisubmodularsystemonV・Supposethatfbr（X，Y）∈  

3Vwehave（X，Y），（YX）∈fandf（X，Y）＋f（γX）＝0．Then，fbrany（Z，U）∈F  

we have  

2J（Z，打）＝ 2J（Z，ぴ）＋J（∬，y）√J（rズ）  

≧J“g，ぴ）∪（∬，y））＋′（（g，打）∩（ズ，1′））  

＋J（（g，ぴ）∪（γズ））＋J（（g，ぴ）∩（γズ））  

≧J（Zn（ズUy），ぴ∩（ズUy））＋J（Z－（ズUy），打－（ガUy））  

＋J（g，打）  

≧ 2J（Z，ぴ）・  （5．60）  

Therefore，PuttingⅣ＝XUYwehave（Zn町UnW），（Z－W，U－W）∈F弧d  

′（ろ打）＝∫（gn叫び∩Ⅳ）＋J（g一叫び－Ⅳ）   

fbrany（Z，U）∈f．Since（f，f）isconnected，WemuSthaNeW＝¢orⅣ＝V．   
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Itshouldbenotedthatif（X，Y），（YX）∈Fandf（X，Y）＋f（ytX）＝0，thenfbr  

anyX∈P＊（f）wehavex（X，Y）＝f（X，Y）andx（YiX）＝f（ylX），i・e・，（X，Y），（YX）∈  

F（x），andconversely，thatif（X，Y），（YiX）∈F（x）fbrsomex∈P＊（f），thenwehave  

（X，Y），（γX）∈fandf（X，Y）＋f（YtX）＝0，andhence（X，Y），（γX）∈f（y）fbr  

弧y封∈P＊（力・   

W6cal1aconnectedbisubmodularsystem（F，f）onV♪ムIlyconnectedifthereisno  

（X，Y）∈3Vsuchthat（X，Y），（YX）∈F，f（X，Y）＋f（Y7X）＝Oa皿d（X，Y）≠（  

Itshouldbenotedthat放）rafu11yconnectedbisubmodularsystem（f，f）theassocia，ted  

POlyhedronP＊（f）isfu11－dimensional．   

Supposetha七（F，f）isconnectedbutnotfu11yconnected．Then，define  

為＝（（ズ，y）l（∬，y），（γ∬）∈ア，′（∬，y）＋∫（γズ）＝0）・  （5・62）   

Itshouldbenotedthatthereexistsanorthant（S，T）∈JbduetoLemma5・19and  

thedefinitionoffu11yconnectedness．Ifthereexisttwodistinctorthants（Si，77）∈fb  

（i＝1，2）suchthat（Sl，n）≠（策，S2），then  

0 ＝ノ（∫1，n）＋J（れ，∫1）＋′（蓑，筑）＋J（筑，筑）   

≧J“ぶ1，れ）∪（ぶ2，苅））＋∫“ざ1，れ）∩（蓑，苅））  

＋J（（n，ぶ1）∪（苅，量））＋J（（れ，坑）∩（筑，坑））   

＞ 0．  （5・63）  

Thisimplies（Sl，71）u（S2，772）（＝（Sl，71）n（S2，苅））∈7b，WhichcontradictsLemma5．19．  

Consequently，thereexistsauniquepairofsignedsubsets（S，T），（T，S）∈Jbsuchthat  

SuT＝V・Fromthiswehavethefo1lowingtheorem・Foranysignedsubset（X，Y）we  

Call（㌣ズ）tbereverβαgOf（ズ，y）．   

Theorem5・20：Let（7J）beaconncctedbutnot舟Ilycormccledbisubmodular  
OγlV．meγlがばree∬壱βねα肌如eoγ仇肌f（∫，ア）在m如e叩わγeγerざ叫ざ祝C九統α孟  

P＊（J）＝B（叩）（J），  （5・64）   

ひ加reB（ぶ，で）（J）由鮎玩ざepO帥edmれ扉（ア，′）ま乃統eor紙皿ま（ぶ，r）・  ロ  

FromTheorem5・20andaconnectivityresultonbasepolyhedra（see【36］）wealso  
bave   

Corollary5・21：AみねⅦあmo血払γ聯ねm（ア，J）omV由co乃陀eCねdhはmo舌即gyco恥  

mecねdげα乃do両げ（（町町（∫，ア），（r，g））∈Gメbr肌0地肌f（ぶ，ア）．  □   
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IfasubsetWofVsatisfies（5．57）and（5．58）fbreachorthant（S，T）∈f，WeCal1Ⅳ  

asepamtorof（7，f）．NotethatVand¢areseparatorsof（F，f）．  

Lemma5・22：S叩POSeihat（f，f）isabisubmodularsysiemonV・meSetW qfthe  

βe卯rαねγβ扉（ア，′）．桓Ⅶβα加oge肌ね班ceび拙作呼eCまねβe子規乃わmα乃d血erβeC知れ  

αβ統e払班ceopeγⅥ如耶．  

（Proof）LetⅣ1，1悔∈W．Bythedefinitionofseparators，fbranyorthant（S，T）∈f  

Wehave（5・57）and（5・58）withWbeingreplacedby明fbreachi＝1，2・Itfo1lowsthat  

fbranyorthant（S，T）∈Fwehave   

（∫∩（Wl｛1鳩），rn（1仇nl鳩）），（ぶ－（Ⅳinl鳩），T－（Ⅳ1∩Ⅵち））∈ア，（5・65）   

（gn（Ⅵ1UWら），rn（Ⅳ1Ul鳩）），（∫－（l仇∪Ⅵち），r－（勒∪仲ち））∈ア （5・66）  

and  

2′（ぶ，ア）   

＝J（∫nWl，rnWl）＋J（ぶ－Ⅵ1，ア－1仇）  

＋J（ぶnWら，TnⅥち）＋J（ぶ－Wら，r－1鳩）   

≧J（∫∩（Ⅵ1∩Ⅵち），rn（l仇nl悔））＋J（gn（勒Ul悔），rn（l仇UWら））  

＋′（ぶ－（勒Ul鳩），r－（Ⅳ1Ul鳩））＋∫（ぶ－（Ⅳ1∩Ⅵ勺），r－（WinWら））   

≧2J（g，r）．  （5．67）  

Hence，WlUWら，Winl鳩∈W，i．e．，Wisclosedwithrespec七tounionUamdintersection  

n．F11rthermore，bythedefinitionofaseparator，Wiscomplemented．Thiscompletes  

theproofofthepresentlemma．  □   

Forabisubmodularsystem（F，f）onVandasubsetUofVsuchthatthereexists  

asignedsubset（X，Y）∈fwithU＝XUY，七herestriction（FU，fU）of（F，f）toUis  

thebisubmodularsystemonUdefinedby  

ア打＝（（ズ，y）】（ズ，y）∈ア，ガリy⊆打），  （5．68）  

J打（ズ，y）＝J（∬，y）（（∬，y）∈アぴ）．  （5．69）  

Tbeorem5・23：動rαbね祝むmo血払r郡ねm（ア，′）0乃Ⅴ仇eT℃肌卸egye扇ざね叩αr出払m  

no扉Ⅴ餓C九統α王統eカggow盲喝娩柁e加は  

（i）動reαC九打∈Ho肌d（∬，y）∈アweん肌e（ガ∩打，yn打）∈ア．  

（ii）月eざfわc如那（ア打，J打）（U∈Ⅲ0）α柁COm乃eCねd．  

（iii）動r肌y（ズ，y）∈ア，  

J（ズ，y）＝∑′打（ズ∩打，yn呵・  
打∈Ho  

（5・70）   
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（Proof）ThepartitionrIoisgivenbytheset ofthe atomsoftheBooleanlatticeW  
formedbytheseparatorsof（F，f）・Theproofisalmost thesame aSin theca5eOf  

Submodularsystems（see［36，Section3．3．d】）．However，Weincludetheproofた）rthe  

Sakeofcomple七eness．   

LetⅢ0＝（坑，U；，‥・，th）bethesetoftheatomsoftheBooleanla七ticeWfbrmed  

bytheseparatorsof（F，f）．Let（X，Y）beanysignedsubsetinF．Then，Wehave  

（ズ∩抗，yn坊）∈ア（i＝1，…，可・  （5．71）  

AIso，Wehave  

町（∬，y）  

＝J（ズ∩ぴ1，yn坑）＋…＋′（∬∩こん，†′∩仇）  

＋J（∬－仇，y一肌）＋…＋J（ズー払，y－仇）  

≧J（ズ∩打1，ynこJl）＋…＋∫（∬∩こ㌔，yn仇）＋（た－1）J（∬，y），（5．72）  

Itfo1lowsthat  

J（ズ，y）＝J（∬∩仇，ynこ左）＋…＋′（∬∩こん，ynこ左）．   （5．73）   

Letusconsidertheconnectednessofany（FU；，fU；）払rU；∈rIo．Supposethatthere  

existsasubsetWofU；suchtha七払reach（X，Y）∈FwithXUY＝抗wehaNe（5．57）  

and（5・58）with（S，T）beingreplacedby（X，Y）・Itfbllows丘om（5．73）thatた）rany  

Orthant（S，T）∈Fwehave  

J（∫，r）＝J（∫∩ぴ1，β∩坑）＋‥・＋J（gnこし1，rn抗＿1）  

＋′（∫∩町rnlり＋∫（∫∩（抗－Ⅳ），rn（抗－l′Ⅴ））  

＋∫（∫∩坑＋1，rn抗＋1）＋…＋J（ざ∩こん，rn仇）  

≧J（gn町rnⅣ）＋J（ぶ－Ⅳ，r－Ⅳ）  

≧J（ぶ，r）．  （5．74）  

There払re，WmustbeamemberofW，and hence，W＝¢orⅣ＝U；since抗is  

atomof）〝．   

Final1y，WeShowthat theun1queneSSOfthepartition．Supposethat thereexists  

anotherpartitionrI／＝（Ui，・‥，tH）suchthat（i）～（iii）inthepresenttheoremhold．  

Then，by（iii）wehaveⅢ’⊆W・Therefbre，eaChUf∈rI／canberepresenteda5U：＝  

U；1UUi3∪・・・UU；巾払rsome（il，…，im）⊆（1，・・・，k）．Itfbllows丘・Om（5．73）七hatwe  

bave  

J（芳，y）＝∫（ガ∩坑‖yn坑l）＋…＋∫（ズ∩抗m，yn坊m）  （5．75）   
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forany（X，Y）∈アsuchthatXUY⊆tH．Since（fU：，fU：）isconnected，WemuSth乱Ve  

m＝1．Hence，rI／isthesetofal1thea七omsofWsincerI／isapartitionofV．   ロ  

Each（FU，fU）払rU∈rIoinTheorem5．23iscal1edaconneciedcomponentof（ア，f）．   

Theconnectedcomponentsofabisubmodularsystem（F，f）onVareclassifiedinto  

two classes：fu11y connected onesandnonfu11y connected ones．Furthermore，Theo－  

rem5．23togetherwithTheorem5．20shows that afteran appropriate re且ection any  

bisubmodularsystemisthedirectsumoffu11yconnectedbisubmodularsys七emsand  
COnneCtedsubmodularSyStemS．   

Thefollowlngtheoremcharacterizesthenonfu11yconnectedcomponentsofabisub－  

modularSyStem．   

Tbeorem5・24：ぷ叩pOβe加f（ア，′）ねαb血あmo血ねγβyβねmo乃Ⅴ肌d仇αfP＊（∫）＝  

F（g）♪rg∈G，W加γeG宜βd所medわy（5．47）．me乃0ゆggyco乃れeCねdcompo乃eγぬ扉  

（ア，′）αr印加m♭y（ア打，J打）（打∈n（卯）．  □  

rIbshowTheorem5．24weneedsomelemmas．   

LemmaL5．25：S叩POSethaiP＊（f）＝F（Q）舟rsomeQ∈G．men，Qisclosedwith  

re叩eC舌わ代即erざαg．  

（Proof）LetxbeavectorinP＊（f）suchthatF（x）＝g．Forany（X，Y）∈gwehave  

X（X，Y）＝f（X，Y）．Sincey（X，Y）＝f（X，Y）holdsforanyy∈P＊（f），itfo1lows魚・Om  

thedefinitionofsignedsa七ura七ionfunctionthat  

ガリy⊆sat（＋）（∬）nsatト）（∬）．  

Therefbre，Similarlyh：Om（5・76）and（5・6）～（5・9）wehave  

軌∈y：dep（∬，＋γ）⊆（γズ），  

軌∈ズ：dep（∬，－γ）⊆（㌣∬）．   

Thisimplies（y：X）∈f（x），i．e．，（Y7X）∈Q・  

From thislemmawecanshow  

（5．76）  

Lemma5．26：StwoseihalP＊（f）＝F（Q）hrsomeg∈G andthatSupp（g）≠O．  

耶ほ乃，βd所乃edむy  

β＝（∬UyI（芳，y）∈釘  （5．79）  

壱ざαβ00Jeα乃ね班cet〟五紙代印eCfねf玩ざef肌わ乃肌dか豆erざeC如几αざ兢eねま嘉ceoperα如乃ざ  

αmd加ざ兢eβeま口（ど）げぬαねmβ．   



77  5血c拍reぶOf部mb皿OduJar伽擁edra   

（Proof）SinceQis（LJ，rl）－Closed，fbrany（Xi，Y；）∈g（i＝1，2）wehave（（Xl，‡1）∪  

（X2，鴇））LJ（Xl，Yl）∈g・Denotethissignedsubsetby（Ul，Wi）・Then，（XlUyl）∪（ズ2U  

YB）＝UlUⅣ1．Hence，βisclosedwithrespecttosetunionU．AIso，Since（鴇，X2）  

belongstoQduetoLemma5．25，Wehave（（Xl，Yl）n（Xi，鴇））U（（Xl，Yl）n（y；，X2））∈g・  

Denotethissignedsubset（th，l鳩）．Then，（XlUn）∩（X2Uyち）＝U；Ul悔・Hence，β  

isclosedwithrespecttosetintersectionn．Moreover，fbrany（X，Y）∈gle七（S，T）be  

amaximalelementofQsuchthat（X，Y）⊆（S，T）．NotethatSuT＝Supp（g）・Since  

（γX）∈QduetoLemma5・25，WehaNe（S，T）u（YX）∈g．Denotethissignedsubset  

by（U；，Wも）．ThenwehaNe（SUT）q（XUY）＝U；UWも，SOthatβiscomplemented  

WithSupp（g）asthewholeset，themaximumelement．There払re，βisaBooleanlattice  

WithrI（g）beingthese七ofitsatoms．  口   

（TheproofofTheorem5．24）  

Supposethatg∈Gsa七isfiesF（g）＝P＊（f）andn（g）＝（Ql，…，QL）・Let（S，T）be  

amaximalelemen七ofg・FromLemma5・26，foreachQ∈rI（g）wehave（SnQ，Tn  

Q），（TnQ，SnQ）∈g・Thenwehaveforany（X，Y）∈F  

（方nQ，ynQ）  

＝（（gn（？，rn（？）∩（ズ，y））∪（（rnQ，gnq）∩（∬，y））∈ア．（5．80）   

LetRbethesupportofg・Since（S，T），（T，S）∈Q，Wehaveforany（X，Y）∈F  

（ズー月，y一月）＝（（ズ，y）∪（∫，T））∩（（方，y）u（r，g））∈ア．  （5．81）   

Moreover，  

J（ぶ，r）＝ ′（ぶ，r）＋J（rn仇，∫nQl）＋…＋J（rn吼，gn吼）  

＋∫（∫nQl，rn¢1）＋…＋J（∫∩吼，rn吼）  

≧ ′（∫∩仇，rnQl）＋…＋J（∫∩（？J，rnQり  

≧J（ぶ，r）．  （5・82）  

Hence，Wehavef（S，T）＝f（SnQl，TnQl）＋・‥＋f（SnQE，TnQL）．Simi1arly，We  

havef（T，S）＝f（TnQl，SnQl）＋…＋f（TnQL，SnQL）．Therefore，  

2J（ズ，y） ＝ ′（ズ，y）＋J（∫，ア）＋J（ガ，y）十′（ア，∫）  

＝J（ズ，y）＋J（gnQl，rnQl）十…＋J（β∩吼，rn吼）  

＋J（∬，y）＋J（rn（～1，∫nQl）＋‥・＋J（rn臥ぶ∩吼）  

≧ ∫（ぶ∩∬nQl，rnynQl）＋‥ヰ∫（ぶ∩∬∩乱丁nl′∩吼）   
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＋′（（ぶ，ア）∪（ズ，y））  

＋′（rnズnQl，ぶnyn（～1）＋・‥＋∫（rn∬∩吼，∫nyn吼）  

＋∫（（r，∫）∪（ガ，y））  

≧J（ガロQl，ynQl）＋…＋J（ズnQhyn吼）  

＋∫（∬，y）＋J（ズー凡y一月）  

≧J（方∩月，yn月）＋J（ズ，y）＋J（ズー札y一句  

（5・83）  ≧ 2J（ズ，y）．   

Itbllows丘om（5．83）that  

J（∬，y）＝J（∬nQl，ynQl）＋…＋′（ズ∩（2！，yn吼）＋J（∬一点，y一月ト（5・糾）   

Wesee丘om（5．84）that eachQ∈n（Q）isaseparatorof（F，f），i・e・，amemberof  

W・ForanyQ∈n（g）thereexistsomeatomsUij（j＝1，…，m）ofW8uChtha七  

Q＝抗1∪…Ut左m・SinceQ∈β，thereexists（X，Y）∈Fwi七hXUY＝Qsuch七hat  

（YX）∈Fandf（X，Y）＋f（γX）＝0．Then，itfbllowsたomTheorem5・23that  

（ズ∩抗J，yn乙㌔ブ），（yn抗メ，ガ∩こちブ）∈ア（J＝1，…，m）  （5・85）   

and  

0 ＝J（ズ，y）＋′（γズ）   

＝J（∬∩抗‖ynこち1）十…＋J（ズ∩抗m，ynこ差m）  

＋′（yn抗1，ズ∩坊1）＋…＋′（yn抗m，方∩こ差m）   

＞ 0．  （5．86）  

Therefore，Wehave  

J（ズ∩抗∫，ynこち∫）＋∫（ynこちゴ，ズ∩こちノ）＝0（J＝1，…，m）・  （5遁7）   

Hence，bythedefinitionofrI（Q）wemusthavem＝1，i．e．，QisamatOmOfW，Ak；0，it  

isclearthattheconnectedcomponent（FQ，fQ）isnotfu11yconnected．   

Conversely，SuPPOSethatforsomeatomUofWtheconnectedcomponent（アU，fU）is  

notfu11yconnected・Then，thereexists（X，Y）∈FwithXUY＝Usuchtha．t（γX）∈F  

andf（X，Y）＋f（γX）＝0・Then，WehaveU∈β，andhence，U＝QflU…UQimfbr  

SOmeQij∈Ⅲ（g）（j＝1，…，m）・Itfo1lows触）m（5・84）thatforany（Z，W）∈FUwe  

bave  

J（Z，Ⅳ）＝′（gn吼1，Ⅳ∩吼1）＋…＋J（gnQfm，ⅣnQfm）．  （5．鋸）   



5亡rlユC紬re50f点わⅢb皿Odd甜Po擁edra   

Since（FU，fU）isconnected，WemuSthavem＝1．Hence，WehaveU∈口（Q）．  

（EndoftheproofofTheorem5．24）  
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Unfortunately，givenavectorx∈P＊（f），theexchangeabilitygraphG（F（x））does  

notcontainenoughinfbrmationabout七hepartitionrIoglVeninTheorem5・23・However，  

WeCanenumeratethenonfu11yconnectedcomponentsofabisubmodularsystem，1．e．，  

WeCanfindthepartitionrI（g）giveninTheorem5・24．Theprocedureisoutlinedas  

払1lows．   

Wesee丘omTheorem5・20andresul七Sin【15】and【36，Section3・3・d】thatⅢ（g）is  

exactlythesetofthevertexsetsofthebalancedcomponents（seeSection2．3）ofthe  

exchangeabilitygraph G（F（x））associatedwithx・Wbassumethat（F，f）issimple  

withoutlossofgenerali七y．IfwearegivenaneXtremePOintxofP（f），thenwecan  

COmputethebidirectedgraphG（F（x））（or，thesignedpose七P（x）），uSingAlgorithms  

IandIIgiveninSection5．3．Moreover，thebalanCednessofabidirec七edgraphcanbe  

Checkede伍cientlybymeanSOfthebreadth－first search．Hence，WeCan COmpu七e the  

nonfu11yconnectedcomponentsofabisubmodularsysteminO（IV）2）time，Wherewe  
assumeanOraCleforthefunctionevaluationoff．   



Chapter 6 

Characterizations of Bisubmodular 

Functions  

AswasseeninTheorem5．12bisubmodularfunctionsarecharacterizedby七hevalidity  

OfthegreedyalgorithmdescribedinSection5．4．Inthis chapter，WeCOnSider other  

Characterizationsofbisubmodularfunctions．Itiswellknown tha七asetfunction f：  

2V→Rissubmodularifandonlyifitsderivativesaremonotonenonincreasing（see，  

e・g・，【54】）・Ourresul七saregeneralizationsofthisfact．   

Thischapterismainlybasedonthecollaboratedwork［7】withS・Fujishigeand  
T．Naitoh．  

6．1． A CharaCterization ofBimodular Functions   

Supposethatfis asimpleandspanning（U，∩）－CIosedfami1yonV・Recal1thata  

functionf：F→Ronアiscalledbimodularif（2．13）hold＄Withequalityforeach  

（Xi，y；）∈F（i＝1，2）．Bimodularfunctionsarecharacterizedas払1lows・  

Lemma6．1：Sttppo＄ethaりisabimodular舟nctiononasirTq）leand呼anning（LJ，n）－  

cgoざedみm勒アomVび娩J（¢，¢）＝0．乃em伽ree∬ねねαび氾画evecねr〝∈Rγ馳C九  

兢αま  

J（ズ，y）＝∑〝（γ）－∑申）・  
Ⅴ∈ズ Ⅴ∈y   

（6・1）  

（Proof）LetC：（軋¢）＝（Sntjb，TnUb）⊂（SnUl，TnUl）⊂…⊂（Sn軋，Tn軋）＝（S，T）  

be anymaximalchainoff，Wherenote tIlat¢＝th⊂Ul⊂…⊂UL＝V and  

f抗一抗＿1l＝1（i＝1，2，…，n）withn＝lVIduetotheassump七ion・Fori＝1，…，n  

letvi＝抗－ULl．DefineavectorzJ∈Rγby   

1 勅封 
（ 

（6・2）  

fbri＝1，…，n．W占caneasilyshowthatforany（X，Y）∈Fwith（X，Y）⊆（S，T）  

equation（6．1）holds（see【36，Lemma7・5】）・ThenwealsohBNeforany（X，Y）∈F  

J（方，y）＝ －J（β，ア）＋J（ぶ－㌣r一方）＋J（ぶ∩ズ，rny）  
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＝ －∑レ（γ）＋∑〃（u）＋∑申卜 ∑レ（即）  
℃∈g  v∈ア  ヤ∈β－y  骨∈T－ズ  

＋∑1小ト∑レ（u）  
り∈∫∩ズ  v∈Tny  

＝ ∑乙車卜∑レ（γ），  
り∈ガ  リ∈y  
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（6．3）  

Wherethefirs七equalityb1lows丘・Omthebimodularityoffonアandnotetha七（6．1）  

holdsfor（X，Y）＝（S，T），（S－YT－X），（SnX，TnY）with（X，Y）⊆（S，T）．Moreover，  

Sincefissimpleandspanning，SuCharepresentationoffisunique．  □  

W畠see h・Om Lemma6．1that the problem ofminimlZlngbimodularfunctionsis  

equivalenttotheminimum－Weightidealproblemforslgnedposets．                                                                                                                                                       ●  

6．2． ACharacterizationofBisubmodularFunctions   

SupposethatFisasimpleandspanning（U，rl）－ClosedfamilyonV・Afunctionf：f→  

Riscalledbisubmodularinanorthant（S，T）iffbreachXl，X2⊆SandYi，YB⊆Twe  

have（2．13）・Itshouldbenoted七hatf：F→Risbisubmodularinanorthant（S，T）if  

andonlyifasetfunctionf／：7）（S，T）→Rdefinedby  

J′（ズ）＝J（∬∩ぶ，∬nr）（∬∈か（町））  （6・4）  

isanordinarysubrnodularfunctionon7）（S，T），Where7）（S，T）⊆2Visthedistributed  

latticedefinedby  

恥，T）＝（ガリyl（ズ，y）∈ア，（ズ，y）⊆（ぶ，r汁   

Wbsaytwosignedsubsets（Xl，Yl）and（X2，坑）ofVarea4jacentif  

（弟，れ）＝（ズ∪（γ），y），（為，範）＝（茸，yU（可）  

（6・5）  

（6．6）  

払rsome（ズ，y）∈3y弧du∈Ⅴ－（ズUy）・   

F。ranyfuncti。nf：F→R。naSimplea皿dspanning（U，∩）－ClosedfamilyFonV，  

letusconsiderthefo1lowlngtWOCOnditions・  

（i）fisbisubmodularineachorthant・  

（ii）Fc・ranytWOadjacentorthan七s（Sl，71），（S2，為）∈7wehave  

J（gl，n）＋∫（g2，策）≧ 2J（（gl，れ）∪（量，策）））  

（＝ 2J（（∫1，れ）∩（量，策）））・   
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Lemma6・2：Conditions（i）and（ii）areequivalenttoCondition（i）andthejbllowin9  

COれdまfわ氾ご  

（ii’）釣rα叩ね旧α伽cem舌頭れedβ祝わβeね（弟，坑），（為，鴇）∈アぴe九αUe  

J（Xl，羊）＋J（ズら，鴇）≧ 2抑耳1，Ⅵ）∪（ズ2，鴇）））  

（＝ 2J（（ズ1，れ）∩（為，鴇）））・  

（Proof）Itsl嘩CeStOPrOVethatConditions（i）and（ii）implyCondition（ii，）．   

Supposethat（Xl，yi）＝（XU（v），Y）and（X2，Y；）＝（X，Yu（v））fbrsome（X，Y）∈  
fandv¢XuY・Letusconsiderthesignedpose七P（F）＝（隼A；∂）．Since（Xu  

（v），Y）∈F，thereexistsanOrthant（ZU（v），W）∈fsuchthat（XU（v），Y）⊆  

（Zu（v），W）・Then，（Z，WU（v））isalsoanOrthan七inFsince  

（Z，Ⅳ∪（u））＝（（Zu（可，Ⅳ）u（∬，yU（可））∪（ズ，yU（可）．  （6．11）  

Wbhave鉦omCondition（i）that  

J（ズ∪（可，y）＋′（Z，Ⅳ）≧J（gu（可，Ⅳ）＋J（方，y）  （6．12）  

乱nd  

J（ズ，yU（u））＋J（Z，W）≧J（g，Ⅳ∪（可）＋ノ（ズ，y）．  （6・13）  

Hence，Wehave  

J（∬∪（可，y）＋∫（ズ，yU（可）－2∫（ズ，y）  

≧J（ZU（γ‡，Ⅳ）ギJ（g，Ⅳ∪（可）－2∫（g，Ⅳ）   

≧ 0，  （6．14）  

Wherethelastinequali七yi＄dueto（ii）．Thiscompletestheproofofthepresentlemma．口   

1emma6・3：軸poざe肋α士ア由αβ盲γ叩geα乃d甲肌托如（∪，∩トcねぎedわm軸0乃Ⅴ．  

mem，かαれy卯かぬed毎扇わま茸，γA，β⊆Ⅴβ祝Cん琉欄ま（ズUA，yUβ），（∬∪β，yUA）∈  

アα乃dAUβ≠¢ぴe九肌e  

（ズ∪（β∪（可），yU（A－（可））∈ア舟rざOm…∈A  （6．15）  

0γ   

（∬∪（β－（可），yU（AU（可））∈デカrgomev∈且   （6・16）  
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（Proof）Since（X，Y），（XUA，YUB）∈FandFissimple，Wehave  

（ズ∪（u），y）∈ア払rsom…∈A   

Or  

（ズ，yU（u））∈ア払rsomeγ∈且  

Inthefbrmercase，Wehave   

（6．17）  

（6．18）  

（方∪（β∪（γ）），yU（A－（可））＝（（ズ∪β，yUA）∪（ズ∪（可，y））∪（ズ∪（γ），y）∈ア．（6・19）   

Inthelattercase，Wehave   

（ズ∪（β－†可），yU（AU（可））＝（（∬∪β，yUA）∪（ズ，yU（可））∪（∬，yU（り））∈ア．（6．20）  

口   

Lemma6・4‥Conditions（i）and（ii’）arcequivalenttoCondition（i）andthefbllowin9  

co†もd宣子由mニ  

（ii”）fbrαm封印かび由ed毎0盲m土方，γA，β⊆ⅤβむCん娩αf（ズUA，yUβ），（ズ∪β，yUA）∈  

アひe九αUe  

J（ガリA，yUβ）＋J（∬∪β，yUA）≧2′（ズ，y）．  （6．21）  

（Proof）It su氏cestoprovethat Conditions（i）and（ii’）imply Condition（ii”）．We  

PrOVethislemmabyinductionon k＝‡AUB卜Inthecasewhen k＝0，Wehave  

A＝B＝¢and（6・21）holdstrivial1y・Whenk＝1，Wehave（6・21）たom（ii，）．Suppose  

tha七k＞1andinequality（6．21）holdsforanyPairwised画ointX，㌣A，B⊆Vsuch  

tba七（ズUA，yUβ），（ズ∪β，yUA）∈アwit叫Auβl＝た－1・  

Itfo1lows企omLemma6・3thateither（6・15）or（6・16）holds・Supposethat（6・15）  

holds・LetA′＝A－（v）andBI＝B・Wehave  

（（∬∪†可）uA′，yU月′）＝（ズUA，yUβ）∈ア  （6．22）  

and  

（（ズ∪（v））∪β′，yUA′）＝（ズ∪（β∪（む）），yU（A－（可））∈ア．  （6．23）  

SincelA／uB／i＝k－1，Wehavebytheinductionhypothesisthat  

J（∬∪4yUβ）＋J（ズ∪（β∪（可），yU（A－‡可））≧2J（芳∪（可，y）．（6．24）   
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Also，from（ii，）wehBNe   

J（ズ∪β，yUA）＋′（ズ∪（β∪（む）），yU（A－（γ）））≧2J（ズ∪β，yU（A－（可））・（6・25）   

Ontheotherhand，Wehave駐om（i）that   

′（ズ∪（γ），y）＋∫（ズ∪β，yU（A－（可））≧J（ズ∪（β∪（u）），yU（A－（可））＋J（ズ，y）．  

（6．26）  

Hence，itfo1lows丘om（6．24）～（6．26）that  

′（ガリA，yUβ）＋J（ズ∪β，yUA）＋2J（ズ∪（β∪（可），yU（A－（む）））   

≧ 2′（ズ∪（v），y）＋2J（ズ∪β，yU（A－（γ）））   

≧ 2′（ズ∪（β∪（γ）），yU（A－（γ）））＋2′（∬，y）・  （6・27）  

Therefbre，theinequality（6．21）holdswhenIAUBI＝k■Thecasewhen（6・16）holds  

Canbetreatedsimilarly．  □   

Tbeorem6．5：軸poざe仇αモア由αβ宜γ叩ヱeαれd呼α肌如‡∪，∩トcわβed舟m軸onV．A  

舟れC如mJ：ア→Rぬむぬ㍑わmo血ねrげαmd卯和びCoれd盲如那（i）α扇（ii）加闇．  

（Proof）The“onlyif”partistrivial・Wbprovethe“iT’part・Let（薫，Y；）∈f（i＝1，2）・  

PuttingA＝X2nn，B＝Xln鴇and（X，Y）＝（Xl，Yl）U（為，y；），WehaNe  

（ズUA，yUβ）＝（（ズ1∪為卜％，何Ulち）一端）∈ア   （6・28）   

and  

（ズ∩β，yUA）＝（（ズ1∪為）－れ，（Ⅵ∪鴇）－∬1）∈ア・   （6・29）  

■  

Itfo1lowsfromLemma6．4that  

J（（ズ1∪為）一端，（れ∪‡ち卜耳2）＋J（（∬1∪範）一箪，（靖∪鴇）一方1）  

≧ 2J（（∬1，坑）∪（ズ2，鴇））・   

Ontheotherhand，WehaNeなomCondition（i）thatand  

（6．30）  

J（弟，れ）＋J（（弟，Ⅵ）∪（為，鞄））≧′（（黄∪薫ト‰（Ⅵ∪鴇）－ズ1）＋J（ズ1一陥月一端）  

（6．31）  

and   

J（ズか鞄）＋J（（弟，Ⅵ）∪（孝行鴇））≧J（（弟∪範卜挽（Ⅵ∪鴇）一端）＋J（為－Ⅵ，鴇一方1）・  

（6・32）   



仇arac亡edgafね刀gOf月iざub皿OduJar凡皿C亡io皿5   

Consequently，ffominequalities（6．30）～（6．32）weobtain  

′（ズ1，Ⅵ）＋J（為，鞄）＋2∫（（ズ1，Ⅵ）∪（ズ2，坑））  

≧J（（ズ1∪耳2）－れ，（Ⅵ∪鴇）－ズ1）＋J（（ズ1∪耳2卜靖，（れUYら）一斉2）  

＋J（ズ1一端，省一ズ2）十J（ズ2－れ，鞄一方1）  
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≧ 3J（（ズ1，弟）∪（ズ2，鴇））＋J（（ズ1，れ）∩（耳2，鞄））   

丘omwhichfo1lowsthedesiredinequality．  

AswehadseeninTheorem5．12，thebisubmodularityisalsocharacterizedbythe  

ValidityofthegreedyalgorithmglVeninSection5．4．Hence，WeCanShowTheorem6．5  

viathevalidityofthegreedyalgorithm（see【38］）．   

De丘ne  

D＝（（∬，封）l∬，訂∈Z＋，∬＋釘引Ⅴけ，  （6・34）  

whereZ＋denotesthesetofnonnegativeintegers．Afunctionf：3V→Rissaidto  

becardinality－Symmetricifitsfunctionvaluef（X，Y）dependsonlyonthecardinalities  

図andlY暮ofitsarguments，i・e・，thereexistsafunctiong：D→Rsuchthat  

（6．35）  J（ズ，y）＝抑利Iyl）  

払rall（ズ，y）∈3γ．   

Defineoperators△1and△2aSfo1lows．Foranyfunction90nD，  

△1g（∬，封）＝ タ（ご＋1，訂）一夕（∬，y），  

△2g（∬，封）＝ g（∬，y＋1）一夕（∬，y）   

払r∬，y∈Z＋Witb∬＋y≦lV卜1．  

Foranybivariatefunctionhwesaythathismonofonenonincreasin9ifh（∬，y）≧  

h（z，W）foreveryx≦zandy≦winthedomain・   

FromTheorem6．5wehave  

Corouary6．6：Acα摘玩α古物一昭mme机cメ血c血mJ：3V→Rねあ加わmod視ねrげ肌d  

o両げJ由e軍γeざざdαβ（6．35）玩ねmげα抽α再αね伽c如乃タ：D→R兢αまざα士まポeβ  

仇eノbgわびれタまぴOCO乃d死ねmβご  

（i）凡reαC九盲＝1，2△iタねmo乃0わmeれ0几玩ぐ柁α血g・  

（ii）動rα叩∬，y∈Z＋び克九諾＋y＝lVト1，  

タ（∬＋1，y）＋タ（ヱ，y十1）≧2タ（∬，封）・   



Chapter 7 

FractionalDegree－tWOPolytopesandIdeal  

Polytopes  

Theconceptofdegree－tWOinequalitiesisintroducedbyE．L．JohnsonandM．W．Pad－  

berg【50］・Theyno七icedthatthereexistsanaturalcorrespondencebetweenbidirected  

graphsanddegree－tWOinequalities．   

Aninequalityinnvariablesxl，・・・，Xnisofde9柁e－tWOifitiseitherxi＋xj≦1，  

－Xi－Xj≦－lorxi－Xj≦Ofbrsome7，プ＝1，…，n・Forexample，thefbllowlnglS  

SyStemOfdegree－tWOinequalities：  
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（7．1）   

TheO－1solutionsofdegreevtwoinequalitiesareofspecialinterest・Thestablesetsl  

thenode covers，theorderidealsofa（directed）grapharedescribedastheO－1so－  

1utionsofsystemsofdegree－tWOinequalities・OtherexamplesoftheO－1solutionsof ■  

adegree－tWOinequalitiescanbefbundinmanyCOnteX七sISuChasquadraticBoolean  
equations［42］，linearandquadra・ticO－1programing【41】，andlogic［75］・Instudiesof  

quadraticBooleanequa七ion（seee．g．，【12】and［42】），bidirectedgraphsappearedimplic－  

i七1yasiTTtPlicafion9r呼hs，Whichwascal1edsignedcoveringgr叩hsbyT・Zaslavsky［86］・  

Itshouldbealsonotedthatasystemofdegree－tWOCOnStraintsis，indisgulSe†aCOnq，lete  

setqfirTtPlicantswiththeirlengthsatmosttwo（see【45】，［44】，【46］）・  

In［50］JohnsonandPadbergconsideredthepolytopedefinedastheconvexhullof  

theO－1solutionsofasystemofdegree－tWOinequalitiesasageneralizationofastable  

setpolytopeandgaveaclassoffacet－inducinglnequalities■Inthischapter，WeCOnSider  

arelaxa七ionoftheO－1solutionsofdegree－tWOinequalities，namelyIWeCOnSiderthe  

solutionsetofdegree－tWOinequalitiesandtheinequalitiesO≦pj≦1（j＝1，・・・，n），  
whichwecal1a＆actionaldegre＆tWOpOlytope・  
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InSection7．1，WeShowthatthereisanisomorphismbetweenaffactionaldegree－  

twopolytopeandanidealpolytope．AIso，theintegralityoftheidealpolytopeofany  

bidirectedgraphisshown，andtheha路integralityofanyh：aCtionaldegree－tWOPOlytope  

fo1lows．Itwillbeshownthatthelinearprogramsoverfra，Ctionaldegree－tWOPOlytopes  

Canbereducedtominimum－Weightidealproblemsforbidirectedgraphs・InSection7・2，  

WeglVeSOmeneCeSSary andsu腿cient conditionfbr aftactionaldegree－tWOPOlytope  
tobeintegral．Final1yinSection7．3，WeCOnSidersomese七SyStemSCharac七eri2；edby  

COmpletesetsofimplicantsasanaPplication．   

Thischapterisbasedonthepaper【3】・  

7．1．FractionalDegree－tWO Polytopes andIdeal  

Polytopes  

AnidealpolytqpeIP（G）associatedwi七habidirectedgraphG＝（隼A；∂）isdefinedas  

thesolutionsetofthesys七em  

〈∂α，∬〉≦0（α∈A），  （7・2）  

－1≦申）≦1（り∈Ⅴ）  （7・3）   

ofinequalities．NotethattheintegralpointsofIP（G）arePreCiselythecharacteristic  

vectorsoftheidealsofG．   

Forasystem∑た17kLXL≦βk（k＝1，…，m）ofdegree－tWOinequalitiesinnvariables  

xl，…，XnWenatural1yaBSOCiateabidirectedgraphG＝（VA；∂）asfo1lows（【50】）‥  

V＝（vl，…，Vn），A＝（al，・・・，am）and∂isdefinedas  

thek－thinedualityisxi＋xj≦1  
thek－thinequalityis－Xi－Xj≦－1（k＝1，…，m）・  
thek－thinequalityisxi－Xj≦0  

（7．4）  

明＋り  

一明－りif  

明‾り  

ForourexamPle（7．1）thebidirectedgraphinFigurel・2corresponds・Nowthesystem  

∑迄17kLXL≦βk（k＝1，…，m）isdescribedin七ermsofbidirectedgraphGas  

〈恒〉≦書く∂α，1v〉（α∈A），   （7・5）  

wherelv∈RYi＄definedbylv（v）＝1fbrv∈V，〈・，・〉isthe（canOnical）innerproduc七，  

and∂ashouldberegardedasavectorinRV．conversely，givenanybidirectedgraph  

G＝（VA；∂），thesystem（7・5）ofinequalitiesisofdegree－tWO・Hence，企omnowon，We  

alwaysassociateabidirec七edgraphGwithasys七emofdegree＋七woinequalities・   
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GivenabidirectedgraphG＝（VA；∂），W。Cal1thesol。i。nSetOfthesystem  

〈∂α，∬〉≦㍍∂α，1v〉（α∈A），  

0≦∬（Ⅴ）≦1（γ∈V）  
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Ofinequalitiesthe♪、aCtionald印ree－tWOPOlytqpe associatedwith Ganddenoteit by  

FD2P（G）・Itshouldbenotedthatifal1thearcsofGareoftype（1）thenGcanbe  
regardedasanundirectedgraphandFD2P（G）isthe函ctionalstablesetpolytopeof  
G・AIso，ifal1thearcsofGareoftype（3），thenGisanordinaTydirectedgraphand  

FD2P（G）istheorderidealpolytopcofG．   

Itfo1lows企omthedefinitionsthat   

Proposition7・1：Pbranybidirecied9rqPhG＝（竹A；∂）wehavex∈FD2P（G）げand  

卯舟げお－1v∈IP（G）．  ロ  

AIso，WeCaneaSilyseethefo1lowlng．   

Lemma7・2：Ebranybidirected9r叩hG＝（VA；∂）andw：V→Rxisanpptimal  
βOJ現ゎれかmin（∑v∈VIU（巾（州∬∈FD2P（G））げαmdo励げ2∬－1y由αm叩£まmαg  

β0混血か血n‡∑舶用車）∬（州∬∈IP（G））．  口   

Note that themapplngXト→23：－1Y gⅣe8anisomorphismbe七WeentWOpOlytopes ●  
FD2P（G）andIP（G），thatthehalf・integralpointsinFD2P（G）correspondtotheideals  

OfGandthattheintegralpoin七sinFD2P（G）correspondtotheideals（S，T）ofGsuch  

tbat∫リア＝Ⅴ．   

Thefbllowingtheoremwasimplicitlygivenin［73，Proposition3・1】andalsofo1low＄  

丘omTheorem5．10．  

Tbeorem7・3：凡rα叩b盲dかecねdgr呼九G＝（VA；∂）伽揖eαgp舟ま叩eIP（句ねぬ豆e－  

grαg．  

（Proof）GivenabidirectedgraphG＝（隼A；∂）supposethat∬i＄inIP（G）．ItstlfRces  

toshowxisaconvexcombinationofthecharacteristicvectorsx（X，Y）（（X，Y）∈r（G））・   

Letthedistinctpositivevaluesof］x（v）I（v∈V）begivenby  

∬1＞∬2＞…＞∬p（＞0）・  （7．8）  

De五ne   

机 ＝（γlu∈町中）≧勘）  

呵 ＝（可野∈Ⅴ－∬（Ⅴ）≧諾i）  
（盲＝1，2，…，p）．   （7．9）  
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Sincex∈IP（G），fbreachi＝l，2，…，PWehave（U；，呵）∈Z（G）・Define入i（i＝  

0，1，…，p）by  

〈  
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）
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．
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（
（
（
 
 

1－∬1  

∬i－∬f＋1  

ごp  

，p－1）  （7．10）  ん＝  

Putting（Ub，1穐）＝（¢，¢）wehaNe∬＝∑覧0入fX（Ui，呵）・Since∑た0入i＝1and入i≧  

0（i＝0，…，P），thepresenttheoremfbllows・  □  

The払1lowingisageneralizationofaresultofNemhauserandnotter［64】払rthe  
丘actionalstablesetpolytopes．  

Corollary7．4：動rα叩む盲d盲γeCね再叩九G＝（隼A；∂）仇e如c如nαJdeタ柁e－ぬopoJy－  

ま叩eFD2P（G）ぬ加担乃吻m～．  

（Proof）Thepresentcorollaryfbllows鉦omProposition7．1andTheorem7．3．   ロ   

Corollary7．5：釣rα関ゎ盲d壱recねdタr叩ゐG仇e伽eαrpr昭和mm玩gpro鋸em o即er統e  

po雛呼eFD2P（G）cαれわere血cedfo兢em血豆mum－We毎加五deα～pγ0抽mカrG，α乃d扇ce  

γerβα．  

（Proof）Thepresentcorollaryfo1lows企omLemma7．2andTheorem7．3  □   

Itfo1lowsたomtheremarkgivenafterLemma3・19thatalinearprogrammlngPrOblem  
OVera丘actionaldegree一七WOPOけtopecanbereducedtoaminimum－CutPrOblem．  

7．2・Characterizations払raFractionalDegree－tWO  

PolytopetobeIntegral  

Inthissectionweargueconditionsfora＆actionaldegree－tWOPOlytopestobeintegral．Ⅰ七  

iswell－knowthatanecessaryandsuncien七conditionfbraftactionalstablesetpolytope  

tobein七egralisthattheglVenundirectedgraphi＄bipar七ite・AIso，ifthebidirectedgraph  

Gisanordinarydirectedgraph（i・e・，allthearcsofGareof七ype（3）），theFD2P（G）  

istheorderidealpolytopeandknowntobeintegral．Thesefacts8uggeStthefbllowlng  

generalizationandisindeedtrue・   

Theorem7・6：T％e♪・aCtionalde9ree－tWOPOlytppeFD2P（G）associatedwithabidirected  

タr呼九G＝（隼A；∂）由玩吻和雄α几d抑ねげGぬbαね乃Ced．  

（Proof）Thesuaciencyea5ilyfo1lowsfromLemma・2・4sincetheleft－handsidematrix  
Ofdefininginequalities（7・6）istotal1yunimodularif（andonlyif）Gi8balanced．   

Tbseethenecessity，SuPPOSethatforabidirectedgr叩hG＝（ViA；∂）theas80Ciaもed  

FD2P（G）isin七egral・Then，itfo1lows缶omLemma7・2togetherwiththeremarksgiven   
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afteritthatforanyweightfunctionthereexistsaminimum－Weightideal（S，T）such  

thatSuT＝V・De£neaweightfunctionw：V→RonVby  

ひ＝－∑∂α，  
d∈A  

Whereweregard∂aasavectorinRV・Then，fbranyideal（X，Y）ofGwehave  

ひ（ガト可y）＝ト∑∂α，（ズ，y）〉  
α∈A  

－∑〈∂α，（ズ，y））  
α∈A  

＞ 0．  

（7．11）  

（7．12）  

Let（S，T）beanOPtimalidealforProblemmin（w（Xトw（Y）l（X，Y）∈r（G））such  

thatSuT＝V・Since（軋O）∈r（G）andw（¢）－W（0）＝0，theoptimalⅤalueisOand  

WehaNeW（S）－W（T）＝0．Then，WehaNe〈∂a，（S，T））＝0foranya∈A．Hence，  

〈∂a，（T，S）〉＝Ofbranya∈Aand七hesignedsubset（T，S）isalsoa皿（optimal）idealof  

G．It fbllows丘・OmLemma2．8thatGisbalanced．  ロ  

ThefbllowlngCOrOllaryiseasilyderivedたomHo蝕1anandKruskal，stheorem．   

Corollary7・7：A♪、αC如mαJ如γee－如叩0如叩eFD2P（G）由玩吻和雄肌d即和げか  

αれy抽egγαgJ）祝∈Zyα犯dc∈ZA娩epoJyf叩eぬc汚あedむy伽聯ねm  

〈鮎，∬〉≦c（α）（α∈A），  

g（γ）≦∬（u）≦那（u）（γ∈Ⅴ）   

〆れe曾視αg摘eざ宜β血甲m‡．  

AsaconsequenceofTheorem7・3andLemma2・7wehavethefbllowlng．  

Lemma7・8：軸poざe仇αfG＝（VA；∂）盲ぶαあ豆dかecねdgr呼九肌d打ぬα飽あざefげⅤ．  

Ⅳ冶九α即eIP（G）：ぴ＝IP（G：ぴ）．   

ForanyQ⊆【0，1】yandU⊆VdefinethenqationQ！U⊆【0，1】VofQatUby  

Q！打＝（∬！呵∬∈Q），  

wherex！U∈【0，1】Visdefinedby  

（7・15）  

1－∬（u）（げu∈打）   

∬（γ）（0地erwise）  
（γ∈Ⅴ）．   （∬！ぴ）（u）＝  （7．16）   
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Corollary7・9：77Le如ctionaldegrt2e－iwopolytopeFD2P（G）associated with a bidi－  

rec£dタr叩九G＝（竹A；∂）由玩吻mgげ肌d㈹～yげFD2P（G）け由α乃0摘er盲deαg  

pogyねpe♪rβOmeぴ⊆Ⅴ．  

（Proof）Su伍ciencyistrivial．Supposethatthefractionaldegree－tWOPOlytopeFD2P（G）  

isintegral・Then，byTheorem7・6，G＝（隼A；∂）isbalanCed，i・e・，払rsomeU⊆V七he  

reAectionG：UofGisanOrdinarydirectedgraphandwehaveIP（G）：U＝IP（G：U）  
byLemma7■8・Itfo1lows緻omProposition7．1thatFD2P（G）！U＝FD2P（G：U）．Since  

FD2P（G：U）isanOrderidealpoly七ope，thecorollaryholds．  ロ  

7．3．AnApplication  

Inthissectionweconsidersetsystemscharacterizedby“completesetsofimplicantS”，  

WhichwasdevelopedbyHausmannandKorte【45】andHausmann［44］・   
Wbcal1apair（V7）ofanonemptyfinitesetVandF⊆2Vadiscretesystem．An  

irTtPlicaniofdiscretesystem（VJ）is（］十，］‾）∈3Vsuchtha七fbranyF⊆Vwehave  

J＋⊆ダ，J‾∩ダ＝¢＝⇒ダ¢ア．  （7．17）   

Thelen9ihofimplicant（］＋，］－）is［］＋uJl．AsetofimplicantSJwiththeproperty  

ダ¢ア⇔ヨ（J＋，J‾）∈J：J＋⊆ダ，J‾∩ダ＝¢  （7．18）   

iscal1edacorTPletesetqfiTTtPlicantsof（VF）l  

IfJisthecompletesetofimplicantSOfadiscretesystem（V7）andal1theimplicantS  
inJhavelengthstwo，thenwecanaSSOCiateabidirectedgraphG＝（VIA；∂）inan  

Obviousway，i．e．，Aand∂aredefinedby  

A＝（αJIJ＝（J ＋，J‾）∈J）  （7．19）  

and  

∂αJ＝XJ（J＝（J＋，J‾）∈J）   （7．20）   

andweseetha七FistheintegralsolutionsofFD2P（G）．   

Forfl，fb∈Fthereducedsysiemwithrespecttofland為isthediscre七esystem  

（El△為，f），Where△denotesthesymmetricdi鮎renceand  

テ＝（呵ダ⊆為△薫，ダ∪佑∩薫）∈ア）．  （7．21）   

Foradiscre七esystem（隼F）defineP（F）astheconvexhu1lofthe characteristic  

VeCtOrSXF（F∈7）．   
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Theorem7・10（IkebeandTamurat46］）：Supposethai（隼7）isadiscretesystemand  

凡，為∈ア．ガ兢ere e∬ねねαC叩〆eねβeモガ豆叩批泊れねブ扉銑ere血ced聯ねm  

（ダ1△蔦，テ）β祝Cん血書αgはeJemg琉β扉盲叩g血血豆mブαγe如，触れP（テ）由…e卵如れ  

げαmO摘eγ宜deαJpogyわpe．  

（Proof）If5isthecompletesetofimplican七sof（fl△為，f）andal1theimplicants  

in5havelengthstwo，thenwecanaSSOCiateabidirectedgraphG＝（Pl△為，A；∂）  

by（7．19）and（7．20），WhereJbeingreplacedwith5．Then，fistheintegralsolu－  

tionsofFD2P（G）．Furthermore，SincePl一馬，為－El∈f，thebidirectedgraphG  

mustbebalanCed・Itfbllows缶・OmTheorem7・6thatFD2P（G）isintegral，andhence，  

FD2P（G）＝P（f）．Wbcomple七estheproofof七hepresenttheoremusingCorollary7．9．  

□   



Chapter 8 

Concluding Remarks 

InthisfinalchapterwereviewtheresultsglVenineachmainchap七eranddiscusssome  
related七opics．   

InChapter3weconsideredclassicalcombinatorialoptimizationproblemsonbidi－  

rectedgraphsandnetworkssucllaStheproblemsof£ndingthetranSitiveclosureand  
theHassediagram，theminimumcostcirculationproblem，themaximumBowproblem，  

theminimumcutproblemandtheminimum－Weightidealproblem．Alloftheproblems  

Canbereducedtothoseproblemsonordinarydirectedgr叩hs，namely，Ontheirslgned  

COVerlnggraPhs．Here，themax且ow－mincuttheoremwases七ablishedfbrbidirectednet－  

WOrks・AIso，thehalf－integralityofoptimalcirculationswasshown．Investigationsof  

aconditionforabidirectedne七workinwhichtherealwaysexistsanintegraloptimal  
Circulationmaybeaninterestingresearchtopic．   

Wbhadobservedthatthebisubmodularpobrhedraassociatedwiththecutfunctions  

Ofbidirectednetworksare actuallyprojectionsofbasepolyhedraassociatedwiththe  

CutfunctionsoftheirslgnedcoverlngnetWOrks．Thatis，thebisubmodularpolyhedra  

aBSOCiatedwiththecutfunctionscanberepresentedbybasepolyhedra．Ana七ural1y  

raisedquestioniswhethereverybisubmodularpolyhedroncanberepresentedbybase  

polyhedraorsubmodularpolyhedraornot．   

A novelalgorithm fbrfinding aminimumnontrivialcu七ofasymme七ric directed  

networkwaBgivenbyNagamOChiandIbaraki【61】（seealso【80】and【33］forthesimplified  

VerSions）．Inatheoreticalpointofview，itisworthconsideringwhethertheminimumcut  

algorithmofNagamochiandIbarakicanbegeneralizedtotheminimumcutproblemon  

symmetricbidirectedne七works．Here，WeCal1abidirectedne七workJV’＝（G＝（竹A），C）  

Symmetriciffbreacharca∈AthereexistsanarCa／∈Asuchthat∂al＝－∂aand  
C（a）＝C（a／）．InthiscasethereductionteclmiqueinChapter3seemsnolongertowork・  

GeneralizingthealgorithmofNagamOChi乱ndIbaraki，Queyra皿ne【70］showedas七rongly  

polynomialcombinatorialalgorithmforminimlZmgaSymmetricsubmodularfunc七ion・ ●■   

Aproblemisna．turalJyraised：hthereapurelycombinatorialalgorithmfbrminimlZmg  

asymmetric bisubmodularfunc七ionin＄trOngly polynomialtime？Here，afunction  

93   
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f：7→Ronasimpleandspanning（U，∩）－Closedfamilyf⊆3Viscalledsymmetric  

iffbreach（X，Y）∈Fwehave（Y7X）∈Fandf（X，Y）＝f（YX）・Thecutfunc七ion  

associatedwithasymmetricbidirectednetworkissymmetricandbisubmodular・   

ConcernlngtheproblemofcoloringthereglOnSOftheembeddingofagraphintoasur－  

face，Bouchet【16］considerednowhere－ZerOCirculationsinbidirectedgraphsandshowed  

thatfbranybidirectedgraphwithnoisthmusthereisanowhere－ZerO126－Circulation・  

TheanOtherresultonnowhere－ZerOintegral 

Theseresultsarefar丘omsatisfactorycomparedwiththeresultsonordinarydirec七ed  

graphs（see【49］，【78］）．WbexpectthattheapproachgiveninChapter3isusefu1fbr  

Obtainlngabet七erbound．   

InChapter4wehadseentheset七heore七icalversionoftheslgnedBirkhoぼTheorem ●   

OfV．Reiner，thatis，thereexistsaone一七0－OneCOrreSpOndencebetweenthese七Ofsigned  

POSetSOnafinitesetVandthesetofsimpleandspanning（∪，n）－CIosedfamiliesonV，  

Whereeachsignedpose七onVismadecorrespondtothesetofitsideals．Basedonollr  

result，Iwata［48］g乱VeaDulmage－Mendelsolmdecompositionofgeneral（undirected）  

graphs．ThedecompositionisarefinementofEdmonds－Gallaidecompositionofgraphs  

andthecomponen七Sformslgnedposets．Signedposetisasorecentlyintroducedconcept  

thattherearenotmanystudiesinthem．Weexpectthatourresultwillgiveusdeeper  

insightsfbrtheothersubjectsrelatedtosignedposetsand（U，nトclosedfami1iesaswell．   

InChapter5weexaminedstruCtureSOfbisubmodularPOlyhedra，SuCha＄thelineal－  

ityspacesandtheextremerays，in七ermsofsignedposetsandexchang◆ea．bilitygraphs．  

WeconsideredlinearOp七imizationproblemsonpossiblyunboundedbisubmodularpoly－  
hedra．AnoptimalityconditionintermsofaneXChangeabilitygraphwasshownand  

thegreedyalgorithmwasexamined．Itwasshownthatapointinabis豆bmodularpoly－  

hedronisanextremepointifandonlyiギtheassociatedexchangeabilitygraphdefines  
■ aslgnedpose七，Wbdesignedanalgorithmtha七discernWhetheragⅣenarbitrarypoint  

isanextremepointornot．Thealgorithmalsofindstheslgnedposeta5SOCia七edwith  

thepointifitisanex七remepoin七・Notetha・tthecomplexityofthealgorithmisO（lVl2）  

andisthesamea5thatforpolyma七roids（【15】），Whereweassumeafunctionevaluation  

OraClefbrf．Itfo1lowsthattheadjacencyofgiventwoextremepointscanbecheckedin  

thesamecomplexity・Ⅵねconsideredthedecompositionofabisubmodularsys七emin七O  

itsconnectedcomponentsandshowedthateachbisubmodularsystemdecompOSeSin七0  
fu11yconnectedbisubmodulaごSyStemSandconnec七edsubmodlllarsystems．   

Unfortunately，theintersec七ionoftwobisubmodularpolyhedraisno七nece8SJari1yin一  

七egraleveniftheassociatedbisubmodularfunctionsareintegervaluerd．Hence，ifthe  

intersectionisnotintegral，ithasnocombinatorialsignificanceand thes紬dyofthe  

intersec七ionsseemstobelessimportant．Nevertheless，itisknown紘a”heintersec電ion   



95  Co皿dud喝Re皿a止5   

isalwayshalトintegralandthecharacterizationoftheintersec七ionoftwobisubmodular  

polyhedratobeintegralisachal1engingproblem．Partialresultsareshownin囲  
and【52】．AIso，generalizingconceptofsubmodular鮎wonecanconsiderabisubmod－  

ularAow，i．e．，aaOWinabidirectednetworksuchthatits boundarylS aPOintina  

bisubmodularpolyhedron・Flowsina以directednnetworkwiththeirboundariesareel－  

ementsofa㍑bisubmodularM polyhedronor＆owsina代bidirectedH ne七WOrkwiththeir  

boundariesareinaubasepolyhedronMaxeinterestingspecialcases・Anan0七herspecial  

casewastreatedbyNakamura［63］．Littleisknownaboutbisubmodular丑owsbutour  

investigationfortheboundariesofRowsinbidirectednetworkswi11makebisubmodular  

且owstractable．  

InChapter6wegavesimplenecessaryandsu瓜cientconditionsfbrafunctiontobe  
bisubmodular．恥jishigeandPatkarf38］gaveananothercharacterizationofbisubmod－  

ularfunction：afunctionf：3V→Risbisubmodularifandonlyifitisbisubmodularin  
eachorthantandsatisfiesthecorTtPliancycondiiion・Theyconsideredpolyhedradeter－  

minedbyfunctionson3Vsa七isbringthecomplianCyCOnditionandobtainedaninterest－  
1ngreSultcal1edtheorthantnon－interactiontheorem・Theyalsoextendedthenotionof  

theDilworthtruncationofintersectingbisubmodularfunctionstotheDilworth七runCa－  

tionofcompliant－intersectingbisubmodularfunctions，Whichisaninterestingresearch  

topic．   

InChapter7werevealedtherelationshipbetween丘ac七ionaldegree・tWOpOlytopes  

andidealpolytopesofbidirec七edgraphs．Actually，givenabidirectedgraphG，the鉦ac－  

tionaldegree－tWOpOlytopeandtheidealpolytopeassociatedwith G are a級別tran針  

fbrmationsofeachother．Thissimplebutde£nitelynewobservationprovide＄u＄With  

aunifying丘ameWOrkfortreatingtheothercombinatorialstructlユreSSuChasq11adra七ic  

Booleanequationsandcompletesetsofimplicantsoflengthsatmo＄ttWO，Whichare  

（almost）equivalent七o degree－tWOCOnStraints・FromthisisomorphismwehaNethe  

halトintegrality ofたactionaldegree－tWO pOlytopes．The charac七eriza七ions ofintegral  

fractionaldegree－tWOpOlytopesweredescribedintermsofassociatedbidirectedgraph．  

InvestigationsofthefacestruCtureS，adjacency，etC．remaintobedone．   

Vduatedmatroid（【24＝261）isageneralizationofmatroidandthegreedyalgorit  
fbrmatroidsisalsogeneralized．TheweightedmatroidinterseC七ionproblemhasbeen  

extendedbyMurota（【56】，【57】）tothevaluatedmatroidintersectionproblem．The  

Op七imalitycriteriaa皿d七healgorithmfortheweightedmatroidinterseCtionproblemase  

alsogeneralized・Thisresulthasbeenre駄）rmulatedin【58】intoanovelmin－maXduali七y  

theorem．Recently，Murota（【59】，［60］）reachedtheconcep七ofcombina七orialconc乱Ve  

function・Acombinatorialconcave且1nCtionisdefinedontheintegralpoint＄Of乱base  

POlyhedronandsatisfie＄aCertainexchangeaxiom，anditmakescle乱rtherel乱もionship   
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betweenthesubmodularityandtheconvexitygeneralizingtheLovisz，sobservation［54］・  

WehopethattheresultsobtainedinthisdissertationglVea正）undationfbrinvestigations  
Ofvaluateddelta－matrOids（［25］，［83］）．   

WbmentionedinChapterlthatinrecentyearssubmodularfunctionshavereceived  

COnSiderableattentionsinthetheoryofscheduling・Inaone－maChineschedulingproblem  

Without preemption，Queyranne［69］showedtha七theconvexhullof七he completion  

timevectorsisanafRnetrans氏）rmationofasupermodularpolyhedronandthatwell－  
knownSmith，salgorithmisactual1ythegreedyalgorithmforthesupermodularsystem・  

Althoughtheseschedulingproblemsaresimple，WeCanuSethesestructuresaぷabasis  

fbrsoIvingmorecomplicatedproblems（see【82〕，【71］）．Inschedulingtheory，theremust  

existschedulingproblemswherebisubmodularsystemsrevealtheunderlyingstructures・   

Thecoreofaconvexgameisabasepolyhedronassociatedwithits ch乱raCteristic  
function（［79】）．Weexpectrolesplayedbybisubmodularfunctionsand七heiraBSOCiated  

polyhedraingametheory．   
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