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Preface  

In this paper we shall consider the one dimensional   

boundary value pr’Oblem for euation  

（1）  ∂tβ㍑）－㍊諾ご ＋g（㍊）諾＝∫（㍊）  

Where β（U），g（u），f（び）with V ≧ O and the intialdata 甲（X）are   

nonnegative continuous functions．  

Equation （1） describes the combution process with   

COnVeCtion in a stationary mediurn in which the thermal  

conductivity β，（u）－1and convection g（u）are dependingin a  

nonlinear way on the temperature β（u）＝ β（u（X，t））．  

We assume the conditions which g11arantee the uniqueness and   

local existence of the nonnegative continuous weak solution to   

above problem． Let T be the m＆Ⅹimum existence time of the   

SOlution．If u（X，L）does not exist g10ballyin time，then T く O   

and  

1im sup ㍑（諾，い ＝ 00．  

いr 諾∈脱  

（2）  

In this case we say that u is a blow－up SOl11tion and Tis a   

blow－up time．  

The main purpose of the present paper is the st11dy of   

blow－uP SOlutions． Especially we are interested in the shape of   

the blow－up Set Which locates the  一．hot－SPOtS††at the b10W－uP   

time． In addition， Since our quasilinear equation（1） has a  

■ ■∫  
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property of the finite propagation of an interface， there are   

SOme interesting subjects such as asymptotic behavior of the   

interface near the b10W－up time．  

Firstly we consider the Neumann and Dirichユet problem   

for（1）in a bounded domain． Furthermore we consider only the  

CaSe g（宅）≡ O for 宅 ≧ 0． Especia11yin the semilineaI、CaSe β（モ）  

≡ 芭，Chen－Matano【1】shows that the blow－uP Set Of a solutionis   

finite，if  

＝）  f（宅）grows more rappidly than 芭．  

In Chapterl，We eXtend this result to more generalβ（芭）．In   

Our reSult we do not use the analyticity condition on the   

initial data q）（X）and fほ）which is required by Chen－Matanoin   

the case of the Dirichlet problem andin case f（0）〉 0． But we   

have to add some technicalcondition on（pほ）．  

Next，We COnSider the Cauchy problem． We assume that the  

initialdata qI（3：）has a compact support 卜al，al】・If we add  

SOme aSSumPtions on β（考） and f（考）． we can obtain a finite   

propagation of theinterface of the b10W－up SOlution u（3：，t）in £   

く T． In the Cauchy problem， We do not consider only the   

COndition（Ⅰ）but a150 the folユoving condition（＝＝：  

（ⅠⅠ）   ∫代）grows more slowly than 芭．  

In ChapterI，We also treat this probユem for the case g（e）   

≡ 0・In this case，the sihape of the blow－up Set Will be very   

different to each other under the conditions （Ⅰ） and ＝＝）．   

Roughly speaking，under（Ⅰ）we show that the blow－uP Set Sis  

‾  ● ′■  
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COntainedin 卜al，al］and theinterface stays bounded as £†T・  
Furthermore，if the technicalconditionis added on q）ほ），then S   

becomes a finite set． On the other hand， under （1I） we show   

that S ＝ Ru（∞〉∪（－0）and consequently theinterface propagates to   

theinfinity as t†T．  

In ChapterI‡，We COnSider this problem for（1）with g（e）≒   

0． Further we treat only the case（Ⅰ）such as f（t）gr・OWS mOre   

rappidly than 宅 and g（考）． Then we have to assume that q）（3：）has   

the unlque locally maxlmum pOint in R．   Because， the   

reflectionalsymmetry for equation which playsimportant rolein   

the prooゴ for the case g（宅）≡ O does not hold． Especially，in   

the semilinear ca＄e β（e） ≡ 芭， Friedman－Lacey showed the   

existence of single point blow－up SOlutions of（1）for Dirichlet   

PrOblem． We extend this result to the Cauchy problem of a   

degenetrate quasilinear equation whoseinitialdata（p（X）has a   

COmPaCt SuppOrt． Moreover we can show also that the left side   

interface stays bounded as t tends to the blow－up time T．  

Namely，We get S＝（no）for some－00 くno≦00・  

Finally，We COnSider the problem whether noく のOr no ＝¢  

holds・For this problem・We Obtain no く 0，if we add another  

COnditions on f and（p SuCh that f（た）grows rappidly than 芭 and  

g（芭），and we show that the right sideinterface stays bounded as  

王 tends to the blow－uP time T．  
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Chapterl   

On f＝ow－up Sets and Asy皿ptOtic Behavior   

orInLerrace、S Or OIle Dimensio爪alQuasili11ear  

Degenerate Parabolic Equations  

1．Introduction  

In this paper we study the initial boundary value problem   

for a quasilinear degenerate parabolic equation of the form  

（1・1）  b（u）t＝uxx＋f（u）  in x∈E？・t 〉0，   

With one dimensional open interval n ⊂ R under the initial   

COndition  

u（Ⅹ，0）＝uo（Ⅹ）   in x∈n・  （1．2）  

together with one of the following three types of boundary   

COnditions：  

（a）the Dirichlet boundary conditions with E？＝（0，L）  

（1．3a）  u（0，t）＝ u（L，t）＝ O  in t 〉 0；  

（b）the Neumann boundary conditions with n ＝（0，L）  

（1・3b）  ux（0・t）＝ux（L，t）＝O  in t〉0；  

（C）the Cauchy problem，namely，  

ー 1 －   



n ＝ 政．  （1．3c）  

We assume the following conditions on b（u）， f（u） and  

uo（Ⅹ），reSPeCtively：  

（Al）  b（u）∈C（【0，㊥））nC∞（（0，㊥）），  －1 1 
b（Ⅴ）∈C（［0，00））， lim  

uヰ∞  

b（u） ＝ a｝， b（0）＝0， b（u） 之O for u≧O and bl（u）〉O bH（u）£O  

－1 for u〉O where u＝b（Ⅴ）is theinverse function oゴⅤ＝b（u）；   

（A2） f（u）∈C（【0，0））nCの（（0，∞））， f（b－1（V））∈Cl（【0，O））  and  

f（u）〉O for u〉0；  

（A3）   uo（Ⅹ）∈B（n）  and  uo（Ⅹ）とO  for x∈n   

Where B（Ⅹ） is the set of all bounded continuous functions on   

a closed subset X of 択．．  

In the case of the Dirichlet problem， We aSSume in addition   

the following compatibility condition：   

（A3a）  uo（0）＝uo（L）＝0・   

Furthermore， We aSSume the following conditic）n SO that weak   

SOlutions of（1．1）may blow upin a finite tirne：  

（A4）  

J；鴇㌣鵬く00㌧  

The equation （1．1）is ca11ed a porous media type equation   

and it represents the process of thermal diffusion in a non－   

1inear continuous medium with the emission of thermal energy．   

And 11（Ⅹ，t） represents a temperature and f（u） represents a  
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heat source．  

Remarkl．1． Assumptions（Al），（A2）and（A4）are satisfied   

if，for example，the equation（1．1）is  

（1・4） 
p／m  

（ul／m）t＝uxx＋u  （p〉1，m≧1）・  

Let us put Qて ＝ E2×（0，て）・We know thatif て 〉 O is  

Small eno11gh， there exists a unlque nOn－negative weak   

SOlution 11（Ⅹ，t） of （1．1）（1．2）（1．3abe）（See，e．q．，〔2〕，［3コ，   

【12コ ＆nd ［13】）．  The deゴinition of 一†weakH solutions will be   

given belowin Section 2．  

Now let us put 

（1・5）  T＝Sup（てIu（Ⅹ・t）existsin Qて＝Qx（0・て））・   

If u（Ⅹ，t） does not exist globallyin time，namely，  

0 く T く 00，  

then we call this solution a b乙Ou－uP ueak soLutLon and we call   

T a b乙Ou－uP tL訊β． Thelocalexistence theoremimplies  

（1．6）  lim slユp（u（Ⅹ，t）lx く；n）＝ ¢．  

t↑T  

For studies on blow－up Or nOn－blow－up Of solutions， See   

references【6コ，【8コ，【9コ and［10コ．  

By a あ乙0揖－㍊P pO土龍王 of a blow－up Weak solution u（Ⅹ，t）   

We mean a pOint x モ；nU〈の〉U卜棚） such that thereis a sequence  

（Ⅹn・七n〉⊂Qx（0，T）satisfying  
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tn 
†T・ⅩnヰⅩ and u（Ⅹn，tn）→00 aS n→00・   

AIso we callthe set of allblow－up pOints a bLouwup se土．  

From the definition， We See that the blow－up Set is a   

Closed subsetin Ru（0）∪卜00〉． We shallstudy the shape of the   

blow－uP Set Of each b10W－uP SOlution to（1．1）（1．2）（1．3abc） and   

furthermore，in the case of the Cauchy pr・Oblem（1．1）（1．2）（1．3c）   

We Shall study the asymptotic behavior of an interface of each   

blow－up SOlution oゴ this problem near the blow－up time t＝T．  

In the case the of the Dirichlet or Neumann problem，We   

Shall show that if f（u） grows more rapidly than u（See（A5）），   

then the blow－uP Set Of a blow－uP SOlution is finite（Theorem   

5．1）． 王n the semilinear case b（e）＝モ，this result has already   

been obtained by Chen－Matano 【4コ and our methods are based on   

theirs． Note that we have to add some technical conditions on   

theinitialdata uo（Ⅹ）（See（A6）and（A7））・On the other  

hand，We do not use the analyticity condition on uo（Ⅹ） and  

f（u） which is required in the case of theI）irichlet problem and   

in case f（0） 〉 0．  

In the case of the Cauchy problem， We aSSume that the  

initialdata uo（Ⅹ） has a compact support［0｝L］（See（A8））・  

If we add some assumptions on  b（u）   and  f（u） （See   

（A9）（AlO）（All））， We Can Obtain a finite propagation of the   

interface o王 the blow－up SOlution u（Ⅹ，t） in tくT． We are   

interested in the behavior of the interface near the blov－up   

time t＝T as wellas the shape of the blow－up Set．  

We consider the folloving two cases：  

－ 4 －   



（Ⅰ） f（u） grows more rapidly than u（See（A5））．   

（ⅠⅠ）f（u） grows more slowly than u（See（A12））．  

If（1）holds，We Obtain that the blow－up Set S（uo）is  

COntained in ［0）L］ and the interface stays bounded as t†   

T・ Furthermore，if the technical condition（A7）is added on  

uo（Ⅹ），then S（uo） becomes a finite set（Theorem 6・2（i））・  

On the other handIif（II）holdsIWe Obtain that the blow－up Set  

S（uo）is equalto R and consequently theinterface propagates  

to theinfinity as t†T（Theorem 6．2（ii））．  

To prove these resultsIWe Can uSe the finite propagation   

PrOperty Of the interface for（Ⅰ）and（ⅠⅠ）． We can also use the   

non－blow－uP reSult for the Dirichlet problem due to   
Imai－Mochizuki【8コ for（ⅠⅠ）only．In order to prove results for   

（Ⅰ） we can also use the methods developed Friedman－McLeod［5］   

and Chen－Matano【4コ for the semilinear problem． Note here that   

【8コ Studied the initial－boundary value problem（1．1）（1．2）（1．3ab）   

and asserted that the above two conditions （Ⅰ）and（ⅠⅠ）on f（u）   

bring on the completely different blow－up Situations．  

Similar results to Theorem 6．3 were already obtainedin［6】   

and ［7コ for the special eq11ation（1．4）with m）1． However，the   

PrOOf in ［6，7］ strongly depends on the equation and it seems   

difficult to apply it directly to our general quasilinear   

equation．  

The paper is str11Ctured as follovs： In Section 2， We   

State the definition of weak solutions of （1．1）（1．2）（1．3abc）   

and we state somelemmas used throughout this paLper．In Section  

－ 5 －   



3，We also state some lemmas which willbe directly usedin ouI、   

blow－uP prOblerns． In Section 4，We Shall show that the blow－u   

Set becomes finite under sorne special conditions on the blow－   

up solution u（Ⅹ，t）． In Section 5 we consider the Dirichlet   

Or Neumann problem using the results in Section 4 and in   

Section 6 we consider the Cauchy problem．  

Acknowledgment． The a11thor wishes to express his gratitude   

to Professor X． Mochizuki for his valuable suggestions and   

helpf111 encouragement．   The author is also grateful to   

Professors M．Matsumura and Y．Shibata for their kind advice．  

2． Definitions and Preliminaries  

In this section，We aSSume（Al）－（A4）．  

Definition 2．1． Let E2 be an openintervalin 阻 and  

let T 〉0・A function u（Ⅹ，t）deゴinedin QT＝E？×（0，T）is  

Called a も招α女 so乙㍑£to籠 Of（1．1），if：  

1） u（Ⅹ，t） ∈ B（n X 【0，Tlコ） for each T．∈ （0，T）， and  

u（Ⅹ・t）之O for（Ⅹ，t）∈QT；  

2） For any T† ∈ （0，T） and any bounded open interval  

ロー  （C（，β）inn，theidentity  

∫。． 
b（u（Ⅹ・Tl））頼・Tf）dx－ ∫。．b（u（Ⅹ，0）坤（Ⅹ，0）dx  
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－J：’f。．b（u（Ⅹ・t））qtdxdt＝J：1J。．uqXX（Ⅹ，t）dxdt－ 
J：’u糾；≡；  

＋∫三’J。，  f（u）甲（Ⅹ，t）dxdt  

holds for any test function や（Ⅹ，t）∈ C2・1（か ×［0，T））  

Satisfying （p（α，t）   q）（β，t）   O  for  t ∈ （0，T）  and   

甲（Ⅹ，t）≧ O for t ∈（0，T）．  

A function u（Ⅹ・t）deゴinedin QT  ＝ E？×（0，T）is called  

a ueak sruper－（Sub－）90乙uLLon of （1．1），if u（Ⅹ，t） satisfies   

l）and 2）with equality replaced by 之（£）．  

A function u（Ⅹ，t） defined in （0，L）× （0，T）is called   

a もJβαた so乙祝tも0㍑ 0∫ tゐ白 かt㍗teね乙卓上 pT・0ム乙β況（1．1）（1．2）（1．3a），if   

u（Ⅹ，t） is a weak solution of （1．1）in （0，L）×（0，T） and，  

if u（0，t）＝ u（L，t）＝ O in t ∈（0・T） and u（Ⅹ・0）＝ uo（Ⅹ）  

in x ∈（0，L）．  

A function u（Ⅹ，t） defined in （0，L）× （0，T）is called   

a も帽αた 30乙㍊Ho花 0∫ 土た6 〟e祝mα籠花 P7IOあ乙e況 （1．1）（1．2）（1．3b），if   

u（Ⅹ，t） is a weak solution of（1．1）in （0，L）×（0，T） and，if   

u（Ⅹ，t） satisfies l） and 2）with （p（Ⅹ，t） replaced by （p（Ⅹ，t）  

∈ C2，1（か ×［0，T）） satisfying  q）（Ⅹ，t）＝ O for（Ⅹ，t）∈  

（（C（，β〉＼〈0，L））×【0・T）  and 中Ⅹ（Ⅹ，t）  O  for （Ⅹ，t）∈  

は，β〉∩〈0・L）×（0，T），andif u（Ⅹ・0）＝uo（Ⅹ）for x（：n・  

A function u（Ⅹ，t） defined in （0，L）×（0，T）is called   

a ‡Jeαた 3㍑pβ㍗－（9㍊ム）so乙㍊£io乱 0′ tわe 〟β㍊訊α籠籠 Pr▲0ム乙e況 （1・1）   

（1．3b），if u（Ⅹ，t） satisfies l）and 2）with eq11ality replaced   

by  ≧ （ ≦ ）  and with  や（Ⅹ，t） replaced by （p（Ⅹ，t） ∈  

c2，1（か×［0，T））satisfying 甲（Ⅹ，t）＝ O for（Ⅹ，t）∈（｛α，β｝＼  
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（0，L））×【0・T）and 甲Ⅹ（Ⅹ・t）＝O for（Ⅹ，t）∈（C＜・β）n（0・L）×（0・T）・  

A function u（Ⅹ，t） defined in R x （0，T） is called a   

Ueαた 90乙祝£乞0花 0′ tたe Cα祝e柚 PrOム乙β況 （1．1）（1．2）（1．3c），if   

u（Ⅹ，t）is a weak solution of（1．1）in 脱 ×（0，T） and，if  

u（Ⅹ・0）＝uo（Ⅹ）紬r x（：脱・  

Le皿皿a 2．2．化九β eO盈Pαrt90花 王たβOrβ況∴  月g9祝況8 （Å1）－（A4）．   

ムβモ ロ  あβ α孔 OPβ籠 乞几£βγひα乙 抽 R． rたβ恥 £九β 土日O ′0乙乙OUt籠g   

γeS㍊乙£g 九0乙d：  

（i） Sl上pPOS白 土九αt u（Ⅹ，t） t9 α g㍊Per－SO乙祝比0籠 ロメ （1．1）  

一花 QT  ＝ n X（0・T）α籠d v（Ⅹ，t）t3 α 3血－SO乙㍊£細孔 OJ（1・1）  

tn QT ＝ n X（0・T）・Then・Lf u（Ⅹ・t）≧ v（Ⅹ・t）for（Ⅹ・t）∈  

∂n x（0，T） α籠d t′ u（Ⅹ，0）≧ Ⅴ（Ⅹ．0） ∫0γ■ Ⅹ（：n，u（Ⅹ．t）≧ Ⅴ（Ⅹ，t）   

わr α乙乙 （Ⅹ，t）∈ n X（0，T）．  

（ii） S㍑PPO9e 摘αt  Ⅶ（Ⅹ，t） tg α 9㍑P8r…30乙㍊上土oTl O′ tた白  

地㍊況α取乱 PrOあ乙β耽（1・1）（1・3b）血 QT＝口×（0・T）α籠d v（Ⅹ，t）t9  

α 3㍊ムー30乙㍊ttO籠 0∫ 抽β 〟β祝況α花耽 PrOあ乙em（1．1）（1．3b）． r九e恥 J∫   

u（Ⅹ，0）之 Ⅴ（Ⅹ，0） ′or x ∈（0，L），u（Ⅹ，t）≧ Ⅴ（Ⅹ，t）∫0γ α乙乙 （Ⅹ，t）   

∈ n X（0，T）．  

Proof． see Aronson－Grandall－Peletier 【2】 and Bertsch－   

Ⅹersner－Peletier【3】． 口  

Fina11y we show the follovinglemma：  

Lem皿a 2．3． Assu況e （Al卜（A4）． L．et u（Ⅹ，t） be a ueak  

SO乙混拍籠0′（1・1）抽 QT・r力闘，け土たere8飢SねαPO班£（Ⅹ・t）  

∈QT 3㍊eゐ土地t u（Ⅹ0・to）〉0・u（Ⅹ・t）tsαC¢一紬e“0乱血α  

ー 8 －   



花飢油加㍗加od o′（Ⅹ0・to） α花d   

（2・1）  u（Ⅹ0，t）よれ（t）〉0  t∈（to，T）  

びゎ¢r8 月（t） t3 α 80乙祝㍑0乱 ロブ α孔 Ord一花αry dけJer¢花1もα乙 粥祝α㍑oTl   

れ● ＝ 一入れ／b－川）Jor 30m8 POS上土tび¢ eO礼3tα籠£ 入．  

Proor・We only show（2・1）・By the Lact that u（Ⅹ0・to）  

〉 0，there exist ∂ 〉 O and α 〉 O such that  

（2・2）  u（Ⅹ・t）≧∝〉O forlx p xoIくa and［t－tolくb・   

Set  

Ⅴ（Ⅹ，t）＝ g（Ⅹ）n（t）  （2．3）  

Where  

g（Ⅹ）＝Sin（（Ⅹ－（Ⅹ0－6‖几／2a）  （2．4）  

and T7（t） satisfies a d＝Herentialequation  

（2．5）  れt ＝ 一入  
b－（n）  

2 with n（to）＝∝ and 入＝（花／2b）・  

We shall show  

（2・6）  u（Ⅹ，t）≧Ⅴ（Ⅹ，t）for all（Ⅹ，t）∈［Ⅹ0－占，Ⅹ0＋占】×〔to，T）・   

First，n Can be repI，eSented explicity もy  

－1 
侶t）＝ W（W（∝）－1」t－to））  

Where  

－ g －   



w（れ）＝J：当㌣鴎 ・い0  （2．7）   

and W 
-1 

is theinverse function of W．Noting that W（n）is  

an increaLSing function and W（T7）⇒ －O aS T710，We have that  

れ（t）〉 O in t ∈（to，00）and n（t）JO as t ⇒ 0・Since  

l／b一（T7） is an increasing function，a Simple calculation shows   

that  

（2・8）  b（Ⅴ）t£ⅤⅩⅩ十f（Ⅴ）for（Ⅹ，t）∈（Ⅹ0－る，Ⅹ0＋a）×（to・T）・   

Thus， We See that v（Ⅹ，t） is a sub－SOlution of （1・1）in  

（Ⅹ0－a，Ⅹ0＋a）×（to，T）and that   

（2・9）  Ⅴ（Ⅹ0土a，t）＝0£u（Ⅹ0士a－t）for t∈（to・T）  

and  

（2・10）  Ⅴ（Ⅹ，to）＝αg（Ⅹ）£u（Ⅹ，to）for x∈【Ⅹ0－∂，Ⅹ0十占】・   

Applying the comparison theorem to u（X，t） and v（Ⅹ，t）， We  

Obtain that u（Ⅹ，t）之 Ⅴ（X，t），（Ⅹ，t）∈【Ⅹ0－る，Ⅹ0＋b】×【to，T）・  
This proofis complete． ロ  

3． Funda血entalLem皿aS  

In this section， We aSSume （Al）－（A4）．   We state   

some fundamentallemmas used after this section．  

Lemma 3．1． Assume （Al）－（A4）． LBt n ＝ （a，d） be a   

ム0㍊花d¢d・8p飢 摘土台γびα乙 α籠d，乙8t u（Ⅹ，t） ムe α Ueαた 90㍑㍑0籠 0∫  
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（1・1）摘 QT＝nX（0，T）・rた飢・抽eわ乙乙0山花g亡びO reS祝乙ts如は：  

（i）Suppose 拍at u（a，t） 〉 O for t ∈ 〔0，T），u（a，0） 〉  

u（d，0）≧ O and crcu（Ⅹ・t）≧ u（Ⅹ・t）for（Ⅹ，t）∈［c・dコ×【0，T）  

uher＠ Crcu（Ⅹ，t）＝ u（2c－Ⅹ・t）雨用  c ＝（a＋d）／2・The7i・If  

拍即e eごtStS to∈（0・T）9㍊eゐ抽αt u（Ⅹ，t）〉0 ′or x∈【a，C〕，   

（3・1）  ux（C，tO）く0・  

（ii）Suppose that u（d，t）〉 O for t e［0，T），u（d，0） 〉  

u（a・0）之 O and cTcu（Ⅹ・t）之 u（Ⅹ，t）for（Ⅹ，t）∈［a，C］×［0・T）  

油β相 打cu（Ⅹ・t） も3 αS α如びe・rた肌・げ 抽甜β e諾tS£s to  ∈  

（0・T）3眠允抽αt u（Ⅹ・to）〉0 石〃－ ＝X∈【c・dコ，   

（3・2）  ux（c，tO）〉0・  

Proof． we shallonly show（3．1）．   

First，We Show that  

for cくⅩ£d・  αeu（Ⅹ・to）〉u（Ⅹ，tO）  （3．3）  

Assume that qcu（Ⅹ0，tO）－ u（Ⅹ0，tO）＝ O for some xo ∈  

（C，d）・  Set w＝Ⅴ－u Where v＝gu・Then we see that w（Ⅹ，t）  
c  

satisfies a linear parabolic equation 

〈wxx 
＋（トb†vt）w）  （3・4）  W 

t   

in （Ⅹ，t） satisfying w（Ⅹ，t） 〉 0， Where （p ＝ q）（Ⅴ，u）  

甲1（8v＋（卜O）u）d8・ Note that （Ⅹ0・tO）∈（C・d）X（0，T）1S a  

mlnlmum POint of  w（Ⅹ，t）  in  （C，d）×【0，T）． Applying the  
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maXimum principle to w（Ⅹ，t）・We Obtain that w（Ⅹ，tO）＝ O in  

X ∈［c，dコ・Whichimplies w（d・t）＝ O in t ∈【0・to】・Namely  

W（d，0） ＝ u（a，0） － u（d，0） ＝ 0． However・this contradicts the   

assumption of Lemma 3．1．  

Next we show （3．1）． Note that u（Ⅹ，t） 〉 O in the  

neighborhood of t＝to  and x∈【a，C］・Then，by the same methods  

by which we demonstrated to show（3．3）we have that w（Ⅹ，t）〉O  

in （Ⅹ・t）∈（C，dコ×（to－a，to＋占）  for some a）0・ Applying the  

maximum principle to w（Ⅹ，t） and using the fact that w（C，t）＝  

0，We have that wx（C，t）〉 O for t ∈（to－b，tO＋b）・Namely  

ux（C，t）く O for t∈（to－る，to＋a）・Thisis a proof of（3・1）・口  

Next，We further assume the following condition：  

∞ （A5） There exists a C －function F：【0，恥）ヰ【0，00） such  

that  

（i） F（u）〉 0，F－（u）之 0，F－－（u）之 0， for u 〉 0；  

（ii）there exist c）O and Mo〉O such that，  

（3・5）  f・F－fFt≧c（F一打欝F2）  for u〉M。；  

（iii）  

∫；撒く∞  （3．6）  

Re皿ark 3．2． 王f p／m 〉1，equation（1．4）satisfies this   

COndition．  

Le皿ma  3．3   re′，  ダア£虔d盈α籠≠〟eエ鋸d【5コ， C才招籠W〝α£α乃0【4コ）．   

＾ssu孤e（Al）－（A5）． LeL Q ＝（a，b） be a bou7tded open tnteruaL  
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肌d 乙白土 u（Ⅹ，t）ムβα PO9㍑抽8日βαた so乙㍊£乞0籠 OJ（1・1）乙籠 QT  

nx（0，T）． ダ㍊㍗拍¢㍗孤Or－6 3㍑PPOS（∋ 土子氾£  

（3・7）   ux（Ⅹ，t）〉0［or ux（Ⅹ，t）く0］in（Ⅹ・t）∈［c－a，C十bコ×（て，T）・   

for some c∈（a，b） and 8）O uLth （C－b，C＋a）⊂（a，b） and some て   

∈（0，T）． rた8職！力erβ αr6 籠0 ム乙0もデー㍊p PO主犯£s t籠 （C－占，C十る）．  

Proof． we shallshow thislemmain case  

ux（Ⅹ，t）〉O  in（Ⅹ，t）∈（C－占，C＋a）×（t，T）・  （3．8）  

We give anindirect proof・Assume that xo ∈（C－a・C十a）is a  

b10W－up pOint of u（X，t）． Then we see that  

（3・9）   u（Ⅹ・t）＝¢  for x∈（Ⅹ0・C＋∂）・  

In fact，let d ∈（Ⅹ0，C＋a）be fixed・Since xo  is a b10W－  

up point，there exist sequences （Ⅹk〉 ⊂（C－8，d）and（tk）⊂  

（t，T）such that xk→ Ⅹ 0，tk → T and u（Ⅹk，tk）†∞ aS k  

う の． By（3．8），We Obtain  

（3・10）  u（Ⅹ，tk）〉u（Ⅹk，tk）  for d≦Ⅹ£c＋占・  

Hence，by Lemma 2．3 we have  

Ⅹ－d  

C＋る－d  
穴）for x∈【d－C＋ム】，T〉t≧tk・  く3・11）  u（Ⅹ，t）≧ nk（t）sin（  

Here れk（t）＝W‾1（Wは）一入（卜tk））and W（n）＝J  

2 
with α＝u（Ⅹk，tk）and 入＝（冗／（C冊d））・Since W（n）1S a  

monotoneincreasing function，We have  
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－1 
nk（t）≧W（W（u（Ⅹk，tk））－・入（T－tk））in t∈［tk・T）・  

Noting thatlim（W（u（Ⅹk，tk）一入（T－tk））＝1im w（n），We Obtain う 

k00 れ↑00   

nk（t）＞W‾1（W（u（Ⅹk・tk））・・入（T－tk））→ト00aS k→00・  
tk・T）   

This and（3・11）show（3・9）since d ∈（Ⅹ0，C＋a）is chosen  

arbitrarily．  

Choose d∈（Ⅹ0，C＋d）again and set   

（3・12）  J＝ux－CP（Ⅹ）F（u（Ⅹ，t））・（X・t）∈Q＝（d・C十b）×（tl，T）   

and  

冗（Ⅹ－d）  
（3．13）  P（Ⅹ）＝ Sin   

C＋ぁーd  

Where e 〉 O and tle（て，T）・Noting the assumptions（Al）・  

（A4），（A5） and （3．7）， and assuming that E is sufficiently  

Stma11and tlis sufficiently close t＝T・We have   

（3・14）  （b†J）t－ Jxx ≧B（Ⅹ，t）J＋C（Ⅹ・t）J・（Ⅹ・t）∈Q；   

（3・15）  J（d，t）〉0，J（C＋る，t）〉0・   tl≦tくT；   

（3・16）  J（Ⅹ，tl）〉0，  d≦Ⅹ£c＋∂・   

（Cf， Chen－Matano 【4】 and Imai－Mochizuki【8】）． Applying the   

maximum princlple to （3．14） （3．15） and （3．16）， We Obtain   

J（Ⅹ，t）〉 O for （Ⅹ，t）∈ Q，Or  

ux（Ⅹ，t）  
（3．17）   〉 EP（Ⅹ）  in （Ⅹ，t）∈ Q．  

F（n（Ⅹ，t））  
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Integrating thisinequality over d £ Ⅹi c ＋る yields  

t’ 

（3・18） ＞EJ；’ap（Ⅹ）dxin tlくtくT・  
J：：；：：； 

The right－hand side of（3．18）is a positive constant，While the   

lef卜hand side tends to zero as t†T by virtue of condition  

（A5）（iii）and（3・9）・This contradiction shows that xo  IS a  

not blow－up pOint of 11（Ⅹ，t）． The proofis complete． ロ  

Finally we show  

Le皿ma 3．4． エe£  u（Ⅹ，t） ムβ α9 摘 ムβ諏孤α 3．3． r力β乱  

u（Ⅹ，t）eα花 あβ βご土飢d 抽 α C2・㌧加血路花 摘（。－a，。．占）×（0，Tコ．  

〟0γ闘ひ甜 げUβ r印rβ9β花£ 摘9 C2・㌧加止痛＝ほ。（Ⅹ，t）α卯れ  

tゐ¢孔  

（3・19）   ux（Ⅹ，T）〉0【0アux（Ⅹ・T）く0】 t籠 Ⅹ∈（C－a，C＋あ）・  

Proor・We sallshow thislemmain case u 〉 0・By  
x  

Lemma 2・3 and Lemma 3・3・for any c－b く dlく d2 く C＋占，there  

exists M，＝Ml（dl，d2）〉O such that  

£u（Ⅹ，t）‘掴－   for（Ⅹ，t）∈【dl，d2】×【て，T）・  

Therefore we can easily extend u（Ⅹ，t）to C2，1－function u（Ⅹ，t）  

in （C－b，C＋b）×［て，T］ by means of standard Lp and Schauderts   

estimates（Cf，Chen－Matano【4】）．  

Choose d ∈ （c－a，C＋a） arbitrarily and choose L ） O   

SuCh that   ［d－L，d＋L］ ⊂ （C－a，C＋a）．  Let us consider the   

follovinginitialboundary value problem：  
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b（Ⅴ）t＝ⅤⅩⅩ＋ f（Ⅴ）in x∈（d－L・d＋i），t 〉て・  
Ⅴ（Ⅹ，て）＝ u（Ⅹ，て）   in x ∈（d－ヱ，d十｛），  

Ⅴ（d士t，t）＝れ土（t）  in t 〉て・  

（3．20）  

Where Tl士（t） aTe COntinuousiunctions on【T，の） and satisfies  

that n士（t）＝ u（a土｛・t）for t ∈【て・T）and n（t）£n＋（t）for  

t ∈ 【t，0）． Then， there exists T一 〉 O such that a solution   

V（Ⅹ，t）   of （3．20） exists in （d－t，d＋i）×（T，T十T，）   by the   

。eXistence theorem，and the uniqueness theoremimplies  

（3．21）  Ⅴ（Ⅹ，t）＝ u（Ⅹ，t）  in （Ⅹ，t）∈（d－t，d＋1．）×［て，T］．  

We compare crdV（Ⅹ，t）and v（Ⅹ，t）in【d－t・d］×［て，T＋Tl）・We can  

See eaSily that qdV（Ⅹ，て）≧Ⅴ（Ⅹ，て）for x∈【d－t．d］・OdV（d，t）＝  

Ⅴ（d，t） for t ∈【て，T＋Tl） and odV（d－L，t）－ Ⅴ（d－t・t）＝  

n＋（t）－ n（t）≧O for t∈【て，T十T．）・Noting qdV and v are  

SOlutions of （1．1） and applying the comparison theorem， We   

Obtain  

（3・22）   oV（Ⅹ，t）之Ⅴ（Ⅹ・t）in（Ⅹ，t）∈［d－｛・d］×［て，T＋Tl）・   
d   

Then it fo110WS from Lemma 3．1 that  

（3・23）  ux（d，t）〉O  for t∈（て・T十Tl）・   

SO ux（d，T）〉 0・Since d ∈（C－a，C＋8）is chosen arbitrarily，  

We Obtain（3．19）． ロ  
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4． Key Le皿ma  

In this section， We aSSume （Al）－（A5） and prove the   

following keylemma for the case of a bounded domain：  

Le皿ma 4．1． 舶S現況e（Al卜（A5）． エe土 u（Ⅹ，t） ム8 α PO飢£乞ひβ  

ueak 90乙utLon of（1・1）Ln QT ＝E？×（0・T）＝（0・L）×（0，T）and  

乙et Oく alくalくL・SuppoBe抽at For any to∈（0，T）there  

8ヱtSt3 a＝a（to）〉O s㍑e九土地£   

（4・1）ux（Ⅹ，t）〉0【or ux（Ⅹ，t）〈0］，（Ⅹ，t）∈【al－∂，al＋∂コ×（to，T）   

α籠d  

（4・2）ux（Ⅹ，t）く0【or ux（Ⅹ，t）〉0］・（Ⅹ・t）∈【a2－8，a2＋る】×（to，T）   

血即8【ai－a・ai＋る】⊂n（i＝1・2） α籠d［al－る・al＋占】∩【a2－占，a2十占コ＝¢・  

r九飢・t九eム乙0び【岬98t O∫ u（Ⅹ，t）ts′此£e摘（al－∂・a2＋い・  

Re皿ark 4．2． consider the Dirichlet problem （1．1）（1．2）   

（1．3a）with b（u）＝u．  Let u（Ⅹ，t） be a blow－up SOlution of the   

PrOblem．Then，We See that u（Ⅹ，t） 〉 O for（Ⅹ，t）∈（0，L）×（0，T）   

and for any  て∈（0，T）  there exists a＝占（て） 〉 O such that  

ux（Ⅹ，t）〉 0，（Ⅹ，t）∈（0－8）×（て●T） and ux（Ⅹ・t）く 0，（Ⅹ・t）∈  

（L－a，L）×（て，T）（See Friedman－McLeod ［5】）． Using Lemma 4．1 and   

the fact that the blow－up Set Of u（Ⅹ，t）is containedin （0，L）   

（Friedman－McLeod【5］），We Obtain that the blow－up Set Of u（Ⅹ，t）   

is a finite set． Then，We do not use the analyticity condition  

On ainitialdata uo（Ⅹ） and a heat source f（u） vhichis  
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requiredin Chen－Matano【4］in case f（0）〉 O．  

We need some notations and preliminary lemmas （See Chen－   

Matano【4コ and Angenent【1】）．  

Notation 4．3． Let w（Ⅹ） be a continuous real value  

function on X where X is Sl＝ R／盈 or a bounded closed  

intervalin R． we define the noda乙 nu況ber of w by  

リ（W）＝ the number of points x ∈ Ⅹ with w（Ⅹ）＝ 0．  

This defines a functional リ：C（Ⅹ）ヰ NU（0）∪（∞〉．  

Definition 4．4． we say that w ∈ Cl（Ⅹ） poses only  

Simple zeroes if w一（Ⅹ） ≠ O for any x ∈ Ⅹ  such that   

W（Ⅹ）＝ 0． The set of allsuch functionsis denoted by ∑（Ⅹ）．  

Lemma 4．5 （AngenB7L£）． L8t p（Ⅹ，t），q（Ⅹ，t） and r・（Ⅹ，t）  

ム8 乙Oeα乙乙y 摘花d¢d eo蛸籠㍊皿S 紬et抽S O籠 Slx（to・T）両班  

Pxx，Pxt，Ptt・ Px， pt・qx・qt， a乙乙 乙oca乙Ly bounded  

eo籠ま£乃㍊0㍊3． ダ㍊㍗£ゐβ㍗耽0アe，乙βt p（Ⅹ，t） 〉 0 α籠d 乙白土 w（Ⅹ，t）あ8   

αe乙α3gteα乙go乙むま£0花0′   

1 
（4・3）wt＝p（Ⅹ，t）wxx＋q（ⅩIt）wx＋r（Ⅹ・t）w，（Ⅹ，t）∈Sx（to・T）・  

月S3混乱8 tたαt W tS 籠Ot tdβ犯㍑eα乙乙γ βq祝α乙 £o zβrO． r九e花   

（i） v（W（・，t）） Ls fL7LLte for a7Ly t ∈（to・T） a7id Ls  

汲0丁乙OtO籠8 籠0籠t籠eTlβαS抽g t花 t；  

（ii）  拍βrβ βヱtS亡g α g壬㍗te壬乙y dee㍗βα出花g Sβ可視e乃eβ 0′  

POints（tk〉 ⊂（to，T）sueh that（tk）↓ to  and w（・，t）∈  
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∑（Sl）佃α籠y t∈（to，T）＼｛tk｝・  

Lemma 4．6 日乱打e常軌い． rたe αSS（汀壬to籠S OJ 乙β汲沢α ヰ．占 如乙d  

雨用 Sl r印乙αeβd 抽α e乙OSβd t花王甜ひα乙［a，b〕班 脱，・りFも帽  

αSS㍊況8 れ αddt上土o花 王九αt W（a，t）≠ 0 α籠d w（b，t）≠ 0 力汀“叩  

t∈（to・T）・  

ReJnark 4．7． Lernma 4．5 and Lemma 4．6 followimmediately   

from the nextlemma due to Angenent【1］：  

Lemma 4．8（［1コ）． UⅦd8γ 土た8 α3Sl上孤P£toTL O∫ エe取駅α ヰ．∫ 0γ 0′   

エe汲沢α ヰ．2，Uβ 九αひβ   

（i）v（w（・・t））t3f毛根t6わr t∈（to・T），   

（ii）If（Ⅹ0，tl）Ls7Ru乙t榊e zero oF w，thenリ（W（・・t2））  

〉リ（W（・・t3））for a乙乙 t2 く tl（t3くT・  

With Lemma 4．6 we can now prove Lemma 4．1．  

Proof of LeJnJna 4．1（cf，Chen－Matano）． We note that the  

pOint of （al－8（to），al＋∂（to））∪（a2－a（to），a2＋b（to））is not a  

blow－up pOint．  

By differentiating equation （1．1） with respect to x，  

We See that w ＝ ux（Ⅹ，t） satisfies a parabolic equation of  

the form（4・3）in ［al，a2コ ×（to，T）・Therefore noting（4・1）  

and （4．2） and using Lemma 4．6 （ii），We Can See the existence  

Of て∈（to，T）such that   

（4・4）   ux（・・t）∈∑（［al・a2］）  for allt∈【て・T）・   

Applying theimplicit function theorem to u 
x， 

We Obtain  
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1 
C－CurVeS  考1・ミ2，・‥，己n：［て・T）→（al・a2）such that   

（i）  芭1（t）く竜2（t）く ‥・く己n（t）for t∈【てIT），   

and  

（ii）（Ⅹ∈【al，a2］Iux（X，t）＝0〉＝（芭1（t）・‥・㌔（t）〉  

for each t ∈【て，T）．  

Let S（uo）be the blow－up Set Of u（Ⅹ・t）・We sha11show  

（4・5） 竜i（t）；∝・ eXistsforeachl‘i£n  

and  

S（uo）∩（al，a2）⊂（∝1，α2，‥・，αn）・  

First，Set αi 

＝主与写inf考i（t）・α；＝lim…謂芭i（t）and  

（4．6）  

J・＝呵，α；】  1   

We have  

for each l£i£ n． Then，by（4．1）and（4．2）  

n  

UJ・⊂（al・a2）・  
i＝1 

（4．7）  

Moreover we obtain  

n  

（al・a2）＼UJ・⊂（al，a2）＼S（uo）・  

i＝1 

（4．8）  

n  

In fact・Choose a closedinterval ［c，dコ ⊂（al・a2）＼ごJi  

i1  

（Cくd）arbitrarily・ Then・there exists tl∈（て，T） such that  

ux（Ⅹ，t）≠ O does not changeits signin the rectangular  

region 〔c，dコ×【tl，T）・It follows 壬romlemma 3・3 that （C，d）  
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n  

⊂（al・a2）＼S（uo）・Sinee［c・dコ⊂（al・a2）＼iご1Jiischosen  

arbitrarily，（4．8）follows．  

Next we define the family（Wi） of setsinductively as  

follows： For closedintervals Al＝［cl・dlコ and A2＝亡C2・d2コ，  
Set  （Al，A2）  （（cl十C2）／2，（dl十d2）／2）  and define  

（j＝0，1，．．）inductively as  

Woご（（al－a，al十∂），（a2－a，a2＋△）〉  

Wl＝（AIA＝（Al，A2），Al，A2∈Wo）  

Wj＋1 ＝（AIA＝（Al・A2）・Al，A2∈Wj）  

Then，We See eaSily the following properties with 育．＝U  A：  

A∈W 
．   J   

（4．9）  for j之0・   
Wj⊂Wj＋1  

膏・⊂（al－占・aり＋∂）  J l  ■ ヱ  
（4．10）  for each j，  

and there exists 用 之1 such that  

m  

（al・a2）⊂ U領‥      j＝OJ  

（4．11）  

Hence，i王 We Show  

n m  

j＝O （Uヱ．）∩（U育．）＝¢ i＝11  J  （4．12）  

O Where X is the set of a11interior points of a subset X in  
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n  

R，thenwehaveiご15i  
（4．5）and（4．6）by（4．8）．  

¢  by（4．7），and therefore we obtain  

Let us show （4．12）． Suppose that （4．12） does not hold．  

Then・by（4・9）there exists Jo （15：jo≦m）such that   

n  

（4・13）  W 
jo－1 

∩（∪ヱ・）＝¢                 i＝11   

n  

（4．14）  育．∩（U ヱ．）≠¢． Joi 
＝1 

Since Ais represented as A＝（Al・A2）for some  Al，A2甜jo－1，  

it follows from（4．8）and（4．13）that  

（4・15） （AlUA2〉＼（α暮α＝α；＝∝；〉⊂（al，a2）＼S（u。）・   

On the other hand，by（4・14），there exists lo（15；io£n）such  

that  

O A n J． ≠ ¢．   10  （4．16）  

ー十  

α＝α．＝α．） and  
l l  

Noting that A＝（Al，Aり），there exist a∈Al＼（C＜                                                                    －  

a non－emptyOpenintervalD⊂A2＼〈αlα＝∝；＝∝；｝ such that  

（4・17） （a，5）＝｛写りⅩ∈D｝⊂An㌣・                          10   
日ence，by（4．15）we have  

（4・18）  D⊂（al，a2）＼S（uo）・  

Noting that D⊂A2＼はI∝＝α；＝α；）・there exist t2∈（tl，T）and  
a nOn－er9Pty Closedinterval X⊂D such that ux削 does not  
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Changeits signin Xx〔t・T）・Therefore，by Lemma 3・3，Ve Can  
2  

extend u（Ⅹ・t）to a C2・1－functionin 孟×［t2・T］ uniquely and  

we may see that ux（Ⅹ・T）〉 O for allx∈孟・Since the  

lim u（a，t）＝ u（a，T） also exists by Lemma 3．3，We Can See the  
t↑T  

O existence of x ∈ E such that u（Ⅹ0，T）≠ u（a，T）・Hence there  

exists tま∈［t2・T）such that   

（4・19）  u（Ⅹ0・t）≠u（a・t）for all t∈［t去・T）・  

Set w（Ⅹ・t）＝ Obu（Ⅹ・t）Nu（Ⅹ，t） where qbu（Ⅹ，t）＝u（2bMX●t）  
With b＝（Xo＋a）／2・ Assume that xoくa for convenience・Then  

we can see that w（Ⅹ，t） is a solution of a linear parabolic  

equation of the form（4・3）in［Ⅹ0・aコ×（t昌，T）・ Moreover・it  

follows from（4．19） that  

（ 

W（Ⅹ0，t）＝Obu（Ⅹ0・t）Mu（Ⅹ0・t）＝u（a・t卜u（Ⅹ0，t）＃0・t∈（t昌，T），  

W（a，t）＝u（Ⅹ0・t）－qbu（Ⅹ0・t）削，   t∈（t占・T）・  

（4．20）  

Applying Lemma 4・6 to w（Ⅹ，t）in【Ⅹ0・aコ×（t昌・T）・We See that  
there exists t3 ∈（t占・T）such that w（・，t）∈∑（【Ⅹ。・a］）for  

a11t∈【t3・T）・Hence・nOting w（b・t）＝u（b，t）一u（b，t）＝0，We  

have wx（b，t）＃O for t∈【t3・T），namely・   

（4・21）  ux（b・t）≠O  for allt∈［t3，T）・  

On the other hand，SlnCe b（…3i。＝（ai。・∝；。），there exists a  
SequenCe（tn）⊂（0，T）such that tn 

†T and b＝宅io（tn）・  

thatis，ux（b，tn）＝ O n≧1・This contradicts（4・21）・So we  

have （4．12）， namely （4．5） and （4．6）． Th11S the proof is  
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COmplete． ロ  

5． The Case or a Bounded Do皿ain  

Throughout this section，We aSSume（Al卜（Å5）and consider   

the Dirichlet or Neumann problem（1．1）（1．2）（1．3ab）・ We assume   

further the fol10Wing technical conditions on an initial data   

uo（Ⅹ）：  

（A6） uo（0）＝uo（L）＝O and uo（Ⅹ）〉O for x∈n＝（0，L）；  

（A7）  there exist al and a2 in f？＝（0，L）such that  

2al≦a2，al£2a2－L，OauO（Ⅹ）≧uo（Ⅹ）on x∈【OIal〕and  
l   

OauO（Ⅹ）≧uo（Ⅹ）on xe［a2・L］where oau（Ⅹ）＝u（2a－Ⅹ）  
2  

The main result in this section is as fo1lows：  

Theorem 5．1． Assum＠（Al）－（A7）． Let u（Ⅹ，t） bB a b乙Ou…   

㍊P Uβα鬼 so乙祝土工o孔 0∫ proあ乙e況 （1．1）（1．2）（1．3a） 0γ （1．1）（1．2）  

（1・3b）机£た ム乙ou－岬 £乙訊β t＝T α血，乙e£ S（uo）ム8 拍βム乙OU伽岬  

Sβt O′ u（Ⅹ，t）． rたβ乱  

（5・1）  S（uo）tsα′摘出8雷雨，   

α籠d ∫㍊γ£たβr耽0γ¢ t籠 £たe eαSさ Of £たe βirteわ乙β土 pTlOあ乙e臥  

（5・2）  S（uo）⊂（al・a2）・  

First， We COnSider a weak solution  u（Ⅹ，t）   of the   

Dirichle七 PrOblem（1．1）（1．2）（1．3a）． We need somelemmas  
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Le皿ma 5．2． Assume（Al卜（A7）． Let u（Ⅹ，t） be a b乙OuMuP   

Ueαた so乙㍊£io籠 0′ tたβ ∂tγte机6t PrOあ乙餓（1．1）（1．2）（1．3a）． rたe籠  

（5・3）  o 
al 

わrα乙乙（Ⅹ・t）∈軌alコ×【0，T）；  

for a乙乙 くⅩ・t）e【a2・Lコ×【0，T）・  （5．4）  J u（Ⅹ，t）之 u（Ⅹ，t）  

a2  

Proof． We show only（5．3）． Set v（Ⅹ，t）＝q＿ u（Ⅹ，t）． Then  

We See that v（Ⅹ，t） is also a weak solution of （1．1）in   

（0・al）×（0・T）・By the assumption（A7）・We Qbtain that v（Ⅹ・0）  

＝qauO（Ⅹ）≧uo（Ⅹ）＝u（Ⅹ，0）・For boundary values of u（Ⅹ，t） in  
l  

（0，al）×（0，T），We Obtain that v（0・t）＝Oau（0，t）≧0＝u（0，t）and  

l  

V（al，t）＝u（al，t）  for  t ∈【0，T）・ Applying the comparison  

theorem to v（Ⅹ，t） and u（Ⅹ，t），We have that v（Ⅹ，t）之 u（Ⅹ，t）  

for（Ⅹ，t）∈（0，al）×（0，T）・Thisis a prooゴOf（5・3）・ロ  

This and Lemma 3．1imply the following  

Lemma 5．3． エe£ u（Ⅹ，t）ム¢α9 乞籠 土色m罰α 占．2． rた白花  

（5．5）  Joγ α乙乙 t ∈（0，T）；  ux（al，t）〉O   

ux（a2，t）く 0  （5．6）  JoTlα乙乙 t ∈（0，T）．  

Le皿ma 5．4． ⊥白も u（Ⅹ，t） ムe αS 抽 エ¢釈放α 5．3． rた色籠 ∫0γ  

α昭 to  ∈（0，T），抽即eβ飢3£3 a＝£（to）〉 0 9㍑eた 拍α仁 わr肌y  

a∈【al一缶・al＋∂コ   

（5・7）   oau（Ⅹ・t）≧u（Ⅹ・t）  for a乙乙（Ⅹ・t）∈【0・aコ×［to・T）  
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α花dわ㍗α㍑y a∈［a2－∂，a2十aコ   

（5・8）   crau（Ⅹ・t）之u（Ⅹ・t）  for a乙乙（Ⅹ，t）∈【a・Lコ×［to・T）・  

Proof． We only show（5．7）． Noting the proof of Lemma   

5・2I We See that it is enough to show the following： For  

any to  ∈（0・T），there exists 8＝a（to）〉 O such that for any  

a∈［al－a，al十るコ・   

（5・9）  ロau（Ⅹ，to）－u（Ⅹ，to）〉O  for allx∈［0，a）・   

Therefore we show（5．9）．  

By（5・5），for any to e（0・T）there exists a＝b（to）〉O  

SuCh that  

ux（Ⅹ・tO）〉O  for‡Ⅹ－al‡〈a・  （5．10）  

Set h（a）＝  ｛qau（Ⅹ・tO）～u（Ⅹ・tO）｝ for each a∈  
＜a＿a／2  

【0，L／2コ． Then， We See elearly that h（a） is a continuous   

functionin 〔0，L／2コ． Noting the proof of（3．3），We Obtain  

（5・11）  h（al）〉0・   

Hence there exists bt〉0 （0く占，£a／2）  such that h（a） ） O  

for a11ta－al！‘ムー・namely   

（5・12）  けau（Ⅹ，tO卜山Ⅹ，tO）〉O for O£Ⅹ≦a－a／2，ta－alt£aI・   

On the other hand・SlnCe a－a／2≦Ⅹ£a and ta－all5＝る／2imply  

－はⅩ－al£占／2・もy（5・10）we have  
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（5・13）  ロau（Ⅹ・to卜u（Ⅹ，tO）〉O for a－∂／2£Ⅹく勘ia－allよ占†・   

Combining （5．12） and （5．13）， We Obtain （5．9）． The proof is   

COmplete． □  

This and Lemma 3．1imply the following  

Lemma 5．5． ム6t u（Ⅹ，t） ムeαS 血ム8訊耽α 5．4． r九βⅥリ  

（5・14）  ux（Ⅹ・t）〉O for a乙L（Ⅹ・t）∈【al－a，al＋8】×（to・T）；   

（5・15）  ux（Ⅹ・t）く0 加rα乙乙（Ⅹ，t）∈【a2－a，a2＋∂】×（to，T）・  

We are now ready to prove Theorem 5．1in the case of the   

Dirichlet problem．  

Proof of Theorem 5．1（the case of the Dirichlet problem）．  

By Lemma5・5and Lemma4・1，We See that S（uo）∩（al－a，a2＋る）1S a  

finite set・Hence，if we show that【0，al－aコU【a2＋b，Lコ ⊂［0，L〕＼  

S（uo），the proofis complete・We show only   

（5・16）  【0・al－a】⊂［0，L】＼S（uo）  

Now we assume that xo ∈【0，al－a］is a point of S（uo）・  

Then，by（A7）we have that 2al－Ⅹ ∈【al・a2コ・It follovs from  

Lemma 5・2 that 2al－Ⅹ0∈S（uo）・Since S（uo）∩（al－a，a2＋a）1S a  

finite  set・  there  exists  a3∈（al－8，al＋8）  such  that  

2a3－Ⅹ0¢S（uo）and O＜Ⅹ0くa3・ By the fact that uau（Ⅹ，t）之  

3  

u（Ⅹ，t）for（Ⅹ，t）∈【0，a3コ×【to，T），We Obtain that xo ¢ S（uo）・  
This contradicts the assumption that xo ∈ S（uo）・and thus  
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We prOVe（5．16）． □  

Next we consider a blow－uP Weak solution u（Ⅹ，t）   of   

the Neumann problem （1．1）（1．2）（1．3b）． We can consider the   

following three cases：  

（Ⅰ）  u（0，t）＝ u（L，t）＝ O  for all t∈［0，T）．  

（ⅠⅠ）（i） u（0，t）＝ O for all t∈［0，T） and there exists  

tl∈（0，T）such that u（L，tl）〉0，  

（ii）u（L，t）＝ O for all t∈［0，T） and there exists  

tl∈（0，T）such that u（0，tl）〉0・  

（ⅠⅠⅠ）there exist tl， t2∈（0，T）such that u（0，tl）〉 O  
and u（L，t2）〉0・  

Proof of Theorem 5．1（the case of the Neumann problem）．  

Case（l）． Since u（Ⅹ，t） can be regarded as a solution  

Of the Dirichlet problem， this case comes to the case of   

the Dirichlet problem．  

Case（ⅠⅠ）． We only prove in case （ii）． Extend a weak  

SOlution u（Ⅹ，t） as  

芯＝（  

0 ≦ Ⅹ £ L  u（Ⅹ，t）  

（5．17）  

u（－Ⅹ，t）  －L £ Ⅹ £ 0  

Then，We See that 芯（Ⅹ，t）is a weak solution of the Neumann   

′ヽ．J 【ゝノ  

problem and that u（士L，t）＝O for t＞tl  and u（Ⅹ・tl）〉 O for  

X ∈（－L，L）． Hence this case comes to the case ＝）．  

Case（ⅠⅠⅠ）．  By extending  u（Ⅹ，t）   as  （5．17）  and  
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appropriate rescaling of the variables， this problem can be  

1 
n＝S＝駄／諾・Set to＝  COnVerted into the form （1．1）（1．2） with  

max（tl，t2）・Then，it follows from the assumption（＝＝）and  

Lemma 2・3 that  u（Ⅹ，t）〉O  for all 
1 

（X・t）∈Sx（to，T） and  

1 
（1・1）on Sx（to，T）・  u（Ⅹ，t）  is a classical solution of  

Noting Lemma 4．5 and Lernma 3．2 and using the same methods as   

Chen－Matano［4コ，We Can prOVe the assertion in this case． The   

PrOOfis complete． 口  

Remark 5．6． Considering the proofin this section，We Can   

also get the similar result as Theorem 5．1，eVen if ve extend  

COnditions（A6）and（A7）on uo（Ⅹ）to the following condition：  

i＝鼠  
（＊）  一‥〉’∨ “ －‥‥’〉 －‾■■■‾－′  、…′ Of openintervals   

and uo（Ⅹ）＝O in  

ii＝1   

n．⊂（0，L），n．n n．＝ ¢（i声j）  1     ■   ■  1   J  
且  

SuCh that U  
i＝1  

且  

E2i，and such that（A6）and（A7〉hold with E？replaced  （0，L）＼U  

i＝1  

by 口上．       1  

6． AsyⅢPtOtic 8ellaYior or arlIⅣLerrace  

In this section， We COnSider the Cauchy problem （1．1〉   

（1．2）（1．3c）．  We assume （Al）－（Å4） and assume the fol10Wing  

COnditions on aninitialdata uo（Ⅹ）：  

（A8）  uo（Ⅹ）〉0・Ⅹ∈（0，L）and uo（Ⅹ）＝0，Ⅹ∈配＼（0，L）・  

Furthermore，We aSSume the following conditions for the finite  
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pr－Opagation of the interface of a weak solution u（Ⅹ，t） to   

（1．1）（1．2）（1．3c）in t ∈（0，T）：  

（A9）  ∫三舟く00；  

（AlO）  f（0）＝ 0；  

（All） there exists a CINfunction G（u）on【0，00）such  

that  

（6．1）  G（u）之 f（u） and G．b － Gb●：≧ O  for all u≧0．  

Now we can show a finite propagation of aninterface of   

a weak solution．  

Theore皿 6．1 （α ∫t町£t8 PrOPαgα土工O乱 0∫ α乱 れi6㍗ねe8）．   

A飢㍑用憾 （Al卜（A4） α籠d （A8卜（All）． ムβ£ 11（Ⅹ，t） あe α ム乙0もJ－㍊p   

Ueαた 30乙㍑れ0花 0′（1．1）（1．2）（1．3c）u㍑九 あ乙OU一昭つ 土山陀 t＝T． rたβ籠，  

抽βre β飢St eO几£摘㍊0址S れ籠e£も0閻 芭i（t）：【0，T）→ 取（i＝1，2）  

S祝e九 tたα£  

（6・2）（モ1（t）・モ2（t））＝（Ⅹ∈狼］u（X，t）〉0）for each t∈【0，T），   

芭1（t） t3 α 耽0籠0£0籠β deerβαS血g れ籠eHo籠 α籠d 芭2（t） もS α  

mo†10£0乱e も籠eγ－eαSt籠g ∫㍊花e上土O71，α籠d ∫祝㍗土た8r耽Or－e，  

（6・3）   －0くモ1（t）く芭2（t）くO  for each t∈［0，T）・  

Next we state behavior of the interface of u（Ⅹ，t） near   

the blow－up time t＝T． For this aim，We further assume（A5）oI、   

the condition  
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H（u）  
1im ∵ニ∴二二 ＝ 0  （A12）  

u⇒q〇  u  

f（モ）d芭．  Where H（u）＝  

rrheorem 6・2・エβ£ S（uo）ム日 用e 机ou一岬 Sβ£ 0′ u（Ⅹ・t）  

血β柑 u（Ⅹ・t）£sα9 t籠㌻九即柑mβ・Jα籠d 乙e£ 竜i（t）（i＝1，2）t9  

£九白 土兄上βr∫αee O∫ u（Ⅹ，t）． rたe几 拍e わ乙乙OUt籠g 抽0 γ18SIJ乙t9 如乙d  

（i） ぴ（A5）加はぎ，抽e籠  

（6．4）  S（uo）⊂［0，Lコ  

α花d  

‾のく号1（t）く芭2（t）く㊥・  （6．5）   

α花d ′㍊rt九βア訊Orβ げ（A7）加はぎ，tわβ籠  

（6・6）   S（uo）⊂（al・a2）  α花d S（uo）t3α∫細工上白3¢£・  

（ii）tJ（A12）わ0乙ds，  

S（uo）＝阻∪（∞〉∪（－∞〉  （6．7）  

α花d  

芭1（t）いの 肌d 号2（t）＝00・  （6．8）   

Remark 6．3．If p〉1 and m〉1，equation（1．4）satisfies  

these conditions（A9）－（All）with G（u）＝f（u）＝uP／m．If p／mく1，  

equation（1．4）satisfies condition（A12）．  
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First we prove Theorern 6．1． We need the followinglemma：  

Lemma 6．4． Assume（Al卜（A4）and（A9卜（All）． Let u（Ⅹ，t）   

ムe α びβαた so乙㍊£乞0花 0∫ （1．1）（1．2）（1．3c）． Sl↓ppOSe £たα£ £允βγe  

βごt9£（a，tl）∈Rx［0・T）α花d M〉O s㍊eた£旭£   

（6・9）  u（Ⅹ・tl）＝0   告げ Ⅹ之a；   

（6・10）  u（a・t）5：M  for t∈［tl・T）・   

r九e籠，t力βT16 8諾tS£ ヱ 〉 0 α孔d h 〉 O dβpβ孔dt几9 0T10籠乙y M sl化わ   

土たα£  

（6・11）  u（Ⅹ，t）＝O  for（Ⅹ・t）∈［a＋L，O）×〔t 
l， 

tl＋h］∩【tl，T）・  

Proof． consider the function ¢：【0，00）→［0，の） such   

that  

u dれ  

o  
b川）  

頼）＝∫  （6．12）  （See Xnerr［11］）．  

Then，by（Al）and（A9）we see that  中（u）is well defined and   

is an onto and one to one mapping． Put  

（6．13）  Ⅴ（Ⅹ，t）＝ ¢（u（Ⅹ，t））．  

Since u（Ⅹ，t）   satisfies the equation （1．1） in  （Ⅹ，t）－Set   

Where u（Ⅹ，t）〉 0，a Simple computation gives  

f（¢－1（Ⅴ））  つ  

（Ⅴ）】＋   Ⅹ   （6・14） vt  Ⅴ   十  

b（中一1（Ⅴ））b・雄一1（Ⅴ））  bt（¢－1（Ⅴ））  
ⅩⅩ  

where 中一1（Ⅴ）  is theinverse function of v＝¢（u）．  
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Let us consider the fol10Wing function v（Ⅹ，t）：  

（6．15）   
＋  

Ⅴ（Ⅹ，t）＝（れ（t）－C（Ⅹ－a）） for  Ⅹ≧a，t≧tl  

Where T7（t） satisfies the problem  

n（tl）＝れ1＝¢（M）〉0  

（6．16）  
G（中一1（吊）  

Rt ＝C2＋   

b（¢－1（れ））b・（¢－1（れ））   

and C is a positive constant． Then T7（t）is represented a   

the following：  

れ（t）＝訂1（白川1）－（卜tl））  （6．17）  

Where  

（6．18）  己（れ）   

b（中一1（れ））b一律－1川‖  

Here we note that  

－1（れ））b・（¢－1（n））  

dれ＝J；－1川）  
d暑く00（¢t＝）  G ≦   

れ  G（中一1（れ））   

and 竜＝己－1（n）is theinverse function of n＝己（宅）．And we  

have  

（6・19） n（t）く00， t∈【tl・tl＋h）and れ（t）†の aS t†tl＋h，   

Where h ＝ G（nl）・Since v（Ⅹ，t）＝ れ（t卜C（Ⅹ－a）where れ（t）〉  

C（Ⅹ－a）， Ve Obtain  
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G（¢－1（侶）  Ⅴ 十（V）2＋  V 
t  

b（せ－1（れ））もー（¢－1（n））  b・雄一1（Ⅴ）） 
ⅩⅩ   Ⅹ  

G（己）  
Considering that  is a monotone increasing function  

b代）b一代）  

by（Al）and（All），and that v（Ⅹ，t）＝（n（t卜C（x－a））＋ £ n（t）  

for X之a，namely 中一1（Ⅴ）≦中一1川）for x加，We have  

’ⅩⅩ ⅤⅩⅩ 
＋（ⅤⅩ）2＋  （6・20）   v≧  

t  

b・（せ－1（V））   b（中一1（Ⅴ））b・雄一1（Ⅴ））  

Hence，if we put w（Ⅹ，t）＝中一1（Ⅴ（Ⅹ，t）），We Obtain  

（6・21） b（W）t之Wxx＋f（W）・  t∈【tl，tl＋h）・n（t）〉C（Ⅹ－a），X＞a・   

On the other hand， SlnCe V（Ⅹ，t）＝O namely w（Ⅹ，t）＝O in  

（Ⅹ，t）－Set Where x≧a・t∈【tl，tl＋h）and n（t）くC（Ⅹ－a），and since  

f（0）＝0，We have  

（6・22）  b（W）t＝Wxx＋f（W），   t∈【tl・tl＋h），n（t）くC（Ⅹ－a），Ⅹ＞a・   

Since w＝0 0n n（t）＝C（X－a） and b（0）＝0，We have  

（6・23）  ＝0・   
wx＝ⅤⅩb（w）tn＝C（Ⅹ－a）   

Hence，COmbining（6．21），（6．22）and（6．23），We See that w（Ⅹ，t）  

is a super－SOlution of（1・1）in［a，¢）×【tl，tl＋h）  

On the other hand，by（6．9）and（6．10）we have   

（6．24）  w（a，t）叫－1（Ⅴ（a，t））叫－1用（t））之中一1（射M））＝枇u（a，t）  

王Or t∈【tl，tl十h）∩［tl，T）and  

W（Ⅹ，tl）≧0＝u（Ⅹ・tl）   for x之a・  （6．25）  

－ 34 －   



Applying the cornparison theorem to w（Ⅹ，t） and u（Ⅹ，t） on  

【a，a））×【tl，to）where to＝min（tl＋h，T），We Obtain   

（6・26）  w（Ⅹ，t）≧u（Ⅹ，t）   for（X，t）∈【a，の）×［t l，to）・   

Namely，  

（6・27）   u（x，t）＝O  for x≧a，n（t）くC（Ⅹ－a），t∈［tl・to）・   

If we choose h ＝ h／2 and t ＝ n（tl＋h）／C，We Can Show the  

assertions of Lemma 6．3． □  

Proof of Theorem 6・1・Set 芭1（t）＝inf（ⅩIu（Ⅹ・t）〉0）  

and 芭2（t）＝ Sup（Ⅹ t u（Ⅹ・t）〉0）・Then・by Lemma 2・2 and  

Lemma 2・3itis obvious that 芭1（t）is a monotone decreasing  

function and 宅2（t）is a monotoneincreasing and that（6・2）  

holds（Cf，Ⅹnerr〔11】）．  

Next，We Show（6．3）and here we only prove  

（6・28）  宅2（t）くの   for each t∈（0，T）・  

Assume that（6．2邑）does not hold． Then，it follows that  

（6・29）  モ2（t）＝00   for all t∈（0・T）   

Or there exists to∈（0・T）such that   

（6・30）   宅2（t）く00 for t∈（0・to）and 宅2（to）＝∞   

We only drive a contradiction in case of （6．30）． In case of   

（6．29），We Can also driveit similarly．  

Set  
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MニSup（u（Ⅹ・t）l（Ⅹ・t）∈Rx［0，tO＋占コ）   

Where Oく aく T－to・ Then，by Lemma6・3 there exist ヱ 〉O and  

h）O such that（6・11）holds with T replaced by to十a・Choose  

a〉O and tl∈（0・to）such that toく tl＋h and a＝＝竜2（tl）・  
Then，We Obtain  

u（Ⅹ，t）＝O for（Ⅹ，t）∈【a＋｛，00）×〔tl，tl＋hコ∩［tl，tO＋a）・   

that is，  

芭2（to）≦a＋ヱ・  （6．31）   

This contradicts（6．30）and thus （6．28）is shown．  

Finally we can show the continuity of モi（t）by similar  

methods as that show（6．28），and we ornit this proof． □  

We need some lemmas to show Theorem 6．2．  

Le皿Jna 6．5． As9u7Re（Al）－（A4）and（A8）． L．et u（Ⅹ，t） be a   

揖eα友 90乙㍊£to籠 0′（1．1）（1．2）（1．3c）α籠d 乙白土 a ∈ 温＼（0，L）． rんe籠  

∫orIα乙乙  
（6・32）ロau（Ⅹ・t）≧u（Ⅹ，t），′0γα乙乙  

Ⅹ∈【a，00） t∫  

Ⅹ∈（－00，aコ もJ  
a≧L aよ0，t∈（0，T）・  

rたβアe′or白．u（Ⅹ，t） t3 α 及0籠0£0籠e deereαS乞籠g ′㍊籠e£to籠 0籠  Ⅹ之L   

α花d α 訊0籠0紬籠ei花erβαSt籠g ∫祝籠e㍑0花 0籠 Ⅹ≦0 ∫07－ ¢αeた t∈く0，T）．  

Pr・00f． This proofis similar toit of Lemma 5．2． We   

Omit it． ロ  

Lem皿a 6・6・エe£ 考i（t）（i＝1・2）ムe αS 乞籠 r鹿0㍗甜 ∂・J・  

rた白花   
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i芭1（t）＝‾00 げα籠do籠乙yぴ1im∈っ（t）＝¢・                                ‘‘   

t†T  

Proof． This proofis obvious by Lemma 6．5． D  

Proof of Theore皿6・2（i）・First，We Show that S（uo）⊂  

［0，L】．  

Assume that xo∈ S（uo）is not a pointin［0，L】・Without  

loss of generality，We may aSSume that xo）L・By Lemma6・5，We  

have that 【L，Ⅹ0）⊂ S（uo）・It follows from Lemma 3・1and・  

Lemma6・5 that for any ∂〉O smallenough there exists to＝to（a）  

∈（0，T） such that u（Ⅹ，t）〉 O for （Ⅹ・t）e［L・Ⅹ0－∂】×【to・T）  

and ux（Ⅹ・t）〉 O in（Ⅹ，t）∈【L，Xo－a］∪【to，T）・Usig Lemma 3・3，  

we have that （L，Ⅹ0－a）⊂ S（uo）C・ This contradicts that  

［L，Ⅹ0）⊂S（uo）and thus we show that S（uo）⊂【0・L】・  

Hence， nOting that u（Ⅹ，t）£ M（a） for （Ⅹ，t）∈ 卜00，raコ∪   

〔L＋8．の）×【0，T）（8）0） and using the similar method as in the   

PrOOf of Theorem 6．1，We See（6．5）．  

Next we further assume （A7） and prove （6．6）． Consider  

u（Ⅹ・t）and oau（Ⅹ，t）in（a2，00）×（0・T）・By the comparison  
2  

theorem on a half space，We have that cf u（Ⅹ，t）之 u（Ⅹ，t）in  
a 

っ ▲．■  

（a2，00）×（0，T）（Cf，PrOOf of Lemma 5・2）・ Using Lemma 3・1・We  

Obtain that ux（a2，t）（O for t ∈（0，T）・ Hence・by the  

Similar method as in the proof of Lemma 5．4 and by the  

COntinuity of 芭2（t），We have that，if  tl∈（0・T） is  

Sufficiently close to t＝0，then crau（Ⅹ，tl）＞ u（Ⅹ，tl） in  

【a，Q）×【t 
1 
・T）wherela－a2l5：b for some る〉0・Using Lemma3・1  

again，We Obtain that ux（a・t）くO for（a－a2Iくb，tl （tくT・  
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AIso similarly we obtain that ux（a，t）〉O forla．allく 占一・  

tl 
く t く T for some at〉0・Therefore as we prove Theorem5・1・  

We Obtain（6．6）． The proofis complete． ロ  

Next we prove Theorem 6．2 （ii）． We need the foユ10Wing   

lemma due to Imai－Mochizuki【8】．  

Le皿ma 6．7． Assu訊B（Al）－（A4）a71d（A12）． LBt u（Ⅹ，t） bB   

α Uβα欠 so乙㍊土£0籠 0∫ t九β βtrteた乙e£ proム乙β放 （1．1）（1．2）（1．3a）．   

〃昭花， u（Ⅹ，t） β諾tStS g乙0ムα乙乙y t籠 t主流e α籠d s£αγ9 如㍊孔dβd くtm  

00 L（0，L））αS t ↑ ∞．  

Proof of Theorem 6．2（ii）． First，We Show  

（6・33）  卜の，0コ∪（L，00）⊂S（uo）・  

Here，We Only show that［L，0）⊂S（uo）・  

Assume that xo e［L，00）is not a pointin S（uo）・Then，  

by Lemma6・5we have that for some Ml〉0  

（6・34）  u（Ⅹ・t）£Ml  for（Ⅹ，t）∈［Ⅹ0，00）×【0，T），   

and by（A8）we see  

（6．35）  u（Ⅹ，0）＝uo（Ⅹ）＝0  for x之Ⅹ0・   

As we prove Theorem 6．1，We Obtain  

（6・36）   モ2（t）く00・  

Using Lemma 6．6，We have  
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（6．37）  与宅1（t）〉‾Ⅷ・  

t‡芋宅1（t）and与芭2（t）くⅩ2，We See that   

d  

a solution of the Dirichlet problem with f2 ＝  

that u（Ⅹ，t） does not blow up at t＝T by  

Choosing xlく   

u（Ⅹ1，t）＝ O an  

look u（Ⅹ，t） as  

（Ⅹ1・Ⅹ2），We See  

Lemma 6．7． This is a contradiction since t＝T is assumed to   

be the blow－uP time of u（Ⅹ，t） and thus we prove （6．33）．  

Noting Lemma 6・5・We Obtain that（0，L）⊂S（uo）・Hence we see  

that S（uo）＝Ru｛0｝∪｛‾00｝ and that－t与電2（t）＝m and 与宅1（t）  

＝ －00㌧ The proofis complete． 口  
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ChapterII  

Blow－uP Solutions   

Of Quasilinear Degenerate ParaboIic Equations  

With ConYeCtion  

0．   IlltrOduc・tion  

In this paper we shallconsider the Cauchy problemin阻：  

∂£β用）－㍊∬£ ＋針用）苫＝ヂ（㍑）（ご・い捕×（0・r）  （0・1）  

㍊（諾，0）＝ や（ご）  Ⅹ ∈ 汲  （0．2）  

where β（V）， g（び）， F（U） with U≧O and（p（ヱ） are nonnegative   

COntinuous functions．  

Equation （0．1） describes the combution process vith   

convection in a stationary medium in which the thermal  

conductivity β′（u）－1 and the volume heat source f（u）and  

convection g（u） are depending in a nonlinear way on the   

temperature 8（u）ニ β（u（＝，t））of the medium．  

Throughout this paper we assume  

（Al）β川）・′（れ g（び）∈ C00ほ＋）nCほ＋），β（び）〉0・β′（の〉0・  

β”（び）≦O and∫（ひ㍉9（びト．9′（び）〉O forび〉0．1imβ′（び）＝∞・ ′。β－1  
び⇒QD  

and g。β－1arelocally Lipschitz continuousin［β（0），¢）・  

（A2）（g。β－1）′（u）5；CJ（β－1〉′（u）in the neighborhood of u＝0  
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for some positive constant C．  

（A3）q）（ご）≧ 0，≡ O and ∈ B（R）（bounded continuousin 脱）．  

With these conditions above Cauchy problem has a unique   

local solution u（3：，t）（in time）which satisfies（0，1）in 択．×   

（0，T）in the following weak sense， Where T 〉 O is assumed   

Suffisiently sma11．（See e．g．01einik et all［9，12，16】）  

Definition O、1． Let G be an openintervalin R．． By a weak   

solution of equation （0．1）in C x（O，T）we mean a function   

㍊（ご，t）such that  

l）u（X，L）之 Oin G x【0，T）and ∈ C（C x【0，て】）for each O く て   

くア．  

2） For any bounded open interval n  （Xl・3：2）  
⊂C，0くてくT and q＞（X，t）∈C2（白×【0，T））which vanishes on x＝  

3：1，X2， the followingidentity holds：  

J。 
β（祝（諾，て））…，て）dエー 

J。 
β㍑（細）畔，0）dご  

＝J：∫。｛β（…t十叫㍑ ・g（叛＋佃｝d出いJ。て哩箋；≡；；・（0・3）  
If u（3：，t）does not exist g10bally in time，it’s existence   

time T く 00 defined by  

r ＝＝ S心p（て 〉 0；㍊ほ，いis bo11ndedin 駄 ×［0，てコ〉  （0・4）  

and we see that  
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1im suplパ諾，L）＝＝ 00  

いr ご∈取  

（0．5）  

In this case we say that uis a blow－up SOlution and T is a   

blow－up time．  

The main purpose of the present paper is the study of   

blow－up SOlutions． Especially we are interested in the shape   

Of the blow－up Set Whichlocates the tlho卜SpOtSI・at the blow－up   

time・In addition，Since our quasilinear equation（0．1）has a   

PrOperty Of the finite propagation of an interface， there are   

SOme interesting subjects such as asymptotic behavior of the   

interface near the blow－uP time． These problems have been   

Studied by the authors［6，7，8，17］and Mochizuki－Suzuki【15コ   

for equation（0．1）without convection term．  

Firstly we consider the finite propagation ofinterfaces of   

SOlutions of （0．1）（0．2）． To deal with this we require the   

additional conditions：  

（A4）甲（Ⅹ）〉O for諾∈卜α1・α1）and ＝O forごも卜αl，αLJ・  

（A5）軒（V）＝O and計isincreasinginu＞0・  

J三悉く∞，  （A6） β（0）＝ ∫（0）＝ 0，  

Put   

n（い ＝（ご（≡ R；㍊ほ，い 〉 0 〉，「（い ニ ∂n（い  （0．6）  
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for each t ∈（0，T）． Then theinterface「is given by  

「＝ U  「（い ×（い，  

0≦t£r  

（0．7）  

and under these assumptions（Al卜（A6）we can show that E？（t）is   

bounded and nonincreasing in t ∈【0，T）（Theoreml．7）． Moreover  

EM）is represented by continuous functions ㌔（t）：［0・T）→脱  

（L＝1・2）ユike E？（t）＝（Xlx ∈（芭1（t），考2（t）））・In the case  

Without convection term in（0．1），these results have been shown   

by knerr［12］，R．Suzuki［15】and Mochizuki－Suzuki【17〕．  

Next， We reStrict ourselves to the blow－uP SOlution of   

（0．1）（0．2） and shall study the shape of blow－up Set and the   

behavior of the interface of u near the blow－uP time． The   

existence and non－eXistence of blow－uP SOlution （0．1）（0．2）is   

discussed in FriedmanqLacey ［5】， Irnai－Mochizuki 【10〕 and   

Imai－Mochizuki－Suzuki［11コ． We assume the following condition   

is givenin［10］as a 一一necessary一，condition to raise a blow－up：  

（A7）   
J  

β′（び）  
dび く ∞  

′（び）  

Further・mOr・e We aSSume that f（u）grows rappidly than g（u）   

and u（See（AlO））and assume for theinitial data（p（X）that  

（A8）  甲’’－  〈g（申））′ ＋ ∫（甲）之 Oin 9t，  

（A9））  thelap－number ofや（X）in【al，aエ】is two・  

Here，We denote thelap－number of（p（諾）in the following：  

Definition O．2． LetI＝【a，bコ be a closedintervaland u ＝  
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u（3：）be a reaトValued function on［a，b］． We say uis piecewise   

monotone if I can be divided into a finite number of   

況  

nOn‾0Verlappingsub－intervalsJ 
l・J2・ ‥‥J訊（ヒ1JL＝I）oneach  

Of which rnonotone． Then there is the least value of the numbers  

m for which we can fined a division（J・t）as above・This valued  

is called thelap－number of u on［a，b］and denoted by 且（u）．  

Then，in the semilinear case β（u）＝ u，Friedmann－Lacey【5〕   

Showed the existence of single point blow－up SOlutions of（0．1）   

for Dirichlet problem． In this paper we extend this result to   

the Cauchy problem of a degenerate quasilinear equation．   

Moreover we can get also that the left side interfaces stay   

bounded as t tends to the blow－uP time T．Namely，if we denote  

DefiIlition O．3． The blow－uP Set Of uis defined as  

S＝（3＝∈R；thereis a sequence（XL，tL）∈狼×（0，ア）s11Ch  

that3＝・→X，t・ →T and u（諾・L・tL）→00aS L→の）  

and each こr ∈ Sis called a b10W－up pOint of u，  

then we obtain that S＝（no〉 for some－のくno5：∞and－0く  

芭1（い  （See Theorem 3．3）．  

Finally，the rest problemis that whetherれ0（00Or no ＝ の  

holds・About this problem，We anSer that no く 00（Theorem 4・2）  

if we add another conditions on f and ql SuCh that f grows   

rappidly 七han g（u）and u（See（All））．  
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ReⅢark O．4．If p＋耽 〉 2q（2罰－1£ q）or p＋1〉 q＋m 摘／2 十1／2   

≦（才 ≦ 2況－1），equation  

（㍊1佃）t＝ ㍊㍑－ほ 
q／訊）諾十・昆p／m  

（m，p，q 〉1）  （0．8）  

Satisfies（Al）（A2）（A5）q（A7）（AlO）（All）．  

Re皿ark O．5． condition（A2）is needed to show uniqueness of   

Weak solution of（0．1）．If uniqueness of weak solution to（0．1）   

holds，above theorems are given without（A2）．  

The methods to prove these results are essentially the   

Same tO thoes of Friedman－Lacey［5】and R．Suzuki［17］． We use   

SmOOthness，COmParison principle and property o王 the zero set of  

㌔瑠，い・  

The paper is structured as follows．In §1we summarize   

above two principles and show the finite propagation of the   

interfaces of solutions （Theorem l．7）．In §2 we study the  

property of the zeroes set of u3：（3＝・t）Ⅵhere thelap－number of  

the initial data of the solution u（X，t）is two． Using this   

PrOPerty We PrOVe the existence of single point blow－up   

solutions in §3． Finallyif we add some assumptions we show   

that the blow－up POintis boundedin §4．  

1．  A Co皿parison Principole and Finite Propagation of   

anInterface．  

In this section we begin with two proposition which willbe  
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fundamental tooIs in our study of interfaces and the blov－up   

SetS．  

Propositionl．1（S皿00thness principle）． Assu諏e（Al）M（A3）．   

上白£ C 烏■β α籠 OP（∋籠 班£βrびα乙 α乱d 乙et 祝 あe α SO乙㍑上土o710′（0．1）i花 C   

X（0，㌻）摘 £九e sβ籠Se O∫ ∂β′土龍もt乞0710．1．J′ 祝㍑，い 〉 0 ′or s（フ汲e   

は，い ∈ Gx（0，r），拍β籠 ㍊ tS α e乙α3S乞eα乙 SO乙㍊£to乱 t籠 α 花飢伊仙or－  

∞ 加od V o′（ご，い α花d た8籠eβ ㍊ ∈ C（W）．  

Proof・Note that β（び）・f（u）・g（V）∈C00（R＋）andβ′（V）＞O  

for u 〉 0． Then the above proposition follows from the usual   

parabolic regularization method （See e．g．Ladyzenskaja 【13コ et   

all）．  

I）efinition l．2． For each openintervalC ⊂ 脱，a Super－   

SOlution（Or S11b－SOlution）of（0．1）in C x（0，T）is defined by   

l），2）of Definition O．1with equality（0．3）replacd by 之（Or よ）．  

Proposition l．3 （ComparisoFIPrinciple）． As9u訊e（Al卜（A3）．   

ムet 祝（0γ・び）ムe α 3㍊Pβr－SO乙祝£・乙0乃（07一 別止－30乙㍊£iβ籠）0′（0．1）摘 C   

X（0．T）．J′ ㍊ 之 び 0籠 £んβ Pαγαあ0乙te あot£籠dαry O′ C x く0，㌻），jリほm   

Uβ 九αび葛 祝 ≧ び 五花 王九β Uた0乙β C x（0，㌻）．  

Proof． see e．g．Gilding［9】． ロ  

Re皿ark l．4． Condition（Å2）is required in the proof of   

Proposotion l．3． But this condition could have replaced by   

Weaker condition if we add some regularity conditions on q）（ご）   

（see Diaz－Ⅹersner【4コ）．  

In the rest of this section，based on these principle，We  
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Shallshow finite propagation of theinterfacein t く T．Firstly   

We PrOVe SeVrallemmas．  

Lemmal．5（positivity）． Assume（Al）－（A3）（A5）． Let u be a   

びeαた β0乙㍊£toTl（げ（0．1）（0．2）．J′ ㍑（ご，い 〉 0 ∫or some（諾，い ∈   

Rx（0，T），抽白花  

㍊（ご，t）〉 0 ∫or t≧ 盲．  （1．1）  

Proof．（C．f．R．Suzuki［17】，Friedman－Lacey［15］）．Without   

loss of generality we can assume x ＝ 0． Since u is continuou  

in R x【0・T），there exist ao〉O and a〉O such that  

㍊（諾・ぐ）∋：αo  in卜2a，2占］×【t－い2a）・  

Let p（t）be the solution to  

入P  in（£，∞）with pくい ＝ α   （1．2）  P′（t）＝ －   
β′（P）  

where入＝（1㌣）2 andOくaくa。・Integratingthis・Wehave  
S
 
l
 
 

r
J
 
 

〓
 
 

p（い＝V－1（W（α）一入（トい），Where W（S）  dび  （1．3）  

Note that β′（V）〉 O and β”（V）5：O in Ll〉 0． Then as is easily   

Seen，W（S）isincreasingin s 〉 O and W（S）→ －00 aS SJO． Thus   

P（い 〉 O for each t 〉 壬．  

Now we put  

びほ，い＝P（いsin巧計（エーる）・  （1．4）   

－ 49 －  



Then since β′（P）£ β′（U），We See  

β（ひ）££ぴご諾  （ご，い∈卜占，占）×（土・r）・   

Next we put  

（1．5）  

r（い＝J三♯（P（い）dt・  （1．6）  

Cosidering condition（A5），We Can See that  

r（い く 00 for each £ ∈［ま，㌻）．  

Set  

斤1＝（0くごく∂・0く £く㌻｝，   

勘 ＝＝ け（い － γ（㌻）くご く 0，0 く £ く r〉，    ▲－l   

and  

尺3ニ（㍗（い－r（㌻）－占くごく㍗（い －㍗（ア），0くtく㌻｝   

Then we define a functon u（X，L）in the fol10Wing：  

ぴほ，い＝び（ご，いin斤1，   

U（㌫£）＝P（いin斤2   

び（ヱ・い＝び（エーア（い＋㍗（㌻），いin館3   

u（3：，t）＝ O in the else case．  

Note   
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γ（㌻）£㌻冒三言≦α♯（宅）・  

（1．7）  

Then，in virtue oゴ（A5），if a〉Ois sma11enough，We have  

0 く r（㌻）く 占．  

Hence we obtain  

U（諾，い ＝ O  in ご £ －28，3：≧ 2占，  

U（ご，t）£ α  in －2∂ £ 芯 £ 2あ．  

We get  

U（諾，い ‥£ ㍊（ご，い ご ∈ R．  （1．8）   

On the other hand，We COmPutate that  

β（U）t－ ㌔㍑＋g（U）ご   

β（ひ）壬－ びごヱ十g′（ひ）びⅩ£g′（び）㌔£O in斤1・  

（Sinceび£釦in斤1）   

β（U）土－㌔ 
㍑ 

十g（U）ご＝ β′（P（い）p′（い≦Oin斤っ，  

（Since p†（い≦0）  

and  

β（U）£－ ㌔㍑＋9（U）‡   

＝β′び£一 日ごご＋g′（び）㌔   

＝β′ひモーβ′r′㌔‾ ひ諾ご＋9′（ひ）び霊  
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£（g′（ひ）－r′β′）㌔  

＝（g′（び）－（P（い）β′（…ぴ。  

＝β′（…くび）－（P（い）㌔  

≦Oin R3  （Since V5：p， UT ≧Oin R3and（A5））・  

It follows from this computation and（1．8）that we can see   

that u（X，t）is a sub－SOlution of（0．1）in R x【0，T）． Applying   

the comparison theorem to u and u，We get  

廿日㍉t）：と U（諾，t）（㌫t）∈ 択 ×［t，ア）  （1．9）  

namely，   

㍊（0，い ≧ p（い 〉 0 £ ∈［£，㌻）． □  （1．10）  

This lemma and the comparison theoremimplies the existence   

Of theinterface： Thatis，if we put  

芭1（い＝inf（‡l㍊ほ，い 〉0）   

芭2（い＝Sup（ごl狛㍑，い 〉0）  

（1．11）  

（1．12）  

and assume（A4），then we have  

くごl㍊（Ⅹ・t）〉0〉 ＝（宅1（い・∈2（い）for each去∈［0・r）・（1・13）  

Furthermore assume （A6）， Then we can obtain the finite   

PrOPagation of theinterfacein t く T by the followinglemma：  

Le皿皿a l．6． 舶3祝mβ （Al）－（A6）． ⊥e£ ㍊（諾，い あe α Uβαた  
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so乙㍊£乞0花 0′（0．1）（0．2）． S㍊PPO9β tたα上 土た白re 6ご乙S£（α，い ∈ R x   

［0，ア）α礼d 〟 〉 O sl上eた 拍α£  

㍊（諾・£ノ＝0 力＝－ご：とα   

㍊（α，い≦〟 わγt∈［£1，㌻）・  

（1．l⊥1）  

（1．15）  

r′招花，抽βγe e諾tS壬 且 〉 0 α籠d た 〉 O d印β籠dt籠g O花 0花乙y 〟 sぴeた まゎα£  

㍑（諾，い＝0′0γ（諾，い∈【α十且・の）×［土1，tl＋机∩［土1・r）・ （1・16）  

Fl上㍗抽er罰0TIβ，幻F 〟 〉 O ts 9況αL乙 白花0㍊9九，び葛 eα花 £αたe 且 〉 O s訊α乙乙   

e花0㍊gた．  

Proof．（C．F．，Lemma 2．2 and Lemma 2．3 of Mochizuk卜 Suzuki   

［15］ and Xnerr ［12】）We construct a super－SOlution u（諾，い of   

（0．1）in the following form：  

u（諾，い＝¢－1（【p（い－  十 （ご－α）コ ）  （1．17）  

㍑  

0  

where【g］＋＝maX｛g・0｝，＋（u）＝ 
J  

dlノ  

β（ぴ）   

，P（い ＝C（〟）（ト£1）＋郎〟）  

｛・  ∫  

ββ′  
and C（〟） ＝ 1 ＋ Sup  

O£ぴ£2〟  

〉 （these functions are we11  

defined since we have assumed（A5）（A6））．   

In fact，in the domain （（3＝＞a）×【£1，Ll＋k】）n（P（t）之諾－α）  

where k＝C（〟）－1仲（2M卜車（〟）），We have u＝¢－1（P（t）－3：＋a）i  

¢－1（P（tl＋k））＝2〟andhence  

拍）認諾・‡頼）Ⅹl2‥ 給頼）ご・  β′（び）   β（u）β′（び）   
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＝・♯豊巨  
′（び）  

£C（〟）＝∂t¢（U）・ （1・18）  
β（び）β′（U）   

Therefore this wis extended by O to the whole ｛3＝之a｝×［tl・壬1＋k〕  

aS a SuPer－SOlution of（0．1）． For this aim we have only to note  

thatf（0）＝Oand∂xu（P（い十a，t）＝（｛1）′（0）＝β（0）＝0・  

Moreover，We have  

U（ご，£ノ≧0＝㍊（諾，£ノ On 諾之α・  

u（ご・い坤－1（p（い潮－1（P（い朝一1（車（〟））＝〟＝とt＝虻・い on鍔α・t之£1・  

Thus，Propositionl．3implies that  

U㍑，い之㍊ほ，いin（ご≧α）×［tl，tl＋良一）  （1・19）  

Whereた－ ＝min（た・r－土1〉  

By the property of u（Ⅹ，t）・Choosing h＝k．and且＝P（tl＋h）・  

We COnClude the assertion of（1．16）． Since ¢（〟）goes to O as 〟   

goes to O，We Can Choose k smallif 〟 〉 Ois smallenough．Hence   

We Can Choose 且 〉 O smallenough also．  

Theore皿1．7． AssumB（Al卜（A6）． Let u（X，t）be any uBak   

SO乙祝££0花 王O（0．1）（0．2）． r九β花 n（い ∫0ア訊βS α ム0㍑籠ded sβ£ t籠 股 α乱d   

乞3 花0籠t籠eアーeαS七籠g 主犯 £：  

n（土1）⊂n（£2）   石F tlく t2・   

α籠d t九β㍗e eご七St eO花王t孔㍊0㍊SJむ乃e土to籠S考－£（い ‥［0，r）→脱 ＝＝1・2）  

S㍊eゐ £たαt  
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n（い＝（諾t諾1：代1（t），芭2（い））・  

Proof．   proposition  l．3，   Lemma  l．5   and  l．6   

reduce to Theorem l．7 soon． □  

2・  The Property of Zeroe Set of ux（x，t）  

Throughout this section，aSSume（Al）－（A6）． Furthermore we   

assume that the lap－number of the initial data（p（ご）is two（See   

（A9））．In this section we prove the next proposition：  

Proposition 2．1（See Chen－Matano－Mimura ［3］ Proposition  

2・4）・ム如㍊（ご・い α孔d芭乞（い あβα3 t籠㌻九80r¢籠1・7・J∫ueαSS㍊肌e  

1 
（A9），摘β乃 柏餅β βごt3tg α Cィ㍑花eHo犯n（い：（0，㌻）→ 阻 s㍊e九  

£たα£  

（ご∈（監1（い・モ2㍑）；㌔（ご・い＝0〉＝川（い〉  （2・1）  

′07－ βαeた £ ∈（0，㌻）α籠d ′orISO耽e a 〉 0  

－α1十a5こn（い   わrα乙乙＝（0，㌻）・  （2．2）  

First we give the fo1lowinglemma：   

くD   Le皿皿a 2・2・エ如 甲籠ほ）あ6αC－れ籠eい0籠S㍑eん £旭£坤籠化）≧  

1佃，申花（土射 ＝1佃 α籠d甲籠ほ）eo籠び甜g朗 £0甲（エ）αS籠gOβS tOむ  

乙Oeα乙乙y ㍊雨如ア孤乙γ 雨拍 ㍗βSPβet £0 諾． F㍊r£九e和0柁 αSSl班e 抽α£  

班e 乙αP一花㍑如即 0∫甲籠ほ）乞9 土uo α籠dぴα甲籠（ご）≧や籠（諾）t乱ご≦α げ  

α≦－α1＋占・血‡之α げ α之α1∫or so況β 占〉0・舶γβ Ue 籠O上白 い氾£  
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（ロα諾＋諾）／2 ＝αα籠dロα㍊は）＝㍊（ロαれ ムβ£㍊籠（ご，t）ムeαe乙αSS拍α乙  

SO㍑tto籠 0∫ tね6 t机£・乙α乙 如皿dα叩 びα乙㍊βPrOム乙8況  

∂£β（㍊）－㌔㍑＋針㍑－1佃）ご＝′化－1／花）ほ，い捕×（0・r）  

㍊（諾，0）＝甲花（ご）  ごく；択×（0，ア）  

㍊（士町ノ）＝1／乱  £ 〉 0  

（2．3）  

r九飢㍊籠（ご，い≧1／籠 for（れt）∈脱×（0・r）α籠d㍊乱は，い→む（ご・い  

α9 籠→ 00 乙Oeα乙乙y ㍊籠け0γ況乙y 乞籠 R x［0，㌻）．  

Proor． see Gi11ding【9〕．  

Remark2・3・The existence of above甲n（X）is guaranteed by  

the assumption（A4）（A9）．  

Le皿皿a2・4・エet㍊乱（諾，いム8αS乞兄上emmα2・2・rたe籠わr eαeた  

r・∈（0・r）抽甜ββ飢9£sαClィ肌e“0…籠（t）：（0・r－）→脱  

′0ア 乙αrgβ β㍑0㍊gわ 花 9㍊e九 摘αt  

（3＝∈（一町牒）；un，X （諾，L）＝0）＝（nn（t））for each t∈（0，T一）・（2・4）  

ダ㍊r£ゐ8r耽Or8  

ーα1＋a£れ籠（い   わr土∈（0，r●）・  （2．5）  

びわere る 〉 0 土台 αPPβαr∈きd 乞籠 エ白沢況α 2．2．  

Before we show this lemma， We need some notations and   

definitions（C．f．Chen－Matano［2】and R．Suzuki［17】）．  

Notatio112．5． Let L）（Ⅹ）be a continuous realvalue function   

on K where Kis a bounded closedintervalin 取． we define the  
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nodalnumber of u by  

リK（u）＝the number of points3：∈K with u（‡）＝0・  

1 
Definition 2．6．we say that u ∈ C（K）poses only simple  

ZerOeS if L）′（3：）＝ 0． The set of all such functions is denoted   

by∑ほ）．  

Lemma 2．7（鋸ほ ノ軌酢川部症【1コ α籠d 710£e 斤．S祝Z視た乙［17コ））．ム8t   

P（諾，い， q（諾，い α籠d r（諾，い ム6 乙0〔氾乙乙γ ム0㍑花d（∋d （ヲ0丁乙£t花㍑0㍊9  

薇籠e土to籠9 0籠［α，ム］× ㍑0，㌻）出£たp諾ご，P諾t・P‖∵ P諾・Pt，qご，q£  

α乙乙 乙Oeα乙乙y ム朗上籠d¢d〔ヲ0花王t籠㍑0㍊9．ダ㍑r抽6γmO丁場，乙βt Pは，い 〉 0 α籠d   

乙e土 び（霊，い ムe α e乙αSS乞eα乙 SO乙㍊ttO乱 0′   

びt＝Pは・いび諾ご十q㍑，け㌔＋r（ご・いび（ご，t）∈［α・あ］×（£0，㌻）・（2・6）   

血9㍊me抽α£u（α・い≠0α花d u（ム・い≠0函rα㍑y£∈（to，㌻）・rたe籠  

（i）リ（U（・・い）・乙S れ机£e わr α閏 t ∈（£0・r）α籠d・乙S  

況0籠OtO籠8 花0Ⅶ乞乃er8αSt籠g 乞花 王；  

（ii） £九βre eごtStS α S£rte£乙y deeγβαS・乙乱打 Seq㍑β花Cβ 0∫ po■乙籠£s  

（壬欠）3祝eた 土地£ 〈£た〉J£0 α籠dび（ご・い ∈ ∑（【α・ムコ）∫押α花y 土 ∈  

（土0）＼〈£た〉・  

On the other hand there is the following lemma about   

lap－number（See Matano［14】）．  

Le皿皿a 2．色 （〟αiα籠0）． ムe£ 祝は，い あe α 30乙祝土工O籠 Of £ゐe   

∫0乙乙0もブ摘g βtrteた乙e£ proあ乙白沢：  

ー 57 －   



㍊t＝αは・い祝ごご＋あ（ご，い㍊ご＋∫（£，㍊）乙籠［α・ム］×（0・r）  

㍊（諾，0）＝㍊0（ご）・乙乱【α・机   

㍊（α，い＝㍊（ム，い＝Ot籠（0，㌻）．   

uた即β ㍑0（ご）∈ C（【α・机×［0・r），α ∈ Cl（［α・ムコ×［0，丁））・ム∈  

c∝（【α，ムコ×［0，ア））′0㍗90況e Oくαく1，′∈ Cl（［0，丁）畑），α（ご，い 之∂ 乞籠  

〔α，ム】×［0，ア）′orlSO耽β ∂ 〉 0 α籠d ′（£，0）＝ 0． rわ白花 tJ u¢ αSSlム服¢   

£たαt ㍑ほ，い之 O t籠【α，ム］×［0，㌻），£んβ 乙αP一礼祝訊あ¢r 且用（・，い） ts   

deerβαS血g れ t ∈［0，㌻）．  

Proof of le皿ma 2．4． Applying the maximum principle to  

㌔（ご，t）・We Obtain  

㌔（諾・い≧1／乱in 諾∈ 卜花・“，i〉0  （2．7）  

and   

班諾（士籠，い く O for £〉0・  （2．8）  

Note thelap－number 且（un（・，t））for t〉O equals to two by  

Lemma 2・8・Hence since the nodalnumberリ［Ⅷ，n】 （u（・，t））＝1・  

it follows fromlemma 2．7 that there exist Cl－function   

SuCh that  

n籠（い   

ほ‥∈（下町潤）；㌔，。 （‡，い＝0〉＝（㌦（い〉 forい0  （2・9）  

Next we show （2．5）（See Friedman－Lacy 【5］）． Choose a ∈  

卜籠，－α1＋a】and set  
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U ＝ ㍊は，い － びは，い in 卜籠，αコ  

Where u＝u7L and u＝OauTL・ Then u satisfies equation  

β′㍑）び£－㌔㍑＋伽＝‾（g′（㍑一1／籠）＋g′（び－1／机〉㌔＋g′（び－1佃）uご（2・10）  

∫（祝 －1／花）－ ′（リ ー1／籠）  β′（㍊）－ β′（び）  
Where C ＝ C（3：，t）＝ －  

㌔  祝 － び  ㍊ － び   

F。rtherm。reif we set h（X，t）＝e‾γ㌦whereγis ch。eSnlater，  

then h（X，t）satisfies the following equation  

β′（び）九モー 
わごご 

〈γβ′ ＋C用  

＝－｛g′㍑－1佃）・9′（ひ－1′…e‾γ㌔＋g′（リー1佃）㌔ （2・11）  

Since β′（V）〉 O and C く O for each t ∈【0，Tt］and ヱ（…［－n，TL］，   

if y is large enough then 

γβ′（び）＋ C 〉 0  

Further we note  

ん（α，い ＝ 0  

允（一犯，い＝el豆〈㍑（一花，い－び〉＝e両‖／几－ぴ）£O for t〉0  

た㍑，0）＝や籠一打α草花 ≦O for諾∈【用，α〕  （2・12）  

We shall claim that h ≦ O in 卜n，aコ × 【0，T一コ．Indeed   

otherwise we take a positive maximum at some point（X，L）in   

（－n．a）×（0，T一】． Then we have  
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た（諾・い〉0，㌔（ご，い＝0，㌔（ご・いょO andゐごご（諾，い£0・ （2・13）  

and for ㍑（ご，い also we have  

祝㍑，い 〉 び（ご，い  （2．14）  

㌔ほ・い＝㌔（諾，い・   （2．15）  

Suppose 豆£ nn（t）・Then u諾（X，t）≧0・Noting this and  

（2．13），We See  

β′（び）たエーた認諾＋（γβ′（び）＋C）た  

＞－｛9′（㍊－1／籠）・g′（リー1／蛸e‾γ㌔十g′（び－1／籠）㌔  

at（3：，t）＝（3：，t）． This contradicts to（2．11）．  

Next suppose nn（t）〈諾・Then uxは，L）く O and ux（X・L）〉0・  
These results contradict to（2．15）．  

Hence we obtain h£ Oin 巨皿．aコ ×［0，T一），thatis，  

㌔（ご・い≦ロαu乱（ご，い for（ご・い∈卜籠・α］×（0，ア，】・ （2・16）  

Therefore  

㍊ 
花，ご 

Since a∈トn，al＋a】is chosen arbitrarily，We get  

（2．17）   

れ籠（い之－α1＋る・  
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This shows（2．5）． The proofis complete． 口  

Proof of Proposition 2．1． usinglemma 2．4，1emma 2．5 and  

thelimit proceduer of appromixmate solution un，We Can PrOVe  

Proposition 2．1．   By Theorem l．7， there exist continuous  

functions㌔（t）：［0，T）→R such that  

宅1（0）＝－α 
1  

宅2（0）＝α1for£∈［0・r）  （2．18）  

and   

（ご；㍊（諾・い 〉0〉 ＝（芭1（い，監2（い）for each t（：（0，ア）・（2・19）  

Hence for each tl∈（0・T），thereexist sequence・x≡｝and br＞O                                                             J  
SuCh that  

㌔→宅1（りand諾；→芭2（t2）asプ→00，  （2．20）  

宅1（いくご；くご；くち2（い for■£（≡（11－∂プ・£1＋aJ）， （2・21）  

抽諾は芸，い〈O foreach‥（tl－㌔，£1・aJ）・  （2・22）  

Now we shallshow that the nodalnumber of ㌔（●・tl）on  
－ ＋  

［コis one，namely・  

リ ㍑諾（●，リ）＝1・  
ほ］  

（2．23）  

－＋   Applying Lemma2・7to㌔（●，£l）in［3：J，㌔］・We Can See that  
リ ［x】 （u諾（●，tl））isfiniteforeacht‘≡（tl‾畑＋aj）andthat  
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is decreasingin £ ∈（tl‾aj・土1十るj），and see that ㌔十，L2）e  
∑（【x；，X；）】for some t2∈（tl－占J，tl）・Then，We get thatifnis  
large enough，  

摘花（…⊂㍑；・ご；）fo＝∈（tl一占∫，tl・るJ）・ （2・24）  

In fact・aSSume that thereexists asubsequence（nnk （い）⊂（nn（t））  

＋ SuCh that x£nn 
j k 

Unk （X・L）isincreasingin x∈【x・ごコ・ Therefore・SlnCe  

Unk （X，t）converges tou（X・t）asnk→00byLemma2・2・WeCan See  

thatu（X・t）hassamepropertyasunk（ご，t）anduご（X；・t）＞0・This  
COntradicts to （2．22）． In the other hand assume that there  

eXists a subsequence（nnk（い〉⊂（nn（t））such thatれnk（t）£㌔，  
WeCanalsoshowsamecontradiction．  

For each£∈（tl－aJ・£1＋8j）1etれ0（t）be accumulating point  

Of（nn（t））・Then，Since u（’・t）is decreasinginご∈【㌔川0（t）］  

andu（・・t）is decreasinginx∈［n。（t）・諾；コnamelyu。（X，t）之Oin  
X∈【ごj・n。（n］andux（エ・L）£Oinx∈［n。u），X；］，We Obtain that  
㌔（れ。（い・い）＝Oand㌔（い∈（ご；・ご；）・  

Take t＝土2and assume that thereis a point xl∈（ごj・3；j）  
besideれo SuCh that㌔（3：1・i2）＝ 0・It follows from Lemma 2・7  

－・十 thatご1is a single zeroe point of u3：（X，t2）in ほj・㌔】namely，  
uxx（3：1，t2）≠0・This contradicts to the fact that u3：（ご，壬2）3＝0  

［or5：0コin the neighborhoods of3：1・Hence the zeroe points of  

ux（X・£2） in［ご；，諾；コ COincides with n。（t2）， that is  
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リ ㍑ご（●，リ）＝1・   
［ご   

Since the nodalnumber of 一㌔（・，t） in［x，Xコis  

nonincreasing in t by Lernma 2．7， We get （2．23）． Furthermore  

noting the cumulating pointis only no（tl），We See that nn（tl）  

→れ0（£1）as花→00・  

Thereforeif J→ a｝in（2．23）．we get  

リ 
（∈1（り，宅2（t2）） 

㍑ご（●，り）＝1・  

and  

ほ∈（已1（リ，宅2（tl）；u諾は・い＝0）＝川0（iノ）・   

Noting £1∈（0，T）is chosen arbitrarily and ux（・・tl） ∈  

∑（芭1（tl），芭2（tl））by Lemma2・7and setting n（t）＝＝れ0（t）・We have  

that（3：∈（el（い，宅2（L））；u3：（X・い ＝ 0）＝（n（t））for each £ ∈  

（0，T）and n（t）is Cl－function and that  

n籠（t）→n（t）（n→の）for each L∈（0，T）・ （2・25）   

（2．2）is reduced by（2．5）soon． The proofis complete． □  

3．  Single PoiIトt Blow－uP  

In this section we show the existence of singie  

point blow－up SOlutions of（0・1）（0・2）and study the asmyptotic   

behavior of an interface of the blow－up SOlutions． For thi   

aim we need （A7）（Aa） and the next assumptions beside the  
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COnditions（Al）－（A6）（A9）．  

（AlO）  There exists a C2－function F（U）such that  

（i）   F（び），F′（リ），ダ”（び）≧ O for び 之 0．  

（ii） 

J；器く00  

（iii） there are constants c〉O and uo〉O such that  

2 ′′ダーF′い喜（g′）ダ：とC（F2訂川り′ダ）り之U。・  

Condition（AlO）shows that f grows more rappidly than g and u．   

Condition（A8）is required to ensure that u（3：，t）isincreasing   

in t for each 3：（：R． Namely，  

LeⅢ皿a 3．1． Assu況B（Alト（A3）（A8）． LB£ u（X，t）be a ueak   

90乙㍊£to籠 0′ （0．1）（0．2） 班 駄 × （0，㌻）．  r九孤 祝は，い 七3  

籠0乱血er孤如閑主犯土・J∫㍑（ご0・tO）〉0わγSO訊8rご0，£0）∈阻×（0・7’）  

拍β籠∂ま祝（ご・い≧O t乱用β籠飢g地or加od o∫（ご0，tO）・  

If we add（A7）（AlO），We Can get：  

Le皿皿a 3．2 （Cたβ籠－〟α£α籠0 【2】， 斤．S㍊Zl上た乙 ［17］）．  舶sl用e   

（Al卜（A3）（A7）（AlO）． エ白土 n ＝（α，ム）ムβ α 如㍊乱ded ope乱i几£eγぴα乙  

α籠d 乙βt◆比（ご，い あβαPO飢Hリe Ueαた30乙㍊毛細0∫（0・1）主犯Qr＝n X  

（0，㌻）． ダ㍊rtたe㍗mOア1e 3㍑PPO9e 土たα£  

㌔（ご，い 〉0【or㍊ごほ，いく0コt籠ほ，い∈【e一る・か∂］×（て・r）（3・1）  
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∫0TleSO訊e e ∈（α，ム）α籠d 8 〉 0 もJ土用（e－∂，e＋a）⊂（α，ム）α花d s8盈e て   

∈（0，㌻）． rたβ籠 tんe㍗e αγ▲β 几0 ム乙OiJ－㍊p pOt氾£3 t籠（C－占，e十a）．  

Proof． we shallshow thislemmain case  

㌔ほ，い 〉O in は・い∈（e－∂，e十占）×（て・r）・ （3・2）  

Assume xo∈（C－b，C＋占）is a blow－up POint of u（3：・t）・Then，by  

（3．2）and Lemma 3．1，We SOOn See that  

1im㍊（ヱ，い＝∞  for 諾∈（諾0・e＋a）・  

t†r   

Choose dく：（七0・e＋a）and set  

（3．3）  

J＝㌔－印ほ汗（㍑（諾，い（諾，い∈Q＝（d，e＋8）×（て，r）  （3・4）  

and  

冗（憲一d）  
pほ）＝［sin   （3．5）  

e＋a－d  

Where E〉O and tl∈（て，T）is chosenlater・We computate  

（β′J）モーJごご   

つ 印Aほ・い十β（ご，いノ－g′㌔－8β′柏£＋印F”㍑ご）‾  （3．6）  

Where  

′ 柏，い＝∫′巨F′‥｛一言g′＋」虻｝トE｛げ2〆，・2p′…｝                                P  
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and  

β（ご，い ＝ ∫′ ＋ EPF′9′ ＋ 2EP′F′ 一 己9′pF′ － 9”J－ 2E9r’pF．  

rp†ere we used the relation that  

22 
㍑諾ご＝ノご 十帥′ダ十8P…＋Epダ′F  

and  

㍑ご）2＝J2＋2印FJ＋E2p2F2・   

If we note that  

P′ ＝ 2入 Sin入（諾－d）・COS入（エーd）  

and  

2 〆・＝2入（1－2p）where入  
7t  

e＋占－d，   

We get that  

人（ご－d）十2入2（卜2p）  －2日′sin 入（エーd）・COS   」こ 
ーg・＝          ′                   ′  

P  
（Sin 入（諾－d）〉  

2入（入 － COS 入（諾一d）・Sin 入（諾－d）・仔′〉  
ー4入2＋  

（Sin入（ご－d））  

2入〈入 － Sin 入（エーd）・暮g′l〉  
≧－4入2 ＋  

（Sin 入（ご－d））  

Hence putting 8 ＝ Sin 人（諾－d），We Can Write aboveinequalityin  
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the following：  

－9′・」こい4入2・  
P  

2入（入－819′l）  

where O 5：O 5：1．   

Set 九（8）＝ －4入 ＋  

g●． Then，We See  

一書（g′）2at8＝－  

O red11CeS tO O ＝  

2入（入－819′l）   
and assume that 8isindpendent of  

っ  ゐ（）い4入一  
7r  

that h（8） takes a minimum value  
2入  

19′1   

2人  

Ig′l●  

sinceた18）＝－4入28－3＋2入8－2g′ and九（8）   

Therefore we have  

2 －㌢仔′＋」こ之－4入一書（9′） 2  

P  
（3．7）  

Thus we getlower bounded estirnates of A（3：，t）：   

2 柏，い≧∫′巨㌣∫・（4入2・喜（9′））トE｛pF2g∫－＋2tp′l…｝・（3・8）  

Considering（AlO），Lemma 3．1and the fact that F′（u）goes to  

infinity as u→00if tlis cIosed enough to T・We have  

（β′J）モー 
J諾諾 

≧β（ご，t）ノ－9′J諾・  （3．9）  

On the other hand  

J（d，い＝㌔（d・い 〉0・J（e＋a，い＝㌔（e十a，い 〉0   （3・10）  

and  

J（ご，tl）〉0（by（3・2））for smallenough E〉0・  （3・11）  
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flence applying the maximum principle toJ（諾，t），We Obtain  

Jは・い 〉O  in（tl，㌻）×（d・e＋a）・  

namely，  

竺む，E。 F   in（£1，㌻）×（d，e十∂）・  （3．12）  

Integrating this enequality over d：く こだ 5こ C＋8 yieds   

P（ヱ）dごin tlく£くr・  （3・13）  

The right－hand side of（3．13）is a positive constant，While   

thelefトhand side tends to zero as t†T by virtue of condition  

（AlO）（ii）and（3・3）・This contradiction shows that rois a not  

blow－up pOint oゴ u（3：，t）． The proofis complete． 口  

Theorem3・3・山河狛ほ，いα籠d考ぇ（いあeαS t籠re抑甜1・7α花d  

S あe α あ乙鋸ノー㍊P S6t O∫ ㍊（諾．い． F㍊r£たeγ耽Ore αSSl上況e（A7卜（AlO）．   

nkm  

S＝ 〈れ0 〉   

∫0γSO況eれ0∈ 卜α1十占，00］雨£わαSmα乙乙a〉0α花d  

‾のく芭1（い・（3・15）  

（3．14）  

（3．15）  

Proof（see Friedman－Lacey【17］）． By Proposition 2．1．there  

exists a Cしfunction n（t）：（0，T）→R such that  
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（ご∈（考1（t），芭2（い；㍊ごは・い ＝0）＝（れ（い 〉 （3■16）  

for each t ∈（0，T）and  

－α＋∂ゴこれ（い for all£∈（0・r）  
1  

（3．17）  

Where㌔（t）is defined by（1・11）（1・12）・Therefore we see  

㌔は・い 〉O for モ1（いくごく－α1＋占・0く 土くr   （3・18）   

and it follows from Lemma 3．1and Lemma 3．2 that  

｛ご；ごく－α1＋‥⊂SC   

Where Sis a blow－up Set Of u（3：，t）．  

Here if show  

（3．19）  

1imれ（い＝れo  eXists  

も†r   

く3．20）  

then by Lemma 3．1and Lemma 3．2 we can obtain the results of  

Theorem 3．3． Hence we shall show（3．20）．  

Assume that lim れ（t）doesnt t exist．  
t†r  

inf円（い andれ＋＝1im sup n（い，  
t†r  

－α1＋占≦れくれ＋£∞・  

Thenif we set T7 
＿ 

土†r  

（3．21）  

Choose－al＋8くSlくn andれ－くS2くn十SuCh that  

（3．22）  α＝（Sl＋32）／2∈（れノれ＋）・  

00，by Lemma 3．1we getlim u（諾，い  
£†r  

Then，Sincelim u（Tl（t），t）  
いr  
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00 for each3：∈（れ一川＋）・Hence・if Tois chosen close enough to  

T，We Obtain  

■㌔（ご・ro）〉0，for slくごく32  （3．23）  

and   

祝（31・いく㍊（32・い for £∈（ro，ア）・  （3．24）  

Set u＝u－U where Ll（3＝・t）＝Uc（u＝u（2c（－3：・t）and consider L，（3；，t）  

in the rectangle reigion R＝（Slく3：くC＜，To く t く T〉・Then we  

See  

U（諾・rO）＝祝（諾，rO）－ぴα㍊（ご・ro）£Oin［sl，α】   （3・25）  

and  

Uほ，31）＝祝（31，い－㍊（S2，い£Oin t∈【ro，㌻）・   （3・26）   

By the same methods as it to show（2．16）we obtain  

Uほ・い£O for（諾・い∈【sl・α］×［丁，ra・  （3．27）  

Sinceu（C（，L）＝0，Weget  

び‡（α，い＝㍊諾は，い≧O for £｛…【r。，㌻）・  （3・2邑）  

This is contradiction to c（∈（n－・T7十）・ ThereゴOre Ve Obtain  

（3・20）and S＝（no）・The proofis complete・ロ  
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4．   The Upper Bound Estimates and Bounded Point B）ow－uP   

In this section we show no く 00 Where nois appearedin  

Theorem 3．3． In order to show this，We need the upper bound   

estimates of the blow－up SOlution of（0．1）（0．2）． For this aim，   

We further assume the following another assumptions for f（u）and   

theinitialdata（p SuCh thaLt f（u）grows more rappidly than u and  

9（祝）  

（All）there exists a C2－function¢（V）such that  

（i） ¢，㊥′，⑳”〉 O for び 〉 O and ¢（0）＝ 0  

d芭  
く 00  （ii）   

¢（宅）  

（iii） there are constants C）O and ul〉O such that  

柑・（r㊥－¢′∫）之（g・・）2¢   forひ之び1  

and  

・；くC  forO£－リ≦こび1   

仔′（び）  

β′（び）  
d£ く 00  （iv）  Sup  

帖び≦〟－1（い十1  

where 〟（芭）  
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（Ⅴ）  甲”－ g（や）′ ＋ ∫（や）≧ ⑳（甲）in 針．  

Lemma 4・1・Assume（Al）－（All）・Let un（X・t）be a so乙utLon  

O∫土たeγ89㍊乙αγtZed proム乙em（2・3）雨用ム乙ou－岬£加㌻籠・⊥e土′3αdd  

抽βわ乙乙OUt几9eO籠dttto籠£0甲n（ご）叩Peα柑d t孔⊥e況肌α2・2  

瑞－（g（㌦－1／机）′ ＋J（中箱－1血）≧¢（㌦－1佃）in針・ （4・1）  

代わ¢ e諾tSt飢Cβ OJα如びβ 叫花（諾）t9 抑αrα籠£βed 如 £旭αSS㍑岬土山れ  

（All）（V））・rたβ籠・函r somβeJ〉0・  

㍑籠（諾，い£〃‾1（el（㌦－t））・1forは・い∈Rx［0，r完）（4・2）  

血¢γ刷）＝ J；舟α籠dr読＝nin｛㌻が㌻｝  

Proof（See Friedman－Lacey）． Set  

（4．3）  Jニ㌔－e（い¢（㍊‾1佃）   

where u＝un， e（t）＝e 一肌and〟is positive constant chosen  

later・We computate（β′J）£－J3：ご in the following：  

（β′J）t－ 
Jごご  

＝β（ご，いノ－g′Jご＋C（い月ほ・い  

Where  

り  
つ 射ご・い＝∫′¢－¢′∫－eβ－∫¢】十剛㌢¢－g－－軌ご＋申”用ご） 

and   
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βほ，い＝ －9”㍊諾－eβ”¢＋′′・   

Here we used the next relation：  

■㌔豆＝ノ＋頭′㌔・        ：r  

We further computate that   

月ほ，い＝針＝㌔）2一新㍊ご｝・＝－¢′卜e…2・〟…  

2 
＝仁㌔一） ＝′¢－¢′′  

細”【J′¢－◎′∫－飾・¢2十〟β′¢］－（  

4¢”  

Choosing 〟 ＝ C and noting β”≦ 0，We get  

22  
4榊”郎′－紺－¢′′一甘・）¢  

旦 ＝4β′…｛C一－ ⊥雪㌶㌢｝之O  forO£び£び1・  

Hence considering condition（All），We See that  

A（ご，い ≧ 0．  （4．4）  

Thus we have  

（β′J）モーJごご ≧βは，いノ－9′J諾・  （4．5）   

On the other hand  

J（土恥い＝祝£（軌，い－e（い⑳（㍊籠（士恥い－1／射  
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＝㌔，t（軌，い‾e（い¢（0）＝0  （4．6）  

and  

J（れ0）＝㍑籠，£（㌫0ト◎化籠吼0い1佃）  

＝申”一拍（甲龍一1／机〉′＋′（坤乱－1血）－¢（草花 －1／礼）  

≧ 0  （by（4．1））．  （4．7）  

Applyiong the maximum principle toJ，We Obtain  

Jほ，t）之Oin 卜籠・籠］×［0・r読），  （4．8）  

that is，  

罷 
－〟t 

職，王 
立e鋸㌔－1血）≧el机㌔－…）  （4．9）  

Where el＝e  

Let Tt ∈（0，T）fixed and choose nlarge enough such that T一  

く Tn・Furthermore，integrate（4・9）0Ver［t，T．）for each 3；∈  

【－n，nコ．Then  

dt 之 r－ 一 壬．  （4．10）  
el射㌔∵1血）  

＝J；詔 ¢（n 
Settingil（芭）  We have  

）’  

－≒［〟摘花－1仙コ言－≧rI－t，  

that is，  
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－キ｛…乱ほ，rtい1／乱）一一月（む（ご・い－1／耽）｝：≧フり一己                                    71  
Ther-efore 

肛比籠㍑，い－1佃）之el（ア－ － い・  （4．11）  

Since H（宅）is a decreasing functionin モ，We Obtain  

混乱ほ・い－1／乱5こ〃－1（el（r・－い）  

namely，   

混乱㍑・L）≦こ〟－1（el（r・－い）＋エ £〟－1（Cl（rt－い）＋1・                                  7と  

The proofis complete． 口  

Theorem 4．2． J籠 rたβOrβm 3．3，i了 以e ′㍊r£九er αS9むme（All），   

肌き 馴紀  

（4．12）  れ0く00  

α≠d   

∈2（いく00  （4．13）  

Proof．  Letts Tt ∈ （0，T） be fixed and set h（t）  

〃－1（el（卜い）＋1・  

く r－ and    籠  

Then using Lemma 4．2，if 7Lislarge enough，T，  

㍊孔は，い£〟‾1（el（㌦－い）＋1≦…）・  （4．14）   （4．14）  
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Put  

び（ご・い ＝㌔は＋た（い，い  （4．15）  

＝＿1：  
g′（ひ）  

Where た（い  鼠（h（S））ds and 且（e）  
竺竺モー 首「「荊   

0£びく芭  

Then ひ（諾，t）satisfies the following equation：   

β′刷び£－ 
＝β′（た∴g′（ひ；籠） 

㌔昔 β（ 
）㌔＋′（リー1／礼）・  

Since g′（V）is a decreasing functionin u，We get  

g′（び（ご  い －1／籠）  
£ 晋；…雲卜且（ひ）≦且（…））  

た′（土）．  
β′（ひ（ご，い）  

Hence we obtain  

g′（リー1／籠）  
た′（t）－   ≧ O for（諾，い ∈ 卜た（い一箱，－た（い＋籠】×【0，㌻－）．（4．16）  

β′（ひ）  

On the other hand，nOting condition（All）（iv）we see that  

…）≦友（；リ＝∫：’且（〃－1（el（rt－S））・1）ds  

…－1（い・・1）d‥pu‥＝el（r′－S））  
＝≒J；1r†  

キJ；1r…－1（t）十1）d£  
£ た（㌻）＝ キー  

for t ∈（0，r▼）．  く 00  （4．17）   
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Thus for each a≧al，there exists N such that  

a≦n － k（T）£n － k（t）for al171≧〟 and each t く≡【0，TI］（4．18）  

～   Put u（諾，t）＝ CraV ＝ ひ（2a － 諾，い・Then we can onsider u＝  
び（諾，い － 育（ご，いin U  【α，花 － た（い］×（い since 籠 － た（㌻）≦ 花  

0££≦rt  

－ k（t）for t ∈【0，T，］．As 毒 satisfies equation  

β′（び）uモー 
㌔㍑ 

＋C（諾，いび  

g′（嘉 一1／籠）  9′（リー1／籠）  
（β′（毒）（た－ －  ）＋ β′（び）（た′ －  

〉㌔  β′（び）  

g′（嘉 一1／籠）  
－（β′（毒）（た′ －  ））lJご   （4．19）  

J（び －1／職）－ ∫（毒 －1／乱）  β′（び）－ β′（簑）  
Where〔ヲ（ご，t）＝ －  

ひ － び  リ ー び   

Furthermore，if we set h（ご，t）＝e－γLw whereγis chosenlater，  

then we obtain the following equation with respect to h：  

β′（ひ）た£一 
九諾諾 

＋ 〈γβ′（び）＋e沌  

9′（嘉 一1／㍑）  
）〉e－γtび  

g′（リー1／籠）  
（β′（苗）（た′ －  ）＋ β′（ひ）（た′ －  

β′（び）   

g（リ ー1／籠）  
－（β′（毒）（た′ －  ）〉㌔  （4．20）  

Since β′（u）〉 O and e（00，Choosing γ1arge enough we get  

γβ′（び）＋ e 〉 0．   （4．21）  

on the other hand，aS u（X，L）≧去for（諾，t）∈［－n，n］×【0，T，）and  
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1 U（n－k（t），t）＝u（n・t）＝完，We Obtain   

わ（㍑－…），い＝e－γt｛…－…）・い一打α…－た（い，い｝  

＝e車｛圭一 ロα…－…），い｝≦0  （4．22）  

and  

九（α，い＝e－γ£（び（α，い－び（α，い〉＝0  （4．23）  

Noting conditionゴOr q，71in Lemma2・2，We also obtain  

わは・0）＝㌦ほ＋た（0）・0）一㌔㌔ほ十た（0）・0）  

＝q）71（3；）－Oaやn（3：）£O for each x∈【a・n】・  （4・24）  

【α，籠 － た（い〕×（い． Suppose  We claim that h 5：Oin U  
O£土£r†  

（X，t）∈ ∪  （a，n － k（L））×（L）is a maximum point and h（3；，t）〉  
0く££ア－   

0． Then  

力£（ご・t）≧0，わご諾（諾，い≦0，㌔（ご，t）＝0・  （4．25）  

namely  

～‾●■‾■■ び（ご，い 〉 び（ご，い，  （4．26）  

～‾て ㌔（諾・い＝びごは・い・   （4．27）   

Assume x之れn（t）－k（t）・Then  
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びごほ・い£0・  

Noting this，（4．16）and（4．25）． We see that  

β′（び）九£－ 
たごご 

＋（γβ′（び）＋e川  

P′ほ －1／乱）  g′（リー1／籠）  再 
）｝eびご  〉 〈 β′（育）（た′ －  ）＋ β′（び）（た′ －   

β′（び）  

9（リ ー1／籠）  
ー（β′（訪）（た′ －  ）〉わご  

Thiscontradictsto（（4．20）．  

On the other hand・aSSume Xくれn（t）－k（t）・Then㌔（ヱ・t））  

O and ux（X・t）く 0・These results contradicts to（4・27）・Hence  

We Obtain h ＜ 0，thatis，  

U（諾，い く 0 （れイ）∈【α，籠－た（い）×［0，丁－】．  （4．28）  

Or，   

㌔㍑＋た（い，い≦㌔（2α一針た（い，い ほ・い∈［α・花‾た（いコ×［0・rt］く4・29）  

Her－e，if n goes to a＞，then  

祝（諾＋た（い，い £ ㍊（2α－ご＋た（い，い for （ご，い ∈【α，の）×［0，㌻，】．（4．30）  

Putting x．＝ 3：＋ k（t），a．＝ a ＋ k（t）and noting k（t）≦：k（T），We  

Obtain for each a．∈［al＋k（T），00）  

祝（憲一，い≦㌔・u（エー，い forほt・い∈【0，r’］・  

Since this shows that u（諾，t）is decreasing function in 諾 ∈  
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［α1＋た（㌻），可 for£（：［0・r－コ・We get  

れ（㌃）≦こα1＋た（㌻）・   

As T7 ∈（0，T）is chosen arbitrarily，We COnClude  

（4・31）  れ（い・≦α1十た（丁）for£∈［0・r）・   

Hence we get  

（4．31）  

れ0＝1imれ（t）£α1＋た（㌻）     土†r  

and noting Thorem 3．3 we obtain  

S＝（㌔）・   

Therefore by virtue of Lemma l．6． We also obtain （4．13）． The   

proof is complete． 口  
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