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1．Introduction  

Wbconsider七hefollowingCauchyproblemin（0，T）×Rn  

エ伸，∬）］＝J（f，諾），（ま，∬）∈（0，r）×Rm   

視（0，∬）＝鋸0（諾），   諾∈取れ  

（1・1）  

〈  

whereL＝∂t一宇△＋∑鎧1aj（t，X）∂／axj＋b（i，X）and△＝∑完1∂2／∂x芳・When七he  

coeiRcien七saj（f，X）arecomplexvaluedfunctions，theequation（1・1）iscalledaSchr6dinger  

typeequation．Itiswellknowntha七ifaj（i，X）arerealⅤaluedsmoothfunctions，the  

CaudlyprOblemisweu－POSedinL2（Rn）・Butiftheimaginarypar七sof（aj（i，X））dono七  

Ⅴanishidentical1y，theCauchyproblem（1．1）i＄nOtneCeSSarilywellposedinL2（Rn）norin  

H∞＝ns＞。HS，WhereHSstandsforausualSobolevspaceinRn・   

LetT＞Oand rc＞0．W占saythattheCauchyproblem（1・1）isH㌘（respectively・  

H∞）－Welトposedin［0，T］，ifforanyuo∈H㌘（respeCtively・H∞）andf∈CO（［0，T］；H㌘）  

（respectively．CO（［0，T］；H∞）thereisauniquesolu七ionu∈Cl（［0，T］；H㌘）（respec七ively・  

Cl（［0，T］；H∞）of（1．1）．Fhrthermorewesaytha七theCauchyproblem（1・1）isL2－Welト  

posedin［0，T］，iftheCauchyproblem（1・1）isH∞qwell－POSedin［0，T］and七hesolutionof   

（1・1）sa七is鮎s  

l両州厄≦C（ア）〈帖帖イ●げ仙dβ）  

払r青∈［0，刊．  

In［8］，MizohatagaveanecessaryconditionfortheCauchyproblem（1・1）七obewell－  

posedinL2（Rn）asfo1lowing  

9αJ（諾＋〕・丁）明か  
（＊）  

＜＋00   Sup  
u∈ざn‾1，（∬，f）∈RnxR   
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Whereミ‡ajis七heimaglnaryPartOfaj・  

Andin［5］IdlinosegaveanecessaryconditionfortheCauchyproblem（1・1）tobewell－   

posedinH∞suchasforanyp≧Othereare somepositiveconstants Cand C’such   

七hat  

妄、（J  ≦Clog（1＋p）＋C′・   9αJ（諾＋βu）山Jdβ  
（＊＊）  Sup  

∬∈Rm，〕∈ぶ和一1  

W占canfindin［8］asu用．cientcondition払rtheCauchyproblem（1・1）tobewell－POSed  

inL2（Rn）七hatisunder（＊）fbranymultiindicesα（lα］≧1）  

≡：ぎgn＿1真上∞  

l∂芸αメ（諾＋山丁）ldT＜＋∞・  

芳∈Rn，山びn‾1扁Jo  

In［9］，Takeuchiclaimedthefo1lowingconditionsaresufRcien七ones（1・1）七obewell－POSed  

inエ2（Rn）  

l∂若鮎（諾）l≦C。〈∬〉‾ト旬」可，   

l∂岩沢α（諾）l≦C。〈∬〉‾1，  （tαl≧1）  

where（x〉＝（1＋回2）1／2and況ajistherealpar七ofaj・  

In［2］，WeCanfindasu用．cientcondi七ionfbr七heCaudlyPrOblem（1・1）tobewell－POSed  

in月‘∞  

l9α招，∬）l≦C（∬〉‾1，   

l∂‡αJ（壬，諾）l≦Cα〈諾〉‾1  〈  

払ranyα（lαl≧1）・  

In［4］，I血inosegaveasufRcientconditionfortheCauchyproblem（1・1）tobewell－POSed  

inH∞whichunder（＊＊）for弧yα（lαL≧1）  

（り ∬卿≡：ぎぶn＿1訂∞裾＋叫■dβ＜＋∞，  

吉僻‘9αゴー∂∬∫叫血潮  

2  

≦＋∞   



whereIム（…）dxi∧dxjdenotestheintegralof七woformoverS．  

In［10］，Takeuchigaveasu侃cien七conditionfortheCau血yproblem（1．1）tobewell－   

POSedinH∞whichunderIchinose’scondition（i）  

室．f二3亡－iご  G（∬＋βU）  
＋βU）呵dβ一尺（山）log   ＜＋00．  Sup  

p≧0，∬∈取れ，〟∈5皿‾1  G（∬）   

Inthispaperweshal1investigate七heCauchyproblem（1・1）inGevreyclasseswhen   

（aj（士，X））doesno七sa七is抒thenecessaryconditionsderivedin［5，8］・Tbdoso，Wein七roduce   

SOmefunction spaces．Fbr atopologicalspaceX andanintervalIin Rwedenoteby   

Ck（Z；X）thesetoffunctionswhicharektimescontinuo11Slydi鮎rentiablewithrespect   

七of∈ZinX・Fbrm∈R，P＞OandfC＞OwedefineaHilbertspaceHT。＝（u（x）∈  

L2（R；）；（E〉meP〈E〉1／片品（E）∈L2（瞥）），Where品（E）standsfortheFburier七ran＄formOfuand  

〈E〉＝（1＋Ef＋・・・＋Ea）1／2．Fbrp＜OwedefineH芸。aSthedualspaceofH；竺。・Fbr  

p＝OdefineH箭＝Hm七heusualSobolevspaceinRn・Thennotetha七thedualspaceof  

H：：。becomesH；竺。fbranyP，m∈R・DenoteHT＝∪。，OH㌫andH㌘＝nm∈RHT・  

W占saya（x）belongstothesetoffunctions軋，Athattherearecons七an七sA＞OandIC＞O   

such七hat  

朋α（∬）l≦CA叫αI！几  （1．2）   

foranyx∈Rnandα∈Nn，WhereDxj＝－√耳∂／axjandD芸＝D記・‥D記・Define  

β代＝UA＞0βK，Aanddenotebyβ∞these七offunc七ionswhoseal1deriva七ivesarebounded  

inRn．W占notetha七H㌘⊂β代，thatis，H㌘isasubspaceof七heGevreyclassofexponen七  

Kandtha上方㌣isthespaceofrealanalyticfunctionsdefinedinRn・   

Nowwecanstateourtheorems．  

3   



Theoreml・1・Assumetha七aj（j＝1，…，n）andbareinCO（【0，T］；β∞）and七hereare  

poβ克i聞COnβ七anねC皿dJ≧1βud紘af  

（1・3）  9αJ（壬，諾）＝0（l諾「り（回→∞）  

unihrmb，in士∈［0，T］・T71entheCauchyproblem（1・1）isH∞－WellTPOSedin［0，T］ifq＝1  

弧dエ2－We払poβed玩【0，r］ifJ＞1．  

Theoreml・2・LetT＞0・AssumethatthecoeJEcientsaj（t，X）andb（t，X）belongto  

CO（［0，r］；β 町A。）弧d皿OreOVerセムa七紘e血喝血aⅣparねofαJ（壬，諾）（J＝1，…，m）βa七i5㊥  

（1・4）  9αJ（士，∬）＝0（l∬l‾ケ）（l∬豪→∞）  

u皿肋mけ血士∈［0，判．menifO＜グ＜1，代＞1andβ0≦㍍≦（1－J）‾1セムeCaucムy   

probJem（ユ・り嘉∬㌘一椚揖や0βed血【0，耶・  

W占notetha七ifthecondition（1・3）isverified，theimaginaryPar七sofajSatis付（＊）and   

（＊＊）・Theoreml・1isageneralizationoftheresultswhichareObtainedin［2，3］，Wherethey   

imposedsometechnicalcondi七ionsontherealpartsofaj・  

TbproveTheoreml．1andTheoreml．2，byuseof七heideaintroducedin［2］and【3】we   

shal1seekafunc七ionA（士，X，E）definedin【0，T］×RnxRnwhichsatisfiesthecondition＄  

几 m  

At（f，∬，自＋∑むA綿∬，幻＋∑殉（f，∬姑≦0，  （1・5）  

J＝1   

pl〈ど〉小 （グ＜1）   

Clog（2＋旧）（J＝1）   

C （J＞1）  

4   

j＝1  
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forx，E∈取nandi∈［0，T］，WhereAt＝∂A／∂tandA∬J＝∂A／∂xj・Besides，WeChange  

theunknownfunctionuasv（t，X）＝eA（i，X，D）u（i，X），WhereeA（士，X，D）standsforthe  

pseudo－di鮎ren七ialoperatorwithsymbole＾（t，∬，i）・ThenwecanPrOVetha七inthecase  

ofJ＜1eA（i，X，D）iscon七inuous丘omH雲，。tOL2（Rn）ifp＞pl，Whereplisgivenin  

（1．6）andtha七intheca眉eOfq＝1（respectively・J＞1）eA（t，X，D）isalsocontinuous  

fromH∞（respectively．L2）toL2andhastheinverse（eA（t，X，D））－1・Moreoverwecan  

writeLA＝eA（士，X，D）L（eA（士，X，D））‾1＝∂t－Vq△＋A（ま，X，D），WhereA（士，X，D）is  

pseudo－di鮎rentialopera七oroffirstorder，andbesidesifAsatisfies（1・5）and（1・6），WeCan  

provethatA（t，X，D）＋A（ま，X，D）＊isanega七iveopera七orinL2（Rn），WhereA＊denotes七he  

adjoin七operatorofAinL2（Rn）・  

Then七henewunknownfunctionv satisfies  

（∂t－√モ△－A）項，∬）＝拍，∬）（＝eA（士，∬，刀）れ   

可0，∬）＝Vo（＝eA（0，∬，か）祝0）・  
（1・7） 

〈  

ThenegativityofA＋A＊inL2（Rn）eviden七1yshows七ha七theCauchyproblem（1・7）is  

L2－Wellposedin［0，T］，andconsequen七1ywecansee七hat七heCaudlyPrOblem（1・1）isH㌘  

（respectively．H∞ifq＝1andL2ifg＞1）－Welトposedin［0，T］・   

Acknowledgment・Theauthorwishestoexpressthedeepes七appreciationtoProfessor   

K．Kajitaniforhisvaluablehelpandencouragemen七・  
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2．Preliminaries  

Let rc≧1bearealrrumberandput  

入or！代／r“1，γ＞0   

入0，  r＝0．  

r代（r）＝  

Lemma．2．1．Ⅵ巧七h nota七ions as above，七hereis a constant入0＞O such tha七ゐz・aIl   

p＝0，1，…a皿dヴ＝1，2，…，  

（盲）  

去（ニ）  

凡r沌more，Ⅵ昭ムave  

r代（lα－α′けp＋1）r代（tα′けヴ）≦r代（lα′t＋p＋扇・  

r代（桓－α′l＋p）r代（lα′l）≦r代（暮α′l＋p）・  （砧）  

RemaJk．InLemma2．1wemaypu七人osuchas  

Fbrx∈Rn，X∈Rm，denotingby¢（x）＝（¢1（x），…，¢m（x）），WeSe七  

m
∑
珂
 
 

＋
 
 

∂
一
（
笹
 
 
 

ニ
 
 

∂
 
 
 

）
 
 

∬
 
 JorJ＝1，…，れ  

旦ブ  
机
 
 

∂
 
 
 

．
q
J
 
∬
 
 

∂
 
 
 

Wi七h∬＝（ズ1，…，ズm）・  

Givenanyfunctionu（y）∈C∞（Rm），WeCaninterpret  

坤（綽瑚＝符∬㌻2…榊（y）1 
赫，  
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馳omnowon，WeShallwriteXTl・・・Xgn＝Xα・W占nowconsiderafunctionu（y）which  

sa七is£es  

I刀釣（州≦C礼A。A㌣rK（lα1）  （2・1）   

foranyα∈Nnandy∈Ko，and¢（x）sudlthat  

聞¢（∬）l≦C¢AA回rK（回），∬∈∬  （2・2）  

払rtαl≦rand代≧1・   

Lemma2・2・Hu（y）and¢（x）sa七is＆theco∫ユdi七ions（2・1）and（2・りre呼eC七ive玩七henl〝e   

ムave  

l刀冨かざズ7祝（y）l  

回  

≦C髄A。 Al叫71A『l∑  

ブニ1  

（2・3）  

（れC材A。）∫r代（lαl＋l7トノ＋1）rK（圃＋ゴ）   

ゐrlαl＋l71≦r，l71≧1・  

ProofofLemma2．2．Ⅵ屯shallprove（2．3）inductivelyfor［71・Itisobviouslytruefor  

回＝1（（α（＋f7（≦r）．Ⅱypothesizethat（2・3）is七rueforfα困71≦r，けl＝l＜r，回≧1，  
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thenfbrlel＝1，infact，tObesuchthate＝（1，・‥，0），Wehave  

l刀若月£∬叶eu（y）l＝l埠㍍里雛（y）l  

刀串・墓瑞）（嘲））  

椚7軸）＋墓慕（か㌻α′¢∬1か（恥（y））  

l 

≦C乱Ao 
A冊A蠍；ご）  

（C¢AAo）Jr代（1αt＋1＋l7トJ＋1）rK（例＋ノ）  

hト1  

＋1）A『け1∑r代（tα′け17卜ゴ＋1）  

メ＝1  ＋C‰Ao£（ニ）mc担Alα叫代（トα′l  

f）  
（l；t  

×Al可＋hl  
（mC¢AAo）∫rK（聞＋1＋ゴ）  

≦C≠A。 回 Al可＋hけ1A『l∑  

J＝1  
（l了lご）  （C¢AAo）∫r代（lαl＋l引＋1－ブ＋1）r代（lβl＋ゴ）  

回－1  

＋C痛 A回＋仙1A『l∑（mC¢A）圧代（lαけl引＋ト」＋1）r代（1βけノ）  
J＝1  

回＋1   

≦C祝。。 A回＋仙1A『l∑  
ブ＝1   

whereweusedthefac七  

（mC¢A）JrK（lαけ回＋1－ブ＋1）r代（聞＋ゴ）  

回l （t；tご）＋（J）＝Clニー1），（J≧2）・  

c。r。Ilary2．3．thderthehypothesesofP・1），（2・？）atndnC4・4。≦1，七hereareconstants  

C抽andC担βuCム舶知叩α血id5a七i曲β0≠lαl≦γクご∈∬，  

l旦錘（¢（∬））l≦仇A。Alαlc¢AAorK掴）・  

8   
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Proo£By（2．3）（IαI≠0）andLemma2・1，Wehave  

∬α㍑（y）ly＝¢  p釣（¢（ご））l＝  

lαl  

≦C祝A。Alαl∑  
ブ＝1   

（l言lご）  （mC¢AAo）Jr代（lαトJ＋1）rK（ノ）  

lα卜1  

≦C痛A回（崎AAo）∑  
J＝1  

（lαtJl）  r代（lα卜ゴ）r代（J＋1）  

≦C山。（れC¢AA。）AlαlrK（lαt）・   

Remark．SimilarlyastheproofofCorollary2・3wecange七  

l現偏（¢（諾川≦C眈A。Al可托C¢AA岩r代（lαけ1）・   （2．4）′  

Ⅵ屯de丘ne現（∬，y）∈C∞（Rnx温和），（た＝1，…，m）aぷ   

（2．5）  匪明和…）l≦CァA。A㍍け勒代（lαけl剖）  

払ranyα，β∈N陀，∬∈此花andy∈Rm・  

AndweassumeF（x，y）＝（El（x，y），…，凡t（x，y））satis伽  

匿（∬，y）‾1l≦Cl  （2・6）   

払r∬∈Rm，y∈Rm・  

Le七f？⊂Rnbecloseddomainandf（x）tobeasolutionof  

ダ（諾，′（∬））＝0   （2．7）  

払rこr∈n．  



Lemma2・4・HF＝（Pl，‥・，fL－）（x，y）are且InC七ionsw昆chsa七is＆＠．5）and（2．q），and  

f（x）isasolutiu］Of（2・7）・TTユenthereexistconstantsCI，Aand▲4＞Osuchtha．t  

（2・8）  聞Jい）I≦CJ，AA回r代（1αl）  

ゐra町α∈Nm皿d∬∈n（⊂Rm）．   

ProoL Fbr釜∈Rnweputj㌔（£）＝鶴＝（x∈f？再一利≦e）．Itisenoughtoshow・   

tha七thefo1lowing（2・9）tobetrueinsteadof（2・8）  

（2・9）  購′（∬）l≦CJAAI可r代（回），  

for anyαand x∈∬云（£）where CfA andAareindependent of丘・Wbputlク（x）＝   

（∬－£，J（∬）－J（盆））and祝（ひ）＝ア（∬＋釜，y＋J（£））払rぴ＝（諾，y）∈R叫m  

By（2．7）wehave  

（2．10）  M（p（∬））＝0  

forx∈0，andtheestimateforp（x）suchthat  

（2．11）  suplp（∬）I≦sup†I諾一利＋colエー到）≦（1＋co）g  
打¢  打∈  

where  

co＝Supげ（∬）l＜∞・  
∬∈幻  

（2．12）  

Di鮎ren七ia七ing（2・7），Weget  

鳥（諾，J）＋馬（∬，什ム（諾）＝0，  

10   
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thus，げ。（ご）l≦cICF，A。Aor代（1），  

lβ芸才（諾）lノCICダA。Ao  （2．13）  sup  
lニ首1r尺（lαt）Alα1  

（AissufRcientlylarge）and  

l刀若（∬－£）l  
Sup  
lニ首1r代（tαl）A   

providedAtobesufRcientlylarge・Wもnowput   

CICダA。  
，（1＋抗）e，  （2・14）  甲A＝maX  

rK（1）A  

Ⅵ屯shallshowthat  

l刀言？（∬）l≦C甲AA回r代（lαl）  （2・15）  

払rany諾∈∬どandα∈因循・   

By（2．11）and（2．13），（2・15）isobviously七rueforlαI＝0，1・Takingintoaccount七hat  

p（x）＝（x一点，f（x）－f（£）），itsu侃cestoshowthat  

聞J（瑚≦CぞAA回r代（lαl）  （2・16）   

払rlαl≧2・   

Assumingthat（2．16）holdsforlαl≦r，WeCangetfrom（2・12）’tha七  

祝エ（甲（諾））＋wy（p（∬））ム（ご）＝0・  （2・17）  

Therefbre，Wehave   

聞拍）】≦C乎AAlαIrぺ（lαl）  
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払rlαJ＝r＋1andx∈Ke（釜），WhereCeAandAareno七dependon£・  □   

Wbavailoneselffor（2・4）I，Wehave  

け）言祝y（甲（∬川＋1上）富加∬（¢い））l≦Cダ。。CやAA岩Al可r代（【可＋1）  

払rlαt≦r，thus  

lか芸才∬（∬）l  

一榊ノ）－1（恥（帖黒（ニ）刀α－α′刷可  

≦Cl（CダA。C甲AA岩A叫刷＋1）  

＋£（ニ）仇ムちAA岩A叫代（－α瑚＋りq再A叫㈲＋1））  
qCダA。A呂  

）  

Al可＋1r代（lαけ1）  ＋CICダA。A岩CpA  ≦CやA  

≦ちAA回＋1r尺（Iαけ1），  

汀qqpA。A吉≦1／2amdCICダA。A呂ちA≦1／2．  

Ⅵ屯se七  

ダ（（∬，y；ど，り）；＝）＝＝＋√耳   ∇∬A（∬＋勒，≡）dβ－（ど＋∨⊂了り）  

where≡（x，y，ど，77）isasolu七ionof七hefo1lowingequa七ion  

ダ（諾，y，ど，耶≡（∬，y，∈，扇）＝0．  （2・18）   

Nex七，WeShallprovetha七  

岡里現場（＝（ご，y，ど，りトト√言州  
（2・19）  

叫叫  
≦佑AAlα＋舛叫Iα＋β＋∂＋人世（甜  
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Wbdefineas  

輝y，抽＝＝（∬，y，ほ〉J叫＝∈〉言小りト〈㌫1（ど＋苗）  

Wheref（x，y，E，77）satisfy   

′（両軸勺1∇∬A（哺∫＋〈症′荘（ど＋苗））鮎0  

払r∬，y，ど，り∈R几，lりl≦〟〈ど〉£／代，and  

（2・20） 粕y，裾）＝両『1∇ェA（打β由ほ〉－1無＋布））dβ・  
Wbderivebychangingvariables（x，y，E，rl）and（toxandyrespectivelythat F（x，y）   

implies  

匪堀印刷≦CダA。A㍍什刷r代（lα回剖）  

forx∈R4nandy∈Rm・Puttingn＝（x∈R4n；X＝（xl，a＝2，X3，X4）， lx41≦M），i七is  

ob七ainedtha七f（y）tobeasolutionofF（x，f（y））＝0fora＝∈n・Byvir七ueof（2・20），We   

have  

凧（∬，y）l≧トC九」＋叫≧1／2，   

providedhtobesufncientlylarge，ThenF（x，y）implies（2・6），thereforebyLemma2・4we   

bave  

箋か芸′（∬）l≦CJAA回r代（㈲）   

foranyx∈Oandα∈Nn，thatis，uSingthevariable（x，y，E，77）whichwaschanged七ox，  

Iか冨β錘摘Jhy，ど，り）l≦CJAAl可＋値けl入州r代（Iα困βl＋回＋斗紺  

払r（x，y，E，77）∈n・Thisimplies（2・19）・  

SimilarlyasCorollary2・3wecangetthefo1lowlng；                                                                                                ナ  
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Lemma2・5・笹emma5・30fP］）LeiKl⊂RnlandK2⊂Rn2bec］osedsets，F（x，y）in   

Cた（∬1×∬2）βa七iβか刀g  

鞘β錐（諾，州≦Cダββ回＋刷（ⅠαI引βl）！代，  

ゐr霊∈∬1，y∈∬2andl可＋l剖≦た，弧d甲（∬）a皿叩p血gof∬1わ∬2βa最βかng  

世錘（諾）l≦C甲AA叫αl！ぺ，  

ゐr∬∈∬1，弧dlαl≦た・耶1餓沌eco皿pOβi七血ユダ（諾，P（諾））βa七iβ鮎5  

鞘〈瑠恒（瑚≦C用β榊■（肌）■α佃＋lβl＋岬，  

ゐrご∈∬1a叫α回βl＋困≦た，血e∫e瑠）（∬，y）＝♪弼恥y）皿d  

〟＝maX（2代（1＋2βC早A），2β）・  
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3．SymbolofGevreyclass   

Inthis＄eC七ionweshallconstruct afunctionA（士，X，E）whichsa七isfies（1・5）and（1・6）   

fo1lowing七heideain［1，2】．  

Letg（x，E）beafunctioninC∞（RnxRn＼0）andconsiderthefo1lowingequation   

m  

（3・1）  ∑摘JÅ（霊，f）＝l紬（∬，∈）  
J＝1   

forx∈RnandE∈Rn＼0．Thenwecanfindeasilyasolutionof（3・1）ha＄afo1lowingform  

タ（ズーTLJ，∈）dT，  入（諾，ど）＝入0（ど）＋   （3・2）  

wherew＝E／［El，X・W＝∑完1XjWjand入0（ど）isanarbi七raryfunctionofE・   

Le七JC＞1andx（i）beafunctioninC箭（R）such七hatx（t）＝1forIまl≦1／2，X（i）＝0   

forlfl≧1，fx／（t）≦0andO≦x（i）≦1，andmoreoverx（t）satisfies  

l町x（りI≦A訂叶1m！代  
（3・3）   

fori∈Randm＝0，1，2，…．Fbre＞Owedefine  

（3・4） 

†  

Xl（∬，∈）＝X  

x2…＝X粍芦）（u＝釧引），  

thensimi1arlyintheproofofCorollary2・3wehave  

（3・5） 

†  

p芸（ご〉ml≦qA。lαllα陣〉m」αl，  

tか封引ml≦CoAol可刷l引m小l  

forx，E∈RnwithlE］≧1andα，β∈Nn，Wherem∈Rn・  
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Wbhavebyvirtueof（3・3），（3・5）andLemma2・5  

（3・6）  lxた掛∬，∈）l≦CIAIIα＋βllα＋即〈∬〉瑚ほけαl   

forx，E∈RnwithlE［≧1，α，β∈Nn，0＜E≦1，andk＝1，2，Wherexk‡言ミ＝  
（∂／∂E）a（－、仁了∂／ax）Pxk，andClandAlareindependentofe・   

Fbr〟＞1weput  

†  

†  

〟（諾〉‾αxl（ご，ど）（J＜1）  

glJ（ご，∈）＝  

〟（諾〉‾Jx（〈諾〉／鳳）（J≧1），  

〟（（∬・山）2＋1）‾J／2x直，ど）（J＜1），  

〟（（…）2＋1）‾ケ／2x（（∬川引）（J≧1），  

（3・7）  

g2J（∬，ど）＝  

wherew＝E／l引．Takingaccountof（3・5）wecansee正om（3・6）andLemma2・5  

† 

C2〟A2lα＋β‥α＋βl ！代〈諾〉‾可βlt引」αl  （た＝1）  

‾ケ／叫＋βl／2 
c2〟A2恒βllα＋即（（諾・U）2＋1） （た＝2）  

（3・8）l扁紳，ど）l≦  

forx，f∈RnwithlE［≧1，α，β∈NnandO＜e≦1，WhereC2andA2areindependen七of   

EandM．Definefork＝1，2  

鋸伊（∬一TLJ，∈）dT，  （3．9）  入たケ（∬，ど）＝   

whichsatisfies（2．1）withg＝9kq．Since（1＋（x・LJ）2）1／2≦〈x）implies  

glJ（∬，！）一夕お（∬，ど）≦0，  （3・10）  

We Can See  

（諾・U）（入1J（∬，ど）一入2J（諾，ど））≦0・  

16   
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Ⅵ毎define  

入J（£，ど）＝一入1J（諾，ど）x2（∬，ど卜入2J（諾，∈）（1－X2（ヱ，引）．  （3・12）   

Recallingtha七人kqisasolutionof（3・1）withg＝gkqandnotingthat（3；・LJ）xl（2x・W／〈x〉）≦  

Oweobtain丘om（3・11）  

れ  

∑偶ブ入グ（∬，ど）＝－1紬1J（∬，ど）x2（諾，ど卜馳2J（∬，Ⅲ1－X2（∬，ど））  
J＝1  

（3・13）  

（驚芦）芋類－  
ー（入1J（∬，ど）一入2J（∬，引）x′  

≦－ほ1glJ（∬，ど）・   

Moreovernotingthat〈x－TW〉≧〈x〉／20nSuPPX2fbrlTl≦lx・Wland匝・LJl≧（x）／2   

0nSuPP（1－X2）arevalid，WeObtainbyvir七ueof（3・6）and（3・8）  

仏独1‾JA3lα偏！代軒‾J‾Iαl（J＜1）   

Cα〟log（2＋肌l引‾lαl（げ＝1）   

Cα叫引‾ゆl（J＞1）  

G〟A㌢＋βllα＋βl！代は「回（J＜1）   

Cαβ叫引‾lαl（J≧1）  

l入J（α）（∬，ど）t≦  

（3・14）  

†  

l項矩，ど）l≦  

forx∈Rn，E∈RnwithlEl≧1，α，β∈Nn（lβl≠0）andO＜6≦1，WhereC3andA3are   

independen七of6．  

Now we define 

〆り〈甜代＋入J（諾，ど）（トーX（九‾1肌）（J＜1）  

β（りlog（1＋〈餌）＋入1J（∬，ど）（1－X（ん‾11引））（J＝1）   

入ケ（ご，∈）（1－X（た‾11引））（ケ＞1），  

（3．15）   ノし（ま，∬，ど）＝  

wherep（t）isarealvaluedfunc七ioninCl（［0，T］）withpl（t）＜Oin［0，T］and（E）h＝  

（h2＋l引2）1／2（halargeParameter）・  
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Lemma3・2・Assume七ha七（1・3）or（1・4）isvaEd．Lefp＞OandN＞0．了71entherearea   

reaJⅧJued且1JユC七jo叩（り血Cl（［0，r】）南仏〆（f）＜0血［0，r］弧dpoβi揖ⅧCO刀S七弧ねg弧d   

MsuchthatAq（ま，X，E）de鮎edin（3・15）safisEesthefb］］owingprqperties   

∂…＋醐j ト砧A直，臣瑚，咄  （棺ヰ 墓 ≡ノ吉  
C（ん）－叫〆f川ど〉£／代（J＜1）  

（3・16）  

C（た）－Ⅳ（l挿）l＋1）log（1＋〈ど〉ん）（J＝1）  

C（ゐ）（J＞1）  

an d 

pAlα＝坤代〈∈）£／可可 
（J＜1）   

Cα〟log（1＋ほ〉九）〈∈〉；l可（グ：＝1）   

C。〟（∈〉Jlαl（♂＞1）  

C凡才Alα＋剖lα＋βl！K〈ど〉；】αI（グ＜1）   

C。β〟〈ど〉；Iαl（J≧1）  

l心（α）（f，∬，∈）l≦  

（3・17）  

†  

恥紛恒，ど）≦  

ゐrx，ど∈Rn，α，β∈Nn（lβl≠0）andh≧1，WhereA，C。andCαPareind甲endentofh・  

Proo£IfO＜q＜1，（1．4）impliesthatforany6＞OthereisR6＞Osuchthat   

陀 

∂        ∑牒旬（刷≦師 J＝1  

for〈x）≧R6．Hencewehave血・Omtheaboveestimateand触）m（1・3）  

∂（∬〉‾Jほl（〈∬〉≦兄わJ＜1）   

∂拉）‾グほl（〈∬〉≧R∂，J＜1）   

∂〈∬〉‾Jl引（J≧1）・  

18   
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t∑9αJ（ま，咄l≦  
J＝1  

（3・18）  



On七heotherhand丘om（3・13）andfromthedefinitionofA。（f，X，E）itfo1lowstha七  

∑摘J   
＝1  ≡ヰ）  

＋   
J  

心（ま，霊，f）  

押）ほ〉£／代一伽1J（諾，∈）（トx（た‾1ほけ）（J＜1）   

押）log（1＋〈ど〉九）－舶1J（ご，ど）（トx（た‾佃））（J＝1）   

－1紬1J（諾，ど）（1－X（九■1肌）（打＞1）・  

（3．19）  

＜  

Recal1ing七hedefinition（3・7）ofglqWeOb七ain血・Om（3・18）  

叫引〈∬〉‾Jx（〈諾〉／どl引）（打＜1）  

馳1J（∬，∈）（トx（九‾11引））＝  
叫引（∬〉‾Jx（（諾〉／1引）（J≧1）  

m  

l∑声症恒池上壷‾Jl引山（グ＜1）  
メ＝1   

γl  

l∑働鴎ト2〟（α≧1）   
メ＝1  

（3．20）  

＞  

forM≧C（Cisacons七an七of（3・18）），ほI≧handEl引≧Eh≧R8（q＜1）・Thereforein   

thecaぷeOfq＞1（3・19）and（3．20）implies（3・16）directly・Besides，（3・19）yields（3・16）in   

thecaseofq≦1，ifp（t）satisfies  

〆（f）＋Ⅳβ（り＋∂E‾J＝0（J＜1）  

〆（り＋Ⅳ（〆り＋1）＋2〟＝0（J＝1）  

for士∈［0，T］，Whichissolvedasfo1lows  

1－e－Ⅳt  

†  

e‾椚〆0）－   

e‾肌β（0卜  

∂E‾ケ（J＜1）   

（2〃＋Ⅳ）（J＝1）・   

Ⅳ  

1－e－Ⅳ電  
（3・21）  〆り＝  

Ⅳ  

Nex七weshal1provetha七Aq（t，X，E）sa七isfies（3・17）・By（3・3）and（3・5）thereexis七posi七ive   

COnS七antsCl，AISuChthat  

愕x（九‾1肌l≦CIAPl神灯lα1  

19   
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forE∈Rn，1fl≧1andα∈Nn．ThenusingLeibniz，ru1eandtheinequalitylEl≦〈E）h≦   

3IElonsupp（1－X（h‾11引））weobtainffom（3・14）and（3・22）  

（挿）＋C肌トげ）Alαllαt！代ほ〉£／可αl （α＜1）  

C。〟log（1＋ほ〉ん）〈∈〉言lαl（打＝1）   

C。〟（ど〉；lαl（J＞1）  

C〟Alα＋刺lα＋βl！代ほ〉こl可（J＜1）   

C。β叫ど〉；lαl（J≧1）  

lAα（α）（ま，∬，ど）l≦  

（3・23）  

叫卸，∬，∈）l≦  

forx，E∈Rn，α，P∈Nnandh≧1，WhereC，AandC。βareindependentofh・In七hecase   

ofq≧1（3．23）implies（3・17）immediately・Inthecaseofcr＜1wehavetodlOOSeP（t），   

M，eand6suchthat  

（β（り＋C肋ト打）≦β  （3．24）   

fbri∈［0，T］．W6canfindp（i）sa七i＄＆ing（3・21）and（3・24）ifwetakeM，Eand6suitably・   

ロ  
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4・Pseudo－di鮎remiialoperatorsinGevreyclasses  

LetFC＞1andA（x，E）bearealvaluedfunctiondefinedinR2nsatisfying   

（4・1）  叫鉛∬，ど）1≦入（A）A㍍＋βllα＋即〈∈〉£／可αf  

forx，E∈Rnα，β∈Nnandh≧1，Where入（A）＞OandA。＞Oareindependen七ofthe   

Parameterh・FbllowingthePartIin［6］weintroducepseudo－di鮎rentialopera七ors  

〆「再＋A（£，現（f）養  eA（霊，刀）視（∬）＝   

andtherever＄edoperatorReA（x，D）ofe＾（x，D）asfollows，  

ReA（諾，瑚）＝川 eJ和＋y）・什購u（y）d堰  

foru∈HS，。，Wherex・ど＝XIEl＋・・・＋xnEnand養＝（27T）一ndE．   

Lemma4・1・（丹qposi七ion6・アof何）LetA（x，E）bea5γmboIsa七i車ng（4．1）．T71enthere  

iβ∂＞0βuCム仏a七eA（∬，か）皿叩βCOn血uouβけエ芝，pねエ芝，β＿丁丘）rIβ－Tl＜∂A一項弧d  

γ＞刃A）皿d（eA（町叫）月蝕皿堵βわ堵p＿r触・lβ】＜∂A叫代皿dT＞木A）．   

Thenitfo1lowsfromLemma4・1thate＾（x，D）andRe＾（x，D）mapcontinuouslyHB，。  

intoHB，。－，forlp－Tl＜6A．1／KandT＞入（A）andHB，。intoHS，。＿，forlpI＜6A－1／Kand  

T＞Å（A）respectively，Where6isaposi七iveconstantandplisthatof（1．6）．   

Ⅵ屯put  

甲（∬，∈）＝∬ど－ヽ√7A（∬，ど）   

anddefine  

e √丁甲（∬，現（ど潅，  ち（諾，β）u（∬）＝   
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ア（恥瑚（∈）＝／e√7刷瑚み  

Let＝（x，y，E）andY（z，E，77）tobesolutionsoftheequation  

≡－ノ＝了  ∇。A（ご＋β（ご－y），≡）dβ＝ど，  

y－√＝了   ∇亡A（㌣ど＋β可dβ＝Z，  

respectively，and  

胸，ど）＝de七〈貰（∬調〉，  

j紬）＝det〈芸（由）〉・  

Lemma4．2．（Corol］aJy6・13in何）LetA（x，E）bea町mbo］satisかng（4・1）andp＝   

∬ど一班（∬，ど）・馳餓  

ち（諾，か）∫空甲（∬，ヱ））＝J（∬，叫＋申，叫，  

島（∬，刀）ち（∬，か）＝ブ（町叫＋申，β），   

wムere  

串，ど）＝∑去聯神，諾＋y，…）  
桓l＜Ⅳ  

＋√Ⅳ（∬，ど），  
y＝く＝0  

j鋸）＝∑吉昭串＋g，ど，り）  
l可＜Ⅳ  

∧ andゐrC＞Oa皿d∂＞0，ん，んandr，ヂβa七iβか   

＋ん（∬，∈），  
Z＝叩＝0  

JⅣ鋸，叶（lん雛，珂）≦CⅣA（CA）叫α＋肝ほ〉；ト軒叫項） ，  

ゐr叩皿On一刀噂a七ive血七曙訂Ⅳ，  

哺（項鮎（哺（∬，ど））≦CⅣA（CA）■β＝βいⅩp ト掴‾1′代〈拙代）  

22   



re甲eC七iveか  

ByvirtueofLemma4．2wehave  

eA（諾，β）oRe‾A（∬，刀）＝∫＋rl（諾，か）  

属e‾A（∬，叫oeA（£，叫＝∫＋r2（諾，か）  
（4・2）  

（  

Whererk（k＝1，2）satisfy  

lrた‡；‡（∬，ど）l≦C。β〈∈）£／K－叫αl≦Cαβたぃ－1〈ど〉；lαl  

forx，E∈Rn，α，β∈Nn，h≧1andCαβisindependentofh・In（4．2）AoBmeans  

theoperatorproduc七ofAandB．ThereforeNeumannseriesassurestheexistence。fthe   

inverseofZ＋rk（x，D）ifhis七akensu侃cien七1ylarge．Henceweh乱Vealsotheinverseof  

eA（x，D）たom（4・2）・Letp（x，f）beasymboIsatis＆ing  

（4・3）  鵬（霊，ど）l≦CAlα＋βllα＋剖！代ほ〉㌃小l  

払rこ訂，ど∈政和，α，β∈N几and九≧1．  

Lemma4・3・（meorem6・14in何）Le七A（x，E）andp（x，E）be叩bo］ssatis桝ng（4．1）and  

＠・a）re甲eC七ive玩and～ク＝X卜ヽ／＝TA（x，E）．Tuenwehave  

ち（∬，刀）p（∬，ガ）＝p（p；諾，刀）ち（∬，刀）＋γ（や；∬，刀），  

融e代p（早；諾，刀）皿叩βCO扇血ou吋∬㌻Jβわ∬ヱ，β呵βl＜拍‾小皿dβ∈R，皿dr（p；∬，か）  

皿甲βエ芝，pね牲叶∂A項＿入（A） jflβl＜拍‾小弧d叶∂A‾申＜入（A）・加ゎreoverp（即，か）  

βafj感eβゐra町血f瑠erⅣ≧0  

p（p；諾，刀）＝抑（∬，β）＋恥（∬，β），  
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抑（諾，ど）＝p（∬－√耳Aぞ（∬，E），∈＋√巧A。（∬，≡））  

＋ ∑。鵡（エー√コA∈（ご，＝），い√耳A∬（∬，三））〕望（即，ど），  
0＜lα＋βⅠ＜Ⅳ  

血ere恥（諾，刀）皿叩βCO血uouβけ町Jβわ∬ヱニ叩‾1／車1 叫βl＜∂A一項，狐d  

〕g（？；£，ど）Jぶaβ0加ionof沌eequatio刀  

≡＋√耳∇∬A（∬，＝）＝ど．   

Thenitfollows鼓・OmLemma4－3thatthereare6＞Oandho＞Osuchthatif入（A）＜   

∂A－1／代  

（4．4）  eA（∬，刀）op（∬，ヱ））。（eA（町叫）‾1＝p（町叫＋曾（∬，β）＋申，叫  

Whereq（x，E）andr（x，E）respectivelysatisfy  

（4・5）  ヴ（諾，∈）＝∑鵡（∬，∈）（桝∬，∈））（（√弛）αA（∬，ど））  
lα＋βl＝1  

（4・6）  tr掛∬，ど）l≦C。βほ〉㌃叫1‾申卜lα1   

forx，E∈Rn，α，β∈Nnandh≧ho・FbrA（x，E）andp（x，E）sa七isfying（4・1）and（4・3）  

respectivelywedefineapseudo－di鮎rentialopera七or（eAp）（x，D）asfbllows  

e√耳ペ＋恒，ど）p（∬，ど）竜（ど痍  （4．7）  （eAp）（諾，刀）w（ご）＝   

払rM∈呪p・   

Lemma4・4・（T71eOrem6・10in何）p（x，E）and入（x，E）be町mboIssatisかng（4・3）and  

r4・りreβpeCfjveか弧d甲＝∬ど－√巧A（∬，ど）．孤餓沌ereareC＞0，∂＞Oand九0＞O  

indq）endentofAsuch七hattheproductofpv（x，D）auユdI㌔（x，D）isgivenasLb1lows：  

恥（項叩笠（∬，刀）＝β（町叫＋ヂ（諾，叫，  
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扇ユere  

裾）＝∑嘉男∂貰榊，‥yかり）p（碩叩＋如＋刷  
回＜Ⅳ  

＋如（諾，ど），  
y＝叩＝0  

齢掛∬，ど）l≦CⅣA（CA）lβ＝卿ほ〉㌃‾1‾軒叫‾叫） ，  

ゐra旦y工ほ旧一皿曙afive玩七曙訂Ⅳ，  

瑠（霊，∈）I≦弘α（CA）●βtexpいA‾申〈ど〉£′K），   

允灯諾，∈∈政和，α，β∈N几，九≧んo and＝（ご，y，ど）iβaβOJu七ioユーOf沌eゐJJow血gequa七血ユ  

＝－√＝寺  A∬（∬＋β（∬－y），＝）dβ＝ど，  

弧dJ（ご，y，ど）＝det（∂＝／∂ど（∬，y，臼）・  

ThenquotingLemma4．4，if入（A）＜6A‾1／Kwehave  

（4．8）  （eAp）（∬，か）。（eA（∬，叫）‾1＝p（諾，か）＋ヴ（∬，か）＋F（∬，叫，  

Whereq（x，E）and声（x，E）sati鳴「（4・5）and（4・6）respectively・  

WttrytoapplytheaboveresultstoAq（士，X，E）definedby（3・15）inthecaseofcr＜1・   

Firs七ofal1wenotetha七theestimates（3・17）yields  

（4・9）  哺‡（f，“）1≦（㌢十C加撒‾1／うA刷 lα＋即〈ど〉£／州  

払rx，E∈Rn，f∈［0，T］，α，β∈Nnandh≧1・InLemma2・1wechoosep＞0andh＞O   

such that  

入（AJ）＝（㌣・C舶用‾1／う≦餌‾叫  
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fort∈［0，T］．Ifaj（士，X）（j＝1，・・・，n）belongtoCO（［0，T］；B s。，A。），So≦fC，IC＞1and  

入（Aq）＜6A；1／Karevalid，byvirtueof（4・4）and（4・5）withp（x，E）＝∑完1aj（t，X）Ej，We  

have  

（4．11） 
m  

J＝1  

eA仰）0（－塞（城）0（eA仰））‾1  

＝－√巧∑αJ（壬，諾執＋9（士，諾，か）＋項，諾，刀）  

Whereqandrrespectivelysa七isfy   

†l 几  

（4・12）  れ諾，∈）＝、／コ∑αJ（士，可AJ∬∫－V仁了∑αJ∬∫（f，咄A咤，  
J＝1 メ，J＝1  

（4・13）  lr釦，∬，∈）I≦Cαβ〈硯－2（ト…卜】可  

払r∬，ど∈政和，f∈［0，判，α，β∈Nmandた≧た0・   

Nextweshal1calculateeAq（士，X，D）0（atM√丁△）0（eAq（i，X，D））十w6have   

伸一√7△）u   

＝（銭一帯△）0（e心（f，諾，巧0（e心（ま，∬，叫「1鋸）   

＝〈（eA♂A；）（f，∬，刀）＋eA竹，∬，か）0鋸。（eA叫，∬，叫）‾1u  
和   

一イモ∑（（e心AJ芝ブ）（士，∬，叫＋2（eAJAJ∬J）（士，町叫0鮎ブ＋eA怖諾，叫。∂≡ブ）  
J＝1   

。（e心（f，∬，叫）‾1視  

WherewewriteA；＝∂Aq／8tandAq∬j＝∂Aq／axj・Henceweobtain  

eAJ（f，霊，か）0（仇－、／「△）0（eA咄∬，巧）‾1祝  

＝（銑－√耳△）u－（eAJ鶴）（士，ご，か）。（eAJ（士，∬，叫）‾1祝  
m  

＋√耳∑（（e心心霊J）（ち∬，叫＋（e心心∬j）（士，町叫0∂ェゴ）  
J＝1  

0（e心（青，∬，叫）‾1祝・  
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Notingthat＆om（3．15）and（3．17）itfo1lowsthatatAq（t，X，E）＝Pl（i）〈E）L／K，and  

∂xjAq（i，X，E）＝Åq∬j（x，ど）（1－X（h‾11引））isasymboloforderzero，WeObtainusing（4・4）  

and（4・8）  

eAJ（士，町叫0伸一V⊂丁叫0（eAJ（ま，∬，叫）‾1鋸  

71  

＝（∂f－√巧△）u一拍）岬〉£／㌦＋√耳∑心∬ブ（町叫。∂£J…cJ（士，∬，坤  
J＝1  

（4・14）  

Wherecq（ま，X，E）satisfies  

lcJ淑子，諾，ど）l≦C。β〈∈〉£／“1叫）‾lα1  （4・15）   

forx，ど∈Rn，α，β∈Nn andh≧ho．Tlmssummingup，ifO＜q＜1andso≦FC≦   

（1－q）‾1，WeCantranSformLbyeAq（士，X，D）七othefo1lowingform  

e心（f，ご，刀）0エ0（e心（f，∬，叫）‾1  
†1  

＝㌃1吋）（叫£／代＋√巧∑心∬J（f，∬，叫硝J一曾（f，ご，か卜占J（士，∬，β）  
J＝1  

（4．16）  

whereq（t，X，E）isgivenby（4・12）and芭qsatisfies（4・15）・Inthecaseofq≧1applying   

theasymp七oticexpansionofproductsofpseudo－di鮎rentialoperatorsof（1，0）－tyPe，WeCan   

obtaintheformulas（4・4）and（4・8）replacing（4・6）bythefo1lowingestima七es  

Cαβ（（log（1＋（ど〉九））〈帰1）2ほ〉㌃‾lαl （J＝1）  

Gβ〈ど〉㌃‾叫可 （J＞1）  †   

（4・17） lr釦，∬，ど）l≦  

forx，ど∈Rn，α，β∈Nnandh≧h。．Thereforeinthiscaser（t，X，E）intheformula（4・11）  

satisfies（4．17）withm＝1ins七eadof（4・13）・Thuswecanseethattheformula（4・16）in  

thecaseofq≧1alsoholds，rePlacing（4・15）by（4・17）withm＝1・  
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5．ProofofTheorems  

InthissectionweshallproveTheoreml．1andl・2．LetA。（t，X，E）beasymboldefined  

by（3・15）．Putv（t，X）＝e＾q（ま，X，D）u（i，X）andL。＝e＾q（t，X，D）。Lo（e＾q（士，X，D））－1  

Thenifuisasolu七ionof（1．1）andsatisfiestha）teAq（壬，X，D）u∈Cl（［0，T］；H∞），V（i，X）   

belongstoCl（［0，T］；H∞）andsa七isfies  

エ打坤，ご）＝g（士，∬），（ま，∬）∈（0，r）×混沌   

り（0，∬）＝り0（諾），   霊∈R几，  

（5・1）  

〈  

whereg＝eAq（t，X，D）f（i，X）andvo＝eAq（0，X，D）u。．Converselyifv（i，X）∈Cl（【0，T］；  

H∞）satisfies（5・1），七henu（恒）＝（eAq（i，X，D））‾1v（i，∬）isasolu七ionof（1．1）andsatisfies  

thateAq（i，X，D）u（t，X）belongs七oCl（【0，T］；H∞）．Thereforei七sufRcetoshow七ha七forany  

vo∈Htandforanyg（t，X）∈CO（【0，T］；Ht）七hereisasolutionv（t，X）of（5．1）whichbelongs  

toCO（［0，T］；Hl）nCl（［0，T］；Ht＋2），Wherelisarealnumber．  

Proposition5．1．Assumetha£七hecondi七ionsofTheoreml．lorofTムeoreml．2aKeVa］id．   

Letlbearealnumberandv（士，X）beinCl（［0，T］；H∞）・1fwe七akesuitab＆p（t），M，eand   

hin七hedeEni七ionofAq，七hereisaposi七ivecons七antC＝C（l，T）suchthaf  

l伸）ll抑≦eC佃（0）Il抑＋  eC（か‾r）膵αU（γ）ll抑dT  （5・2）  

ゐr才∈［0，れ．  

Proo£Deno七e＝vJll＝JIv＝辟and（v，V）t＝（v，V）HLforshort・Di鮎rentia七ing帥（i）llデ  
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Withrespec七totwehave丘omthe払rmula（4．16）forLq   

（5・3）   

＝酬孟l冊仙＝畔（梱））∫  

＝況（荷△叫墓軸＋g，り ）～  

沌  

抑）岬〉£／長一√て∑心∬メ（町叫0∂∬J＋れ諾，か）＋紳，∬，叫  
ブ＝1  

＋況  

Moreovernotingthattheexpression（4．12）andtheestimate（3．17）yield  

C（p〈ど〉£′代＋Cゐ叫代〈ど〉£′K）（グ＜1）  

C（log（1＋〈ど〉九）＋lβ（りけ （J＝1）   

C  （J＞1）．  

lヴ（士，諾，∈）l≦  

Wehavebyvirtueof（3・16）and（4・15）（q＜1）（or（4・17）（q≧1））   

n m  

〆M〈！〉£／〝＋∑むAJ∬J（諾，引＋∑叫か用（q（士，∬，引＋紬芳，ど））≦C  
J＝1  メ＝1   

ifwechoosep，N弧dhinLemma3・2sui七ably・Henceweob七ain丘・Om（5・3）andTheorem   

4・4inChap七er・30f［7］  

‖酬≦珊椰＋llg（仙  

Whichimplies（5．2）directly・  

W占canOb七ainthefo1lowingproposi七ionsimilarlyasTheorem4・lof［1］・  

Proposition5．2．Assumetha七thecoⅢditionsof弛eoreml・lorofTムeoreml・2arevalid．   

Le七IbeareaInumberand電akesuitab＆p（i），M，どandhinthede血i七ionofAq，thenhr  
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aユげU。∈ガ～弧dゐra叫yg（f，∬）∈CO（［0，r】；か）肋汀ejβ弧血que50加加坤，∬）of作・り  

w血khbeJon卵わCO（［0，r］；∬J）nCl（［0，丁］；茸廿2）．   

FbllowingtheideaofKuman0－gO［7】，WeShal1provetheabovetheorem・W毎needseveral   

lemmas・First，Wedefine（Ey（E））毘1  

＝ど）＝（usin告，・・・，USin吾）  （5・4）  

and且（り＝恥（f，∬，刀∬）as  

（5・5）   恥（士，ご，ど）＝釦（f，ご，㍍（ど））・  

Wbnowconsiderthefo1lowlngCauchyproblem  

んび〝＝鋸〝－√て鳥（りひ〝＝タ（り，ま∈（0，r），   

℃〝Ⅰた0＝ひ0．  

（5－6）  

〈  

W占definetheseriesofweightfunction（入〝（E））毘1aS  

〈1＋針sin項  （5・7）  ん（ど）＝（㍍（ど）〉＝   

七henwehaⅣe  

申≦ん（ど）≦min（ほ〉，  

露＝野人〝（∈）】≦Aα入几W（げ‾lαl，  

最）ん（ど）→〈∈〉（〝→∞）omRど，  

（鋸和げormcoγlγergeγlCe去れαCOmpαCfβeけ  
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Infac七㍍（∈）satis鮎s  

去）Ⅰ㍍（ど）t≦min（軋ヽ信レ），  

最＝占即〝（ど）l≦Aゝ入mu（げ小l，   

盲五言）㍍（∈）→∈，  

（甘nげormcomuerタeγlCe盲mαCOm卯Cfβeり・  

（5・9）  

DenotebyS芸thesetofsymboIsp（x，E）∈C∞（R2n）sa七is＆ing  

鵬（£，釧≦Cαβん（ど）叫αl   

foranymulti－indexα，β．Thenwegetthefbllowinglemma・  

Lemma5・1・Pbrp（x，E）∈Smpu七py（x，E）＝P（x，Ey（E））・7uenp〝（x，E）∈SE：，andα，β  

thereisconstantAα，βWjユichisind甲endentofz／andp）Wehave  

l恥掛∬，∈）l≦（Aα，βtp陪β）入㈹可α－ 

p〝（∬，ど）→p（∬，ど）（祝和げormJy）（〝→∞）α壬R芸×∬∈・  † 

（5・10）  

dユere∬∈壷弧訂b血awco皿paC七βefofRぎ・   

Deno七ingH入y，S＝（u∈Sl；入〝（E）S竜∈L2），Wehavethefo1lowing；   

Lemma5・2・P＝P（x，DE）∈SE：iscontinuousmapping企omtheSobolevspacesH＾p，S＋m  

わ∬入y，∫弧dゐrcoユユβ七弧fβC叩弧dg＝g（β，m）靴ムave  

（5・11）  ‖叫l入y，ぷ≦（C叩l押））‡仙，巾・  

且speci勅ゐrm＝Oandβ＝Oweムave  

‖叫lが≦（Clpl～0））‖仙2，り∈エ準几）・  （5・12）   
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Lemma5・3・Fbranyvo∈Hlanda町g（t）∈CP（［0，T］；Hl）thereexistsasolution  

ぴ〝（り∈q（［0，r］；ガり正作・り血idβafjβ鮎β紘e班e∫訂血equ誠吏Jeβ  

e7（ト丁）帖（丁）ルdT ま∈fO，ア］  （5・13）  IIり〝（りル≦e7電＝勒ル＋  

e7（トr） ltAまg（丁仙dT 青∈【0，r］；メ＝1，2，…  （5・14）llA£u〝（t）llJ≦e71fllAま勒‖汁  

（5・15）櫨Aま州≦坤Aま＋瑚汁謂＝Aま＋2捌か〉榊r】；ノ＝1，2）…  

（5．16） ‖A鮎f卜刷）‖∫≦q…〈tlAま＋2刷＋矧Aま＋2刷丁 

ちf′∈【0，ア］；ブ＝1，2，…   

）  

Wムere7，71，ChC左rarecoユユStantSWhichareindq，endentofz／，andA〝＝ん（Dx）．  

ProofofLemma5・3・Ⅰ）IfwefiⅩUarbi七rarily，Wehavepv（iAE）∈Cf（［0，T］；β∞（囁））  

（k＝0，1）・Then凡（t）isanHt－boundedoperatoruniformlywithrespect七0士．Therefore   

V〝（i）tobeauniquesolutionoftheintegralequation  

（5・17）  

u〝（f）＝Uo＋荷上f榊冊イg（廟  

Whichcanbesolvedasfo1lows；  

¶‾1 

柚）…柚odT…  
γ〝（り＝ぴ0イ榊丁＋差荷た上電ノアl‥・J  

差荷た汀…上丁お‾1  
島（乃）…且（丁た）g（丁た）dm・‥乃．一句＝ま．  

Thenwehavev〝（i）∈Ct（【0，T］；Ht）・  
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ⅠⅠ）Rom（5・6）wehave   

圭：l・ニぎ   

＝2況（孟り〝，V〟） 
∫  

（ 

†1  

√祁〝（叫】2u＋∑項諦  
J＝1   

＝2況  

＋2況（（㈹〈以叫〉£′代一帯云心∬J（諾，仰））0い如，冊））  
J＝1  

＋雛，ご，冊）））u，U）∫・  
Ontheotherhand，Wehave   

（5・18）  

n †1  

押）〈以錯£／代＋∑ぐ〝JA叫（∬，以ど））＋∑9αJぐ〝汗況（拙∬，以∈））＋芭ケ（f，霊，以！）））≦C  
J＝1  J＝1  

ifwe choose p，Nand hinLemma3・2suitably・Th11Sby Lemma5・2and the Sharp   

Gardinginequali七y（払rin＄七ant Theorem4・40fChapter3in［7】），foracons七ant7＞O   

Whichindependentofz／，壬wehave  

l榊）‖子≦27＝刷‖子＋2‖酬‖刷＝‥∈［町】；膵1，2，…  

and  

＝㈹‖∫≦71榊）＝刷（帥刷・  

Thereforeweget（5・13）・Moreoverfrom（5・6）wehave  

Aれ＝√了（侶【Aま，榊J佃…Aまダ  

and凡，j＝鳥＋【Aま，凡］AJj・Here，［Ai，凡］AJj∈CP（【0，T］；S又レ）and且，jSa七isfies（5・18）・  

Henceweget（4．14）simi1arly七0（5・13）・Ontheotherhand，nO七ing  

Aれ＝√耳（廟AJゴー2）A汁2…Aまg  
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whereq（Aま凡AJjM2）∈CP（［0，T］；S又y）（uniformlyonu），Wehave  

ll孟A加）ル≦ClllAま・2刷・llA加  

Thenfrom七hisand（5・14），Weget（5．15）．Putvu（t）－Vy（tI）＝J；かy（T）dT・Thenweget  

（5・16）丘om（5・15）・ThiscompletestheproofofLemma5．3．   

ProofofPrqposi七ion5．2．Ⅰ）Firstweassumetha七v。∈Ht＋4，g（t）∈CP（［0，T］；Hl＋4）・   

Thenitfo1lowsfromLemma5．3thatthereisasolu七ionv〃（t）of（5・6）・Then，丘om（5・9）we   

have  

llAま叫IJ≦llAJu。IIJ， ‖叱紬≦llAJ州   

forj≦4，WhereA＝（D＆〉．There払reby（5．13），（5・14），（5・16）wehave  

（5・20）   

臨酬∫≦Cl〈＝舶け謂＝A坤  

（5・21） 

払rJ≦4．  

‖A獅）一相川l∫≦卯一坤Aま＋2刷＋謂＝A汁坤  

There払reifwefixio∈［0，T］arbitrarily，thenfrom（5．20）wi七hj＝0，（vy（to））註1  

isaboundedsequenceinHE．Hencethereexis七sv（to）∈Hlanda．sequencesuchtha七  

（vym）冨＝10fHIwehave  

u〝m→り（f。）（∽eα的）盲m∬J（m→∞）・   

Let（ik）毘1beadensesetin［0，T］・Thenbythediagonalme七hodthereexis七sv（ik）∈Hl  

andwehave  

仇偏 （局→り（玩）（ぴeα的）盲m∬∫（m→∞）・  
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Then丘om（5・21）withj＝0，fbranyi，iI∈（fk）毘1Wehave  

（5・23）  

‖u（り一槻≦姉坤A2刷＋謂‖A2叶  

Fbranyto∈［0，T］wechoosesubsequence（ik。）芸10fitk）畏1SuCh七hatik＆→fo・Then  

by（5・23），（子k＆）霊1becomesaCau血ysequenceinHt（Rn）．Thu＄七hereexi＄tSV（i。）∈Hl  

andwehavev（tk＆）→V（to）inHE（s→∞）．Moreoverfbral1v（i）weob七ain（4．23）and  

り〝m（り→γ（り（ぴeα的）盲n∬J（m→∞）．  

Thusforp∈Swehave  

（5・24）  （A雲mv〝m（り，甲）∫＝（仇偏（り，A雲mや）∫→（u（り，Aたや）∫（m→∞）・  

Thereforenotingl（A空mv〝m（t），P）Ll≦llA雲mv〝m（t）川平HL，Weget血・Om（5・20）and（5・24）  

（5・25）   I（り（り，Aたp）～l≦Cl畑Aた瑚t汁lIAた紬）胸仙（？∈β）  

払rk≦4・W占definevR，k（t，X）∈Hlforanyま∈［0，T］andR＞Osuchthat6R，k（i，E）＝  

（E）k咄E），andbR，k＝0（IEI＞R）andtakethesequence（甲j）畏10fSassupp¢⊂（lE［≦  

R），¢j→転k（i，E）inHt（j→∞）・Thenwehave   

（w（f），A偏＝ノ裾）（ど〉2桐両d巨人．≦兄ほ〉…帖）牌  
（J→∞）   

Therefore丘・Om（5・25）wege七  

■転刷≦Cl〈‖Aた刷＋謂＝A叫（頼）・  
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＝encetakingR→∞）WehaveAkv∈Htand  

（5・26）  

‖Aた軸≦Cl〈‖A㌦0‖汁謂‖A叫（頼）・  

Ftom（5・21）wehavesimilarlyto（5・26）  

〈‖A軒㍉0‖汁謂 A軒㍉ollr十p鱒些 

IIA頼2gル  （5．27） llAた（u（り一坤））ル≦矧トf′l  （た≦2）・  

Thusweob七ainu（t），Au（t）andA2u（t）arecontainedinCⅢ0，T］；Hl）・   

Ⅵ屯七akep（t，X）＝Pl（t）甲2（x）∈C6n（（0，T）×Rn）arbitrarily・Noting  

エ；mp→エ＊や盲陀Cぎ（［0，r】；が），  

we have  

止血・卿＝化v・万年あ通  

丑町町拗＝札 似虹榊  
g・画h放  

＝1im  
m→00  

＝丑  
Thus Lv＝g（t∈【0，T］）．Thereforeuis asolutionof（5・2）・AIsonotingv（t），Av（t）  

andA2v（i）are con七ainedin Cf（［0，T］；Ht）and∂電V＝√巧P（t）v＋g，Weget V（t）∈  

CH【0，r］；茸りnc糾［0，r］；∬叶2）．  

ⅠⅠ）Ifv（t）∈Cl（［0，T］；Hl）nCP（［0，T］；Hl＋2）isasolutionof（5・2），WeObtain七heenergy  

inequality（5．3）similar1yto七heproofofLemma5・3・Assumevo∈HE＋2andg（t）∈  

CP（［0，T］；Ht＋2）・Pu七vo，E＝XE（Dr）voandg8（t）＝X。（Dェ）g（t），Wherex（E）∈S∈＄a七isfies  

x（0）＝1andxc（E）＝X（eE）．Thenvo，e∈HI＋4，ge（i）∈CP（［0，T］；Hl＋2）・Therefbre駄・Om  

I），Wegetthesolu七ionv8（i）of（5．2）forvo，8andgE・Thenby（5・3）wehave   

帖周一叫）＝叶2≦e仰ト・州満＋『苛瞳（丁卜肘（服〉・  
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OntheotherhandwhenE，e，→Owehave  

‖勒，ぞ一叫ぞ′lt杵2＝ll（xg（刀∬）－Xe′（刀芯））勒ル里→0，  

帯封鮎（Tト肘（州＋2＝箭苛】l（xe（瑚－X∈′（瑚）g洲l杵2→0・  

Therefore，nOting∂tve＝vCfpve＋ge，WeCanSee（ve）。＜8＜1becomesaCauchysequence  

inCI（［0，T］；Ht）nCP（［0，T］；Ht＋2）andthelimitofthisseriesv（i）isasolutionof（5．2）．  

Thiscompletes七heProposition5．2．   

Proofofmeoreml・1and孤eoreml．2．ByPropositions5．1and5．2wesee七hat七here   

existsanuniquesolutionv（士，X）∈CP（［0，T］；Ht）nCI（［0，T］；Ht＋2）oftheCauchyproblem  

（5・1）wi七hinitialdatavo（x）andwegettheenergyinequality  

帖）‖－≦C（r）（‖刷＋上t‖eA附‖∫か）  

forま∈［0，T］・Hence，WeObtaintheuniquesolu七ionu（i，X）＝（eA）‾1v（i，X）of七heequa七ion  

（1・1）withini七ialda七abyusingtheSharpGardinginequali七yandtheenergyinequality  

‖㈲＝∫≦C′（r）（‖刷＋上t‖炸）可  

払rま∈［0，r］，（0＜打＜lorl＜J）and  

‖w…≦叩）（‖刷＋王子■げ（州dT）  

fort∈［0，T］andlI∈R（q＝1）．Thuswecomplete七heproofofourTheorems．   □  
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