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Pre払ce   

Thispaperdealswi七helasticwavepropaga七ioninstratifiedmediaR3・   
Theelgenfunctionexpansion七heoryforelasticwavepropaga七ionproblemshas ●  

beenstudiedbyseveralauthors．J．R．Sdlulehberger［Ⅰ－9］，【Ⅰ－10］gaveeigenfunc－  

tionexpanSionsinthehalf－SPaCeR竿（n＝2，3），uSing七hemethoddevelopedbyS・  

Whkabayashi［Ⅰ－16］・Y・DermeI再ianandJ．C．Guillo七【Ⅰ－3］studiedscattering七heory  

fbrelasticwavepropaga七ionstar七ingwi七h七hebasicelasticoperators（symmetric  
SyStemS Ofsecondorder）．J．C．Guillot【Ⅰ－5】provedtheexis七enceand11nique－  

nessofaRayleighsurfacewavepropagationalongthe丘eeboundaryofatranS－  
VerSelyisotropicelas七ichalfspace．In ChapterI，We Shallderive eigenfunction  

expansionsassocia七edwi七hthes七ationaryproblemsfbrelasticwavepropagationin  
plane－S七ra七ifiedmediaR3uslngtheme七hodsduetoS・Wakabayashi）andalsoJ・C・ ●  
Gui1lot．Theelgenfunc七ionexpansionisgivenintermsofafamilyofgenerali2；ed ●  

elgenfunc七ionscorresponding七oincideI止，re且ec七ed，re＆ac七edandS七oneleywaves・ ●   
Energydistributionofthesol11tionsofvariouswavepropagationproblemshas  

beenstudiedbyC・H・Wilcox（【II－10］，【ⅠⅠ－11］，【IIq12】，【II－13］）・Chap七erIIpr－  

Videsenergydistribu七ionof七hesolutionsofelasticwavepropagationproblemsln  
plane－StratifiedmediaR3uslngmethodsduetoWilcox∴Ⅵねconstructasymptotic ●  
WaVefunctionsbyuslngSPeCtralintegralreprese血a七ionsofthesolutionsandthe ■  
methodofs七ationaryphase．Thein七egralrepreseI止a七ionsarebasedonanelgen－ ●  
functionexpanSiontheoryderivedinChap七erI．Ⅵ屯calculateasympto七icenergyof  

thesolutionsforlargetimesofthein七erfaceproblemsforelasticwavesandshow  
thattheenergyoftheS七oneleycomponentsofthesolutionswithfiniteenergyis  
asymp七otical1yconcentra七edalongthein七erface．  

Type8etby梱聯   
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CIIAPTER I  

EIGENFtJNCTION EXPANSIONS FOR ELASTIC WE  

PROPAGATION PROBLBMSIN STRATIFIED MEDIA R3  

Abs七ract   

This paper provides elgenfunc七ion expansions associated with the stationary ●  

problemsfbrelas七icw訂VePrOPagationinstratifiedmediaR3・Theelgenfunction ●  
expanSionisglVenintermsofafamilyofgeneralizedeigenfunctionscorresponding ●  

toincident，re且ec七ed，re企actedandStoneleywaves．  

1991MathematicalSubjec七Classifica七ion：Primary35PlO；Secondary73C35．  

Keywordsandphrases：EigenfunctionexpanSions，elasticwavepropaga七ionprob－  

1ems，interfacecondi七ions，Stra七ifiedmedia，S七oneleywave．  

Typese七by繍聯  
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§0．In七roduction   

This paper provides elgenfunction expanSions associated wi七h the stationary ■  

PrOblemsfbrelasticwavepropaga七ioninsirai所edmediaR3．Theeigenfunc七ion  

expanSionisglVenintermsofafamilyofgeneralizedeigenfunc七ionscorresponding ●  
toincident，re且ected，re正actedandStoneleywaves．   

The elgenfunctionexpansion七heoryforwavepropagationproblemshasbeen 二  
Studiedbyseveralauthors（forexample，K．Mochizuki［8］，J．R．Schulehbergerand  

C・H・Wilcox［11】，C・H．Wilcox【18］）．S．W瓦kabayashi［16］providedeigenfunc－  

tionexpanSionsassociatedwiththestationaryproblemsinthehalf－SPaCeR竿for  
SymmetrichyperbolicsystemswithconstantcoefRcien七s．Suchsystemswere鮎st  

Studiedin町byM・Matsurrmfa【7】・Theeigenfunc七ionexpansionisgiveninterms  
Ofafami1y ofgeneralizedorlmPrOper elgenfunc七ionscorrespondingtoincideI止， ●  
re且ectedandsurfaceorboundarywaves．   

Fbrela眉ticwavepropagation，J・R・Schulenberger［9］，【10】gaNeeigenfunc七ion  

expansionsinthehalトspaceR竿（n＝＝2，3），uSingthemethoddevelopedbyS・  

Wakabayashi．HetranSfbrmed七he2×2secondordersys七emoflinearelas七icity  
intoa5×5first ordersystem．Bu七thedefect of七hisapproadlistointroduce  
S七aticsolutionscorresponding七oazeropropaga七ionspeedwhichdonotappearin  
theelas七icwavepropagation・The七rea七merrt（fbrexamPlethedefinitiondomain）  

fbr七heselfadjoint opera七orassociatedwithnonellipticspatialpar七issomewhat  
COmPlica七ed（see［16，Section7］）．Moreover七herela七ionsbetween七hedisplaceme血  

VeC七orsolu七ionsof七heorlglnalsys七emandsolutionsof七he七ranSformedsystemare ●●  

COmPlicated．   

Y．DermenjianandJ・C．Guillot【3】studiedsca七teringtheoryfbrelasticwaNe  

PrOPaga七ionstar七ingwi七hthebasicelas七icopera七OrS（symmetricsystemsofsecond  

Order）．J．C．Guillo七【5］proved七heexis七enceanduniquenessofaRayleighsurface  

WaVePrOpagationalongthe血eeboundaryofatranSVerSelyisotropicelastichalf  
SpaCe，byreducing七hebasicopera七or七oafami1yofoperatorswhidliseasierto  

Study」Concerningstratifiedmedia，thereisaninteres七ingworkbyC．H．Wilcox  

【17】oneigenfunc七ionexpanSionsforthePekerisdifFerentialoperaもorin七ermsof  

駐eewaveelgenfunctionsandguidedwaveelgenfunctions． ■  

Inthispaperweshal1deriveelgenfunc七ionexpansionsassociatedwiththes七a一 ■  
七ionaryproblemsfbrelas七icwavepropaga七ioninplane－Stra七ifiedmediaR3using  
themethodsduetoStW濾abayashi［16］，andalsoJ．C．Guillo七［5】．Sclm1eriberger，s  

WOrks【9］，【10］areusefu1refbrencesinourstudy」   

W占considertheplaneStra七ifiedmediumR3＝‡x＝（xl，∬2，X3）；a：i∈R‡wi七h  
theplanarin七erfacex3＝0，Whichisdefinedby  

（入1，〃いPl），∬3＜0，  
（入2，〃2，β2），霊3＞0．  

（入（∬3），〝（∬3），β（∬3））＝  

Here入1，入2，ILl，P2areCertainquantitiescal1edtheLam6cons七antsandpl，P2＞O  

aretbedensi七ies．   

Fbrsimplicity，WeShal1denote七helowerhalfbpaceRi＝（x∈R3；a＝3＜0）by  

mediumZandtheupperhal飴paceRミ＿＝‡x∈R3；a｝3＞0）bymediumH；asin  
Figwel．  

Typ朗e七by心肺聯  
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3  

FIGUREISTRATIFIED MEDIAIANDII  

Theequa七ionsdescribingthepropaga七ionofelasticwavesinthestratifiedmedi－  
umareglVenby  

3  

（0・1）  
），叫2，3，  

砦＝芸志卸  
Whereu（a＝，t）＝電（ul（∬，t），u2（a＝，i），u3（a＝，t））isthedisplacementvector，弧d（qij）is  
thesymme七ricstresstensorsdefinedby  

殉国＝喜（認＋掛  叫（鋸）＝入（∬3）（∇・餌）毎＋2JJ（∬3）だ古J（祝），   

Here電Mdeno七esthetranSPOSeOfama七rixM．   
Thec孟iej，C‰（i，j，k，e＝1，2，3）arethestres針Straintensorsgivenby  

c孟崎＝入1毎払＋机（毎布＋∂毎∂‘ゼ），  

c‰＝入2∂ゐ宣∂gJ＋〃2（毎旬＋∂たメ∂宣ゼ）  
（0．2）  

Withtheproper七ies  

c瑚＝CゼJ＝C‘Jゼ＝e動  

c‰＝C払∫＝‘基ゼ＝C払わ  

and6kiis七heKroneckerdelta・W占assumetha七theconstantsc孟i2j，CffejSat坤  
thefo1lowingstabilibTCOndi七ions  

3入1＋2〃1＞0，仇＞0，  

3入2＋2〃2＞0，〃2＞0，  
（0．3）  

Whichareequivale血tothecondi七ions  

3 3  

∑c孟叫勒布≧∃∂1∑1βた盲l2，  
たメ，ゼ，メ＝1  ゐ，古＝1  

3 3  

∑〔弘勅礪≧弛∑l妬l2，  
た，i，ゼ，メ＝1  た，壱＝1  

∂1＞0，  

（0．3′）  

∂2＞0，   



4   

fbral1complexsymmetric3×3matrices（ski），Ski＝Sik∈C（cf．［6］）．   
Thewaveequations（0・1）shouldbesupplementedbyinterfaceOndi七ionsatthe  

in七erface∬3＝00fthemedium・Ⅵ屯nowimposeonuthefollowlngCOndi七ionsat  
thein七erfacea：3＝0．  

（0・4）  u∫l。8＝。＝㌦㌦＝。，  
（0・5）  α拍（鋸∫）l∬8＝。＝α拍（㌦転＝。，  

Whereu＝uZforx∈Ri，andu＝uIIforx∈埠・   

Theequations（0・1）maybewritteninthefo1lowingform：  

（0・6）  ＋肌＝0，  

（0．7）   

肌＝一三上甑（∇・車と△祝         β        β  

入＋2〃）爵＋〃塙＋島）   

（入＋〃）㌫   

（入＋〃）ポ㌫   

（入＋〃）品  

（入＋2〝鳩＋〃（爵＋量）   

（入＋〃）百㌫   

1  
⊥  －－ ■－  

β  

（入＋〃）品   

（入＋〃）品  

（入＋2〃鳩＋〃（爵十  

Wbere入＝入（∬3），〃＝〃（∬3），β＝β（∬3）．   

W占in七erpre七（0・1），（0・4），and（0．5）asanabs七ractwaⅣeequation  

＋血＝0・  

As we shal1showlater，Ais anon－nega．tive selfadjoiI止opera七orassociatedwith  
（0．4），（0．5），（0．6）and（0・7）intheHilbertspace  

光＝エ2（R3，C3，β（∬3）dわ，  

with inner product 

上3  
（叫即）＝   那一叩（∬3）血，  

whereu・Vdeno七estheusualscalaHPrOductinC3：u・V＝∑た1叫璃．   
Le七りI＝（恥り2）∈R2be七hedualvariablesofa＝l＝（a｝1，X2）andletFk／denote  

thepar七ialFburiertranSfomationwithrespecセセoa＝／；  

1 咄′，∬3）＝（為′ぴ）（叩′，∬3）＝1・i・m・一                  見→∞ 2汀  e‾；（∬1仇＋瑚2）w（∬）血′   

／l≦R  
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foruin7i．Let  

刀（A）＝舘叫A）＝（軌∈叫A）），  

A竜＝舘A町1壷，滋∈叫A）・   

払reveryり′≠0，1et  

r＝テ（芋  
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whereUandCareunitarymatricesand刷＝（叩若＋叩署）喜．Thenwehave  

血＝符1uc（Al（り′）⑳A2（椚）（UC）‾1乱用：触…∈叫A），  

WhereAl（Tl［）andA2（r7／）arenon－negativeselfadjointoperators（seeProposition  

l．7）．   
Wbcange七anexplici七represen七a七ionof七heGreenfunc七ionGl（x3，y3，r7I；ぐ）fbr  

theopera七orAl（rl／トU（ぐ卓R）駐om七heexpressionofthesolutionfbr七hefollowing  

PrOblem：   

（0・8）  （Al（り′，刀）－ぐ）里（叩′，∬3）＝J（り′，∬3），  

（0・9）  材，∬3）】∬8＝＿。＝帝′，∬3）l恥＝＋。，  
（0・10）  β1（椚u（り′，∬3）】∬a＝＿。＝βパり′）u（り′，∬3）l。3＝＋。・  

Here（0．9）and（0．10）aretheinterfaceconditionsforAl（771，D）corresponding七0  

（0・4）and（0・5）・Al（り′，D）（D＝与島）is七hedifFeren七ialoperatorscorresponding  

七otheselfadjoint operatorAl（77／）．Since七hesolutionv of（0．8）shouldsatis伽  

theinterfaceconditions（0．9）and（0．10），thedenomina七orofvhas七heLopatinski  

determina血A（771，ぐ）asfollows：  

△（り′，ぐ）＝刷6ヱ）（g），  

叫車（2（…ト賢・買）2＋4（…）2α1舶   
2   

一痛（2（…）＋芳）2－α2む2（2（…ト箸）   

一（α1も両2わ1）z2，  

wbere   

ぐ  

g＝∴  lり′l2’  
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Thesquaresofpropagationspeedsofshear（S）andpressure（P）wavesaregivenby  

入去＋2〃壱  ＝ 
Cよ ，C古＝   ，（盲＝1，2），  

桝   

respec七ively・馳omtheconditions（0・3），七heminimumspeedof（csl，Cpl，Cs，，Cp2）is  

either c,, or c,,. 

WbcanSeetha七D（z）has七heonlyonerealzerowhenD（z）haszeros．Deno七e  

byc茎電itsrealzero・Then七hezeroofA（171，ぐ）isc呈電Lり／l2andistheoriginofthe  
Stoneleywavepropagatingalongtheinterfacex3＝OintheelasticspaceR3，and  
Cstisi七sspeed．   

ByvirtueofprlnCipleoftheargument，thecondi七ionsfortheexistenceofzeros ●  

OftheLopatinskide七erminan七△（r7／，ぐ）＝酬6D（z）（theexistenceoftheStoneley  

WaV朗）aregivenasfbllows：  

Ifcsl＜cs2，then  

（i） D（c≡1）＞0＝⇒Thezeroぐ＝C；電In／l20f△（りI，（）inぐexistsin  

［0，C≡1椚2）wi七horderl・Moreprecisely；WeShal1  

PrOVeintheproofofTheorem6．5tha七cst≠0．  

（ii）D（c≡1）＝0＝⇒cst＝Cslandweshallconsider七hiscase  

undersomerestric七edconditions（cf・Lemma6・4）・  

（iii）  

叫c≡1）＜0＝⇒△（叩′，ぐ）hasnozero・  

Ifcs2＜csl，thenwerrmstreplaceD（c慧1）byD（c32）・   

WbalsoobtainaneXPlici七representationof七heGreenfunc七ionG2（x3，y3，r7I；E）  

fbrtheopera七orA2（77／）－U（川R）by七hesamemethodasGl（x3，y3，rll；O．The  

Lopa七inskidetermina血corresponding七otheoperatorA2（17］）－U（川R）hasno  
ZerO・ByusingtheGreenfunc七ionsGl（x3，y3，rl／；ぐ）andG2（x3，y3，T71；ぐ），Wedefine   

れ（∬3，叩；ぐ）＝㍍1匿1（∬3，y3，叩′；ぐ）眠）（人血卜ぐ）ろ（加（訂3）‾1，J∈叫  

トcを士別2  
堵（∬3，り；ぐ）＝   軌メ（∬3，叩；ぐ），J∈叫   

ぐ一入J（叩）  

ぬ（恥，り；ぐ）＝㍍1【G2（∬3，封3，り′；〔）］（ど）（入舟トぐ）β（ご3）‾1，た∈凡  

Hereq＝（ql，恥E）＝（りI，E），入j（り）＝C錮2aretheeigeImluesofAl（n／），Pi（叩）are  

mutual1yorthogonalprojec七ionsforAl（1］l），入k（11）＝Cil77I2aretheeigenvaluesof  

三  

1imitfunc七ionsaregeneralizedeigenfunctionsforAl（rlI），A2（rl／），reSPeC七ively．   

UsingthesegeneralizedeigenfunctionsforAl（rl［），A2（rll），Wedefinegeneralized  

eigenfunctionsforAasfbllows：  

城府）＝去e軸1廟軸C（鴫（∬3涌⑳01×1），J川   
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27r  
堵（∬，り）＝⊥e車用1軸2）uc鳩（触り）⑳仇×1），ブ∈叫  

舶，り）＝去紳1＋明和C（0 2×2錮左如）），た∈Ⅳ・  
WhereOnxn denotesthenxnzeroma七rix．   

Nowwedefine七heFouriertransformoff∈7twithrespecttothesegeneralized  
eigenfunctions：f‥（馬，・辟，薦），  

ム≦R 
鴫（刷（擁）血，榊  

．  

榔，棚）β（抽購  

馬（り）  

倍（り）  

應（り）  

＝1．i．m．   
．R→∞  

＝1．i．m  
兄－ヰ00   

＝1．i．m．  
点→00   、／二  

鴎（∬，げ拍）p（∬3）血，た∈Ⅳ．  
l≦R   

Ourmainresultsarethefbllowing七hreetheorems．TheoremO．1corresponds七othe  

ParsevalandPlandlerelfbrmulas．  

TheoremO・1・Ⅵ毎assumetha七D（c雲1）＞Oifcsl＜cs2aLndtha亡D（c≡，）＞Oif  
Cβ2＜c。1．エeり，g∈冗andO＜α＜む＜∞．耶ユeJユWeムave   

胸）＝嘉（⊥伽・鏡榊＋上3帥紳り）  

＋鈷加・釦句・   
Thefirs七halfofTheoremO．2expresses七heFourierinversionfbrmulawithrespect  

七ogeneralizedeigenfunc七ions．Thela上土erhalfgivesthecanonicalfc．rmfbrA．  

TheoremO．2．Ⅵ毎assumethesameassuJnp七ionasT71eOremO．1．   

伸助り∈冗，  

ム≦R（鴫銅銭（佃恥蠣（申  
仲）＝∑  

J∈〟  

＋∑  
た∈Ⅳ  

作ノ釣り∈か（A），  

1．i．m．  
属→00  

1．i．m．  
児→00  

塊（∬，り）應（り）如．  
l≦虎  

ム≦点（入刷紬蠣（か庵刷蠣恒礪呵匝  
A拍）＝∑  

J∈jば  

＋∑  
た∈Ⅳ  

1．i．m．   
点→∞  

1．i．m．  
R→∞  

ム≦兄  
入た（榊孟（∬，り）蔑（叩）如，  

and  

㊥）帥）＝人血）馬（叩），ゴ∈叫  
（カ）至抽）＝名瀬I2錯（叩），J∈叫  
（カ増血）＝入鳥（叩）虎（り），ゐ∈几   

TheoremO・3givesaneXPlici七expressionof七herangeSR（¢土）．   
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TheoremO・3・Assumethesameassu叩七ionasT71eOremO．1．Ⅵ屯de血ethemap－  

● pユn即妙  

咤：冗∋J→馬（叩）∈（ろ（り）①01×1）エ2（R主，C3），J∈〟  

鴫：冗∋J→辟（り）∈（ち（り）⑳01×1）エ2（R3，Cき），J∈〟  

鴫：冗∋J→鳶（り）∈（02×2①1）エ2（鴫，C3），た∈Ⅳ，  

andJ）l】亡  

¢士＝∑鴫¢∑蛸⑳∑隠  
J∈Aオ  ブ∈〟  た∈Ⅳ  

孤e刀1Ⅳeムave  

R（¢土）＝∑⑳（ち（り）①01×1）エ2（槌，C3）◎∑⑳（舶）001xl）エ2（R3，C3）  
J∈〟 J∈財  

◎∑0（02×2射）が（鴫，C3）・  
た∈Ⅳ  

孤isimpHes七ha七¢士areunitazyqperators血71）andthatthesJTStemOfgeneraLized  
eゴge皿加c血相責パ昭，鴎）由co叩J壷・   

Theremainderofthispaperconsistsofsevensections．hSectionl，WePrOVe  

theselfadjointnessoftheopera七orAgovernlngthewavepropagationoftheelas一 ●  
ticwavesinplane－Stra七ifiedmediaR3．InSection2，WegiveaconstruCtionand  

anexplicitrepresenta七ionoftheGreenfunc七ionGl（∬3，y3，rll；ぐ）fortheopera七or  

Al（rlI）－U（ぐ¢R）．InSection3，thenumberandnatureof七hezerosofthe  

Lopa七inskideterminantofAl（T71）arestudiedbyusingCagniard，smethod．InSec－  

tion4，Wedefineafami1yofgenerali2；edeigenfunc七ionsforAl（り′）byusingthe  

GreenfunctionGl（a｝3，y3，Tl／；ぐ）．InSection5，WegiveaneXPlicitrepresenta七ionof  

theGreenfunctionG2（x3，y3，11J；ぐ）fortheopera七orA2（rlIトU（ぐ卓R）andafamー  

ilyofgeneralizedeigenfunc七ionsforA2（77J）．hSection6，WeCOnStruC七thespectral  

fami1yofAbymeansofthegeneralizedeigenfunc七ionsofAl（rl／）andA2（77／）．W∋  

alsoprove七heParsevalformula（TheoremO．1）．Final1yinSection7，WePrOVe七he  

eigenfunctionexpanSiontheorems（TheoremO・2andO．3）．  

§1．TheSelfadjoimiOperatorA   

hthissection，WeShal1provetheselfadjointnessoftheoperatorAalongstandard  

resul七sin七hetheoryoflinearoperatorsinHilbertspace．   

Let11Sdescribetheopera七orAmorecarefu11y．W占hawe  

l ユ‖ ∂2祝 ⊥  
肌＝荷主吼 エJ…り 

＝1  助産∂∬ブ†  
揖  

Witb  

〃（…3）），吼2＝十…3）   
入（恥）＋2I車ユ） 0  

0  〃（∬3）  

0  0  

娩1＝  
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（〃（蔓3）§入（喜3））  （”‘雷8）  

0  

入（∬3）＋2〃（∬3）  

0  

〟13＝   ，入布2＝  

（ 

3 

炬－（ （∬3）師3） 

W占representMandMij（1≦i，j≦3）asfollows：  

），  

（ 
炬（慧：÷，…；；3； 勒＝ 

，  

Theinterfacecondition（0．5）canbewrittenasfollows：  

3  

（1・1）   

∑囁宗              J＝1  

3  

ゴ＝1  
＝宣∴÷宗  

∬3＝0  ∬8＝0  

TheSobolevspacesfbranOPenSubsetOofR3aredefinedby  

∬m（n，C3）＝（祝∈C3；かαu∈ム2（n，C3），forlαl≦m）．  

Heremisanon－nega七ivein七egerandthemul七i－indexnotationisusedforderivatives．  

Thusα＝（α1，α2，α3）whereeachαjisanon－nega七iⅦinteger，Dα＝DTID芸2Dg8，  

Dj＝貴（j＝1，2，3）and［可＝α1＋α2＋α2・Hm（n，C3）isaHilbertspacewith  
inner product 

上l昆  
（1．2）  （叫ル）m＝   βαu（∬）・かαu（∬）d乱  

I）e魚mitionl．1．u∈Hl（R3，C3）∩（Mu∈7i）issaid七osatis＆the9eneralized恒e  
緑eγ舟ceco几d滋子砧循Onガ3＝Oifonebas  

3  

・血＝0  ∑ 来場芸  （1・3）  

⊥肌   
叩（∬3匝＋   

亀IJ  

たげa皿℃∈∬1（R3，C3）．   

LetD（A）denotethese七offunctionsu∈Hl（R3，C3）∩（Mu∈71）whi血sa七i吋  
thegenerali2；ed企eein七erfacecondi七ion（1．3）．W占七henhavethefbllowingtheorem：  

Theoreml．2・TTle血nowingqperatorAwithdomainD（A）：  

Au＝〟叫 視∈か（A），  

isanoz川egati陀Se脆4io血七qperator血themlber七甲aCe冗＝L2（R3，C3，P（∬3）dx）．   
血d祝bdo岬ね叫A）∬皿do皿け加ゎeJo岬ね∬2（R！，C3）軋が（埠，C3）  

皿dsa七isBesthein右ez免ceconditions（0．4）andr8．F）inthese舶eOftraceon∬3＝0．  

InordertoproveTheoreml．2，WeprepareSOmeLemas．   
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IJemmal．3・7ⅥeqpeでatOrAissymmetric；thatis，   

（1．4）  A⊂A＊．   

Propf Toprove（1．4），nOtethattheset  

Do（R3，C3）＝D（R3，C3）∩（u；u（x）＝Oinaneighborhoodofx3＝0）  

isasubsetofD（A）・And工）0（R3，C3）isdensein71．HenceD（A）isdensein71，SO  

七headjoin七operatorA＊isuniquelydefined・IfuandvarebothinD（A），thenwe  

havebyusinginterfacecondition（1．3）  

（1．5）  
（A叫U）＝（〟叫U）  

〟鋸・叩（∬3）血   

〟J祝J・U∫pld∬十  〟∫∫視JJ・り∫Jβ2血  

こ≒土ご三ニ  

∂2  ∂2  

祝∫・釘J血＋  加J∫．uJJ血  
Jぬ五鋸j  飴五∂∬J  

U∫ゐ′  

∴畠上8鴫・雛 ・弘嶋・  

3 －∑   

盲，ゴ＝1  

埠 ム筈愚 ガ一弘哺筈■り∫∫血′  

＝ム  
u∫・〟∫u∫β1血＋  餌∫J・〟∫JuJJβ2血  

上。  ㍑・〟叩（∬3）血  

＝（叫Au），   

Whi血isequiⅦ1e血to（1．4）．□  

Lemmal．4．T7iepetricoperatorAisnon－nega七iⅧ；thatis  

（1．6）  A＞0．   

PropF Puセセingv＝u∈D（A）inthefirs七halfoftheforrrrula（1．5），Wehave  

（恒）＝ム〟∫帰1如ム拙∫・瑚∬  

埠・   

鳶上嶋・新一去ム筈雛   
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Fhrthermore，Wehave  

－∑c孟崎謡謡                     た 

，g＝1  

堵雷＋c堵笥  
妄（c  

3 ∑  

た，ゼ＝1  

現
 
 

●
〃
＿
 
 

r
；
ぷ
 
 

▲
C
 
 

3
∑
胆
 
 
 

一
転
 
 

＝：＝二  ＋  

．
q
J
 
∬
 
 

∂
 
 
 

c 

妄（c堵か穏可  3 ∑  

ゐ，ゼ＝1  

3  

－∑c羞瑚gち菟，  
た，た1  

and also 

3 ∑c‰g訂雷・  
た，ゼ＝1   

・＝  
∂∬去  

●  － ■ －■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■●■■■■■一一 一 －  

momtheconditionof（0．3）andKorn，sinequalibT（cf．［6］，［12］）  

‖∇略取）≦c真上l納＝∇珊瑚）≦c 畠ムl納  

we have 

埠 £  

（恒）＝∴畠上嶋・新一姜ム筈瀞  
3 ＝∑   

‘，メ＝1  

描翻  （ムc孟呵挿お＋揖  

≧上。∂1皇・甜血十ム ーた，盲＝1  
≧c鞘∇t鵬2（R3），  

Wbi血implies（1．6）．□  

3  

∂2∑l甜2血   
た，壱＝1   
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IJemmal．5．TTlerangeOfZ＋Ais71：  

（1・7）  R（∫＋A）＝冗．  

ProofIff∈R（J＋A），thereexistsanelementu∈D（A）suchthatu＋Au＝f．  

Thenwehaveforanyv∈Hl（R3，C3）  

（1・8）   （J，り）＝（A叫ル）＋（叫り）  
3  

1㍉墓場・芸 「÷ニ・÷二 ＋上3  
ul叩（∬3）d乱  d∬  

Now we cande負neby using七herighセーhandsideof（1．8）aninnerproduct on  
∬1（R3，C3）  

鴫・芸机上3叩（輌  
3  ｛叫ル｝＝七妄  

餌∀叫U∈が（R3，C3）．  

Theni七fb1lows駐omKorn，sineqlユalibrasintheproofofLemmal．4七hat  

（叫祝）≧叫Ⅳ叫昆2（R3）＋ll“肱 払ー仇∈∬HR8，C3）・  

Thisimpliesthatthenorm（u，ul与isequivalentto七henorml［u‖1definedby（1．2），  
′一ヽ一■l andtha七Hl（R3，C3）isalsoanHilbertspace（deno七edbyHl（R3，C3））withthe  
innerproduc七（町け  

■■－ヽ＿′一   

Fbranyf∈7i，WeCOnSider七helinearfbrmonHl（R3，C3）：  

′■■〉          都（R3，C3）∋い→り漣）∈C．  

Since  

旧漣）l≦ll仙榊‖¶≦lげ帖（v，可喜，  
′一ヽ′ thislinearformonHl（R3，C3）isbounded・Sobyth鯉ieszrepresentationtheorem，  
一一ヽ■．．■■′ thereexistsaueHl（R3，C3）such七hatforal1v∈Hl（R3，C3）  

（1・9）  （J，U）＝（叫可．  

Next，WeShal1showu∈D（A）・By七akingv∈D（R3，C3），theequali七y（1．9）canbe  
writ七enasfbllows：  

＜刷一両＞＝〈せ喘結〈真鶴  
Where＜・，・＞deno七es七heduali七ybe七weenp′and了）．ThisdualibTmeanS  

∫一視＝且九＝A祝∈冗  

inthedistributionsense・Fhr七hermore駐om（1．9）  

（瑚＋（志か畏，芸）＝0払摘∈柵）  
ThismeanSthatusatisfies（1・3）・Henceu∈D（A）．ロ   
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I・emmal・6・AnmctionubelongstoD（A）ifandonbrlfitbe］ongstothe甲aCe  
H2（Ri，C3）oH2（Ri，C3）amdsatisBestheinterfaceconditionsP・4）and（0・卯n  
thesenseof右raceoJユa！3＝0．  

Proqf Theimplica七ion（卓）istrivial．  

（⇒）Since  

が（R3，C3）⊂が（R∑，C3）臥が（Ri，C3），  

everyu∈D（A）hasauniquedecomposi七ion  

鋸＝鋸∫＝∫∫，視∫∈が（Rと，C3），祝∫∫∈∬1笹‡，C3），  

whereuIanduIIsa七is＆（1．3）．Ⅵ屯havethebilinearfbrms：  

1
一
仇
 
1
一
伽
 
 

（
（
 
 

監）  

3
 
 

∂祝∫   

∑嘱託，  J＿．．．1 亀 ＝－（〟∫u∫，巧，  
，ゴ＝1  

ヽ
J
 
 

老
 
 

若
 
 

3
∑
 
 

＝－（〟∫∫餌∫∫，釘∫り，  
l
 
 

ニ
 
 

n
J
 
 

・
 
 

WherevI∈Hl（R！，C3），VIZ∈Hl（埠，C3）・SincewehavebyregularibTtheorem  
（seeforexample【1，Theorem9．6］），if  

－〟∫餌J∈エ2（R㌔，C3，β1血），  

－〟∫J祝JJ∈エ2（埠，C3，β2血），  

七henitfbllows tha七  

wJ∈が（Rと，C3），㌦∈が（R‡，C3）・  

Notethatforal1w∈C㌻（∂R3，C3），七hereexistv∈CF）（R3，C3）suchthatvl∬3＝。＝  

w，馳om（1．3）withthisv∈C3O（R3，C3）i七fo1lowstha七  

咄掛〉＝0・  
3 ∑  

i，ブ＝1   

Since山isarbitrar沸  

3  

。三＝こ 
＝ギ筈  

3  

∑囁宗 古，メ＝1  
（1．1）isequivalentto（0．5），SOthismeansthatuZanduZIsa七is＆（0．5）．□   

ProqfqfTheoreml．B．Thefac七tha七Aisselfadjoi血isadirectconsequenceof  

LeⅡ皿a眉1．3andl．5ands七andardresul七sinthe七heoryoflinearoperatorsinHilbert  

SPaCeaぷfb1lows：  

A⊂A＊   
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月（∫＋A）＝冗  

＝⇒  

A；Sel払胡oiI止inナ〔  

（see，fbrexamPle，【13，Section187，Theorem2】）．Lemmal．4shows tha七Ais  

non－nega七ive．ThelaセセerclaimisadirectconsequenceofLemmal．6．□   

AsshowninSectionO，We七ranSfbrmAintoaselfadjointoperatorA（り′）depend－  
i？gOnaParameterり′andmoreoverwedecomposeノ抽′）asadirectsumofthe  
SlmPleselfadjointoperatorsAl（rl／）andA2（rl／）whi血ismu血easiertostudy（cf．  

［3】and［5】）．   
Byadirectcomputa七ion，WeCaneaSilyprove七hefollowlngPrOPOSition． ●   

Propositionl．7．Ⅵ7bhave  

A＝A（叩′）＝UC（Al（叩′）¢A2（椚）（UC）‾1fo叩′≠0，  

and  

（1・10）   血＝町1uc（Al（イ）⑳A2打））（UC）‾1み鋸 払r餌∈叫A），  

Ⅵ止ereAl（rl／）andA2（r7／）arenon－negatiⅦSe脆頑oin右qperatorsin  

L2（R，C2，P（∬3）dx3）amdL2（R，C，P（x3）dx3）deBnedre甲eCtive＆asb）lo耶：  

〈（：…）  

∈∬2（R＿，C2）0∬2（R＋，C2）；  か（Al（叩′））＝  

呵。8＝。＝呵∬。ニ。， 軸′）瑞＝。＝畔（伸巧障。〉，  

嶋＋（入十2〃州2  

一柑l（入＋〃）孟  

一柳（入＋〃）孟  

－（入＋2〃鳩＋〃腔  
Al（鳩（：…）＝吉（  

軸）（封＝（語（入1  

鮒）（劉＝（語（入2  

抽′レ11  

＋2両怠  

納′1〃2  

＋2〃2）去  

か（A2（の）＝（u∈∬2（R－）臥が（R＋）；  

呵∬8＝。＝㌦七＝。，β糾）瑞＝。＝β紬）㌦烏＝。），  

〃（∬3）d2祝 ％＝一＋腑  両澗  A2（滝）  

′J∫ 射）視∫＝仇孟祝∫，蜘）鮎＝擁餌∫∫・   

SinceA2（11I）isanOPera七orcorresponding七otheusualwaveopera七or，駐omnow  

On，WeShal1mainly七rea上土heopera七orAl（r）I）．   
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§2・TheGreenFunctionGl（x3，y3，rl／；ぐ）ofAl（rl／）－U  

Inthissec七ion，Wegiveanexplici七representationoftheGreenfunc七ion  

Gl（x3，y3，Tl／；ぐ）fortheoperatorAl（r7／）－U（（¢R）byusingas七andardtechnique  

（cf・［7】，【9］，【10］，【16】）inorder七odefinegeneralizedeigenfunctionsfor七heopera七or  

Al（rlI）inSection4below．   

DenotebyR（（；T）七heresoIvent（T－ぐ）‾10fanoperatorT．TheresoIven七of  

theselfadjointoperatorAl（11／）has七hekernelrepresentation；tha七is，thereexists  

theGreenfunctionGl（x3，y3，T］／；E）andforf（・，X3）∈CF＞（R＼（0），C2）wehave  

兄（（；Al（り′））′（叩′，∬3）＝  Gl（∬3，y3，り′；ぐ）∫（り′，y3）軸3．  

FtomtheselfadjointnessofAl（r7／），it follows tha上土heresoIvemikernelhasthe  

SymmetryPrOPer七y  

Gl（∬3，封…′；げ＝Gl（釘3，∬3，叩′；∈）．   

InordertofindtheGreenfunction，WeCOnSider七hefbllowlngPrOblem：                                                                                                                                                                           ■  

I I （A抽′，功一鉢（り，∬3）＝仙′，霊3），∬3＜0，  
J∫′ （AfJ（叩′，功一亡）v（り，∬3）＝紬′，∬3），∬30，  

（2．1）  

II r r り∫（り′，∬3）1∬3＝。＝U（り，∬3）l悪か＝。，  
∫∫′ 

β糾）即∫（り′，ガ3）l∬8＝。＝畔（伸（叩，∬3）l恥＝。，  

wbereヱ）＝書法・   

LetusseekthesolutionsvZ（Tl／，X3）andvIZ（rl／，a＝3）intheform  

u∫（イ，∬3）＝〆（∬3，り′；ぐト∬J（∬3，叩′；ぐ），  

u∫J（り′，∬。）＝屈〃（∬3，り′；ぐト∬∫J（∬3，り′；ぐ）．   

Le七  

絢－y3舶）＝義牢［（A∫（叩′かぐ）－1e一触モ】，  
け如∈］，  

ど∫∫（∬3－y3，り′，（）＝義牢［（A∫∫（掴－ぐ  
（2．4）  

WhereEis七hedualvariableofx3and町1deno七estheinverseorconjuga七eFburier  
tranSforma七ionwithrespecセセoE：  

酌）帖）＝恕・左上≦児e毎軸ど椚∈几   
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fIandEIIarefundamemialsolu七ionsofA抽′）－ぐandAfI（1）／トイ，reSPeCtively，  
thatis，CIandどIJaredistributionsolutionsoftheequations  

（A抽′，ガトぐ）どJ（∬3－的，り′，（）＝∂（∬3一的）J，∬3＜0，  

（Af∫（り′，功一（）どJ∫（∬3－紬り′，ぐ）＝∂（∬3一的）∫，㌶3＞0．   

Thenwehaveinthesenseofdis七ributions  

上  
〆（∬3，り′；ぐ）＝   どJ（∬3－紬り′；ぐ）仙′瀾）軸3，  

坤3舶）＝上伸3－y3，棚紬）毎  

KI（x3，11／；E）∈H2（R＿，C2）andKJI（a＝3，r）／；ぐ）∈H2（R＋，C2）aresolutionsof七he  
equations  

（A抽′，か卜ぐ）∬∫（∬3，り′，ぐ）＝0，：陶＜0，  

（Af∫（叩′，かト（）∬〃（∬3，りノ，（）＝0，∬3＞0，  
（2．5）  

amd  

（2・6）〆（∬3，り′；ぐ）l。8＝。 －茸〃（∬3，り′；ぐ）l∬a＝。  
′ ＝∬1∬3，“）t∬3＝。－∬〃（触り；拙8＝。，  

（2・7）可（り′）が（∬3，り′；ぐ）t∬8＝。一群（叩′）茸〃（∬3，り′；（）l。3＝。  

＝可（り′）∬1∬3，叩′；亡）1∬3＝。 一群（り′）∬〃（紬叩′；亡）l∬B＝。・   

First，Wefindanexplicitrepresentationof七hefundameI止alsolutionfI・The  
characteristicmatrixAf（rl／，E）ofAf（r）／，D）isa2×2Hermi七ianmatrixwithchar－  
acteristic polynomial 

2 de七（拙，…∫）＝（卜賢一り1）（卜  
whereり＝（り′，ど）＝（恥触ど）弧dlりt2＝けP＋ど2．（拘ル1）古狐d（（入1＋軸1）／β1）喜  
arethepropagationspeedsofshearandpressurewaves，uSual1ycal1edSwaveand  
Pwaverespectivelybyphysicis七sandenglneerS．Thus，たomnowon，WeuSethe ●  
払1lowlngnO七ation                  ●  

入1＋2机  
（2・8）  

＝  
c1＝ ，C1  

Thedistinc七eigenvaluesofA抽′，E）are   

β1  

（2・9）  入81（り）＝e彗1hl2，スタl（り）＝楓1㌦・   
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htroducingthese七ofindices   

（2・10）  穐＝（β1，pl），  

theresolu七ionoftheidenti七yforAf（rl／，E）isgivenby  

∫＝∑ろ（り）・  

メ∈〟1  

Herethe巧（叩）（j∈Mi）aremu七uallyorthogonalprojectionsdefinedby  

嵩  （ぐトA抽））‾1d（，J∈〟1，  榊）＝2扇  
ゴ（叩）－くl＝∂   

Wheretheimiegrationgoesoverasmal1circleinthecomplexplaneenclosingonly  
theeigenvalue入j（rl）（j∈A41）in七heposi七ivedirec七ion．   

SincePi（rl）（j∈Ml）sa七is秒thefollowingproper七ies：  

ギ＝ろ，緑薫＝ろ為，  

A裾，ど拷（叩）＝人血湾（り），  

we have 

（A裾，どト拘‾1＝∑  
J∈〟1  

ろ（叩）  
（2．11）  

入メh）－ぐ   

島1（り）andち1（rl）havemoreexplicitrepresenta七ions・Infac七，七he入j（r7）（j∈Ml）  
aresimplepolesof（U－Af（rl））‾1  

（2．12）  

島1（り）＝ト怒叩，（トスβ1（叩皿トA紬）‾1  
－（c芸1ど2＋c≡1酬2） 酬（c…1－C雲1）ど  

椚（c…1－C≡1）ど ぐ－（c≡1ど2＋c芸1酬2）  （亡   

1im  
ぃて訂叩Ⅰ2卜引りl2  

andsimilarly，  

＝嘉し諒ほ瀞），   

舶）＝副諾：‡；l勘  
（2．13）  

駄om（2．4）弧d（2．11），Wehave  

鳥1（叩′，ど）  e宜（∬8－y8）ぞ  

1   

＋   

（2．14）ど∫（∬3－y3，叩′；ぐ）＝  dg  
入β1ほ）－ぐ   

上e中潮悪賢呉 
dど，ガ3＞0・   
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Now，WeCalculatethe七wointegralsontheright－handsideof（2．14）．Tbdoso，We  
ChangetherealvariableE七0七hecomplexvariableT＝E＋ircanddefine  

潮，Im㌔1≧0，一句1＝  （2．15） 丁β1＝  

Thenthede七erminantde七（Af（rl／，T）－U）isequalto：  

det（A抽′，丁卜川＝C≡1楓（T＋㌔1）（丁－㌔1）（丁＋句1）（丁一句1）・   

Letusconsiderthefirs上土ermintherighセーhandsideof（2．14）．In七hecasewhere  

a：3－y3＞0，Wem町deformthepathofin七egra七ionin七otheTuPperhalfplaneas  
indicatedinFigure2．  

－R  ■－ 一，■・－－一   l  ‾  ■ －    ， －  －     －■1＝－ 【・－  ，‥，・・■－ l■■ －、、1－ 

FIGURE2A pATH OflINTEGRATION  

Ⅵねob七aim  

鳥1（り′，丁）  e壱（∬B－y8）丁   2訂宜Res  
T＝丁一1  入81（げ，丁）－（  

鳥1（叩′，丁）  
dT．  

入81（り′，丁）一亡  

Onthehalf－CircleC宜，T＝Reie（0≦0≦汀），WehaveasR→∞  

e－（∬8－y3）Rsinβ  鳥1（叩′，丁）  
J三言  

ei（∬3－y8）T  dβ→0，  ＜cons七．  
入β1（叩′，丁）－ぐ  R2  

andso   

エ   （  

島1（り′，丁）  鳥1（叩′，ど）  e申さ－V3）ぞ  e五（∬8－y3）丁  dど＝2打宣Res  
T＝γ■1  入81（叩′，ど）－ぐ  

∬3－的＞0．  

hthecasewherea；3－y3＜0，Wemaydeformthepathofi血egrationintotheJr  

lowerhalfplane，andsowehaveinasimilarway  

鳥1（叩′，丁）  島1（叩′，ど）  ej（∬8一狙）丁   e壷（∬8一恥）∈   dど＝－2打壱 Res  
T＝－㌔1  入∫1（叩′，丁）－（   入β1（げ，∈）－ぐ  
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∬3－y3＜0．  

Thes竺Ondterm！ntheright－handsideof（2・14）isalsocalculatedBiふilarlyl ■   
Summlng11P，WehaNe  

どJ（ご3－y3，り′；ぐ）  

ResT＝丁．1 
（ 

e壱（∬a－1佃）γ  

）＋ResT＝句1 
（ 

e輌8）丁  
人語宗鞍）  ＝ 官   

－ResT＝一 
（ 

e虚（∬3－y8）丁   

丁。1   ト ResT＝一句1 （e輌3）r  
－ぐ  

e輌3） 
Cβ1Tll  祇（叩′，㌔1）＋肇貿埼 1  （り′，ち1），   ∬3－y3＞0，  

e一申8－y3）γ81  e－車3－γ3）Tpl  

島1（り′，－㌔1）＋  ち1（り′，一句1），ガ3－y3＜0．  

Sowehavefor∬3＜0  
（2．16）   

が（∬3，り′；ぐ）  

＝喜×（エ（  

e壱（∬3一触）㌔1  e申3－y3）句1  

鳥1（り′，㌔1）＋  ち1（り′，ち1）  ′（姑的）dy3  
C彗1㌔1  堵1丁わ1  

e一定（∬a－恥）㌔1  

＋上：（  

e－£（∬8－y3）Tpl  

鳥1（り′，－㌔1）＋  ち1（り′，一句1）   灼′，y3）d封3  
C誉1丁β1  亀句1  

AstothefZZ，1et  

（2．17）   

＝ 
C≡2，尋2＝  

入β2（り）＝C≡川2，  
城＝（β2，p2），  

入2＋2〃2  

β2  

）   

入p2（り）＝C豊川2，  

丁β2＝  
7五2＝  

し諒ほ誹），ち2（り）＝副引；町  鳥2（り）＝  

t叩t2  

Using七hesenotations，Wehave）bythesamePrOCedureasfI，fbr∬3＞0  

（2．18）   

且〃（∬3，り′；ぐ）  
e妄（芳3一針3）㌔2  

（エ（  

e宣（∬a一恥）句2  

）  

2  

＝吉×   島2（り′，丁β2）＋  ち2b，句。）   杓′，訂3）軸3  
㌔2  C呈2句2  

e一言（∬3一的）㍉2  

＋上：（   

e」（〇3一拍）句。  

）   

島。（り′，－㌔2）＋  ち2（り′，一句2）  Jh′，的）d的  C2㌔3  e呈。ち。  
Ftomtheequa七ion（2・5），WemaySuPpOSethat   

が（∬3，り′；ぐ）＝Cle一亘町軸＋C2e恒3＋C3e一恒3＋qe恒3 ，∬3＜0，   
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whereCl，…，Ckare（2×1）ma七rices．Sincex3＜Oand（2．15），thehypothesis七ha七  
KI（x3，り′；ぐ）∈H2（R＿，C2）impliesC2＝Cl＝0．Moreover，SinceKIisasolution  
of（2．5），KIcanberepresen七edasfollows‥   

（2・19）抽，…＝α1 （莞1巨輌＋α2（旨か恒，机0，  
whereα1，α2∈C．AsforKZZ（x3，17／；ぐ），Wehavethefollowingrepresentation：   

（2・20） 弼3舶）＝β1e宣布2〇3十β2撫3 ，∬3＞0，  

Whereβ1，β2∈C．  

Letusdeterminetheconstantsα1，α2，β1andβ2SOtha七KIandKIIsa七isfy  
（2．6）and（2．7）・Notethat  

醐，句1）＝告（詔′l甘） ，醐，㌔1）＝草し盈′－ 瀦′l），  
雛，句2）＝争（部1 瑠′l），島2（拓）＝草し盈′l‾瀦′■）・  
Then，ifwermlltiplythebo七hsidesof（2．7）byl／i，七hentheequationsonα1，α2，β1  

andβ2Canbewri七teninthematrixformasfollows：   

丁占1 －l叩′l   

（2・21）  

仰望1（＿腔）＿2β潮  
－2β持≡1㌔1研 一仲島（桟一肌2）  

＿二二 ∴－1三－∴  

ト仙卜誓抱ト′，ぐ）  
ト…し急屠ふ紬ぐ）   
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′．2） ト仙〔β2…連打）〕クエ（棉  

wllere  

gl（り′距 恒 接存 （帆抽′，輌3，  

g2（鵜＝ 喜志エe旬餉 （一刷）肘，掴。，  

由′が e－偏 結エ （帆柚′，y減，  

g4（相＝ e－れ2恥 結エ （一甜冊侮）軸3，  

紬嗅嘉J∞恒 （椚〃訂拍′，油，  

紬ぐ）＝喜志J∞e恒（刷）′侮）dy3，  
紬ぐ）＝芸法上∞e偏（帆一句2）′侮）軸3，  
甜，亡）＝喜志上∞e極 （刷）仙3）毎  

P11t  

（2・22）△（り′，ぐ）＝  

－ 

＿よ 
） 

A（d，（）誌cal1edtheLopatinskideterminant・△fl（nl，（），A帥，ぐ），△f，（ql，（），  
and△雲2（り／，O（e＝1，2，3，4）denotethede七erminamirespectively。btainedfr。m  
A（り′，ぐ）byreplacingtheithcolumnby  

t（帆 布1，2即…膏1帆 即≡1蛇一別2）），  
士 

（－㌔1， 帆 一郎≡1（残一別2），2即…1㌔11州，  

tト帆 布2，2捗恕‰酬，－β2C≡。（残一 軒）），  

andby  
t 

（－㌔” 一酬，釣銭（残一軒），2押恕㌔抑）．   
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IfA（rl／，（）≠0，七hen（2．21）hasauniquesolu七ions（α1，α2，β1，β2）whi血aregiven  

inthefollowlngform：                                      ●  

△去1（叩′，ぐ）  △三1（り′，ぐ）  gl（り′，ぐ）＋  β2（り′，ぐ）＋β1（り′，ぐ）  α1＝  

△（叩′，ぐ）  △（り′，〔）  

△去2（叩′，ぐ）  △王2（叩′，ぐ）  
g左（れぐ），  g抽′，ぐ）＋  

△（り′，（）   △（り′，ぐ）  

△芸1（叩′，ぐ）  △冨1（り′，ぐ）  
gl（り′，ぐ）＋  β2（り′，ぐ）＋g妄（り′，ぐ）  α2＝  

△（げ，ぐ）  △（り′，ぐ）  

△芸2（叩′，ぐ）  △雲2（叩′，（）  
g抽′，ぐ）＋  g左（叩′，ぐ），  

△（り′，ぐ）   △（り′，（）  

△豊1（り′，ぐ）  △望1（り′，ぐ）  gl（り′，ぐ）＋  釣（叩′，ぐ）＋g3（り′，ぐ）  β1＝  

△（げ，ぐ）  △（り′，ぐ）  
△芸（り（）  

△（り（）g3  

△≡2（叩′，（）  
△（り′，ぐ）  

g拍′，ぐ），  十
 
 

△孟1（り′，ぐ）  △彗1（り′，亡）  
gl（り′，ぐ）＋  g2（り′，ぐ）十飢（り′，ぐ）  β2＝  

△（げ，亡）  △（げ，ぐ）  

△ま2（叩′，（）  
g拍′，亡）．  ＋

 
 

Thuswehavefor∬3＜O   

v∫（叩′，∬3）   

＝〆（∬3，叩′；ぐトが（㌶3，り′；ぐ）  

e壱（∬8－y8）句1  e盲（∬3－y3）㌔1   （
 
 

r
塙
 
 

（
 
 

・
富
一
2
 
 
 

ニ
 
 
 

ち1（叩′，句1）＋  島1（叩′，㌔1）  J（叩′沌3）d訂3  

C呈1句1  C,17sl 

e一夏（∬8一恥）㌔1  e一壷（∬3－y8）句1  

ち1（叩′，一句1）＋  島1（り′，－㌔1）  J（叩′瀾）dy3   
C芸1丁も1  C彗1Tき1  

△去1（り′，ぐ）  A三1（り′，ぐ）  
gl（り′，ぐ）＋  g2（り′，ぐ）＋gi（叩′，ぐ）  

△（げ，ぐ）  △（げ，ぐ）  

紬出雲甜裾（））（彗1巨輌  △（り′，ぐ）  

△芸1（叩′，（）  △彗1（叩′，ぐ）  gl（叩′，（）＋   β2（り′，ぐ）十g去（り′，ぐ）  
△（げ，ぐ）  △（り′，ぐ）  

＋畿訴…＋   
）
 
 

′
し
］
 
 

／
 
 
 

＿
ノ
 
 
 
門
．
 
（
 
 
 
 
3
 
 

2
 
β
 
 

△
 
 

，  

ヽ
l
－
ノ
 
 

′
ゝ
 
 

／
 
 椚

り
 
 

（
 
 

△
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andfor㌶3＞0  

む∫∫（り′，∬3）   
＝β〃（∬3，叩′；ぐ）－∬〃（∬3，叩′；ぐ）  

e古（∬3－恥）句2  e壱（和一y3）T■2   （
 
 

∬
 
 

（
 
 

・
亀
一
2
 
 
 

ニ
 
 
 

ち2（り′，句2）十  島虫（叩′，㌔2）  ′（り′胡）軸3  
C芸2句2  C彗2丁β2  

e一定（∬a一触）㌔。  e一車B－y3）句2  

ち2（り′，一句。）＋  島2（叩′，－㌔2）  J（り′，的）dy3  
C孟2句。  銭㌔2  

△豊1（り′，ぐ）  △≡1（り′，ぐ）血′＿＿′  
gl（り′，ぐ）＋  “＼リ’  

△（げ，ぐ）  △（叩′，ぐ）  

△孟2（り′，ぐ）  
e汀p2恥  g抽′，ぐ）＋  

△（叩′，ぐ）  △（げ，ぐ）  

△芸1（り′，（）  △…1（叩′，ぐ）  
gl（り′，ぐ）＋  g2（り′，ぐ）＋g4（り′，ぐ）  

△（叩′，ぐ）  
’、ノ■  

△（り′，亡）  

△芸2（り′，ぐ）山′  l  

ハ
 
 

／
 
 
 

門
J
 
 

（
 
 り

一
 
 

4
β
 
 

△
 
 

（苗）e幅  g拍′，ぐ）  ＋
 
 
 

，  

）
 
 

′
ゝ
 
 

／
 
 

れ
．
 
 

（
 
 

△
 
 

Insummary，theGreenfunc七ionsGf（a？3，y3，rl′；ぐ）andGfZ（x3，y3，77／；ぐ）fbrx3＜0  
andx3＞Oaregivenrespectivelyinthefollowlngform： ■   

（2■23）  

G施，封3，りⅧ＝；×  
△去1（り′，ぐ）  

（彗1）（1鵬1）  

（彗1）ト刷）〉  

1  

年1亡  

1  

㌔1ぐ  

一方（－的  
e‾阜句1∬8e‾l句1訂3  

△（り′，ぐ）  

△三1（り′，亡）  e‾名句1∬ae‾汀81y8  

△（り′，ぐ）  

＿壬。二： ‾丁わ  （  

1  

句1ぐ  
（研一句1）  

e‾椚ち1∬3e3句1訂3  

△去2（り′，（）  

（彗1）（lり′l一句2）  

（莞1）（扇り1））  

1  

写2ぐ  

1. 

㌔2ぐ  

e一冬句1お8e1年2y3  

△（げ，ぐ）  

△蓋2（り′，ぐ）  
e‾魯句1∬8e亀㌔2y3  

△（り′，ぐ）  
△芸1（叩′，（）  

（紬帖1）  

（紬一刷））  

1  

句1ぐ  

1  

㌔1亡  

－∬（一的  
e‾雀㌔1∬8e‾富句1y8  

△（げ，ぐ）  

A≡1（り′，ぐ）  e一亀11∬8e一別㌔1y8  

△（げ，ぐ）  

朝3）（  （細川）   
e－れ1∬3el叫y8  

㌔1ぐ  
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△芸2（り′，ぐ）  
（帥り′ト写2）  

（鋸（刷））  

1  

句2ぐ  

1  

㌔2亡  

e‾雀㌔1∬3e‡句2y3  

△（り′，ぐ）  
△≡2（り′，ぐ）  

＋  

）  

十  

）   

＋  

e‾も㌔1∬3e名㌔2y3  

△（げ，ぐ）  

（監り（鵬1）  

（苗）ト州））  

e富句1（訂3－V3）⊥  

句1ぐ  

e汀．1（∬a一拍）⊥  
㌔1ぐ  

＋∬（∬3一的  

（豊）酬一句1）  

（鋸（川）〉］，机0，  

e－；ち1（∬3－y8）⊥  

写1ぐ  

e－れ1（悪3－的）⊥  

㌔1ぐ  

＋∬（的一諾3   

（2．24）  

a 畔（∬3，弛れ）＝言×  

トy3）（  

＋  

△孟1（り′，ぐ）  

（怒り（帖1）  

（望：り（－川）  

1  

写1ぐ  

1  

㌔1ぐ   

e2ち2∬8e－‖ウ1封3  

△（り′，（）  
△雲1（り′，ぐ）  

e曾句2∬ae一打㌔1y3  

△（げ，亡）  

（監l）肋2）〉  

（望：り（研一句2）  

（望：り（刷）〉   

1  
3  

句2ぐ  

1   

句2亡  

1  

＋  

一方（的）（  

十  

一軌3）（  

＋  

e3年2〇ae－電句2γ  

△孟2（り′，（）  
eも句2芯8e3句2y8  

△（り′，ぐ）  

△…2（り′，ぐ）  
e雀句2∬3e汀さ2y3  

△（り′，ぐ）  

△芸1（り′，ぐ）  
丁き2ぐ  

（箭）（帖1）  

庸）ト川）  

1  

句1ぐ  

1  

㌔1ぐ   

eけβ2∬8e－2ち1如  

△（り′，ぐ）  

△竺1（り′，ぐ）  
e汀82ヱ8e－1㌔1的  

△（り′，ぐ）  

（箭）ト刷））  

（箭）肋′ト句2）  

（苗）（刷）〉  

1  
3  

㌔2ぐ  

1  

句。ぐ  

1  

㌔2く  

e汀さ2〇3e－亀㌔2ぴ  

△孟2（り′，ぐ）  
e雀㌔2∬ae亀ち2y3  

△（り′，ぐ）  

△き2（り′，ぐ）   
el㌔2∬3el㌔2y3  

（豊）（鵬2）  

（箭）ト刷）〉   

el句2（∬8－y3）⊥  

句2（  

eれ2（∬8－y3）⊥  

㌔2ぐ  

＋茸（〇3一計3）  
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（彗2）（酬一句2）  

（鋸（刷））ト3＞0・  

e－壷Tp2（和一y3）  

句2ぐ  

e－れ2（∬3一的）  

㌔2ぐ  

＋∬（的－∬3）  

HereH（y3）denotestheHeavisidefunc七ion．  

§3・ZerosoftheLopatinskiDeterminarrtofAl（rll）  

Inthissection，Weinvestigatethenurhberandnatureof七hezerosoftheLopa七in－  

SkideterminantdefinedinSec七ion2inordertoobtain七hespeedof七heS七oneley  
WaVe・OurLopa七inskide七erminantseemstobeequivalenttoCagniard）sone・But  
Cagniardexpressed七hesolu七ionsof七heelas七icequa七ionincylindricalcoordinates  
byuslng七heBessel七ransforma七ion，andinvestigatedtheexistenceoftheS七one－ ●  

1eywave．Soourparame七ersaredifferemi丘omCagniard，sone．Forthesakeof  

COmPle七eness，WePreSenセセheproofbyamethodduetoL．Cagniard［2，Section4】．   

Pu七  

ぐ  

Z＝ ∴    lげ12’  

（3．1）  

tben  

写1＝梱極，句2＝柑‡α2，㌔1＝納仲1，㌔2＝梱悔・  

Wi七hthisno七ation，theLopatinskide七erminarrt（2．22）isrewrit七enasfbllows‥  

1  沌1  －1  言ゎ2   

1  一乳α1  －3α2  －1  

2叫1α1 一世（わ要＋1） 2叫紳2  〃2（わ蔓＋1）  

仇購＋1） 2函1わ1 －〃2（喝＋1）  2戎拘わ2  

△（り′，ぐ）＝けl6  

＝酬6か（g），   

where  

（3・2） 

瑚＝（2（…ト箸＋買）2＋4（…）2α1舶  

叫あ1（2（…）＋箸）2－α2わ2（2（…卜新  

一（α1む2＋α2む1）z2・   

By（2．8）and（2・17），thepropagationspeedsofshearandpressurewavesshould  
Satisな  

C81＜cpl〉 Cg2＜cp2〉   
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FIGURE4PATIIr′IN TtIEz－PLANE   

sotherearesixcaぷeS  

Cβ1＜cpl≦c82＜ち2，  

Cβ1≦cβ2≦cpl≦cp2，  

Cβ1≦cβ2＜cp公≦cpl，  

C。2＜ち2≦cβ1＜cpl，  

C82≦cβ1≦cp2≦cpl，  

Cβ2≦cβ1＜cpl≦cp。，  
七oconsider．Ftomnowon，Wehaveonly七oconsider七hes七andardcase：  

（3．3）  cβ1＜cpl＜cβ2＜cp9，  

Sincetheothercasescanbe七reatedsimilar1y．   

Now，WeeXaminethezerosofD（z）．Fbral（resp．a2，bl，b2），Wemakeabrandl  

CutOntherealaxisof七hez－Planebetween七hepoin七c芸1and∞（resp・C…2and  
∞，C雲1and∞，C：2and∞）asinFigure3・Tode七erminethenumberofrootsof  
D（z）＝0，Wemakethepa七h7inthe叩1aneasinFigure4・W占IetA＝C≡1，  

B＝C芸1，C＝C≡2，D＝C芸2，and七akefourpointsAl，B／，C／，D［onthepa七h7tO  
benearA，B，C，D，reSPeC七ively．MoreoverwetakearealnumberRtobelarge  

enough，andapoin七R／onthepa七h7七obenearR．  
工mニ   

」  

つ  

cp⊥  

Re   

FIGURE  
才一PIノANE  

3BRANCIICUT BETWEEN BRANCH POINTS  AND∞ⅠⅣTⅡE   
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Wbdiscusstheima芦eOf望まwhenzgoesonthepathabove・W㌣enwechange  
ZtOth聖PlexconJugateOfz，D（z）changestoi七scomplexconJuga七e；七ha七is  

D（彦）＝D（z）．Thereforewecanonlyconsiderthecontouroftheupperhalfplane．  

D（A）denotestheimageofAbyD（z）．  

1・IfzisonA′，WemayCOnSiderthatthesignofD（Al）isthesameasthatof  

D（A），SObl＝0，andal，a2，b2＜0，thenwehave  

叫）＝Re叫）＝（机瑚＋雛）2 
－α仙－2〃2）2－α1如2…0・  

2・Ifzgoes企omA／七oB／〉WemayeXamine七hatzgoes丘omA七oB，SOblispure  

imaginarysuchtha七Imbl＞0，andal，a2，b2＜0，七henReD（z）andImD（z）m町  

takepositiveandnega七ivevaluesorzero．Infact，Wehave  

叫ホ（2（…ト箸＋軒－α2わ2（2（…ト軒  
一 α1む2賢0，  

2  

血糊＝喜（4（…）2α1α2blわ2－α1あ1（2（…）＋買）  

融2…0・   

Wbshallshow七haセセhereisnoz∈（c慧1，C芸1）suchtha七  

一読）  

Reヱ）（z）＝OandImか（g）＝0，   

moreprecisely；WeShal1show七ha七  

ReD（z）＝0andImD（z）＝0＝⇒z＞c≡2＋銭・  

FbrthispurposeweconsiderD（z）＝D（al，a2）asafunctionofalanda2byre－  

gardingalanda2aSParameterS．AsinFigure5，theeq11ationImD（al，a2）＝O  
represe血sanequilateralhyperbolapasslngthrough七heorlglnandwithasymp－ ●■  
七otesparallelto七heaxes，imiersec七ingin七hethirdquadrant．Andtheequa七ion  

ReD（al，a2）＝Orepre眉entSatangent七00neOf七hebrandleSOfthehyperbolaa七  

thepoint（al，a2）where  

2（〃1－〃2卜軍＋管  
α1＝  

2（仇－〃2）あ2  

2（机－〃2）一軍＋  
（3．4）  軍

 
 

＋
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ム
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α2＝  

2（勘－〃2）む2  
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FIGURE5BERAVIOROF RED（z）ANDIMD（z）FORVARIATIONS OF   
TNE PARAMETERS al AND aa 

Infac七，Wehaveinthesecondof（3．4）  

2（仇－〃2ト軍＋蟹2（〃1－〃2）＋軍  （3．5）  α2b2＝   

SO   

＞1，  
2（仙－〃2）  〃1g 2（仙－〃2卜町  

√二言㌔＝言   
α2む2＝  

fromthisinequalityandz＞0，Wege七  

z＞C≡2十堵2・  

tfwegobatktothesituation七ha七al，a2）bl）andb2arefunctionsofz）thereisno  

SOlutionz（c雲1＜z＜楓）whi血satisfies（3・4）・SinceImD（al，a2）isnegativeinthe  
lowerregionof七hebran血of七hecurveImD（al，a2）＝Owhidldoesnotpassthe  
origin，andReD（al，a2）isnega七iveintheupperregionof七helineReD（al，a2）＝0，  
D（al（z），a2（z））nevergoesin七0七he七hirdquadrant・  

3・IfzisonBl，WeayCOnSidertha七thesignofD（Bf）is七hesameaStha七OfD（B）  
，SOblispureimaglnarySuChthatlmbl＞0，al＝0，anda2，b2＜0，thenwehaNe  

Re瑚＝（2（…卜普 瑠ト2む2（2（…ト酎雲0，  
加叩）＝吉（－ま還 α如芸1）＞0・  

4．IfzgoesなomB［七oC／，WemayeXaminetha七zgoesfromB七oC，SOal，blare  
PureimaglnarySuCh七ha七Imal，Imbl＞Oanda2，b2＜0，thenwehave ●  

Re瑚＝（2（…卜箸＋買）2＋4（…）2α1舶  

－α1あ1（2（…）＋買）2－α2わ2（2（…ト軒…0，   
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Im瑚※（一散わ？＋α2わ1）z2）＞0・  

5・IfzisonC／，WemayCOnSidertha七theslgnOfD（C／）isthesameaS七hatof  
D（C），SOal，blarePurelmaginarysuchthatImal，Imbl＞0，b2＝Oanda2＜0，  
then we have 

Re瑚＝（2〃1一普－〃2）2－α1わ1（2…）2＞0，  
血叩）＝与し竿α2あ1C…2）＞0・  

6・Ifzgoes血omC／toDJ〉WemayeXamine七hatzgoes丘omCtoD，SOal，bl，b2  
● arepureimaglnarySuChtha七Imal）Imbl）Imb2＞0，anda2＜0，thenwehave  

2 2 

Re瑚＝（2（…ト苛＋買）－α1わ1（2（…）＋買）＞0，  
＝  

擁卜莞 二二ニー≠二  

講和わ1g2）＞0・  

Im叫わ＝与「4（仇  ）2α1α2わ1わ2－α2  

7・IfzisonD’，Wemay？nSiderthaセセhesignofD（D／）is七hesameasthatof  

D（D），SOal，bl，b2arePurelmaginarysuch七hatImal，lmbl，Imb2＞0，anda2＝0，  
thenwehave  

叩）＝Re瑚＝（2（…卜貸瑠r  

叫む1（2（…）＋耕 一器α1わ2伊  

8・Ifzgoes駐omDI七oR／）WemayeXaminethatzgoesfromDtoR，SOal，a2，bl，  

andb2areal1pureimaglnarySudl七ha七Imal，Ima2，Imbl，Imb2＞0，七henwehave ■  

瑚＝（2（…2ト箸＋買）2＋4（…）2α1α2あ1む2   

叫あ1（2（…）＋箸）2－α2わ2（2（…ト耕  

一（α1あ両紳2＞0・  

9・∬zgoes血omR／to－R／Ialong七hecon七ourwhichtheradiusRisverylarge，  

七henwebave  

〃茎 ． 〃宣 ．仙栂．仇〃2  ㌔＋0（z2），   か（z）＝  

CplC。1鴎■ep2Cβ2Cき1t C彗1C彗2ち1■c彗1銭cp2  



30  

andso  

刀（g）  

z3  

where  

〃萎 ． 〃至  ）・0（…），  〃1〃2 ． 〃1〃2  
g→00）  

CplCβ1Cま∴cp2Cβ2C空11c彗1C彗2Cpl－c彗1銭cp2   

〃宣 ． 〃璽 ．仇〃2．机〃2  
CplCβ1C彗∴cp2Cβ2C彗11c彗1銭cpllc彗1C彗2ち2’  

isredpositive．   

Asmentionedabove，therearetwoquali七ativelydifferentcasestobeconsidered；  
inthefirstcaseD（A）isnega七ive，andinthesecondcaseD（A）isposi七ive・  

INT壷等ユーpLANE  FIGURE6PATH OF′r技E   

Now，WehavethefbllowlngaSymPtOticexpanSionsforsu組cientlysmal1z：                                                                        ●  

才‾  才  才  トエ＝ 1一一 ＋0（g3），   
C芸1  時 曙  

（3．6）  α1＝  

z2  ヱ 才‾  
ト＝ト一 

咤喀 
＋0（z3），   

C姜2  

（3．7）  α2＝  

之2  X Z‾  ト ＝1一 
C彗1  頂 軒 ＋0（z3），  （3．8）  わ1＝  

g2  Z g‾  

ト＝ト一 ＋0（g3）・   

C彗2  昭 咤  
（3．9）  あ2＝  

By七heasympto七icexpansions（3・6）－（3．9），itfollowstha七  

一  
〃要一戎（的＋拇）2  ＋0（z）］，  

g→＋0．   

（3．10）刀（z）＝Z 2  ＿ 

T T  玖弘   玖珠  
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Since七hequan七ityinbratke七sin（3．10）isequalto  

〃櫨＋去）（去一女）＋〃ぺ去＋去）（去一意）  

瑚〃2・ ＋姦），  
（志  

i七isalwaysnegatiyeandneverzero・Sotheorderofpoleof乎atzeroisone・  
Therefbre，fromprlnCipleoftheargument：  

Ⅳ－P＝C（0），   

i七followsthatifD（A）isnega七ive，then七hezerosofD（z）dono七exis七，andifD（A）  

ispositive，thereexistsonlyonerealzerowithorderlofD（z）on［0，楓】・Indeed，  
七hereisnoz∈C sudl七hat  

Reか（g）＝0，Imヱ）（z）＝0  

0utSidethein七erval［0，C雲1】・HereN，Pdenote，reSPeC七ively，七henumberofzeros  

andthenumberofpolesof等ユin七hecomplexplanebeingcounteredwiththeir  
PrOperrnultiplici七ies，andC（0）thequo七ie血by2汀Of七hevariationof七heargument  

of乎whenzdescribed七heclosedpath7．   
Hereafterwedeno七etherealヱerOOfD（z）byc茎i・ThenthezeroofA（rlI，ぐ）  

isc茎洲2andistheoriginoftheStoneleywavepropチgatingalongtheinterface  
a＝3＝Ointheela眉七icspaceR3，andcsiisitsspeed・  

Inconclusion，thecondi七ionsfbrtheexistenceofzerosoftheLopatinskideter－  

minantA（r7／，ぐ）definedin（2．22）（七heexistenceof七heStoneleywaves）aregiven  

as fbllows：Let D（z）bethepolynomialofz definedby（3．2）．Then D（z）＝  

A（T7（，軸Jl2）／酬6isindependemiofr）I≠0．  

咄＝ト師雛）2＋  
C彗1 －－1（机－2〃2）2   

銭  

‾ C≡1  C誉1   1根 C 
≡2  

（i） 叫c≡1）＞0＝⇒Thezero亡＝C喜子州20f△（り′，ぐ）in（exis七sin  

【0，C≡1酬2）wi七horderl・Moreprecisely；WeShal1  

PrOVeintheproofofTheorem6．5thatcst≠0．  

（ii）D（c…1）＝0＝⇒cst＝Cslandweshal1considerthiscase  

undersomerestrictedcondi七ions（cf．Lemma6．4）．  

（iii）  

か（c…1）＜0＝⇒△（叩′，ぐ）b乱SnOZerO・   
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Remark・Theminimumspeedis ei七hercslOr C＆2†aSis seen企om七hesixcases  
mentionedabove・Ifcs2＜csl，七henwemus七replaceD（c雲1）byD（c≡2）・  

§4．GeneralizedEigenfunctionsofAl（r7I）  

Inthissection，WegiveafamilyofgeneralizedeigenfunctionsforAl（T7／）byusing  
theGreenfunctionGl（a＝3，y3，り′；ぐ）giveninSec七ion2．   

Ⅵねde丘ne軌ゴ（恥，叩；ぐ）（ゴ∈〟＝穐∪爪先＝（勘，pl，β2，p2†）asfbllows：  

鴫（称叩；ぐ），∬3＜0，  

輔（∬3，り；（），∬3＞0，  
（4・1）  ゆり（ガ3，り；〔）＝  

where  

鴎（∬3，耶ぐ）＝㍍1蹄（∬3，紬り′；ぐ）］（ど）（入J㈲－ぐ拘（心行1，∬3＜0，  

輔（称叩；亡）＝㍍1［畔（鵜，紬叩′；用（甜人血卜〔）ろ（擁；1，ガ3＞0・  
（4．2）  

and   

雛㌢（∬a，的，州＝義／e呵如3，相即3（m＝刷・  
Here入j（rl）are七heeige】ⅣaluesofAl（r］／）givenby（2・9）and（2・17），andPi（rl）are  

therrm七ual1yorthogon扇projec七ionsofAl（r7））givenby（2．12），（2．13）and（2・17）・   

Themotiva七ionfbr七hesepar七iculardefini七ions（4．1）and（4・2）isshowninSec七ion  
6（Lemma6．1）below・  

Lemma4．1．Le£ぐbenon－rea］∴門1eJユWehaveLbrj∈M  

（4・3） （A㈲一冊抽，相＝義 e厘（刷一剛），  

（4・4） （A帥）－∈∫）榔3，叩；ぐ）＝義 e毎佃）一隅（り），  

（4・5）  鴫（∬3，り；ぐ）I軸＝。＝輔（∬3，両）I∬B＝。，  

（4・6）   可（舶鴎（細雨叱＝。＝貯（り′）輔（∬…；ぐ）l。B＝。・   

Proof Let¢∈C㌘（R＿，C2）and車∈C80（R，C2）．Then  

〈（A裾卜抑㍍1囲海，紬“）］軌拍8）ゆほ）〉∬3，∈  

＝く㍍1瞑（紬y3，り′；用軌（A裾卜絢¢毎）柑）〉触ぞ  

＝〈紬，y3，㈹（A裾卜鋤（姉町嘲（y3）〉 
棚  

＝〈〈軸3，捌′；鋸A紬′ト鋤（兢3，町1仙）〉 
拇  

＝〈〈（A裾卜耶施，的，柑舶）〉。B，利他）〉 
拇   
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＝〈榊3一的）∫舶）〉芯。，椚仙）〉 
ya  

上  
¢匝3）町1【抑毎）打1血3  

＝上＿（義／ 
e壱∬軸3）榊ど）血3  

＝〈志 軌舶㈹〉黒B，ぞ，  
Where，forexample，  

3  

∫・卯再転，プ・g＝∑愉  
壱＝1  

げ迅〉∬3＝  

Inviewof（4・2），thelas七equali七yimpliesformula（4．3）．   

Fbrmula（4・4）canbeprovedin七hesameWay．Theinterfaceconditions（4．5）and  

（4・6）areobviousbecauseGf（x3，y3，り′；ぐ）andGfl（x3，y3，rl／；ぐ）satis＆七hein七erface  

condi七ions．口   

Nowweshallintroducethegeneralizedor 

． 

functionsGfandG妄Z．   
駄omtheelemen七aryformulas：  

㍍1［∬ト朋）e一極］ほ）＝ 義エe榊的d封3＝   
1   1  

J至言宜ほ一丁）’  

1   1  

㍍1糎）e廟］（ど）＝去上∞e榊的触＝  

fbrT∈C，lmT≧0，i七follows七ha七  

（4・7）吋［紬，y3，州（ど）＝志×  

J宮蒜宜（ど＋丁）  

△去1（り′，ぐ）  
亡   

（彗1）（刷l）〉  

（彗1）州一句1）  

1   1  
e‾1年1∬8  

△（叩′，ぐ）  ピー句1句1   

1   1  △王1（叩′，ぐ）  e‾も句1∬8  

△（げ，ぐ）  ど－㌔1丁叫ぐ  

1   1  
e－tTpl∬3  

∈＋句lTわ1〔  

＋ 
1   1  

（lり′l一句2）   
e‾＄句1∬a  

∈＋句2句2ぐ  
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△三。（り′，く）＿＿右㌦＿E。 1  
e‾汀丁′1ユ：3  ＋  

（  

＋  

（  

＋  

△（り′，ぐ））   ど＋㌔2㌔2（  

△孟1（り′，ぐ）＿＿。丁。一鷲。 1 1  
e‾汀81霊3  

△（り′，ぐ））   ど  一句17blぐ  

－椚㌔1ご3  △≡1（り′，ぐト＿壱丁。一。。 1 1  
e  

△（叩′，ぐ）〉   卜㌔1㌔1ぐ  

e一打81∬3  

△芸3（り′，ぐ）▲－。丁。＿∝。 r 1  

（鋸酬一句2）  

（紬潮〉  

e‾汀81ユ：3  

△（叩′，ぐ）∨   ど＋布2布2〔  

△≡2（り′，ぐ）▲＿壱丁．。盟。 r 1  
e‾汀りガ8  

△（叩′，ぐ）｝   ど＋㌔2㌔。ぐ  

＋（ 

紳   

＋  e車8  

∴日  

男声岳的叫   

＋  e串3  

（監り（帖1）  

（融卜州））  

（彗1）（l叩′ト巧1）  

（許直1珊瑚  

1   1  

ピー写17blぐ   

1   1  

ピー㌔1Tglぐ   

1   1  

亡十句1勺，1ぐ   

1   1  

ど＋㌔1丁β1ぐ  

1 （4・8）㍍1［畔（∬3，捌′；川（ど）＝盲フ蒜×  

aち2∬3       △豊1（り′，ぐ）▲古丁れ人加 1 1  

ぐ  

－  
（監り（l梱〉  

ぐ  

ぐ  

e  

△（り′，ぐ）〉   卜布17事1  

△彗1（叩′，ぐ）諭、▲∬。 1 1  
elち2∬8  

△（れ打じt‾  ど一丁81㌔1ぐ  

1   1  

＋  eもち2∬3  

ど一句2年2ぐ  

△豊。（り′，ぐ）ふ入公。 1 1  
eネ句2∬3  

△（り′，ぐ））  ど＋布2句2  

△≡2（叩′，ぐ）五〈。。 1 1  
e乎句2ロ3  

△（り′，ぐ）｝   ∈＋丁。2㌔2  
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けβ2ガ8 △芸1（叩′，くト壱丁．一悪烏 1  

（箭）（桐1）  

（箭）ト川）  

1  
e   

△（り′，（）〉   ど  一句17も1（  

汀一2恥  △彗1（り′，（）＿壱γ．八加 1 1  e  し ‾ Ⅶ－  
△（叩ナ，訂  ど－㌔1㌔1ぐ  

eれ西表志（証恒刑〉  

跡）ハれ。∬3 1  

（箭）（研一句2）  

（粛（刷）〉  

1  
e‖β2   

△（り′，ぐ））  ど＋句2句2ぐ  

こ 
ご・一三ニニ三＿  

1  

㌔2ぐ  △（り′，ぐ）〉   ど＋丁。2  

＋（ 

西   

＋  e虚錘8  

－（ 

三二≡ごこ   

＋  e車8  

（監l）（帖2）  

（証恒川〉  

1   1  

ど一句27事2く   

1   1  

ピー㌔2丁。。（   

1   1  

（彗 ‾句 
）  

（研一句2）  
ぞ＋句。写っく   

1   1  

2  

（緑川〉ト＞0・  
ど＋㌔2㌔2ぐ  

Letustakethelimitsoftheexpressions（4・1）fbr亡→入j（n）土iO．First，WenOte  

地efbuowingfbrⅡmlasasぐ→人pl（叩）土独  

1im  
トスpl（叩匝0 

1im  
く→入pl（叩）封0  

士  ㌔1＝缶1（り′，入pl）＝  1im  
（→スタl（叩）士沌   

盟 
一回2（c紺2＞c紬2）  

句2＝ら2（り′，入pl）＝  1im  
（→入，1（叩）士細   腔l2一哩  

（c若潮2＜c芸2酬2），  

噌1l叩Ⅰ2＞c≡2巨げ）   

（c豊川2＜銭h′廿  

㌔ユ＝∈ぷ2（り′，入pl）＝  1iHl  
ぐ→入，1（叩）土畑  

Moreover，WehaveforE＞0  

C芸1（酬2十ぞ2卜ぐ  Åpl（叩）－ぐ  1im   1im  
トス訴）土細亡羊写1（り′，亡）「ト入；謀ら匝0   
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（c芸1（酬2＋ど2卜ぐ）仔士  

1im  
ぐ→入pl（叩）士紬  ど2－（恵一酬2）  

c芸1（ど土  
1im   

く→入pl（り）土沌  

＝2c孟1ど，   

andalsoforど＜0  

（c…1（酬2＋ど2）－ぐ）（ぞ〒  
入pl（り）－ぐ  

1i汀1  1iln  
ぐ→入pl（可土沌  ト入；㌻百わ士拍ど土句1（り′，ぐ）   

ど2－（恵一酬2）  

ト入士沌C孟1托〒 1im   
刷  

＝2c孟1ど・  

IfE＞0，Wehave  

〈  

∬ど＜0，Wehave  

（  

軌pl（鞠叩；ぐ）→鴫1（称叩）asい入p血）＋叫  

軌pl（∬3，り；ぐ）→O  asぐ→入pl（叩卜弧  

軌pl（勘，り；ぐ）→O  asぐ→入pl（り）＋叫  

軌pl（触り；ぐ）→鴫1（∬3，叩）as（→入pl（りト弧  

Herethelimi七functions鴫1（x3，り）aregivenrespec七ivelybythefo1lowing：  

¢就（触り），霊3＜0，  

¢訂（∬3，叩），∬3＞0，  
鴫1（諾3，り）＝  

（4．9）  
中震（∬3，り）≡鴫1（∬3，耶入pl（り）土叫  

△去1（り′，入pl）   
…二二≡さ三 一帥′ 隼  

1 1 I 
一五錘3   

l   席Ⅰりt2仇  △（叩′，入pl）  

△芸1（叩′，入pl）  e舶，入pl）∬や1（騨椚ど81（折り  △（り′，入pl）  

帥′l ぎ二・］・   

＋  e盲e∬8（畠コろ  

（4．10）  

¢紆（鞠叩）≡輯1（∬…；入pl（叩）土叫  
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△豊1（り′，入pl）  1 I 1 
－  ‾               丁  

席iりJ2β2   
e醐，入pl）∬3 （ら2（諜 ら2（り′，スタ △（叩′，Åpl）  l）削 ら。（りノ，入pl）ど  

△芸1（り′，入pl）  

抑抽（‾ど仰）帖矧刊 ，  
△（り′，人pl）  

Next，WenOtethefollowingfbrmulasasい入j（q）土iO（j∈（sl，P2，S2））．  

C≡1（l叫2＋㌘）  

T 一桝2（c空調2＞c孟1腔）  
1i一皿  

ト入．1（植0 

lil11  
ト入．1（植0 

研一望瑠塑 （c抽2＜c孟1㈹，  

三蔓雌一別2  （c≡1lりl2＞尋2lり′l2）   

（c≡1lり12＜鑑別2），  

（射りl2＞銭酬2）   

（c帥l2＜c誉2酬2），  

liIn  
ぐ→入．1（り）土拍  

ち2＝ら2（り′，入β1）＝  

C誉1（帆2＋ぞ2）  

－桝2   

1im  
ト入．1（り蜘 

Cp（刷十ど）  ∵一回    Cp   
1im  

ト入p2（砂0 

1im  
ト入p2（植0 

1im ト入p3（叩）抽句2＝土軋  

土  

一軒   
土  

1im  
ト入p2（植0 

C（酬＋g）  】‘、‥．、≒ －’ノー州2    C芸   追m  
トス。2（植0 

丑m  
ト入．。（脚 C（酬＋∈）     「   一別2  

二≡ご三三‾ミニー㌻丁‥三  （c≡州2＞尋2酬2）  

（e≡州2＜e芸2酬2），   

1im  
ト入．2（再出0 

1im  
トス蘭）班 
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∬ど＞0，Wehave  

（  

〈  

〈  

∬ど＜0，Webave  

〈  

〈  

（  

軌81（㌶3，り；ぐ）→鴎1（∬3，り）  
軌β1（∬3，り；ぐ）→0  
軌働（㌶3，り；ぐ）→0  

軌庖（∬3，り；（）→¢㍍2（称叩）  

軌β2（諾3，り；ぐ）→0  

軌82（∬3，り；ぐ）→¢こ2（∬3，り）  

asぐ→入β1（り）＋抑  

asぐ→入β1（り）一犯  

asぐ→入p2（り）＋叫  

asぐ→入p2（り）一札  

asぐ→入。2（り）＋勅  

asぐ→入89（り）一犯  

¢1β1（ぉ3川；（）→0  

軌β1（∬3，り；ぐ）→¢㍍1（∬3，り）  
軌p2（∬3帯（）→鴫2（称叩）  

¢1p2（£3，り；（）→0  

軌β2（ガ3，り；亡）→鴎2（称り）  
¢h3（∬3，叩；ぐ）→0  

as（→入β1（り）＋恥  

asぐ→入β1（り）一札  

asぐ→Åp2（り）＋軋  

asぐ→入p2（りト札  

as亡→入β2（り）＋勅  

asぐ→入。2（り）一札  

Herethelimitfunctions鴫（x3，り），j∈（sl，P2，S2），aregivenrespec七ivelybythe  

払1lowlng：                  ∴  

号貯（称り），∬3＜0，  

鴫∫∫（∬3，叩），∬3＞0，J∈‡鮎p2，β2），  
鴫（触り）＝  

（4．11）  

ゆだ（∬3，り）≡鴎1（∬釣り；入β1（り）土叫  

△…1（叩′，入β1）   1 1 1 

フ扇†評云  

e瑚 ，入al）∬a 

（ら1孤）卜ら1（県潮）  △（り′，入さ1）  

△彗1（叩′，Ågl）  
e一触（ぷ′誹）  △（り′，Å81）  

（ 

ど2 一帥′  

－帥′I酬2  
＋  e車3  

（4．12）  

中紆（∬3，り）≡蝿（∬3，叩；入β1（叩）土叫  

△≡1（り′，入β1）   1 1 1 
e醐，入さ1） 

斗五択1）どら2（払酬）  渾1りl2β2  △（り′，入β1）  

△誉1（叩′，入β1）  
e亀糾1如（聖油）巨舶緋  

どβ2（り′，入勘）ど －∈β2（り′，入β1）酬   
△（り′，入き1）  

（4・13）  

ゆ荒（∬3，り）≡鴫2（恥り；入p2（り）芋叫  



△去2（り′，入p2）  1 1 1 
酬2  帥′l  

－ら1（り′，入p2）1り′l－ら1（り′，Åp2）ど  

柚辞）…1（折り］ ，  

e一定ぞpl（叩′，入p2）∬3  
ノ諒】り12仇   △（り′，入p2）  

△孟2（叩′，入p2）  e一宣ぞβ1（叩′，入p。）∬3  

△（叩′，入p2）  
（4．14）  

中訝（触り）≡輯2（£3，り；入p2（り）芋叫  

△豊2（り′，入p2）  1 1 1 

e一石摘（盟型）  滞lりl2β2   △（叩′，入p2）  

△芸2（叩′，入p2）  
e抑p2）斗規砕洲‾ど瑞「p2）り  

e甘粕  

（4・15）  

¢霊（∬3，り）≡砿（∬。，り；入β。（叩）芋叫  

△三2（り′，入β2）  1 1 1 

（  

一帥′I  刷2  

ら1（り′，入β1）ど －ら1（り′，入g2）酬  
e一端1（り′，入さ2）∬3  

J雪盲回2pl   △（叩′，Åβ2）  

△雲2（叩′，入β2）  
e‾刷82）∬8（‾当辟）＝怜㌍′－ ）］，  

（4．16）   

車荒∫（∬3，り）≡¢だ2（称叩；入β2（り）芋叫  

△望2（り′，入β2）  1 1 1 
神勅 

し乱）ど紬L？コ；2洲）  

）  

J宮蒜lりl2β2   △（叩′，入82）  

△‡2（叩′，入g2  
△（り′，入β2）   

縛（ふ瀞）］   
駄omLemma4・1，Wegetforj∈M，  

A裾）鴫∫（∬3，り）＝入舟）鴫r（∬3，叩），∬3＜0，  

Af∫（仙骨悔，り）＝入諭）鴫′∫（ガ。，叩），∬3＞0，  

酵（町砿＝。 ＝暗∫（紬畦＝。，  
軸′）吋（紬畦＝。＝畔（相打1触り叱＝。・  

Thisshowstha七鴫（x3，n）（j∈M）aregeneralizedeigenfunctionsforAl（d）．   

Nextwedefine堵（x3，り；ぐ）（j∈M）asfo1lows：  

堵∫（触り；ぐ），影3＜0，  

鴫∫∫（∬3，叩；〔），∬3＞0，   
輯（恥り；ぐ）＝  



40  

トc茎電酬2  堵∫（ガ3，叩；ぐ）＝   

堵∫∫（∬3，り；ぐ）＝   

鴎（ガ3，り；ぐ），∬3＜0，  
ぐ一入ゴ（り）   

仁c笈士別2  
輔（∬3，り；ぐ），∬3＞0・  

ぐ一入J（叩）   

hom七heexpressionof軌j（∬3，r7；（）（j∈M），WeSeethatthelimi七s  

躍（∬3，り）＝ト2酵（∬3湘）  
．  

〃 種㍗（∬3，り）＝ト2堵（鞠棉  
．  

exist・Moreover，byLemma4・1，＊HI（x3，り）and嘩II（x3，叩）satis＆forj∈M  

A裾）1膿∫（∬3，叩）＝C笈書冊堵∫（∬8，り），∬3＜0，  

Aぎ∫（り′）堵∫∫（∬3，り）＝名瀬l2堵∫∫（∬3，り），∬3＞0，  
∫∫ 酵（∬3，り）】。8＝。＝堵（∬3，批3＝。，  

β裾）躍（町砿＝。＝畔（相計∫（∬3，鵜a＝。t  

Thisshowsthat堵（x3，n）（j∈M）aregeneralizedeigenfunctionsfbrAl（q／）cor－  
responding七otheS七oneleywaNe・Letusgiveanexpressionof堵（∬3，り）foreadl  

j∈M・ItsufEcestoconsider七hecasWheretheLopa七inskideteminantA（叩′，ぐ）  

hasrealzero・IftheLopa七inskide七ermlnanthasnozero，WeCOnSider堵（x3，叩）≡0  
（J∈〟）．Put  

△（り′，ぐ）＝（卜c告諦′l2）△0（り′，ぐ），  

andnoting七ha七cs電≦csl＜cpl＜cs2＜cp2，Wehave  

′2句1＝ トl ト－2  

2㌔1＝ 
ト－ ト－2  

2年2＝ 
ト－ い－2  

′2㌔2＝ いl ト舶′12  

whereざ諾，E莞，農，弧dど雷areallreal・Sowehavefbrx3＜0  

（4．17）   

．ロ．，′  11   1 111 
堵∫（∬3，り）＝言             2 

J転載酬2β1£   
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△0（り′，C宣告け！2）  

△いり′，e茎南′】2）  
△0（げ，C芸才  

△去2（り′，C茎舌酬2）  
△0（り′，C芸才けI2）  

△三2（り′，C茎亡桝2）  
△0（叩′，C茎まけl2）  

△孟1（り′，C笈ま酬2）  
－■1  どぎさ∬81  1  

）
 
 e  

△0（り′，e茎電け12）  

△≡1（り′，C富士酬2）  
ど訂卜咋訂  

J. 1  
）
 
 

リ
2
 
 

け
 
 

●
〃
小
 
 ＋  

△8（叩′，C呈士酬2）  

△孟2（り′，C  
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椚
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ノ
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什
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▲
什
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．
 
 △0（り′，C笈七刷2）  

△≡2（り′，C各t酬2）  
△0（り′，C量子酬2）  

andfbrぉ3＞0   

（4・18）  

¢許∫（∬3，り）＝  
1 1 1 III 

C笈舟′f2β2五  

ト
 
 

1   1  

△0（げ，C茎t桝2）  与訂ト音漂  

△…ユ（り′，C富ま酬2）  1   1  
e－ぞ苦言お3  ＋  

△0（り′，e至 △0（り′，e富 士酬2）  

△孟2（り′，C茎鷺洲2）  
どだ∈－よ∈だ  

1   1  

△0（り′，C茎舟′l2）  

△彗2（り′，C茎そ酬2）＿  
△0（り′，C茎士別2）  

△芸1  ，  

）
 
 

2
 
 
 

／
 
 
 

椚
り
 
 

4
ん
 
2
g
 
 
 

ハ
し
 
 

／
 
 

m
り
．
 
 

ノ
し
 
 

／
 
 
 

れ
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．
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1
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＋  
△0（り′，C茎せ酬2）  

△ま1（叩′，Cをf桝2）  

●
り
＿
 
 

‘
L
マ
 
 

（ 

ー漂漂  

一昭帥′l  

1
 
 

8
 
 
∬
 
 

l
 
 e－ぞ詔  

ど訂卜緩だ  

△芸2（り′，C茎士別2）  
（‾欝′l  

（晶  

1
密
 
 
 

8
 
 
∬
 
 一漂漂  

一喝棚  

l
 
 eペ完  

△0（げ，C各号酬2）  ．
甘
 
 
 

亡
．
ヽ
 
 

△雲2（り′，亀  
ヽ
｝
ノ
 
 

2
 
 

．
 

〟
り
 
 

‾㌣牛・て■∴   

1  1  
e－ぞ完恥   

△0（げ，C茎t桝2）  と雷卜緩雷   
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Whereゴ∈〟＝（pl，βいp2，β2）．  
Inconclusion，（鴫（x3，刷j∈Maregeneralizedeigenfunc七ionscorrespondingto  

therootsofthedarac七eris七icequa七ionofAl（n／）・（蠣（x3，n））j∈M 

． 

（4・9）－（4・16）and（4．17）－（4．18）areexplicitformulaぶOfthesegeneralizedeigenfunc－  

tionsforAl（り′）．  

§5・Generali2；edEigenfunctionsofA2（r7／）  

Inthissec七ion，WegiveaneXPlicitrepresentationof七heGreenfunc七ion  

G2（a73，y3，rl／；ぐ）for七heoperatorA2（り′）－U（（≠R）by七hesamemethodasgeムー  

tingGl（a＝3，y3，1］／；ぐ），inorder七odefinegeneralizedeigenfunctionsfortheopera七or  

A2（り′）．   
Considerthefollowlnginterfaceproblem：                                                                   ●  

∫′ （A拍′，功一伽（叩，∬3）＝仙′，㌶3）， ∬3＜0，  
J∫′ （A芸才（叩′，功一ぐ）加（り，∬3）＝灼′，∬3）， ∬3＞0，  

（5．1）  

＝∫∫′ 餌∫（叩′，∬3）1。8＝。u（叩，∬3）1∬3＝。，  
∫∫′ 

現（頼∫（叩′，∬3）1∬3＝。＝邸（頼（り，ガ3）I。3＝。，  

wheref（・，X3）∈CF3（R＼（0））．Le七usseek七hesolutionsuI（771，X3）anduII（r71，X3）  
in thefbrm  

㌦（叩′，㌶3）＝且拍鋸叩′；ぐト∬拍3，叩′；ぐ），  

uJJ（叩′，∬3）＝ぷすJ（∬3，叩ノ；ぐト可J（触り′；ぐ）．   

TheexpressionsofEfandEfZcorresponding七0（2．16）and（2．18）inSection2are  
glVeninthefbllowlngform：    ●                                             ●  

e車3一馳）T81  

払出）＝喜（エ   ′（り′，的）軸3  
C彗1711   

∞e→（∬a－狙）㌔1  

J（り′，y3）dy8  ∬3＜0，  
3   e彗1㌔1  

e車3一錮）丁82  

帥3，刷＝喜（エ  ′（叩′沌3）軸3  

C3㌔2  

∞e一石（鮮3一針3）丁82  

J（イ，y3）d鍋  ∬3＞0，  
3   C害2丁52   

wbe】：e   

潮如1≧0， ㌔2＝  一1勅㌔】血㌔≧0・   Til＝  
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0n七heotherhand，Pu七  

∬拍3，り′；ぐ）＝αe‾れ1∬8 ， ∬3＜0，  

現J（∬3，り′；ぐ）＝βeれ2霊a ， ∬3＞0，  

whereαandβaredeterminedso七ha七uIanduIIsatis＆七heinterfaceconditions  
（5．2）and（5．3）．Then七heequa七ionsonαandβcanbewritteninthematrixform  

asfbllpws：  

（ふ…読 ）（岩）＝喜（完…‡招），  
wbere  

仙3）如上∞諾∫帖）廟  

e－汀さ1！柏  

九1（り′，亡）＝   
C1㌔1   

∫侮）触一上∞琵肋抽   

e一亀㌔2y3  

C2丁ぶ2  

e一両 九2侶）＝β1（－エ 仙3）如上∞eれ1鮒，跡如）  

＋β2（エe－れ珊 ，掴3一上∞ eれ珊，y3）d封3）・  

TheLopa七inskide七erminantfor七heproblem（5．1），（5．2），and（5・3）  

△′（り′，ぐ）＝即≡1丁β1＋揮≡2丁β2  

hasnozerowi七hrespec七toぐforLr7／l≠0．Therefore   

鮎∫（現，叩′；ぐ）＝茸拍3，り′；亡ト∬拍3，り′；ぐ）  
e串8一触）丁81  ∞e一宣（∬8－的）丁さ1  

拍′パね）dy3  ′（り′，封3）d馳＋  
8   C彗1Tβ1   C彗1T，1  

甘  
e－れ1恥 ×  

△′（り′，ぐ）  

［郡鵠2（エ  畑舶3・J∞諾仙3）dy3）  

e一打81y8  

C冨1丁β1  

e－れ1鮒 
佃〔エ ，的）如上∞e呵（り′，掴3 

－2β2上∞eれ珊，y3）ヰ暗0，  
）  

祝J∫（∬3，り′；ぐ）＝属才J（∬3，り′；ぐト∬すJ（∬3，叩′；ぐ）  
e五（∬3－y3）㌔2  ∞e－i（∬3－狙）丁82  

J（り′パね）触＋   紬′，y3）d的   
C彗2㌔2  

◆  e行さ2∬8×  

8  銭丁。2  

△′（り′，ぐ）2  
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ト鵠1（エ  仙3）如上∞琵拍′，締約）  
e一灯82的  

C32T占2   

＋β2（エ  ．＿fエ  
e‾明細り （り′，封3）d馳－   e汀β2y8J（叩ノ，y3）触  

瑚エ e－れ1鮒 ，叫，∬3＞0・  

So，theGreenfunctionofA2（T7I）－亡isgivenby七hefollowingform：  

G吉（∬3，封3，り′；ぐ），∬3＜0，  

G書J（∬3，y3，り′；ぐ），∬3＞0，  
G2（ガ3，的，り′；ぐ）＝  

where  

舶3，M′；ぐ）＝；×  
e壱（∬8－的）Tdl  e一言（∬3－y3）㌔1  

＋∬（的－∬3）  
C彗1丁β1  C慧1711  

e一打叫∬3 ×  

△′（り′，ぐ）  

〈   （  ・恥）諾）  

e－汀■1y3  

伽C2丁β2   ∬（－y3）  

C彗1丁宣1  

＋β1ト∬ト的）e‾叫恥 ＋可約）e叫び3）  

－2β2月■（訂3）eれ2恥）］ ，∬3＜0，  

G妄極，封3，“）＝言×  
e壱（∬3一的）丁82  e一壱（∬3－y8）㌔2  

＋ガ（的一霊3）  
C害2丁8。  銭㌔2  

e3㌔2∬3×  

△′（り′，ぐ）  

〈   一触）琵）  （  

e一打82y8  

仇C1Tβ1   ∬（－y3）  

㌔2  

＋β2匝トy3）e‾叶巧狙－ ∬（的）eれ2如 ）  

－2β1茸（－y3）e‾れ1当臣，勘＞0・  

Nowwedefineゆ2k（x3，rl；ぐ）（k∈N＝（sl，S2））by  

鴎（勘，叩；ぐ），∬3＜0，  
硯（恥，叩；ぐ），∬3＞0．  

中2た（∬3，り；亡）＝  

賃琉（∬3，り；ぐ）＝㍍1瞬（称y3，イ；用（ど）（入た（り）一伽rl，∬3＜0，  

¢髭（芳3，叩；ぐ）＝j忘1瞬∫（黒3胡，叩′；用（ど）（入抽）一伽；1，∬3＞0，   
（5．5）  
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Where入k（11）（k∈N＝（sl，S2））aretheeigem′aluesofA2（り′）whichhaveconcrete  

expressionsÅsl（n）（＝C≡1IrlI2），入s2（n）（＝C冨，［叩I2）・   
Themotivationfor七hesepar七iculardefinitions（5．4）and（5．5）isshowninSec七ion  

6（Lemma6．1）below．Thenwecansee七hatthelimit  

ぬ（霊3，叩）＝ぬ（∬3，両）  
ト出。  

exist・MoreoverapplyingLemma4・1toA2（n／），1琉（x3，77）and硯（x3，17）sa七is伽  

theequations  

A糾）¢甜（∬3，り）＝入た（輌畳（∬3，り）， ∬3＜0，  

A妄∫（り′）ゆだ∫（∬3，叩）＝入た（輌訂J（∬3，り）， ∬3＞0，  
∫ 勺ぽ（∬3，鵜8＝。＝艦（ガ3，瑚。8＝。，  

月糾）艦（恥，叩）1∬3＝。＝月拍′）祀∫（∬3，り）】∬3＝。，  

Whereた∈Ⅳ＝（β1，β2）．   

W占no七ethefollowlngrela七ions． ●   

㌔1＝土l舘    1im  
ト入．1（脚  

（h′l2＋∈2）  ルーl叩l2  （c≡1研＞c≡2l叩′l2）   

（c≡1回2＜c≡2酬2），  
㌔2＝∈β2（帖1）＝  1im  

抽1（脚  lり′l2一弓（l≡；l2＋∈2）   

土  ㌔2＝抽′，入β2）＝ Iim  
抽1（脚   

丁三二＝＝ミ≡・    lim  
こ＿ふ＝：ニ  

Ⅵ屯haveforど＞0  

1im  
Åた（叩）－ぐ  

＝2e孟ど，  
ト㍍モ箭土沌ど〒箱（げ，亡）  

andalsoforど＜0，  

入ゐ（り）－ぐ  
＝2c孟g，  1im  

い㍍モ箭士紬ど土丁た（げ，ぐ）  

Whereck（k∈N）arede負nedby  

＝ 
e1＝ ，C≡2，  

弧dTk（叩l，ぐ）aredefinedby  

一冊，Ⅰ町1≧0，つ㍉＝ C彗1  
⊥ 

一軒円］血㌔≧0．  
C三2   

丁ム1＝  
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IfE＞0，Wehavethefollowingexpressions：  

（5．6）   
¢記（∬3，り）＝砿1（∬3，り；ス81（り）土叫  

＝義津お8 
＋  e‾廟 （耶≡1ピー伽C≡2どβ2仙人。1）  △′（げ，入β1）  

（5．7）   
ゆ㌫∫（触り）≡中身gl（∬3，り；入β1（叩）土叫  

1β1  1  2e壱e82（叩′，入81）恥  

滞β2△′（げ，入β1）  
（5．8）   

ゆだ（∬3，り）≡砿1（∬3，叩；Å。1（り）芋叫  

＝義吉巨∬8 
＋  e■緩鞘 （即≡1ど＋脚≡。∈β2（叩′，入β1）  △′（り′，入81）  

（5．9）   
¢冠（∬3，り）≡砿1（称叩；Åβ1（り）干叫  

＝0，  

（5．10）   

¢㌫（∬3，り）≡砿2（称叩；Åβ2（叩）土叫  
＝0，  

（5．11）   

ゆ㌫∫（∬3，叩）≡ゆ妄去（∬3，り；入82（叩）士0）  

＝義去［揮－  縛（轍1（り規＋棚］，  △′（げ，入β2）  
（5．12）   

¢震（∬3，り）≡砿2（触り；入β2（り）芋叫  
1／）2  1  2e－壷どさ1（叩′，入82恒  

滞β1△′（り′，入β2）  
（5．13）   

¢㌫∫（∬3，り）≡中吉去（∬3，り；入β2（叩）〒叫  

＝完吉［e廟－  e廟卜即≡1どβ1甘，Åβ2）＋即≡2ど）  △′（り′，入β2）   

IfE＜0，theeigenfunc七ionsゆ2k（x3，rl，入k（rl）土iO）coincidewiththeeigenfunc七ions  

¢2た（恥，り，入た（り）〒拍）in七he払rmulaabove．   

hconclusion，（鴎（x3，q））keNaregeneralizedeigenfunc七ionscorresponding七o  
theroo七softhe血arac七eri8七icequationofA2（rl／）・（5・6）－（5．13）aretheexplici七forrm－  

1asofthesegeneralizedeigenfunctionsfbrA2（叩′）．SincetheLopatinskidetermina血  

OfA2（771）hasnozero，Weneedno七considerothereigenfunctions．  

§6．ConstructionoftheSpec七ralFamilyofA   

hthissection，WeCOnS七ruCtthespectralfamilyofAbymeanSOfthegeneralized   
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eigenfunc七ionsofAl（rl／）andA2（叩′）definedinSection4andSec七ion5，reSPeC七ively．  

ThenwedefinetheFourier七ransformsoff∈T（withrespecttothesegeneralized  
eigenfunc七ionsofAandweprovethecorrespondingParsevalformula（Theorem  
6・5）・ThekeylemmaisLemma6．4below，Whichjus七ifiestopasstothelimitunder  
theintegralsignoverR3・   

Using4，1j（x3，r7；ぐ）（j∈M）de丘nedinSection4，Wedefine4，lj（x，T7；ぐ）（j∈M）  

by  

（ 

鴫（∬，叩；ぐ），∬∈虻，  

輔（∬，叩；ぐ），∬∈埠，  
（6．1）  軌ゴ（∬，り；ぐ）＝  

where  

ゆ抽棉＝e軸1＋瑚2）uc鶴（∬3，り；ぐ）拍×1），  

仰，り；ぐ）＝e軸1＋瑚2）uc（輔如；ぐ）拍×1）・  

Onxndeno七es七henxn2；erOma七rix・Using4，2k（x3，rl；ぐ）（k∈N）definedinSection  

5，Wedefine¢2k（∬，rl；ぐ）（k∈N）by  

鴎（∬，叩；ぐ），∬∈Rと，  

硯（∬，り；ぐ），∬∈Rキ，  
（6．2）  ¢2ゐ（∬，り；亡）＝  

where  

舶，棉＝去e軸1廟）uc（02×2⑳舶3，叩鼎  
ゆ紬㈹＝紳1廟）uc（0 2×2錮紬3，り鼎  

andrl＝（T7／，E）＝（rll，r12，E）．Fhrtherwedefineforf∈C8Q（R3，C3）  

（6・3）  ん（相＝上8柚相＊仙（緑血，J∈叫  

（6・4）  烏舶）＝⊥如拙（亜3）血，た∈j吼  

Nextlemmashows七hemo七ivationofdefini七ions（4．1），（4．2），（5・4）and（5・5）・  

Lemma6．1．Letf∈CF3（R3，C3）．でムenwehave  

緑雨）tて「鳥ゐ（り；ぐ）  
∑
榊
 
 
 

（6．5）   （UC）‾1島【兄（ぞけ1＝  

inthedistributionseJユSe．  

PropfLet車∈CF’（R3，C3）・Wbdenotebyモ，＞M2，亡theduali七ybetweenS  
andSIwhereSisthespaceofrapidlydecreaslngC∞functionsandS／thespace   
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0f七empera七edis七ribu七ionB．為deno七es七heFburiertranSforma七ionwithrespec七to  
X＝（a＝1，a，2，X3）．Thenなom七heParsevalequali七y  

〈（UC）‾1（為→（軌ど）刷り），押C）‾1（穐→（叩′，泄（ぞ川）（叩鵜 ユ，叩2，f  

＝〈頼），兄（餌（㌶）〉∬1榊3  

＝〈R（錮（ガ），プ匝）〉∬1，芯2調  

＝〈（A－亡）－1頼），∫回〉∬1脚3 ・（＊）  

mom（1．10），itfollows七ha七  

（6．6）  
（A－ぐ）‾1車（∬）  

＝符L∬′【UC（（A両′トイ）‾1⑳（A2（り′卜ぐ）－1）（UC）‾1（み可州り′，∬3）］（∬）  

＝符㌔′【UC（（A両′）－（）‾1◎01×1）（UC）‾1（舘可桝（り′，顧植）  

＋符㌔′【UC（02×2¢（A2（り′卜ぐ）‾1）（UC）‾1（み→叩′両（り′，緑】（ご），  

SOtha七駐om（4・1），（4・2），（5・4），（5・5），（6・1）－（6．4）andtheParsevalequali七y  

（＊）＝〈吋【UC（（Al（り′卜ぐ）‾10（A2（り′卜が）（UC）朝′刷鋸（∬）〉 
瞞3   

＝〈uC（（Al（り′トぺ）‾1㊦01×1）（UC）‾1佑凍柚′，∬3），肺腑′，∬3）〉恥耶8   

＋〈uC（02×20（A2（り′卜（）‾1）（UC）‾1鶴刷叩′，∬3），（為′佃′，∬3）〉恥叩2，。3   

＝〈UC（Gl（∬3胡，り′；ぐ）⑳01×1）（UC）‾1（為′桝（り′，y3），  

（舘∫）好，諾3）〉恥叩2剛3  

＋〈UC（02×20G2（諾3，的，り′；ぐ））（UC）－1（為′明（叩′，的），  

（み∫）好，∬3）〉鮎叩曲的   

＝〈〈uC（吼（ガ3，y3，り′；ぐ）⑳01xl）（UC）‾1，  

（穐ノ刷り′胡）〉封8，（馬′榊′，∬3）〉恥 恥∬a  

＋〈〈uC（02×2①G2（称的，り′；ぐ））（UC）【1，  

（罷′刷り′，y3）〉的，（馬′創り′，∬3）〉恥恥恥   

＝〈くUC（j忘1【Cl（∬3，紬叩′；ぐ）⑳01×1］）（ど）（UC）‾1，  

侃8為′刷鵜，（晶′腑′，∬3）〉恥恥萌  

＋〈〈uC（㍍1【02×2¢G2（∬3，紬り′；用）（ど）（UC）‾1，  

（瑞和拙鵜，彿榊′，∬3）〉町 叩摘   

＝〈uC（j忘1匿1（∬3，的，叩′；ぐ匝01xl】）（ど）（UC）‾1侃3為′桝（り），  

（相川イ，∬3）〉触叩2，摘  

＋〈UC（㍍1【02×2⑳G2（∬3，y3，イ；用）（ど）（UC）‾1侃aみ両（り），  

（舘J）（叩′，∬3）〉恥叩2，摘   
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＝∑〈uC（㍍1牲（∬3，紬り′；ぐ）⑳01×1】）（錮舟トぐ）ろ（擁（∬3）‾1β伍）  
J∈〟  

（UC）‾1侃3為′州叩），（人血トぞ）‾1（罷′創り′，∬3）〉恥触拍8  

＋∑〈uc（㍍1【02×2⑳G2（∬3胡，叩′；ぐ）】）（錮〆り卜ぐ）β（∬3）‾1β伍）  
た∈Ⅳ  

（UC）‾1（馬3筏′刷叩），（入た伸一∈）‾1（為′腑′，∬3）〉町恥摘  

＝∑くUC（れ直3，耶0001×1）β（∬3）  
J∈〟  

（UC）‾1（瑞3鳥ノ刷叩），（人血）－∈）‾1（馬′佃′，∬3）〉町触摘  

＋∑（UC（02×2錮2た（称り；Ⅲβ（ガ3）  

た∈．Ⅳ  

（UC）‾1（為3晶′刷り），（入た伸一針1（為イ財，∬3）〉町 触摘  

＝∑   
メ∈〟  

（UC）‾1（馬8為′両（り），（れ（称り；げ⑳01×1）β（∬3）（UC）‾1  

×（帖針1去／e軸軸 
）血′〉 

町抽  

（UC）‾1（馬8鳥′桝（叩），（01×1¢車2た（㌶3，り；げ）β（㌶3）（UC）‾1   
〈  

＋∑   
た∈．Ⅳ  

×（帖針1去／e榊軸）血′ 
〉 恥抽  

〈（UC）－1（偶柵柚卜腔／仙；げ仙（榊〉 
仙∈  

〈（UC）－1（雛刷，（入た（か㌍／柚，刷（擁）ゐ〉 
…，∈  

＝∑   
J∈〟  

＋∑   
ゐ∈Ⅳ  

〉  

〉  

ん（叩；ぐ）バ「ふ（叩；ぐ）  （UC）‾1（馬3→曲→叩ノ州り），∑  
J∈〟  

（UC）‾1（毘3→モみ→叩′槻叩），∑  

（ÅJ（叩）－ぐ）一缶（入た㈲－ぐ）  
叩1，叩2，モ  

緑雨）1て「克た（り；（）   

嘉（入潮‾ぐ）●缶（入刷‾り 
恥恥∈  

Thiscomple七estheproofof（6．5）．□   

Theselfadjointopera七orAadmi七sauniquelyde七erminedspectralresolution：  

人血（入）  

Where（7T（入）‡＿∞＜入＜∞denotes七heright－CO血nuousspectralfamilyofA．Therep－   
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resentationof7T（入）isbasedon七hewell－known七heoremofS七one（see，e．g．，r14］）：  

打（む）＋打（わー）  
＿ （6．7）   

2  2  

あ  

上  

1  

＝β－1im－  
£lO2打宜   

［R（入＋宜ど）一月（入一呵】d入， α＜あ．  

Ftom（6・5）and（6・7），WeOb七ainthefb1lowing．  

Lemma6・2・Letf∈C占X3（R3，C3）andO＜a＜b＜∞．171enWehave  

（6・8）（（  
（む）＋町（わー）汀（α）＋  7r   

2  2  

＝項嘉か入上3  
伍両人土呵l2句  

（入J（叩）一入）2＋だ2  

g   

＋左上あd入⊥  
l烏た（り；人士呵l2画  

（入た（叩）一入）2＋g2  

＝祭主（弘り上わ  伍舟人士呵l2d入  
（人血）一入）2＋g2  

♭  

＋弘dり上  
l烏抽；人士呵】2d入  

（入た（叩）一入）2＋g2   

Propf馳om（6．5）and七heresolven七identity  

兄（ぐ）一見（ぐ）＝（卜ぐ）兄（亡）R（ぐ）＝（亡－ぐ）R（ぐ）R（ぐ），   

webave  

（［兄（入＋均一R（入一転）け，プ）  

＝（2猛虎（人士猛）兄（入〒ね）∫，∫）  

＝2ね（R（入〒紘）J，呵入手ね）′）  

＝2呵（UC）‾1ダ【兄（入〒吋周，（UC）‾1ダ【R（入干呵J】）  

Åバ■；人士叫 ん（・；人士呵  
＝2ね  

人血）－（入手呵’人血）－（入〒呵   

鳥ゐ（・；人士呵 見た（・；人士呵  

＋∑  

（嘉‡  

入た（り）－（入手呵’入た（叩）－（入手呵  

伍抽入土呵t2動   ＝2盲  

（入J（叩）一入）2＋g2  
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＋左上3  
伍た（り；人士呵I2  

（入た（り）一入）2＋g2  

andhenceby（6・7）foranyin七erval（a，b）⊂R＋  

町（b）＋汀（む－）訂（α）＋訂（α－）  

（［且（入＋ね）一利入－ね）け，∫）d入  

血（耶人士呵l2句  
（人血）一入）2＋E2  

店た（叩；人士呵l2  
（入た（り）一入）2＋E2  

済南人士呵l2d入  
（入J（り）一人）2＋g2  

l展た抽入士呵l2  
（入た（り）一入）2＋g2   

isacontinuousL2－Valuedfunction  since＆om（6・5）∑jEM岩鮮を＋∑kEN蓋楷  
Ofぐ払rImぐ≠0．口   

Usingthegeneralizedeigenfunctions鴫（x3，り）（givenby（4・9）－（4・16））and  

堵（x3，叩）（givenby（4・17）－（4・18））（j∈M）forAl（りl）and鴎（∬3，り）（givenby  
（5・6）－（5・13））（k∈N）forA2（d），Wedefine七hegeneralizedeigenfunctions鴫（∬，叩），  

一昭（∬，り）（J∈叫弧d鴎（∬，り）（た∈Ⅳ）forAby  

鴫∫（∬，り），∬∈虻，  

暗∫（∬，叩），∬∈叫，  
鴫（∬，り）＝  （6．9）  

wbere  

鴎恒，叩）＝去e軸1廟）uc（暗（触り）銅1×1），∬∈虻，  

鴫彗紺）＝去e軸1廟）uc（鴫彗町両川1×1），∬∈Rも，  

堵J（霊，可，∬∈虻，  

蠣∫（∬，可，∬∈Rを，  
蠣（∬，り）＝  （6．10）  

wbere  

酵（∬，り）＝去e軌1軸2）uc（膵（∬3瀬畑01×1），∬∈配，   
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堵〃（訂，叩）＝e柚1拗2）uc膵悔加01×1），∬叫，  

and  

ゆだ（∬，叩），∬∈Rと，  

ゆだ∫（ご，り），霊∈埠，  
鴎（ガ，り）＝  （6．11）  

wbere  

艦（∬，叩）＝e軸1廟2）uc（02×2錮紬，軌∬∈虻，  

艦1∬，り）＝去e車両瑚2）uc（0 2×20脚（∬3，勅∬叫・  

HereweconsiderthecasewheretheStoneleywaveexists，i・e・，D（c冨1）＞Oifc81＜cs2  

andthatD（c≡2）＞Oifcs2＜cslaSShowninSection3・Notethat七hereisnoterm  
堵（x，rl）（j∈M），ifS七oneleywavedoesno七exist・   

Thenweeasilyhavetllefollowingproposition．  

Proposition6．3．Letx∈R3andTl∈R3（り≠0）．TTlenWehave：  

川嶋（∬，刷J∈叫beJo咽ね‰。＝堵。（R3，C3，β（∬3）叫弧d  

A鴫（ぉ，叩）＝人血）鴫（∬，り），  
＝r∫ 嶋J（ガ，り）】∬B＝。鴫（椚転＝。，  

両脚両耽＝。＝顧鳩卑痛砿＝。・  

作用劉∬，扇（J∈〟）beJo咽ねγJ鋸皿d  

A堵（ぉ，叩）＝C主潮2堵（∬，り），  
∫∫ 堵∫（か，叩氾8＝。＝堵（∬，り）t。3＝。，  

J拍仲許（∬，叩川∬3ニ。＝J抽許∫（折鶴＝。・  

伺鴎（∬，り）（た∈Ⅳ）bejo皿gわ冗i。。狐d  

A砥（∬，り）＝入た（榊克（諾，叩），  
∫ 中だ（∬，叩）！恥＝。＝擢（∬，叩）‡。8＝。，  

相場拍減砿＝。＝J抽計（折鶴＝。・  

Proposition6・3means七ha七‡鴫（影，り），堵（黒，叩）（j∈M），鴎（x，n）（た∈N））and  

（垢（x，り），4，H（x，n）（j∈M），4・品（∬，叩）（k∈N））are七wofami1iesofgeneralized  
eigenfunctionsforthe opera七orA．Oneis afami1y ofo11七goingelgenfunctions， ●  

andtheotheris afami1y ofincoming eigenfunc七ions．W占shal1showlaterthe  

COmPletenessofeadlfami1y．   
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Inordertoobtainthedesiredrepresentationof七hespectralfamily，itremainsto  

passtothelimitunder七hein七egralsignoverR3in（6．8）andevaluatethelimitof  
theintegralover（a，b）．Forf∈7i，WedefinetheFburiercomponentswi七hrespec上  
土othegeneralizedeigenfunctions鴫（x，り），蠣（x，叩）（j∈M）and鴎（x，n）（k∈N）  
払rAby  

ム≦児 
鴫（刷（亜3匝，購  （6・12）  馬（叩）＝  

（6・13）  瑠（叩）＝  

（6．14）  践（り）＝  

1．i．m．  
R→00   

1．i．m．   
兄→∞  

1．i．m．  
兄－→∞   

堵（∬，げ拍）β（∬3）血，J∈妬   

鴎（ガ，げ拍）β（∬3）血，た∈凡  

Thenthemappingf－（馬，辟，薦）maybeconsideredasthegeneralizedFomier  
transformofJ．   

ThefbllowlnglemmaglVeS therepresentation ofthespectralfamily ofAby ●■  
meansofthegeneralizedeigenfunc七ionsofA．  

1emma6・4・勒a甜ume地a七叫c雲1）＞Ojfcβ1＜cβ2皿d地a亡叫銭）＞Oif  
c。2＜c町エeり∈C㌻（R3，C3）皿dO＜α＜わ＜∞・耶1餓Weムave  

＋汀（α－）  ）＋打（む－）汀（α）   
（6・15） 

（（  

訂（む  

2  2  

＝嘉（上≦刷≦脾榊豆刷≦む 
腰可  

・左上≦冊 
伽絢  

RerTWk．Underthefb1lowing七wocondi七ions（i．e．，Stoneleywavesdoesnotexis七），  
theforrmlla（6．15）holdswithout七hesecond七ermson七herighthandside：  

（i）Ifcsl＜cs2，thenei七herD（c≡1）＜00rD（c≡1）＝0andtheexpression（6・23）  
below doesno七vanish．  

（ii）Ucs，＜csl，七heneitherD（c冨望）＜00rD（ce2）＝0andtheexpression（6・23），  
exthangedwi七hcslandc82，doesno七vanish・  

Propf Theessentialpar七of七heproofof七hislemmais七ojus七勒七hepassagetothe  
limitunderthein七egralsignoverR3in（6．8）．   

Firstofal1，from七hedefini七ionof＊1j（a，，r7；ぐ）（j∈M）   

（6．16）   

鼻血）＝⊥柚刷（亜3匝  

左上3  
e叫椚1＋瑚2） （鴫（諾3，叩；げ001×1）（UC）‾1拍）β1血   
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ム  

1  

＋  e‾廟…瑚2） 
（輔（鞠り；げ⑳01×1）（UC）‾1拍）β2血  

＝上＿  
（鴫（∬3，り；げ⑳01×1）（UC）‾1（為′Ⅲ叩′，∬3）β1血3  

＋ム  
（輔（∬3，り；げ①01×1）（UC）‾1（相川叩′，∬3）β2d称  

Bytheexpressions（4・2），（4・7），and（4．8），七heintegrandsinthelast七woimiegralsof  

theright－handsideof（6・16）aresummablewi七hrespect七ox3．Fhrthermore，uSing  

theinequalibTIcy‖β1≦（Icvl2＋l卵）／2，Wehave  

（6．17）  

裏芸（  

1 入m（り）－ぐ  
血（り；ぐ）】2≦C∑∑  

Tm（り）H－㌦（り）  

2）  

△㌫（り′，ぐ）1入m（りトぐ  
tβ（州2，  △（り′，亡）Tm（り）H－㌦（り）  

WhereCisaposi七ivecons七antand9（rlI）isarapidlydecreasingfunc七ionwithrespect  

toが．   

Nex七，WeCOnSiderjus七ibring七hepassage七othelimitundertheintegralsignover  

R3・W占separate七hein七egralasfollows：  

む  

上山  
伍舟；人士呵l2  

（入こ而）一入）2＋ど2  

上伸｝上あ叫   上む   

＋
 
 

れ
．
 
 
 

d
 
 
 

l
∧
 
 

d
 
 

．
 

r
ム
 
 

｝
 
 

∫
U
 
 

＜
 
 

l
 
 

J   J  
d入如＋   

回＜3丘）∩（1引＞∂）  l叩t＜3R）∩（は  

＝珠（g）＋瑞（g）＋瑞（E）・  

W占dividetheproofin七0七hrees七eps．Wi七houtlossofgenerality，WeCanaSSume  

tha七csl＜cs”rePlacingcslbycs，Whencs2＜csl．  
Stepl・Firs七weconsider瑞（E）・Since  

c笈電酬2＜c≡1（lγげ＋ど2）＝入。1（叩）  

for［E］＞6，thelimitsAj（rl；Å土iO）exis七when入＝入j（q）andarecontinuousinn．  
So，foranyESudlthatO＜E≦E。  

ニ  

工ニ  
ノヽ l九血人士呵暮2d入  

（入舟）－Å）2＋g2  

d入   

（入ゴ（叩）一入）2＋ど2  
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≦cl∬，  

WhereclisapositiveconstantandindependentofEandr7・Since  

櫛吊）＝上a榊刷（亜3）血  

）
 
 

′
L
’
 
 
 

れ
．
 
 

（
 
 
 

り
ノ
 
 

＜
♪
J
l
 
 

，  
）
 
 れ

り
 
 

（
 
 

右
．
 
 

thelimits辟（り；入j＝iO）exis七swhen入＝CS洲2andarecontinuousinり．So  

c各t酬2＋∂2  

ノヽ 侮（叩；人士呵】2dÅ  

呈潮l2－∂2 （入舟卜入）2＋g2  

亡呈両ノ】2＋∂2  

．．さ二三子  麿（叩；人士呵12d入  
研一∂2 鳩flりヤー入）2再2   

呈両′】2－∂2 

≦c2  

（c茎洲2一入）2再2  

≦c2町，   

Wherec2is aposi七iveconstan七andindependent ofEandrl．Ⅰ七follows正om七he  

WelトknownformllaofCauchy（see，e．g．，【15］）七ha七  

む  

幣主上  ∫い）dÅ＝X（α，り（〃）仙），  
（入－〃）2＋E2  

伍舟人士呵t2d入  
（入舟）一入）2＋g2  

入ゴ（叩）＋∂1  

王二  
1 ＝X…（人血））幣言  仏血Å土呵l2dÅ  

（叩ト∂1（入舟卜入）2＋E2  

一2  

＋x（α，榔l2）症㌫ 
＿∂2 

＝X（刷小舟））済南人血）土嘲2   

l倍（り；人士呵Ⅰ2dÅ  

（c茎士別2－Å）2＋g2   

＋x（α，り（柚））軌 maX  ′ヽ  

∈（刷｝∂1柚）＋∂1） 

＋x（。，む）鳩州2）麿廟動酔土叫l2  
l錯（叩；人士呵一帯（叩；人士宜矧2   ＋x（α，纏ゎ′l2）軌 maX  

∈（隠両照＿鴫脚2，  

＝X（刷（入J（洲憺（叩）l2＋x（α，あ）鳩洲2）l倍（叩げ・  

BytheLebesgueboundedconvergencetheorem，Wehave   

聖J主こ三二   
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仙士榊）d叩  J  

J  

（人血）一入）2＋E2  回＜3月）∩†圃＞占）   

備州2（わフ  
回＜3兄）niはl＞∂）nlα≦入メ（叩）≦り  

＋ふ1＜叫。｛脚。｛釧。≦り 雌（榊・  

Step2・NextweconsidertheZAj（E）・Theprincipaldi凪cultyininterdlanginglimit  

andin七egrationoccurswhenthezerosof七hedenomina七orsofTEWand七hezero 亡  
OftheLopa七inskide七erminarrb△（り′，亡）nearlycoincide，thatis，Whencst＝Csl．This  

isthecasewhereD（c≡1）＝0・  

1）Considerthefir＄上土ermoftherig虹handsideof（6．17）．IfsignEisthesameaS  

Slgn7も1Ithen ●  

1  2  1  
‾ ＋ 

丁β1（卜丁β1）（古壷1）緬，  

web乱Ve  
1  2  1  

hlt2’  l㌔1眠－㌔11‾ニl入β1（り）－ぐl  

hence  

古  

幣上  
1Åβ1（り）－（  

Ig（州2d入  
1ぐ一入。1（扇l2  丁β1ぐ ピー㌔1  

1  E  

1g（州2d入  ＜c／1im  
どlO  入2（入β1（叩）一入）2＋g2  

イ  
1  g   

入2（e雲1刑2一入）2＋g2  

≦c3打．   

∬signEisdifferemi丘omsignTBl，then  

1  1  

≦  

1Tgl‡は－㌔1】Jl㌔1t2’  

hence  

1入β1（り）－ぐ  
lg（州2d入≦c4爪   

㌔1亡 ど－㌔1  

Herec3，C4arePOSi七ivecons七aI止sandindependentofEandT7．  

2）Consider七hesecond七ermof七herigh七亮andsideof（6．17）．Bythechangeof  

Ⅶ止血1ez＝壷，WehⅣe  

△雲1（叩′，ぐ）現1（g）  
ゼ＝1，2，3，4，   

△（叩′，ぐ） 刀（z）’  
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Since△（り′，ぐ）＝酬6D（z）and△雲1（り′，ぐ）＝ldJ6Dfl（z），Where  

［2（机  

（  

（6・18）現1（z）＝2沌1  ー〃2）α2占2   2（〃1－〃2）－  

－ （2（拘刃2ト箸＋買）（2（…）＋剖，  
＝  

≒…テニ  （  
2（山一〃2ト＋   （6・19）  堵（z）＝  ー4（拘－〃2）2α1α2む1わ2  

＋α1わ1（2（…）＋箸）2－α2あ2（2（…）一軒  

一（α1わ2－α2わ1）z2，  

（6・20）舶）＝2棒1む両州1）（4一意）  

一部（…卜箸＋剖，  
（6・21）  

舶）＝功箸恒α2）（2（…ト軒  
W占have七hefo1lowlng aぷymP七0七icformulasfor al，bl，a2，andb2aSfunc七ionsof                                                          ●  

1）reSPeCtively）  

C芸1－C彗1  

一子2＋堵1－C彗1＝  

e呈2－C彗1  

＋0（f4））（…），  
十0（f4））（叫  

1  

α2＝  

Cp2  

1  

わ2＝ニー  

Cβ2  

一子2＋c芸2－C冨1＝  

2噂。－C彗1）  
f2  C彗2－C彗1  

一青2＋c彗2－C彗1＝  

2（銭一C宣1）  

∬weputb（t）＝D（z（t）），カ（0）＝Obyassump七ion，thatis，  

銭－C彗1  銭－C彗1  
（6．22）（仇－〃2）2－   （仇－2〃2）2  

Cp2   Cβ2   

‾〃1〃2  つ
一
β
 
 
 

ハ
し
 
 
 

h‘  
Cpl  C82  



2‾しβ1  

＝カ1（舌）＝4（机－〃2）2  （6．23）   
Cpl  Cp9  Cβ2  C勘  

C芸1－C彗11c雲1  C芸1－C彗1  
2 

た（2（…）＋雛）醐2   c。1C彗2■  Cpl   Cpl  

momnowon，WeShallconsideronly七hecasewherejう1（0）isnotO．On七heo七her  
hand，WeCanSeethat  

（6・24） 現1（り＝乾（z（り）＝COnS七二×け0（ま2）asf→0（ゼ＝1，2，3，4），  

hencethefunc七ionsD雲1（z）／D（z）areboundedwhenzvariesnearc雲1・Thus  

△雲1（り′；ぐ）1入。1（叩トぐ  
lg（州2d入≦c5汀，  

△（叩′；（）㌔1ぐ ど－㌔1   

Wherec5isaposi七ivecons七a血andindependen七ofEandrl．Thismeanstha七in  

thecasewhereD（c雲1）＝0，七heLopatinskideterminan七hasnozerosunder七he  
conditionthattheexpression（6．23）doesno七equal0．Therefore，by七heLebesgue  
boundedconvergencetheorem，Wehave  

h
 
′
ん
／
ん
0
 
 

館主∫組  
l＜3月）∩（l引＜可   

clg（州2句  

c軸（州2‘吋  ≦
 
」
 
 

0
 
 

↓
 
 

£
U
 
 

S
 
a
 
 S七ep3・Final1yweconsider瑞（E）・Dividethedomainofintegrationasfollows：  

上♭叫  
＜叫  

（6・25）Jも（E）＝  d入如＋  

叩l＞3見）∩（1叩′   叩l＞3R）∩（け‡＞2兄）  

1）Letusconsiderthefirsセセermof七heright－handsideof（6・25）・TakeRsudlthat  

R＞max（村，充）・Since虎＞村，Webave  
ほ土勺Ⅰ≧ほ土呵＝∨官丁扉，   

and  

1 克‡  1   1  去≦吏．－・   1 1  

扉モー勺  Rぞ2＋兄2  
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Sinceg（rl／）isarapidlydecreasingfunctionofrl／，i七fbllowstha七  

1ÅJ（叩）－ぐ  
lg（州2d人動  

tぐ一入J（り）l2  雪ぐ g一勺  l叩l＞3月）∩仲川＞2兄）  

≦J   
lg（州2d入両  

兄ほ2＋R2）  回＞3月）∩（1り′I＞2月）  

d∈）  ≦Eエ  
Ig（州2（材  

（ど2＋兄2）  ／l＞2月  

≦，  

Wherec6isapositivecons七antandindependen七ofeandり・SinceR＞，the  

2；erOOf△（171，ぐ）doesno七existinO＜入＜R（ぐ＝入＋iE）．  

2）Astothesecondtermoftherigh七止andsideof（6．25）．SinceIEl＞Randwe  
have，takingR＞姦，                           J  

l卜勺Ⅰ2≧  ≧c∈2，  

itfollows tba七  

1入ブ（叩）－ぐ  
lg（州2d入如  

雪ぐ モー勺  】叩l＞3R）∩神州＜2点）  

d入）  

C要  

項＞3呵∩仙川＜㍑）Cど2  ≦J  
lβ（州2如  

入－C引勅2  

≦ 
ん＜2月 

C′g嘉log（叫暮g（榊′  

≦穏  

Where c7is aposi七ive constamiandindependen七ofeand†7．The七ermshaving  

A（りl，ぐ）asthedenominatormqTbees七imatedin七hesameWayaSin瑞（E）・   

TbusweIlaVe  

lim瑞（g）→O  as兄→∞・   

Thesecond七ermintherigh七handsideof（6・15）canbehandledinthesame  
Way．TheproofofLemma6．4isnowcomple七e．□   

WbcaneaSilyex七endtheequa七ion（6．15）foral1f∈7iandob七ain7T（a）＝汀（a－），  

α≠0，m濾j皿gbJαin（6．15）．  

Theorem6・5・Ⅵ屯ass”methatD（c≡1）＞Oifcsl＜cs2andthatD（c≡，）＞Oif   



60   

Cβ。＜c81．エeり，g∈γaヱユdO＜α＜b＜∞．耶ユ既Weムave   

（6．26）（（汀（り一打（α）け，g）   

帥靖（梱 ＝嘉（上≦冊恥輌＋上酬≦む 

鮒如dり，  
十左上≦冊  

）  

a刀dセムef）arge血血muJa  

（上8 
馬軒端（柵・上さ伽・掛柵）  （6・27）  （銅）＝∑  

メ∈〟  

＋∑  
た∈Ⅳ   

践（所・砥（り）句．  

ProqfI七suffices七oprove七hatO≠qp（A），Whereqp（A）denotesthepoin七spec七rum  
ofA．The血aracteristicpolynomialsassociatedwithA抽］，D）andAfI（rl／，D）are  
C孟1C…1（卜酬）2（E＋椚）2andc孟2C慧2（仁酬）2（E＋酬）2，reSPeCtively，SO   

） 

e鵬，刷  
α1一転  鋸∫＝（莞1）卿叫（凄或  

鵜（幻好輌＋（盲  
）  

e－1腑8，∬3＞0・  
α3＋壱α4  

SinceuIanduIZshouldsa七is＆七heinterfacecondi七ions，Wehave  

1. 

－1  

轟  仰紺l一彦転 一両細  

篭埠 招11り′1一岩牧  珊C帥  

Thede七erminan七of七he4×4matriⅩabove  

2 △＝（βげ…1）2（c芸2＋c≡2）＋（p2C≡。）（c芸1＋c≡1）（c≡2－C…2）  
－恥C≡1βが≡2（c芸1楓＋c≡1C≡2）  

isnega七ive，SO（α1，α2，α3，α4）haveonly七he七rivialsolution（0，0，0，0）・AstoA2（rll），  

0≠qp（A抽′）），becausetheLopatinskidetermina血fortheproblem（5・1），（5・2）and  
（5．3）hasnozEerOwithrespecセセoEfor椚≠OasshowedinSec七ion5・   
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§7．EigenfunctionExpansionsn）rA  

Inthis section，WePrOVetheelgenfunctionexpansion七heoremforA．Tothis ■  

end，WeuSetherepresentation of七he spectralfamily ofA developedin Sec七ion  

6・Throughou上土hissec七ion，WeaSSumethatD（c彗1）＞Oifcsl＜cs2andtha七  

D（c≡2）＞Oifcs2＜csl・Note七hat，underthefo1lowingtwoconditions（i・e・，  
S七oneleywavesdoesno七exist），七hetheoremsinthissec七ionholdwithout七heterms  

COrreSPOndingtotheS七oneleywaves：  
（i）Ifcsl＜cs2，theneitherD（c≡1）＜00rD（c≡1）＝Oand七heexpression（6・23）  

doesnot vanish．  

（ii）Ⅱcs2＜csl，theneitherD（c彗2）＜00rD（c≡2）＝Oandtheexpression（6・23），  
exthangedwi七hcslandcs”doesnotvanish・   

Let us beginwith de払itionofmapplngSneededtoformulateandprovethe ●  
expansion七heorem．  

Lemma7．1．Ⅵ毎de血e地e皿appユn卵わ′ ●  

鴫：γ∋J→馬（り）∈エ2（鴫，C3），ゴ∈〟  

蛸‥冗∋∫→錯（叩）∈エ2（R3，C3），ゴ∈〟  

鴫：冗∋∫→虎（り）∈エ2（疇，C3），た∈Ⅳ，  

andpu七  

¢士＝∑鴫0∑嘩⑳∑隠  
メ∈〟  ゴ∈財  た∈Ⅳ   

men rⅣeムave  

哨⑳01×1）鴫＝鴫，J∈鳩  

暗錦＝0，げJ≠J，  

（ろ¢01×1）蛸＝鴫，ゴ∈叫  

鴫＊轄＝0，げ ゴ≠J，  

（02×2⑳1）鴫＝鴫，た∈Ⅳ，  

鴎魔＝0，げ た≠盲，  

（7．1）  

（7．2）  

（7．3）  

（7．4）  

（7．5）  

（7．6）  

加ゎreov甜¢土義誠jぷ0皿eね罰地a亡ig，  

（7．7）  ¢士＊夢土＝克， ¢土¢士＊＝ア土，  

血ereP士istheorthogonaIprqjec右ioninL2（R聖，C3）×L2（R3，C3）×L2（R主，C3）  
w血0βerange嘉equdねR（夢土）．  

PropFThefor皿1as（7．1）一（7・6）followimmedia七ely＆omthedefini七ionof鴫，鴫  
and鴎，Whilethefbr血1a（7・7）fbllowsfromTheorem6・5・ロ   

ThefirsthalfofnexセセheoremexpressestheFburierinversionformulawithrespect  
togeneralizedeigenfunc七ions．ThelaセセerhalfgivesthecanOnicalformforA・   



62   

Theorem7．2．Letf∈7i．   

川北e先山0雨工噂e耳pa刀ぷjo刀ゐmuJaムoJ血  

ム≦属（植ゎ鳩（佃帥蛸（申  
（7・8）  拍）＝∑  

J∈〟  

＋∑  
た∈Ⅳ  

1．i．m．   
R→∞  

1．i．m．  
児→∞   

鴎（∬，叩）島（り）如．  
l≦兄   

拘り∈か（A）ifaヱ1doヱユけjfweムave  

人血）馬（叩），∈（ろ（り）⑳01×1）エ2（R㌫c3），  

c富士刷2瑠（叩）∈（ろ（叩）⑳01×1）エ2（R3，C3），  
入抽）践（り）∈（02×2⑳1げ（Rと，C3）．  

Moreover，inthiscase，WehavethejbllowlngLbrmulas： ●  

（7．9）   

ム≦R（刷鴫恒蠣（…釧2掛り）伽）如  
AJ拉）＝∑  

J∈〟  

＋∑  

た∈Ⅳ   

a刀d   

（7．10）  

（7．11）  

（7．12）  

1．i．m．  
兄→∞  

1．i．m．  
R→∞   

入た（輌姦（∬，叩）践（叩）旬，  

（劫帥）＝人血）馬（叩），J∈叫  
（カ）胃（り）＝C各州2倍（叩），J∈〟，  
（カ法（り）＝入抽）践（叩），た∈凡  

Proqf Letf∈71haveacompac七support，andg∈C6X3（R皇，C3）・W占have  

け，暗g）黒  

＝（咤加）巧R皇，。3）  

＝（暗（∬，郁師由））黒膵（R挿B）  

＝（拍），鴫（町砧拍か（諾3））拙沌叩鴫，。3）  

＝上8鮎（上皇 

andso  

鴫（軸）d叩）β（抽   

軸）＝上皇鴫抽（柵   （7．13）  
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Byvirtueoftheboundednessof鴫and暗，Wefindthat（7・13）holdsforal1  
g∈L2（R主，C3），Wherethetheintegralsare七akeninthesenseofthelimi七inthe  
mean．   

Similarly；WeCanVeri伽七ha七  

ム≦児  

硝（町加（り）軸 for g∈エ2（R3，C3），   

鴎（£，由（叩）d叩，for g∈エ2（鴫，C3）・  

鴫＊β（∬）   

密轟（∬）  

＝1．i．m．  
R→∞  

＝1．i．m．  
兄・・ヰ∞   

差  l≦兄  

Thus（7．8）払1lows丘om（7．2），（7．4），（7．6），and（7．7）．   

Nextweprovethediagonalreprese血ationofA∴恥omTheorem6．5，Wehave  

（汀…＝嘉（上購入恥∂師＋ム．梱  
鹿師鏡榊  ＋飢（叩，≦入  

forf，g∈7t．Itiswellknowntha七f∈D（A）ifandonlyif  

、‘三  入2d（汀（入）′，′）＜∞，  

（e．g．，［4］）．Tlmsi七iseasy七osee七ha七f∈D（A）ifandonlyif  

馬（り），入舟）瑞（り）∈（ろ（り）¢01×1）エ2（咤，C3），J∈叫  
帯（り），C告洲2辟（叩）∈哨（り）㊦01×1）エ2（R3，C3），J∈妬  

践（叩），入た（可，蔑（叩）∈（02×2⑳1）エ2（疇，C3），た∈凡  

Letα，（a＝）beaC∞realvaluedfunctionsuchtha七αr（a＝）＝1forl∬l＜r，＝Ofor  
l諾l＞r＋1．Let∫∈か（A），  

（カ）帥）＝  鴫（町げαr（∬）（AJ）（軸（∬3）血  

【A∫（αr（納骨（∬，哺】＊仲）β1血  

1．i．m．   
f--S03 

＝1．i．m．  
r→○く）  

ム  
【A∫∫（叫（榊訂∫（∬，り川＊拍）β2血  ＋1．i．m．  

r→∞  

A∫7ぽ（町げαr（卯（∬）β1血  

J 勅≦脚1｝ 
【（A∫α証削恥椚榊  

A∫∫鴫∫∫（ぉ，げαr（ガけ（∬）β2血   

＝1．i．m．  
r→∞  

＋1．i．m．  
r→00  

＋1．i．m．  
r－・・尊00  
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式 坤≦．可州 
【（A∫∫α湖畔∫…＊ル榊  

A嶋（町げαr（卯（∬）β（諾3）血  

榊矩，げαr（∬け（∬）β（∬3）血  

＋1．i．m．  
r－－ナ∞  

ー仁二  

⊥  

＝1．i．m．  
r－づ・∞   

＝1．i．m．  
r→∞  

＝入J㈲席（叩），  

where  
AJ現（∬）＝且が祝（諾）， 諾3＜0，  

AJJu（諾）＝〟J∫餌（諾），∬3＞0，  （  

Aw（∬）＝  

払rw∈刀（A）．Thisproves（7．10）．   

SimilarlywecanShow（7・11）and（7．12），andthereby（7．9）follows．Theproofof  
Theorem7．2isnowcomplete．□   

ThefollowingtheoremgivesanexplicitexpressionoftherangesR（¢土），R（鴫），  
R（蛸）and兄（鴎）・  

Tbeorem7．3．rり釣r兄（夢士），耶ムal噌  
（7．14）   

点呼士）＝∑⑳（ろ（可⑳01×1）エ2（鴫，C3）¢∑¢哨（叩）⑳01×1）エ2（R3，C3）  
J∈〟 J∈Aオ  

⑳∑0（02×2飢）エ2（鴫，C3）・  
た∈Ⅳ  

作ノ罰汀R（鴫），兄（鴫）弧dR（鴫），耶ムave  

（7．15）  

属（鴫）＝（ろ（叩）①01×1）エ2（疇，C3），鴫d軒＝0，ゴ≠g，  
（7．16）  

和昭）＝（ろ（り）001×1）が（R3，C3），蛸轄＊＝0，J≠g，  

（7．17）  

兄（鴎）＝（02×2（Dl）エ2（R主，C3），鴫咤＊＝0，た≠宜，  

memapplngS鴫，鴫and鴫auepartiaIisometries・ ●   
TTlis血pliesthat＠j＝aretmitarYOPeratOrSin冗，andthatthe町雨emofgener－  

digeddge皿丘mdc闇（鴫，堵，鴎）由compJeぬ  

ProqfItsuiRcestoprovetha七：   

g∈嘩土＊）∩（∑⑳（榊）⑳01×1）エ2鶴，C3）  
J∈〟  

⑳∑⑳（榊）001×1）巧R3，C3）¢∑⑳勒x2⑳1げ（略C3））  
J∈且オ  た∈Ⅳ  

＝＝＞ タ≡0．   
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Let  

由）≡戎1（叩）針‥¢鵡2（叩）勘檻（叩）0…¢β葦2（所動戎1（叩）og去2（叩）  

∑①昭（り）001×1）エ2（鴫，C3）  
ゴ∈凡才  

∈Ⅳ（¢士＊）∩  

㊦∑⑳哨（叩）⑳01×1）エ2（R3，C3）㊦∑⑳（02×2⑳1げ（鴫，C3）  
J∈且オ   

Thenitfollows tha七  

0＝¢土＊β＝1．i・m・                           Ⅳ→∞  

＋1．i．m．  
Ⅳ→∞  

＋1．i．m．  
Ⅳ→∞  

た∈Ⅳ  

左上豊嶋摘Ⅳ（抽  

享＿仁ニー一三二∴し∵∴ご－j  

左上豊嶋（抽（柵  

wheregN（rl）＝g（rl）for回＜N，＝Ofor回＞N．Ⅱence，fbrnon－real（，Wehave  

（7．18）  （UC）‾1穐′（A－ぐ）‾1夢土＊gⅣ→Oinエ2（R3，C3）asⅣ→∞・  

Letf∈L2（R3，C3）suchthat町1f∈C80（R3，C3）■By（7・18）and（6・6），WehaNe  

（J，（UC）‾1馬′（A－ぐ）‾1¢士＊釦）  

＝（′頂Al（叩′トイ）‾1⑳01×1）（UC）‾1み暗釦）  

＋（∫頂Al（り′）－亡）‾1¢01×1）（UC）‾1穐′鴫＊』Ⅳ）  

十（以02×20（A2（り′卜ぐ）‾1）（VC）‾1舘呟錮）  

＝（轄貯（UC）（（Al（叩′）一打1銅1×肪距）  

・（輯貯（UC）（（Al（叩′トて）－1紺1×1胸Ⅳ）  

＋（鴫貯（UC）（02×20（A2（り′卜㌍）拍Ⅳ）  

＝（嘉（項軒べ）嘲1（鞠 ）  

∑橘洲2－∈）－1錦町1（UC）銅Ⅳ  
ゴ∈」M●  

∑（Åた（りト針1鴫符1（UC）銅Ⅳ  

た∈Ⅳ  

asⅣ→∝）．   



錦町1（UC）′・g函  

鴫常1（UC）J・針函  
BC茎電けI2－∈  

・左上皇  

andhencewe obtainthat  

鴫常1（UC）∫・針函，  
入た（り）－（  

．
 r

ム
 
 

（
 
 
 

g
一
打
 
 

、
′
左
■
 
 

∑
榊
 
 
 

ニ
 
 

0
 
 餌1（UC）冊）句  

l
 
 

1
∧
 
 

）
 
 れ

り
 
 

（
 
 

右
．
 
 

ー
 r

ム
 
 

（
 
 
 

ど
一
打
 
 

′
ふ
 
 

∑
馴
 
 
 

＋
 
 

餌1（UC）冊）如  札酬2一入  

餌1（UC）用人）如  

ー
 r

ム
 
 

（
 
 

E
一
打
 
 

∴
J
I
R
二
－
 
 

＋∑   
た∈Ⅳ  

入たh）一入  

吋（UC）冊 
＝嘉（上≦冊斬1（UC）冊＋ 上釧≦書 

餌1（UC）冊   

）  

＋封≦入た（叩）≦わ   

＝∑（（鴫吋（UC）J，嶽△））＋（輯吋（UC）′，掛△）））  
ゴ∈〟  

＋∑（鴫貯（UCけ，孟（△））  
た∈Ⅳ   

＝∑（（以UC）‾1為′鴨場（△））＋（以UC）‾1舘鴫＊靖（△）））  

J∈〟  

＋∑（J，（UC）‾1為′鴨場（△）），  
た∈Ⅳ   

wbere  

痛（△）＝g（り）forα≦入舟）≦わ，端（△）＝00比erwise・  

gH（A）＝g（り）for a≦c茎ilq／12≦b，痛（△）＝00therwise・  

琉（△）＝由）for α≦入た（叩）≦b，琉（△）＝00therwise・  

Sowebave  

O＝∑（（UC）‾1恥鴨場（△）＋（UC）‾1舘蛸＊濃（△））  

メ∈〟   
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＋∑（UC）‾1舘瞭g㌫△）  

た∈Ⅳ  

＝（U抑 
止皇去e柚叫鴫（痛⑬01×1）紳叩 

＋（UC）鴇 

］  

［上3去e軸輌C（伽掴01×1）榊両］  

＋嘉（UC鞠比嘉e車輌2）嘲×魂…舶句 ］  

＝嘉（上土（鴫…001×1）紳打上（伽帆1）紳g ）  

＋左上土  
（02×2（D鴎（称刷琉（△）de  

＝主（．上  （鴫（∬3，り）㊦01×1端（り湖  
≦入ブ（叩）≦あ  

（伽脚1×1）榊 ＋上≦。各個 ）  

・左上  
（02×2錮克（触り））琉（り）dど．  

≦入ゐ（叩）≦む   

Bythelinearindependenceof鴫（x3，り），堵（x3，り）（j∈M）and砥（∬3，り）（k∈  
Ⅳ），i七払1lo耶tba七  

痛（り）＝Oin（ろ（り）⑳01×1）が（R主，C3），  

戒肋）＝Oin昭（叩）⑳01×1）エ2（R3，C3），  

魂（り）＝Oin（02×2⑳1）ム2（哩，C3）．  

ThlS  

g（叩）＝Oin∑⑳（ろ（叩）001×1）エ2（疇，C3）⑳∑¢（現り）⑳01×1）エ2（R3，C3）  
J∈〟 メ∈〟  

⑳∑⑳（02×2飢）エ2（R‰c3）・  

た∈Ⅳ   

ThiscompletestheproofofTheorem7．3．□   
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Abstract   

Thispaperdealswith七heaぷymPtO七icenergydistributionsfbrlargetimesofthe  
solutionsofelas七icwavepropaga七ionproblemsinstratifiedmediaR3・W占con－  
StruCtaSymPtO七icwavefunctionswhidlaPPrOXima七ethesolutionsforlargetimes  
andcalculatetheasymptoticenergyofthesolutionsuslng七heseasymp七0七icwave ●  

func七ions．Inparticular，itisshownthattheenergyofStoneleywaⅣeisasymptot－  

ical1yconcentratedalongthein七erface．  
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§1．Introduction   

Energydis七ributionofthesolu七ionsofvariouswavepropaga七ionproblemshas  
beenstudiedbyC・H・Wilcox（【10】，［11］，［12＝13】）．Heconstructedasymptotic  

WaVefunctionswhichapproximate七hesolu七ionsinthesenseofL2forlargetimes  
乱ndcalculatedasympto七icenergydistributionsofthesolutionsinseveraldomain  
bymakinguseoftheseasymp七0七icwavefunctions．   

TheconstruCtionofasymptoticwavefunctionsis based on an elgenfunction ●  
expanSiontheoremwhi血isprovedbythesameauthorandonthemethodofstむ  
七ionaryphase・J．C．Guillot【3］studiedaRayleidlSurfacepropagatingalongtheh：ee  

boundaryofa七ransverselyisotropICelastichalfspaceandshowedthattheenergy ●  
OftheRayleidlCOmPOnen七ofenergysolu七ionwi七hfiniteenergyisasymptotical1y  
COnCentratedalongtheboundary」  

Inthispaperweshal1deriveenergydis七ribu七ionof七hesolu七ionsofelas七icwave  

propaga七ionproblemsinplane－S七ratifiedmediaR3uslngme七hodsdue七oWilcox・ ■  
W6construC七asympto七icw孔Vefunctionsbyusingspectralin七egralrepresentations  
Ofthesolu七ionsandtheme七hodofstationaryphase．Thein七egralrepresen七ations  

aLrebaぷedonanelgenfunc七ionexpanSion七heorywhichwasprovedbytheauthor ●  
【8】usingmethodsdue七oS・Wakabayashi［9］．Wbcalculateasymp七oticenergyof  

thesolutionsforlarge七imesoftheinterfaceproblemsfbrelasticwavesandshow  
tha七theenergyoftheS七oneleycomponentsofthesolutionswithfini七eenergyis  
a8ymP七otical1yconce血ra七edalong七heinterface．   

Wb starもwi七h the ma七hematicalformulationof七he elasticwave propagation  
problem．   

Con8idertheplaneS七ratifiedmediumR3＝（x＝（勘，a＝2，∬3）；Xi∈R）withthe  
pl乱narinもeぬcex3＝0，Whichisde丘nedby  

（入1，〃いβ1），∬3＜0，  

（入2，〃わβ2），∬3＞0・  
（入（∬3），〃（∬3），β（∬3））＝  

Here入1，Å2，FLl）拇areCer七ainquanti七iescal1edtheLam6constantsandpl）P2＞O  
arethedensities．   
Ⅵ屯shal1denotethelowerha脆paceRi＝（x∈R3；X3＜0）bymediumIand  

theupperhalfbpace埠＝（x∈R3；X3＞0‡bymedium∬，reSPeCtively，aSin  
Fi訂Irel・  

∬3  

∬′＝（∬1，£2）  

FigurelStra七ifiedmediaIandII  

Typ朗etbyんぜ一聯   
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Thepropagationproblemofelas七icwavesinthestratifiedmediumisformulated  
a8thefollowlngmixedinitialandinterfacevalueproblem：                                     ●  

子・ご…  （1．1）  

（1．2）  

（1・3）  

（1．4）   

Where   

（1．5）  

＋〟餌（ま，∬）＝0，  

項恒）l。8＝＿。 ＝坤，£）l軸＝＋。，  

J即（ち∬）Ⅰ∬8＝＿。 ＝J離（f，ガ）l恥＝＋。，  

坤恒）＝仙（0，∬）＝g（影），  

3  

1 ∇（∇・W）溜加＝両〟た  
∂2u  入（∬3）＋〃（∬3）  

且オ視＝－  

β（ガ3）   

（1．6）  
瑚W＝入（∬3）（∇・視）毎＋2〃（ガ3）瑚叫  

（1．7）   

岬＝喜（驚＋掛  

（1・2）and（1．3）arecal1edin七erfaceconditions，and（1．4）iscalledaninitialcondi七ion．   

Thec孟iej，C‰（i，j，k，e＝1，2，3）arethes七ress－Straintensorsgivenby  

c孟瑚＝入1毎払＋〃1梅g∂宣ゴ＋∂揖∂壷ゼ），  
c孟左メ＝入2∂た£みJ＋〃2（毎句＋∂毎∂£ゼ）  

（1．8）  

Withtheproper七ies  

c槻＝Cゼゴ＝C壱ゴゼ＝Cたわ  

＝ 
cゴ＝C∫Cg＝Ci，  

and6kiis七heKroneckerdelta・Wbassume七haモモhecons七an七sc孟iej，C‰sa七is付  
thefbnowlngStabili七ycondi七ions ●  

（1．9）  入定＋損＞0，耕＞0，（盲＝1，2），   

Whi血areequivalenb七otheconditions  

3 3  

∑（巌朝市≧ヨ∂1∑Iβた妄l2，  
た，i，g，ゴ＝1  た，た1  

3 3  

∑（弘朝市≧弛∑l堀t2，  
た，i，ゼ，ゴ＝1  鳥，i＝1  

∂1＞0，  

（1．9′）  

∂2＞0，   
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fbrallcomplexsymmetric3×3matrices（ski），Ski＝Sik∈C（cf．［4】）．   
WbintroducetheHilbertspace  

（1・10）  冗＝エ2（R3，C3，β（∬3）血）   

Withinnerproduct  

S,. 
（叫ル）＝   u・叩（∬3）血，  

Where？・VdenotestheusualscalarproductinC3：u・V＝∑た1哺・Itwas  
Shownln［8Theoreml．2］thattheopera七orAon7－（withdomain  

叫A）＝（u∈が（虻，C3）⑳∬2（叫，C3）；  

usatisfiesthein七erfacecondi七ions（1．2）and（1．3）  

inthesenseoftraceona73＝0）   

andactiondefinedby  

（1．11）  A祝＝朗ヰ．u∈か（A）  

isaselfadjointopera七oron71．Here  

∬2（R主，C3）＝（u（ご）；刀言祝∈エ2（鴫）払r O≦α≦2）  

isaHilbertspacewithinnerproduct  

輌＝上皇．孟  かα餌（∬）・刀αu（∬）d乱  

Everyu∈D（A）satisfies七hein七erfaceconditions（1．2）and（1．3），SOthemiⅩed  

problem（1．1）－（1．4）mayberefbrmula七edastheproblemoffindingafunctionu：  

R→宮sudlthat  

（1・12）  ・血＝0払潮珊  

（1・13）  叫）＝′，釦＝g・  

TheoperatorAisnon－negatiⅦ【8，Lemmal．4】and七hespectraltheoremforselfad－  

jointoperators（cf．【2】）impliestha七（1．12）and（1．13）hasa（generalized）solution  

glVenby ■  

（1・14）   M（り＝（cos壷）′＋（A一喜sinfA与）g，f∈R  
foreverypairf，g∈7i・uhasderiva七ives畿and諺andisastrictsolutionof  
（1．12）迂∂血donlyiり∈叫A），g∈叫A与）．   
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Nextwedefinetheenergyofsolutionuonase七K⊂R3at七imeffbrtheelas七ic  
WaVePrOPagationproblemby  

ニ1 
上（孝三二二ごj  

3 ∑〟打  

た，J＝1  

∂w ∂祝  
（1．15）   且（叫∬，f）＝  ÷d乱   

∂∬メ 鋸た  

Ifuisasolu七ionof（1・1）－（1．4），uSatisfiestheconservationlawsofenergy：  

属（叫R3，り＝茸（叫R3，0）＝COnSt．肋∀f∈R，  

Wheretheconstantmaybefiniteorin£ni七e．IfonedefinesasesquilinearformBin  

㌍by  

叫β）＝∬1（R3，C3）⊂冗  

and  

軸）＝一鮎鴫・雛  
theni七is easy七o veri伽七hat Bis closedandnon－nega七iⅦ，and七hat Ais the  

uniqueselfadjointnon－negativeopera七orinT（associatedwithB（cf．［5】）■Then  

D（A与）＝Hl（R3，C3）andforallu∈D（A与）onehas  

A与距（叫祝）＝一 

恵£鴫・雛  
Where川isthenormin7i．Itfollowstha七  

割2・1匝＝2＝鵬・  
（1．16）  ガ（叫R3，ま）＝   

HerethenormJIuJ［ciscal1edtheenergynorm．∬J∈D（A喜），9∈7t，七hen  
坤）∈叫A喜），審∈冗払rallf∈Rand祝（りsatis鮎s  

（1．17）  IIw（瑚l芝＝1回0沌＜∞ hr∀f∈R．  

Therefbreanecessaryandsu且ciemicondi七ionforutohaNethisproper七yistha七  
theini七ialsta七ef，ghasfiniteenergy：  

（1．18）  ∫∈叫A喜），g∈冗．  

Hereafterweconsideronlysolu七ionswithfinitetotalenergy．   

Wben  
∫∈冗，g∈叫A一与），  

thes101utionuoftheelas七icwavepropagationprobleminT（，definedby（1．12）and  

（1．13），Satisfies  

l申，∬）＝晶車中，可），   
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Where  

u（り＝e 一舶喜ん，九＝′＋盲A一書g，  

thenv（t，a＝）hasthefollowingrepreseI止a七ion（seeSec七ion2）：  

咄∬）＝∑塙（f，可＋∑堵（ま，わ＋∑戒恒）∈〃・  
J∈Aオ ブ∈凡才 た∈Ⅳ  

塙（t，C）（j∈（pl，P2））arecalledPressure（P）components，塙（t，X）（j∈（sl，S2））are  
Cal1edShearV占rtical（SV）components，VH（t，X）（j∈M＝（sl，Pl，S2，P2））arecal1ed  

S七oneleycomponen七sand戒（t，∬）（k∈N＝（sl，S2））arecal1edShearHorizontal  
（SH）componen七s．W占remarktha七if  

（1・19）  肋鴎）＞0，  

thentheStoneleycomponentsexist・Herecs↓＝min（csl，Cs2）andDis（z）isdefined  

by（2・6）below（cf．Sec七ion2，【8，Sec七ion3】）．Thiscondi七ionisde七erminedbyLam6  
COnStantS入i，FLianddensitiespi（i＝1，2）．   

Ourmainresultsarethefollowlngtheorems・Theoreml・1shows七hattheenergy ●  
OftheStoneleycomponen七s噂（t，X）（j∈M）ofvisasymptotical1yconcentrated  
alongtheinterfacex3＝0．  

Tbeoreml．1．Ⅵ屯aβぶu工ne地af  

J∈叫A喜）∩7イ，g∈冗∩叫A‾喜），か叫c≡．）＞0，  

地e追   

放坤誅（C‾（β）uClβ））∩叫坤）），f）＝和談R3，0），J∈叫  
1沌ere  

C‾（β）＝（∬∈Rと；－β（抑）＜∬3＜0），  

C＋（β）＝（∬∈R∑；0＜∬3＜β（抑）），  

β（ち叫））＝（∬∈R3；触ま－叫）≦国≦c封青＋叫），∬3∈R），  

坤）：よ恋仲）＝∞，酔）Ⅰ＜2cぶtf，  
e（酬）：1im 9（fx／l）＝∞，mOnOtOneincreaぷingfunc七ion，  

l叫→∞  

Csi：PrOPaga七ionspeedofStoneleywave．   

Thenext七heoremshowsthattheP，SV，SⅡcomponents塙（f，X）（j∈M），  

境（t，a＝）（k∈N）behavelike＆eewaves．  

でbeoreml．2．Ⅵ屯aβぶume班a亡  

J∈叫A喜）∩フイ，g∈冗∩ヱ）（A一書），   



75  

地e乃   

1im  
竜一ヰ00  

1im  
電→00  

坤責，烏1（才，呵∪ち1（ち呵∪島2（f，卵∪ち2（ちβい）＝坤責，R3，0），J∈叫  

和義，ぶβ1（才，∂）∪ββ。（f，∂），り＝和姦，R3，0），   ゐ∈Ⅳ，  

Ⅵ兢ere  

ざβ1（f，坤））＝（∬∈R！；C。1ト坤）≦回≦c∫1f＋嘩））  

ち1（f，坤））＝（∬∈配；句1≠－坤）≦匝l≦cplけ坤））  

ぶβ2（f，叫））＝‡ガ∈呵；Cβ2ト叫）≦I∬l≦cβ2け叫））  

ち2（ち叫））＝（㌶∈埠；Cp2青一叫）≦回≦cp2f＋叫））  

叫）：f聖法叫）＝∞，  
Cpl，Cp2：PrOPagationspeedsofPwaves，  

Csl，Cs2：PrOPagationspeedsofSVandSHwaves．   

Thesetheoremsareobtainedcalculating七heenergyoftheasymp七oticwavefunc－  
tions噂∞（t，∬），V許（i，3）（j∈M），V＃（i，∬）（k∈N）whichdefinedbymeansof  
thestationaryphasemethod．   

Theremainderofthispaperisorganizedasfbllows・InSection2，WeglVeSpeCtral ●  

integralrepreseI止ationsofthesolu七ionsofthepropagationproblembyuslngthe ●  
eigenfunctionexpanSion七heoremfbrAdevelopedin［8］．InSection3，WeCOnS七ruc七  

asymptoticwavefunctionsoftheStoneleycomponentsbymeansofthemethodof  

Stationaryphase・W占cons七ructasymp七oticwavefunc七ionsoftheP，SV，SHcom－  

ponentsinSection4・InSection5）WeCalculatetheasymp七0七icenergydis七ributions  

Ofthesolu七ionsfbrlarge七imes．  

§2．EigenfunctionExpansionsfbrA   

TheeigenfunctionexpanSiontheoremforAwasdevelopedin【8］・Inthissec七ion  
itisappliedtogivespec七ralintegralrepresentationsof七hesolutionsof七heelas七ic  
PrOPagationproblem．Thissectionbeginswithabriefreviewofthestruct11reand  

PrOPer七iesoftheelgenfunc七ionsandtheexpansiontheorem．   

Let77／＝（171，r12）∈R2bethedualvariablesofx］＝（∬1，a＝2）andletF；／denote  
thepar七ialFburier七ranSformationwithrespectto∬′；   

舶3）＝伽）（擁）＝・ e廟1＋輌（堰  
盟左上ー≦点  

払rt鳥hナ（．もet  

叫A）＝為′叫A）＝†如∈叫A）），  

A滋＝舘A町1滋，竜∈叫A）・  

Fbreveryr］／≠0，1et  

u＝招  ，  

）
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whereUandCareumi七arymatricesandJqIl＝（叩若＋榔喜．Thenwehave  

（2・2）  血＝符1uc（Al（り′）¢A2好））（UC）‾1為′鮎払ru∈叫A），  

WhereAl（rl／）andA2（771）arenon－nega七iveselfadjointoperators（see【8，Proposition  

l・7】，【1】，［3】）・   
Wbcangetanexplici七representa七ionoftheGreenfunctionGl（x3，y3，rlI；ぐ）for  

theoperatorAl（rl／）－ぐ∫（ぐ卓R）丘om七heexpressionofthesolutionfbrthefbllowing  
PrOblem：  

（2．3）  （Al（り′，かト（）両′，∬3）＝J（姑ガ3），  

（2・4）  u（り′，∬3）】∬3＝＿。＝両′，∬3）l訂3＝十。，  

（2・5）  β1（り′）両′，∬3）I∬が＝＿。＝訊（叩′）両′，∬3）l。3＝＋。・  

Here（2・4）and（2・5）aretheinterfaceconditionsfbrAl（rl／，D）correspondingto（1・2）  

and（1・3）・Al（り′，D）（D＝与畠）isthedifferentialoperatorscorrespondingtothe  
SelfadjoimioperatorAl（rll）．Sincethesolutionvof（2．3）shouldsa七is村七heinterface  

COndi七ions（2．4）and（2．5），七hedenominatorofvhastheLopatinskideterminant  

△（り′，ぐ）asfollows：  

△（叩′，ぐ）＝椚惣帝），   

（2．6）   
2 

叫）＝（2（…ト箸＋買）＋4（…）2α1舶  

－α1む1（2（…）＋新一α2b2（2（…卜耕  
2 一（α1む両2あ1）z，  

wbeI：e  

ぐ  

Z＝市押，  

Thesquaresofpropagationspeedsofshear（SV，SH）andpressure（P）wavesare  
glVenby    ●  

入定＋2拘  

（2・7）   

＝ 
c‘ ，C‘＝   ，（宜＝1，2），  

桝   

respectively．Ftom七heconditions（1．9），七heminirmlmSPeedof（csl，Cpl，Cs2，Cp2）is  
eithercslOrCs2・   

W占canSeetha七Dis（z）has七heonlyonerealzerowhenDis（z）haszeros・Denote  
byc；．itsrealzero．Thenthezeroof△（叩′，（）iscをt刷2andistheoriginofthe   
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Stoneleywavepropagatingalong七heinterfacex3＝OintheelasticspaceR3，and  
Cstisitsspeed．   

ByvirtueofprlnCipleof七heargument，七heconditionsfor七heexistenceofzeros ●  

oftheLopatinskideterminant△（r］／，ぐ）＝LrlIL6Dis（z）（theexistenceoftheStoneley  
WaVeS）aregivenasfollows：  

∬cβ1＜cβ”then  

（i）Dis（c≡1）＞0＝⇒Thezero（＝C茎電［nlI20f△（り′，ぐ）inぐexistsin  

【0，C31IりIl2）withorderl・Moreprecisely；WeShal1  

proveintheproofof［8，Theorem6．5】thatcsi≠0．  

（ii）   

Dis（c≡1）＝0＝⇒cst＝Cslandweshallconsiderthiscase  

umdersomerestrictedconditions（cf．［8，Lemma6．4］），  

（iii）  

刀叫c≡1）＜0＝⇒△（り′，ぐ）hasnozero・  

Ifcs，＜csl，thenwemustreplaceDis（c≡1）byDis（ce2）・   
Ⅵ砧alsoob七ainanexplicitrepresen七ationof七heGreenfunctionG2（a＝3，y3，17I；（）  

fbrtheoperatorA2（77／）－U（川R）bythesamemethodasGl（x3，y3，r7／；（）・The  
LopatinskideterminantcorrespondingtotheoperatorA2（rl／）－（I（川R）hasno  
zero．ByusingtheGreenfunctionsGl（a：3，y3，rl／；ぐ）andG2（a，3，y3，rl／；ぐ），Wedefine   

れ（∬3，叩；（）＝㍍1【Gl（∬3，的，り′；用（甜人血）－ぐ）ち（叩わ（∬3）‾1，J∈妬  

卜c告tl叩γ  
堵（∬…；ぐ）＝   γり ゆ1J（∬3，叩；亡），J∈叫   

ぐ一入ゴ（叩）  

¢2た（∬3，り；ぐ）＝㍍1【G2（∬3，的，叩′；用（ど）（入J（叩卜伽（∬3）‾1，た∈凡  

Heren＝（m，n2，E）＝（りl，E），入j（叩）＝C引りl2are七heeigeIⅣaluesofAl（d），Pi（叩）are  

mutual1yorthogonalprojectionsforAl（rll），入k（rl）＝C引TlI2aretheeigenvaluesof  

A2（d），M＝（sl，Pl，S2，P2）andN＝（sl，S2）．When（→入j（q）士iO，ぐ→C各州2，  
andい入k（n）j＝iO，thelimi七s鴫（x3，叩），堵（x3，り），and砥（x3，り）existandthese  
limi七func七ionsaregeneralizedeigenfunctionsforAl（771），A2（r7／），reSPeCtively・   

Usingthesegeneralizedeigenfunc七ionsforAl（T7／），A2（rlI），Wedefinegeneralized  
elgenfunctionsforAasfollows： ●  

（2・8） 鴫（∬，り）＝去紳1＋瑚2）uc（鴫（∬3，り）¢0㍑1‥∈〟，  
（2・9） 榔，叩）＝紳1巾2叩2）uc（堵如）拍×1），J描  

（2．10）  

鴎恒）＝紳1＋∬2軸C（02×2錮紬，勅“Ⅳ・  

WhereOnxndenotesthenxn2；erOmatriⅩ．   
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NowwedefinetheFouriertransfbrmoff∈71withrespect七othesegeneralized  
eigenfunctions：f‥（缶辟，践），  

ム≦乱 
掘（刷（亜3）血，∫川  

．   

榔，げ肋（輌，榊  

（2・11）  馬（り）＝  

（2・12）  倍（叩）＝  

（2．13）  島（叩）＝  

1．i．m．  
R→∞   

1．i．m   
兄一す∞   

1．i．m．  
兄－す（X）   

差  

鴎（∬，げ′拉）β（∬3）血，た∈Ⅳ・   
l≦R  

Theorem2．1correspondstotheParsevalandPlandlerelformulas．  

Theorem2・1・勒a防ume加古刀叫c≡‘）＞0・工eり，g∈γ皿dO＜α＜わ＜∞・  
：HleⅢ1Ⅳeムave   

胸）＝嘉（⊥伽・紳吋⊥伽・翻り）  

＋弘伽融）dり・   

Thefirs七halfofTheorem2．2expresses七heFourierinversionformulawithrespect  

togeneralizedeigenfunctions．ThelaセセerhalfgivesthecanonicalformfbrA・  

Theorem2．2．Ⅵ屯assumethesameassun7PtionasT71eOrem2．1．   

印加り∈冗，   

ム≦兄（城府蠣（輌帥礪（恒  
J（ぶ）＝∑  

ゴ∈〟  

＋∑  

た∈Ⅳ  

伸助り∈か（A），  

1．i．m．  
R→∞  

1．i．m．  
点→∞  

鴎（∬，叩）践（り）dり．  

⊥．≦月（入刷吉輌勧）・釧2胸痛申叩  AJ伺＝∑  
ゴ∈〟  

＋∑  
た∈Ⅳ  

1．i．m．  
兄一寸00  

1．i．m．  
兄→OQ  

入た（榊克（∬，り）践（り）動，  
l≦虎  

and  

㊥塙h）＝入舟）馬（叩），ゴ∈場  

面）至拘）＝Cをt腔倍（叩），ゴ∈叫  

（カ法（り）＝入た（叩）践（り），た∈凡   

Theorem2．3givesanexplicitexpreMionof七herangeSR（夢土）．   
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Theorem2．3．Assumethesameassu皿ptionasTueorem2．1．Ⅵ毎deBnethemap－  
pJ月餅毎 ●  

咤：冗∋′→薫（り）∈エ2（鴫，C3），ブ∈〟  

鴫：冗∋′→瑠（り）∈エ2（R3，C3），ブ∈〟  

鴫‥冗∋′→虎（り）∈エ2（鴫，C3），た∈Ⅳ，  

a刀dp雨  

¢士＝∑鴫⑳∑鴫⑳∑隠  
J∈凡才  J∈Aオ  た∈Ⅳ  

1Ⅶe刀1Ⅳeムave  

点呼土）＝∑0（ろ（り）¢01×1）エ2（鴫，C3）①∑⑳（ろ（り）⑳01×1）エ2（R3，C3）  
J∈〟 J∈〟  

⑳∑㊦（02×2飢）ム2（鴫，C3）・  
た∈Ⅳ  

m由血叩Ji田地a亡¢土甜eu血aⅣ叩色相ねrβ血冗∫弧d沌a古址ほ町ざね皿ぷOfgem汀djzed  

eigen加ctions（砧1愕，鴎）and（垢，¢誅4，品）arecoqp］ete，reqeCtive加   

Thenext七heoremshowstheutilityoftheelgenfunctionexpansiontheoremfor ●  
theoperatorA．  

Theorem2．4．Le川（Å）beacoJ叩1ex－VaJuedboundedLebesguemeasurable允mc－  
tiononq（A）＝（入：入≧0）andle川（A）betheco汀e呼Ondingqperatorde血edtv  
meansofthe坤eCtra］theorem．   

：nユenⅥ℃ムave  

＿へ土  （宙（A）′）1∫（り）＝叫帥l2）馬（叩）∈（ろ（り）⑳仇×1）エ2（R㌫c3），J∈彿  
＿＿｛一－－・・・．．．＿5t  （申（A）Jh（叩）＝叫射腔）辟（叩）∈昭（り）銅1×1）エ2（R3，C3），ゴ∈叫  

2 ＿へ士  （申（A）′）2た（り）＝叫紬l）践（叩）∈（02×201）エ2（鴫，C3），た∈凡  
Itwillbeconvenienttorewri七ethesolution（1．12）－（1．13）inthefollowingform．  

Theorem2．5．Letfandgbereal－Va）uedjhnction＄SuChthat  

（2．14）  ′∈γ，g∈叫A一古），  

andde£ne  

（2．15）  九＝J＋五A一書g∈冗．  

Tbenthesoltltion血71de血edby（1．  

（2・16）  坤，∬）＝Re（叫，可），  

dlereV（t，a＝）isthecomplex－VaLuedso］utionin7ide血edby  

（2・17）  咄・）＝e －加古九．   

TheproofofTheorem2・5isduetoWilcox【10，Theorem2．3】．Thistheorem  
lmpliestha七thesolu七ionu（t，a＝）of（1．12）and（1．13）isde七erminedbyv（ま，X）．   

CombiningTheorem2・4andTheorem2・5，WehaNethefollowlng‥                                                                                                                                                                          ●   



80  

Theorem2．6．Ⅵ屯assume that  

J∈γ，g∈叫A‾古），肋（c≡－）＞0・  

Tbentheso］utionofthee］asticwavepropagationpr・Oblem，de血ed毎（1．12）and  

什ユ3ノムaざ地erq）reβ弧ね七joユー  

（2・18）  咄∬）＝∑塙（恒）＋∑堵（f，∬）＋∑戒（f，∬）∈冗，  
J∈〟  メ∈〟  た∈Ⅳ   

Ⅵ兢ere   

（2．19）   

塙…＝盟・ム≦兄 
e叫l榔，哺（柵，榊，  

（2．20）   

蜘）＝lよ賢 人≦兄e‾柚′蠣恒）伽舶用  

（2．21）  

e‾廟帖鴎（∬，扉姦（り）軸た∈Ⅳ，  戒（ち∬）＝1．i．m．          児→∞  
t≦虎   

蜘＝伽＋境蜘）∈（帥軌×1）粗描），  

称り）＝勧呵嘉鞠）∈（帥⑳帰エ2（R照），  

舶）＝翫）・銭㈲∈（02×2糾明，C8）・  

（2．23）  

（2．24）  

§3・TransientGuided（Stoneley）Ⅵなves   

Thissectiondealswi七h七heStoneleycomponents璃（t，X）（j∈M）de丘nedby  

（2．20）and（2．23）．ItisshowninSec七ion5belowthatthesecomponentsaretran－  
Sient，inthesensethattheenergyinanyboundedreglOntendstozerofbrlargei， ●  

andareguided，inthesensethattheenergyconcentrateneartheboundarya＝3＝0．  

Theproof岳arebasedonasympto七icapproximationsfor堵（i，∬）（j∈M）fbrlarge  
iwhidlarederivedintbissection．  

Inthissec七ionitisassumedthattheinitialda七af（x）andg（x）arereal－Valued  

functionsandf∈71，g∈D（A一書），and七hat七heconditionDis（c≡．）＞0（i・e・  
exis七enceoftheStoneleyw肌e）issatisfied．   
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Substitu七ing（2．9）in（2．20），WeCanrePreSen七theStoneleycomponen七svH（t，X）  
（J∈〟）intbeform  

（3．1）  

酔）＝忠（去）ム≦兄e伸刷 抑）咽紬）帥×1）勒如，  

e
 
 

r
 
 

h
 W

 
 

）
 
 

O
 
1
 
0
 
 

0
 
0
 
1
 
 

1
 
0
 
0
 
 

／
／
し
 
 
 

ニ
 
 

C
 
 

）
 
 

0
〇
．
打
・
 
 

，
 
 

り
一
 
 

¶
恥
0
 
 

仇
恥
0
 
 

（
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研
 
 
 

ニ
 
 

T
H
U
 
 

叩＝打，ど）＝（恥勒，払  

and堵（x3，n）isageneralizedeigenfunctionfbrtheoperatorAl（り′）（givenby［8，  

（4．17）and（4．18）］）．   

Thefunction硝（x3，り）and埴（り）（j∈M）canbewri七tenin七heform・  

け1  e‾Co掴＝叫掘削′）ち（叩），  （3・2）  硝（称叩）＝  
ど一宜coJけ  

㌦研  
（3・3）  堵（り）＝   

where  

）
 
 

／
 
 
 

椚
り
 
 

（
 
 

封
じ
 
 

た
 
 
 

＿ノ  

ど＋壱  
／
 
 

m
り
 
 

り
J
 
 
 

O
 
ハ
し
 
 

C茎七  
1－－   

C芳  

（0＜叫＜1）・  C吋＝  

Here硝（り′）isaboundedcontinuousfunc七ion（see［8，（4・17）and（4・18）］）and  

堵（叩′）∈L2（R2，C3）because  

㌦研  
（3・4） 

＝昭（砧（R8）＝上2上   ∈＋壱  q
J
 
 
 

O
 
 

ハ
し
 
 

＝上卿l2（エ  

エ 
＝峨（椚瞳（R2）・                Co  

ゴ  

Thentheintegralin（3．1）isrewritten  

∈2＋c帥′  

（3・5）酔） e伸c封腑0舶l  
＝塩・（去）ん≦R  

誹り′）坤，ブ∈叫  ×拍′）C（硝（り′）⑳01×1）Q（叩′）  

wbere   

（3．6）  Q（り′）＝  昭（り′，ど）⑳01×1）d∈   
2≦月クーl叩′l2ど2十C帥′I2  
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島1（叩）＝島2（叩）＝嘉し諒lど誹），  
加）＝吊2（り）＝副罰；町   

（3．7）  

W6notethatU（d）C（輯柚′）001×1）Q（りI）isaboundedcontinuousfunctionof  
り／inR2，because  

叩′1  けノ  2  

上∞ま β2＋ 
上2  

汀  
dβ＝－  

CoJ  
1Q（州≦  dど≦  W、二 

≦点L岬ど2＋私刑2 叫   1  

Nowweconsiderthefollowlngintegral  

（3．8）  
w…＝左上2紳」七州瑚瞞∨ 研柚′）叫＼¢∈叩2）＝p（R2，C）  

whereclandc2arePOSitiveconstarrtsandD（R2）denotestheusualSchwartzspace．  
IntroducingplanePOlarcoordinates（u，u）forrl／，Wefind  

（3・9）  ぴ（f，∬）＝  

1  

wIlere  

e叫∬′・リーCl叶瑚偏し音紳u）du血  

e－ルclt－〝C抽I レ書坤′，〝）ゐ，  

上  

eル∬′・山 仲山）du．  J（∬′，〃）＝  （3．10）  

Inorder七0findtheasymptoticbehaⅣiorofw（i，a：）for士→∞，WeCalculatethe  

asympto七icbehaviorofJ（a＝／，〝）fbrlx／I→∞makinguseofthemethodofstationary  

phase．   

Thefo1lowlngtheoremisaversionofthemethodofs七ationaryphaseandgivethe ●  
a8ymPtOticfbrmlaatinfini七yoftheFburiertranSfbrmofameasure（withsmooth  
density）concentratedonthehypersurfaceSn‾1（see【6，Section5］，［7，Section4】  
forgeneralC∞hypersurfaceS）．  

Theorem3．1．LetSbetheunit叩hereofRn（n≧2），PbeaC∞且mctionde血ed  

OnS・TbezIWehavetheh1loⅥngaSymPtOtic丘）m ●   

（3．11）  

上  

e毎，β＞ 
〃（β）dg   ∫（∬）＝  

＝〃（稲）宇 榊…＋〃（一 哺）宇 e一帖…＋由）  

aざl∬l→∞do喝皿軋呵川＝回町血er叩（∬）βa鮎触  

（訂轟）＝0（軒 瑞）asl小∞   （3．12）  
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ゐreadユmu加i一血dex〃．   

Applyingthistheoremto（3．10）wefind  

（3・13）拍′，〃）＝（芸）与eル冊＋（芸）喜e一山榊）＋恥（∬′，〃）  
wbere  

（3．14）  ∬′＝γβ，γ＝酬≧0，β∈ぶ1，  

andweget  

（3．15）  血（∬′，珊≦叫〝が「音 触 回≧1  

HereA4b＝Mb（¢）isapositiveconstantwhi血isindependentof∬′，0∈Sland  
y＞0．In（3．13）thesquarerootsaredefinedby七hecoIⅣentiontha七ifz＝土咽  

thenz与＝e士咤tzl喜witb国主≧0．   
Subs七ituting（3．13）in（3．9），WeObtain  

∴－Ⅹ  

（3．16）  w（ち∬）＝（2打呵一書   
e坤‾Clり‾〝C潮 

レ紳∂）血  

・（潮γ）一書上∞e坤咄卜叫¢伊）血  

十飢（ま，霊）  

where  

（3．17）  曾1（電，∬）＝（2訂）‾1  
上∞  

e一転山c抽l〃音恥（ガ′ル）血，  

、エー∝  払（f，∬）1≦（2Ⅳ）－1蛾瀬「昔   e－レC2恒Idzノ  

＝（2打）－1〟毎1困一昔l∬3l－1  

Ftom（3．16），itfollowsthatql（t，X）isacontinuousfunctionofx＝（xI，a73）・There－  
forewehave  

（3．18）  血（士，∬）l≦〟（1＋1叫音）－1（1＋l∬3I）－1for ∬＝（ガ′，∬3）∈R3  

whereM＝maX（（2汀）－1A4bc；1，maX刷≦1lql（i，X）l）isindependentofま・   
Letusdefinethefunc七ionsG5（T，0，X3）by  

（3・19）断咽＝（土町主上∞e 
抽γ一両lレ¢卵）血，  

丁，∬3∈R，β∈β1・  

Thenwehave  

弔（γ－Cl打勘勘）．弔（γ＋両耳働）  
（3．20）  w（電，∬）＝   ＋ql（ち∬）  

＼斤  

－  

㍉  

∬′＝摘，γ＝酬≧0，β∈gl，∬3∈R．  

Ⅵ屯prepare七hefo1lowlngfourlemmas．                                                                ●   
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Lemma3・2・fbrevezy的′）∈L2（R2），G3（T，0，∬3）canbede血eandwehave  

（3・21）  嘱hβ，仙（Rx5×R）＝左＝¢（仙（R2），  
ProoF ByFbbini，s七heorem，Wehave   

tl弔（丁，β，∬8皿2（Rxぶ×R）   

＝上上上恥β，舶丁勒 ＝上上（上榊β，抑）峨   

＝上上（エe－2レC2軸 

＝上上（か㌦【恥β，紳レ）峨（byParseval，sformula）   

＝上上（2上∞e一物 

（〝β呵勒   

〃血3）刷2〝血dβ   

三上上酬2〃血dβ   

一三Il的′肱（R2），叩′＝〝仇□  

Lemma3・3・fbreveェγ4＞∈L2（R2），Wede鮎ew？（i，∬）by  

弔（l叫一姉蕃湖）  
膵（ま，∬）＝   （3．22）  

㌦可  

孤enlⅣeムave   

（3．23）  1膵（りIl乞準8）≦1喘（丁，β，∬3）瞳（RxglxR）  

紳輔（R2）・  

Proq∫  

ll榊・肱（Ra）＝比上∞酔－Cl両脚峨  

＝比工電t榊，抑鞠  
引IG言（丁，β，∬3）借（Rxぶ1×町 □   
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Lemma3・4・TTle血ユCtionw（t，X）deBnedb，（3．8）hr¢∈D（R2）canalsobe  

de鮎edゐr鱒y¢∈が（R2）皿dweムave  

（3・24）   

＝両州（R8）＝義掴（仙（R2）・  

動ⅦげⅠムhc七，  

l一組（鵬（R8）＝上（か（恒湘庖′）血3  

＝上（上2－e棚刷8V 輌（榊′）ゐ3  

（Parseval，sfbrmula）  

＝上℡（2上∞ 
腑鵬血3）困州2吋  

一志＝神州悔（R2，・□  
Lemma3．S．揮eeⅥⅦcctx［10，Lemma2．7］）Assumetha七u（t，a：）has七heprpperties  

（3．25）   祝（fバ∈エ2（Rれ）払reveryf＞わ，  

笹26）   書誌Ilu（i・・）lIL2（K）＝Oforeverycompac七K⊂Rn，  
（乱27）   伸，∬）I≦g（∬）∈エ2（R作）．   

Wherefoisaconstant．men  

1im暮l坤，・）ル2（乱れ）＝0・ 電→00  （3．28）  

Theorem3・6・Let叫＝WaI］d岬bethenlnC亡ionsde鮎edby（3・8）andr3・22）  
血・¢∈が（R2），r呼eC£jveかであ餓  

（3・29）  
£聖監＝明（り一膵（…l巧R8）＝0・  

Prvqf Firs七weconsider七hecasewhere¢∈D（R2）．Putting   

（3．30）  坤串）＝叫（f，ガトlげ（ちご），   

weverifythat（3．25）－（3127）holdforu（i，X）lFtom（3・30），Lemma3・3andLemma  
3．4，Lt（t，・）∈L2（R3）foreveryf∈R・Nextconsider  

瑚，芳）＝左上1上∞e一両 ゆ紬u）抽，   
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where  
頼，〝，山）＝e血′・山一〝C抽lレ音仲山）．  

NotingthatゆisaClfunctionofL／in［0，∞）forfixed（xJ，LJ），WePerforman  
integrationbypartswithrespecttoLJ．Thenwegettheestima七e  

∬∈∬   叩刷，∬）－≦，  
WhereMKisapositiveconstantwhichdependsonKand¢butdoesnotdepend  
Oni・Asfbr一げ（f，X），Wehaveforanyd＞O  

l仰・肱㈲≦エ上上d畔－C仙3）12か勒  

＝自王  Xト。1七，d－。1t】（β）喘（β，β，∬3）l2dβdβd称  

WhereBd＝（x；Ix［≦d）andx［a，b］denotesthecharacteristicfunc七ionoftheinter－  

Val［a，b］・Thelas七in七egraltendstozerowhent→∞byLebesgue，sdominated  

COnVergenCetheorem．Thus  

1im11u（い）‖が（翫）＝O t→∞   

mom（3．20），（3．22）and（3．30），i七follows七ba七  

as 壬→∝）．  

C獅′けclち晶，∬3）  
十飢（f，お），∬′＝γβ．  （3．31）  祝（f，∬）＝   

㌦珂  

Anintegrationbypartsin（3．19）gives  

上∞ 

e一壷〝丁一刷 
（〃¢（－〝瑚血  

1  1  

G言（T，♂，∬3）＝  
√巧宗一（行＋c21∬31）  

Ftomthiswededucethees七imate  

G右脚＋clち掛∬3）  
≦β（ガ）∈エ2（R3）払r 回≧1，  （3．32）  

㌦珂  

Where  

〟  forl叫≧1  
（cl＋t叫巾2恒1）仰   

（3・33）  g（ご）＝  

払rl可≦1，  
（輌2一l）■叫   

andMisasuitableconstant．mom（3．18），（3・31）and（3・32）with（3・33），WeSee  
tba七（3．27）boldsfor七hist巾，∬）．   
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Nowweshow（3・29）fbrgeneral¢∈L2（R2）．Forarbi七raryE＞0，thereexis七s  
4・0∈D（R2）suchthat掴－¢oJIL2（R2）＜E，becauseD（R2）isdenseinL2（R2）・Then   

】1叫（い）－膵（り化2（R3）  

≦＝明（り一明。（ト）帖（R8）＋ll岬（い）－ひ糾，・）瞳（R3）  

＋ll明。（レ）一肌器（り1竃エ㌔R3）   

一帖紬（R2）＋‖舶・ト榊・）睡）   

≦仙0（り一榔・胱叩町  
Since¢0∈D（R2），七hereexiststo＞Osuchthatfbranyi≧ま0  

1l明。（り－Ⅷ器（ト）帖（R3）＜ど・  

Thus（3・29）holdsfbrany4・∈L2（R2）．Thiscomple七estheproofofTheorem3．6．□  

In order to sta七eourmaintheoremin this section，WereCallsomerelations．  

Whenf∈＋tand9∈D（A‾古），h＝f＋iA一書g∈T（・Le七倍and錦bethe  
FburiertranSfbrmsoffandgwi七hrespecttothegeneralizedeigenfunction堵of  
A，reSPeC七ively．Then  

伽＝辟（呵嘉榊∈エWc3）  
andtheStoneleycomponents噂（t，・）∈L2（R3，C3）（j∈M）ofthesolutionv（i，a＝）  
Oftheelasticwavepropaga七ionproblemdefinedby（1．12）and（1．13）canberepre－  
Sentedintheform（3．5）：  

e伸刷トco冊●  
伽）≧塩・（去）ん≦R  

×拍′）C（硝（り′）001×1）Q（叩′）挿閥帥′）坤，ゴ∈叫  
where輯陶′）and堵（り′）be七hefunc七ionsdefinedby（3・2）and（3．3），reSPeCtively，  
1・e・）  

lり′l  e‾小冊蠣拘′）ろ（叩），  輯（細り）＝   

昭（∬3，叩）＝   

ど一首co函′   

㌦研  ）
 
 

／
 
 
 

椚
り
 
 

（
 
 

た
 
 ど＋ま  ．

n
J
 
 
 

O
 
ハ
し
 
 

By（3．4），  
堵（り′）∈エ2（R2，C3），  

and  
′ 拍′）和昭（叩′）⑳01×1）Q（椚咤柚）∈エ2呼，C3）．  

Takingas¢inTheorem3．6eadlCOmPOnen七ofthematrixfunction  

拍′）C（硝（り′）⑳01×1）Q（頼至抽′），  
七henweobtainthefbllowlngmaintheoreminthissection．                                                                            ●   
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Theorem3．7．1陥aぶgu．me姐a右  

′∈叫A喜）∩宮，g∈冗∩叫A一喜），か叫c≡▲）＞0・  

Let堵∞（f，X）（j∈M）betheAlnCtionsde血edhY  

G別（γ－C封書，β，ガ3）  ∬′＝γβ，γ＝抑≧0，β∈gl，  （3・34）  堵∞（f，お）＝   
㍉   

dユere  

eル仰向－  （3・35）侮hβ，∬3）＝忠志上丘  
×瑚）瑚（〃β即1×1）帥帰榊）志 血  

menlⅣeムave  

（3・36）  
電聖監雌（り一堵∞（り＝叙＝0・  

堵∞（i，∬）∈7iisca）ledasy77UtOticwave且mctionhrStone）eycomponentvH（t，∬）  
Of地eβOJu出0皿U（f，∬）．  

§4．Transient馳ee（P，SV，SH）Whves   

ThissectiondealswiththeP，SVcomponents塙（i，∬）（j∈M）andtheSH  
componentsv去（i，X）（k∈N）definedby（2・19）and（2・22），（2・21）and（2・24），re－  
SPeC七ively．ItisshowninSection5belowthateachsuchcomponentsaretranSient  

andfreeinthesensethattheybehavelikeadivergingcylindricalwavewheni→∞．  

TheproofgofthesestatemeI止sarebasedonasymptoticapproxima七ionsof塙（t，X）  
（j∈M）and琉（t，X）（k∈N）forlarge才whicharederivedinthissection・  

InthissectionitisassumedasinSection3七ha七theinitialdataf（a｝）andg（a，）  
arereal－Valuedfunc七ions．W占studymainlytheasymp七oticbeh那iorforlargetimes  

ofthecomponent砿（t，X），becausetheo七hercomponentsvhl（恒），塙（t，C）（j∈  
（sl，P2，S2））and境（i，お）（k∈N＝（sl，S2））canbehandledinaquitesimi1arway． ／し 

1
－
2
 
 

），七hecomponentvL（i，X）hasthefollowingspectral  ∬J∈宮，g∈か（A‾   
in七egralrepresenta七ion  

（4．1）  

残冊＝遮・（去）ム≦虎e 伸c㈹（刷舶，柵×1）加）句・  

HereU（ql），Carethematricesdefinedby（2・1），鴫1（q）isdefinedby（2・22），and  
鴫1（∬3，n）isageneralizedeigenfunctionofAl（d）・   

Ⅵbnowrecal1tha七城1（c3，叩）hasthefollowingform・  

¢誌（触り），∬3＜0，  

輯丁拉3，可，霊3＞0，   
鴫1（∬3，り）＝  （4．2）  
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e廟α1（叩）＋e一触α2（叩）＋e一札1（叩，人中l）∬3α3（叩），ど＞0，  

0，  ど＜0，  
（4・3）¢誌（∬3，叩）＝  

（4・4） 檻如）＝〈昌；紳pl）叫恒e瞞1）叫り），…；3：  
Hereαi（Tl）（i＝1，…，5）areboundedcon七inuous2×2ma七riⅩfunc七ionsof叩＝  
（り′，∈）＝（恥勒，ぞ）and  

教研」腔，C誹＞c刷，  
（4・5）  どβ1（叩，Åpl）＝   

酬2一帥2，Cp潮＜cβ凧  
（cf．【8，（4．9），（4・10）】）・   

Then砿（i，X）hasforx3＜Othefbrm  

（4・6）輌＝塩・（去塩∈ 
坤誌（刷）帥  

andthedecomposition  

（4．7）  

（去）⊥  

（去）尤  

（去）エ  

e五（∬′●叩′＋抽叫州）打好）C（α1（叩）001×1）軋（叩）句  

e壱（再′‾抽‾士cpl肌竹（り′）C（α2（り）馴1×1）軋（叩）画  

e申′・叩′ペ81（叩，入pl）訂3一書epl酬  

＝1．i．m．  
点→∞   

＋1．i．m．  
j己→∞   

＋1．i．m．  
R→∞  

Ⅰ≦R，ど＞0  

l≦孔ぞ＞0  

t≦兄，∈＞0  

×打（り′）C（α3（り）¢01×1）き克（叩）如  

＝Ⅵ（f，∬）＋坑（f，∬）＋鴨（子，∬），if ∬3＜0．  

Sincewecandecompose砿（t，X）（x3＞0）intoasumofintegralexpressionof  

type鴨（i，∬）using（4・4），WeCOnSidervた1（f，X）onlyin虻＝（∬＝（xl，∬3），X／∈  

R2，∬3＜0）．   

Firs七weconsidertq（i，a：）．LetY（E）be七heHeavisidefunctionofE（i・e．Y（E）＝1  

fbrE＞Oand＝OfbrE＜0）andput  

（4・8）  柏）＝y（抑（り′）C（α1（り）⑳01×1）軋（叩）・  

Then缶∈L2（Ri，C3）・AsinSection3，WeCaneXtendtheresul七ob七ainedfor  
◎∈D（Ri，C3）七otheresultfor◎∈L2（Ri，C3）byusingthefactthatD（Ri，C3）  
isdenseinL2（Rキ，C3）・Thereforei七su侃ces七oconsiderthein七egral  

（4．9）  
e 車′一叩恒3ト叫瑚（り）軸¢∈つ（埠）＝叫埠，C）⊂p（R3，C）．   WH青，ご）＝．、＿＿  
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Then  

（∬′小∬3卜ね1  lり′l2＋ど2）＝∬3－fcl  ＜0  
l叩′l2＋ど2  

if ガ3＜0，∈＞O and f＞0・   

ThismeanStha七thephasefunctionhasnostationarypoimionsupp4・（り）andthere一  
forewecanseeintegratingbypartswithrespecttoEthatWi（i，a，）tendsto21erO  

whenf→∞forfiⅩed∬anduniformlyaneachcompactsetK⊂虻．Inorder  
tofindtheasymptoticbehaviorofl仇（ま，X）asIa＝l→∞，Weintroducespherical  

coordinates  

叩＝〝叫 〃＝l叩l≧0，U∈g2．  

Ⅵね負nd  

〃2e‾如レ 
J（∬，〃）血，  l仇（f，㌶）＝n＿  

上2   

e壱〝かび紳u）血．  J（∬，〝）＝  

ByTheorem3．1wehaNe  

（4・12） J（∬，〃）＝（訂軸勅（芸）e一山射→呵＋京町妬  
wbere  

∬＝γβ，γ＝1∬l≧0，β∈ぶ2，  

and  

forl小0・  
l由）1≦  

（4．13）  

Notethatif∬∈Ri，¢（uO）＝ObecauseO3＜Oandsupp4，⊂埠・Nowwedefine  
fbllowingWilcox，sprocedure［10］  

密（丁，β）＝  e土；〝丁（士叫¢（血β）ゐ，  （4．14）   

then we have 

町（γ＋clf，β）  
勒．（ち∬）＝  ＋軌（ち諾），  

レ2e‾如レ 
α（∬，〃）血   飢（才，∬）＝n一  
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mom（4．13），Wege七theestimate  

（4・17）   叫■≧1・  腑）－≦，  
BythesameargumentaSinSec七ion3whidlisduetoWilcox，OneShowstha七  

（4・18）  
藍l匪（…lェ2（杷）＝0・  

Asfbrlち（i，X），i七su瓜cestoconsiderⅣ1（i，∬′，－a＝3）fbra：3＜0．Infact，  

（4・19） W掴＝去ム e伸州）州句，¢∈叫）  

去⊥  
e 宣（∬′・れ症廟酬拍′，－ど）坤dど  

＝勒（ま，∬′，一∬3）  

No七ethatifa；∈Rii．e．x＝rO，03＜0，then¢（－Z／Ol，－（qyO3））＝0．Hencewefind  

G才（γ－Clf，β）  
＋飢（ち∬′，－∬3），  （4．20）  W妄（f，∬）＝   

where  

J∞   

G才（T，β）＝  e富レT（一山）¢（〝β′，一城）血  （4．21）  

Inthiscase，WeCanalsoshowthat  

（4・22）  藍Il勒（り－1呼（…lェ2（杷）＝0，  
where  

G才（γ－Clf，β）  
（4．23）  W㌢（f，∬）＝   ∬＝γ飢  

Nextweconsiderthefollowlngintegral                                                                          ●  

（4・24）  榊∬）＝  

where  

e申′ィ」∬勅）功1l叩埠（叩）dり，¢∈か（埠），  

c紬12－け12，C2lりl＞酬，  
（4．25）  郎叩）＝  

けl2－C引叩l2，C2lりl＜酬．  

W占takeaC∞par七itionofmi七y（xl，X2，X3）inaneighborhoodofsupp4・（倉⊂叫）  
such that 

0≦x舟）≦1（ブ＝1，2，3），揖∈C㌻（nブ），   （4．26）  
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Ⅹ1（り）＋x2（り）＋x3（り）＝lon rl，  

酬2  酬2  
＜回2＜   

（c…＋2E）  （c要一2E）  

WhereEisasu瓜cientlysmallpositiveconstant・Usingthispartitionofunity，We  

decomposel悔（i，X）asfollows：  

3  

（4・27）  W拍パ）＝∑  
J＝1  左上  

e 村サ」公8抽卜七c州）x舟）抽）句  

3  

＝∑勒（t，X），reSPeCtively・   
J＝1  

Firs七consider   

（4．28）  噸（f，∬）＝  
27r ‡上二  

e 宣（…′如3仰口前一書c州xl（叩）的沖 
．  

矧叩l2－J77／l2，Weget  Makingthechangeofvariables（77I，E）→（rl／，入），入＝   

（4・29）噸陣左上 e 
壱（∬ノ・ね∬さ入一増仰  

（刷脚 

抽（㈱））…，榊  

wbere  

∂（仇，勒，ど）  
＝， ど＝的′，Å）＝  （4．30）J（り′，入）＝   入2－（c茎－1）l叩γ・  

∂（叩い勒，入）  

ThistranSfdrmationisnon－Singularonasuitableneighborhoodofsuppxl¢．Noting  
that  

J（叩′，入）xl（叩′，的′，入））的′，的′，入））∈か（（（り′，入）；り′∈R2，入＞0）），  

WeSeethat（4・29）isanin七egralof七hesametypeof（4．9）and（4．19）．Therefbrewe  
canshow that  

藍Il噸（り‖巧R竺）＝0  

1im‖Ⅳ㌫（り－1町i∞（ト）瞳（取）＝0・ 電→∞   
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H即e  

（祇（γ一語ちβ）  
（4．33）   

and   

（4・34）（競（丁，♂）＝  

Ⅵ芯∞（f，∬）＝   ，諾＝γβ，  

e電レ丁（一山）J（〃♂′，－〃鮎）  

×Xl（レβ′，抽∂′，－城））¢（〃β′，抽β′，一城））血  

Next consider  

（4・35）  嘲，∬）＝去  
ム  

e堰・叩′一拍汗川＋∬包囲Ⅹ3（り）的）dり．  

Makinguseofsphericalcoordinatesin（f，X）－SPaCe：  

β∈ぶ3．  （4・36）   f＝γ恥，∬J＝γβJ（ブ＝1，2，3）γ＝  

Wtwritetheintegralin（4．35）asfbllows：  

f2＋l∬l2≧0，   

（4・37） 嘲∬）＝去ム 抑」州）＋哺脚光3（柚）句・  

Then  

（4．38）  p（β，り）＝β′・り′－Cl嘲りト軌  桝2－C引叩l2，り＝（叩′，ど），  

isacomplexphasefunctionsudltha七Imp（e，r］）＞00nSuPPX3（rl）4・（T7）whenO3＜0．  

Since  

（1－C…）恥  
，た＝1，2，  

l叩′l2－C引叩l2   

Ⅵ毎負nd七bat  

俵
 
 

2
∑
抽
 
 

）
 
 

9
 
 

3
 
 

●
 
 
 
4
 
 

（
 
 許＝畠（…備トc至喘  

（1－C宣）2lりヤ＋魂2  
＋β…   ＞∃∂＞0   

（1－C宣）けl2一朝2  

OnaSui七ableneighborhoodofsuppx3¢．ThenfortheoperatorL  

（4・40） 裏芸孟＋芸芸） エ＝（融針㈲）‾1（，  
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wehave   

（4．41）  e柚）＝吉中州】，  
WherePdenotesthecomplexconJugateOfp．Usingrepeatedlythisrelation，Wefind                                                                                                ■  

2汀γ 抹  

枠毎（帰甑 
3（榊（叩）dり   

e如（β砂上（x3（榊（刷如  

l坑3（ま，ご）＝  

：拭  
■■■－ ● ■ ■  

ム  

1  

▲  27rγJ  

e両胸）（t瑳（Ⅹ。（榊（刷dり．  

HeretLdenotesthe七ransposeoperatorofL・］弛omthisexpression，Wegetthe  
estimate  

穐，¢，J  （4．42）  l勒3（ち∬）1≦   
（f2＋l∬12）与’  

Where叫再，tisapositivecons七an七・Takingl＞［！］＋1，Wededuce鉦omtheestimate  

（4．42）that  

（4・43）  
J忠1岡3（…lェ2（杷）＝0・  

Nowconsiderl悔2（t，∬）．nom（2．19），WeSeethaセセhelinearopera七or  

エ2（埠，C3）∋y（ど）鴫1（叩）一弘（り∈エ2（Rl，C3）  

iscontinuousuniformlyini∈R・Ftom（4．9）and（4．19），Wehave  

l帆（り‖巧R已）＝席l暮e一帖し的）帖呵），  

】l勒（り‖巧R已）＝席Ile‾瑚欄刷叩町  

Ftomtheserela七ions，itfollows七hat七helinearoperators  

が（埠，C3）∋鴫1（勇一榊，・）∈エ2（虻，C3），  

エ2（埠，C3）∋軋（り）－鴨（り∈エ2（Rと，C3），  

arecon七im10uSuniformlyint∈R．Hencethelinearopera七or  

エ2（呵，C3）∋鴫1（叩）‥榊，・）∈エ2（Rと，C3）  

isalsocontirruousuniformlyin子∈Randwehave  

榊，霊）＝勒2（ち∬）for 的）＝X3（碑（叩′）qα3（叩）⑳01xl）鴫1（り）・   
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Thusforarbitrary6＞0，thereexistsaR＞Oforwhich  

暮「耶2（≠，可‖ェ2（配∩（州≧恥Ca）＜∂ 肋∀f∈R・  

Takingesmal1enough，Wehave丘om（4．26）and（4．27）  

旧鶴2（い）ル2（R竹Ⅰ刷≦礼C8）＜∂・  

No七e七bat  

柏）＝y（抑（叩′）C（α而）⑳01×1）穐1（叩）∈か肋∈R糾≠0），C3）  

when  

鴫1（叩）∈p（（り∈埠；り′≠0），C3），  

anddefinev謡（ま，∬）by  

G才（γ－Cplち∂）．砥（γ－Cβ1f，β）  
，∬∈R！，  u謡（才，∬）＝  

whereG㌃andGLare七hefunctionsdefinedby（4．21）and（4・34）fbr4・（q）＝軸）∈  
D（（q∈Rキ；77J≠0），C3）・Thenweconcludethat  

（4・44）  書監帖1（り一喘（り＝巧R已，C3）＝O  

wben鴫1（り）∈p胸∈埠；り′≠0），C3）・   
Fbrgeneral鴫1（り）∈L2（埠，C3），WeCanShow七hat（4・44）alsoholds・Infact，  

血omthecontinuityoflinearoperators  

エ2（埠，C3）∋鴫1（り）→砿（い）∈エ2（虻，C3），  
エ2（埠，C3）∋軸）→即諾（い）∈エ2（R㌔，C3），  

エ2（埠，C3）∋軋（叩）→軸）＝y（抑（叩′）C（α而）釧1×1）鴫1（叩）∈エ2（虻，C3），  

and血omthefactthat7）（（り∈埠；りl≠0），C3）isdenseinL2（埠，C3）bythe  
Sameargumen七inSection3．   

Therefbre，theprincipalresul七ofthissec七ions七a七esasfollows：  

Theorem4．1．Ⅵ屯aβぶu．me班雨  

J∈叫A喜）∩ナ（，g∈冗∩ヱ）（A一書）．  

Le叫㌍（i，∬）（j∈M）betheAznc七ionsde血edtv  

（r－C。1t，∂）．G‡  巨一－Cpl七，β）  
，∬3＜0，   

，∬3＞0，   

（4・45）   u㌍（電，∬）＝  
（r－C82招）．Gま  

r  
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ゐrf∈R，∬＝畑，γ＝】霊l≧0，β∈ぶ2Jlぬere土‖＝ム地肌  

（4・46）吋（丁，β）＝1．i．m．                 兄－＋∞  e肌十壷）yト城）打（〃β′）C  

x（α（〝β′，功）軌×1）榊′，瑚）志 血，  

andifJ≠ム塊∽  

上点  （4．47）吋（丁，β）＝1．i．m．                 兄→∞  e雀〝T（－ル）J（レβ′，一項血1（〝β′，紳♂′，一班3））  

×y（紳β′，一班3））打（〃♂′）C（α（レ♂′，紳β′，－〃鮎））⑳01×1）  

血  ×榊′，榊′，瑚））志  
ゐrrl＝Z／u，〃≧0，LJ∈S2．Hereα，sareboundedcontinuous2×2matrixLhnctions，  

（4．48）  J（り′，入）＝  

andxlぷa七jβ鰯朗  

＞
 
 

り
〟
 
 

椚
り
 
 

れ
り
 
 

′
－
1
 
 

ニ
 
 

l
 
 
 
G
 
 

ヽ
－
㌢
ノ
 
 

（4・49）   0≦xl（り）≦1，Ⅹ1∈C㌻（nl），  
穿
 
 
 

（
 
 

me点1Ⅳeムave   

（4．50）  
藍叫掛）一軒（り＝¶＝0・  

V㌍（f，∬）∈T（arecal］edas5ⅦPtOticwave允mc七ionshr耳SVcomponents症（i，∬）  
Of地eぶOJ扇ionl申，∬）．   

Moreover］e叫『（f，X）（た∈N）bethe允mctionsdeBnedbr  

（r－Cさ1電，β）  
∬3＜0，   

∬3＞0，  

（4・51）  u㍍（f，∬）＝  

血rf∈R，∬＝畑，γ＝l∬l≧0，♂∈ぶ2，血ereifg＝た，地∽  

（4・52）（キ（丁，β）＝1・i．m・                  兄→∞  e”レT（－ル）y（一班3）打（〝β′）C  

x（02×2帥β′，瑚））蜘′，瑚） 志ゐ，   
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andjfg≠た，地肌  

上月  （4・53）吋（丁，β）＝1．i．m．                R→∞   ei〃丁（一山）J（〃β′，一雄抽出坤′，紳♂′，－〃βわ）  

×y（抽β′，－〃鮎））打（〝♂′）C（02×2¢β（〃β′，紳β′，一城）））  

血  ×蜘′，榊′，瑚））志  
brll＝UW，U≧0，LJ∈S2．Hereβ，sareboundedcontinuous血nctions，andJand  
Xlarede血edtv＠・48）and〔4．49），re呼eCtiveb（Tbenwehave  

（4・54）  

J藍帖（り一里紆（り‖乃＝0・  

u㍍（ち∬）∈冗訂eCa鮎da印叩七城c－VaVe且mc亡j皿β知見首compon班七u左（ち∬）of  

昆ほβOJ血on項，∬）．  

Remark・Astoviア（i，X）（j∈M）andv妄㌣（青，X）（k∈N），WeOb七ainsimilaras－  

ymptoticwavefunctionsbyobviousmodifica七ion．   

ProofofTheorem4．1is七hesameastheproofofTheorem3．7．  

§5．TheAsymptoticEnergyDistributionsn）rLargeTimes  

Inthissectionwecalcula七easymptoticenergydis七ribu七ionsofthesolutionsof七he  
elasticpropagationproblemwhent→∞，byuslngtheasympto七icwaNefunctions ＝  

vH∞（i，∬），V㌢（i，X）（j∈M），V＃（f，X）（k∈N）whichconstructedinSection3  
and4．  

Inthissec七ion，aSinSec七ion3and4，itisassumed七hat f（x）andg（a＝）are  

reaトvaluedfunctions．  

Theorem5．1．SupposethattlleSOlutionu（t）of（1．12）and（1．13）de血edby（1．14）  

ムa古仏epr叩erけ  

1imllt申）llγ＝0， 七→∞  
ゐra町血はddaねJ∈叫A喜）∩冗，g∈γ∩叫A一書）．馳e叫ゐr紘eぶOJu紋m坤）  
Ofrユ．ユり皿drユ．ユ3ノ南仏血はddaね  

（5．1）  J∈叫A古）∩ナ（，g∈冗∩叫A一与），  

weムave  

よ無恥R3，り＝よ忠Il祝（服＝0・  （5．2）   

ProげFtomthecondi七ion（5・1）and（2．8），  

11   A与祝（り＝A与e一冊げ＋宜A一与g）＝e→舶雷（AをJ＋ね）∈冗，  

孟u（f）＝一宜A与e一視す （J＋灯喜g）＝一紘一祝与（A与川β）∈冗・  
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Thusか（i）isthesolutionof（1．12）fbrf）＝Aif∈T（andg／＝A与g∈D（A一書）．  
Thenbyassumption  

藍】lA書棚¶＝O and f監は㈹  

Hence   

（  職 ）  

一、丁  ＋暮IA与坤   1im且（叫R3，f）＝1im t→∞            七→∞   ＝0．□  

Letf∈D（A喜）∩71，g∈T（nD（A－喜），Dis（c≡ふ）＞0，andv（t，X）bethecorre－  
SPOndingsolu七ionof（1．12）and（1．13）．W占definetheasymptoticwavefunc七ions  

U訝（f，∬川＝0，1，2，3）by  

鴎電（∬′－C別f，ふ湖）  
（5・3）  

u訝（f，∬）＝   ，だ′≠0，  
回を   

（5・4）舶♂，∬3）＝遮・左上兄 e加珊瑚 
卜如）  

×瑚）C（榊）拍×1）帥醐榊）志血，  

（5・5）砧hβ，∬3）＝塩・志打 扁瑚 
）  

×叫β）C（榊）001×1）帥β湖紳）志 血，（～＝1，2）  

（5・6）織h∂，∬3）＝盟・左上属 eル叩一叫 
吋レ）  

×瑚）C（榊）⑳01×1榊）㍉埼（呵志 血，  

Whereqislor－1accordingas∬3＜00r∬3＞0．Thenweh乱Ve  

Theorem5．2．Assume tha右  

J∈叫A与）∩冗，g∈宮∩エ）（A‾与），肋鴎）＞0・  

1Ⅶeヱユ  

孟榔，・ト研（り  1im  
七→∞  

1im  
f→∞   

＝0，ゴ∈Jば，  

＝0，‡＝1，2，3，J∈〟．   

TheproofofTheorem5．2isthesameaSthatofTheorem3．2exceptforobvious  

modifications．   

Thecalcula七ionofasymptoticenergydi8tributionsareba眉edonthenex七1emma・   
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Lemma5．3．Assume that  

J∈叫A喜）∩ナ（，g∈γ∩上）（A一書），肋鴎）＞0．  
エe七  

（5・9）  β¢，叫））＝（∬∈R3；C封書一叫）≦酬≦c古老f＋叫），∬3∈R），  
Wh汀e叫）由a刀y血刀C亡血ぶOff∈RⅥ混血βa掠か  

（5・10）  0≦坤）≦∞，f加∀f∈R．  

：門1en Weムave  

（5．11）  

利昭∞，β（f，叫）），青）  

＝＿仁〉工‾∴  
‖織（r，▲，だ3）惟2（gl）d叩（∬3）晦  

3  

∑吼鶴（γ，β，∬3）・亀（r，♂，∬3）dβかd称  
l
 
 

′
ム
 
 

1
 
 
山
り
 
叫
 
呵
 
 

′
 
 

／
ム
 
 

l
 
 

L
ル
 
 

Propf Ftom七hedefinitionoftheenergy（1．15）  

上（  

3  

lり訝lβ偏卜∑鮎u訝  
た，J＝1  

（5・12）  和音∞，即）＝  

BythechangeOfvariabler－Csi＝rI，thefirs七termOftheright－handsideof（5．12）  

is  

腑㌍（り順（恥咽）  

Cgt七＋㊥（り  

＝．亡土   峨t（γ一触ちβ，∬3）l2d鈍かβ（∬3）ゐ3  
封心－β（電）  

＝エだ上1   
峨電（γ，∂，∬3）12d肋β（∬3）d町  

Byintroducingthesphericalcoordinatesxl＝rO，r＝Ix／I≧0，0∈Sl，andbythe  

血angeOfvariabler－Csti＝rI，thesecond七ermoftheright－handsideof（5．12）is  

鮎v訝（症恒許（f，∬）血  
（t，β（り）   

叫，か鴎（r－C紳3）  
・砧（γ一触樟恒3）d鋸かd勘  

一差長仁主  

ThusweIlaVe（5．11）．□  

〟去J蛮t（r，♂，∬8）・範士hβ，∬3）d帥血3．   

Thefollowlng七heoremshowsthatasymptoticenergydis七ributionsconcernthe ■  
asymptoticconcentra七ionofenergyinexpandingsphericalregionB（i，叫））・   
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Theorem5．4．Assume that  

′∈か（A与）∩冗，g∈冗∩叫A‾喜）巨助成）＞0・  

エe亡叫）βa七j5㊥作．叫皿ddβ0  

（5．13）   

men   

（5．14）   

andムeJユCe   

（5．15）  

1im叫）＝∞． 電→00  

1im和弘坤，叫）），ま）＝和風R3，0）， t→∞  

1im坤誅R3＼卯，叫）い）＝0・ t→∞  

Proqf馳omthetriangleinequali七y  

坤訊鋸）を－坤許β川音l≦坤芳一堵∞，即）与・  

Theorem5．1implies  

lim釈昭一堵∞，即）古≦無帽一堵∞1l且＝0・ t→00   
Lemma5．3implies  

藍坤許卯与 ＝上エ ーl紬・，刷2（gl）d両）晦  

一上＿〔上皇  

＝利昭∞，R＼0）・  

〟たJ砥（γ，β，ガ3）・鶴電（γ，β，∬3）d抽血3  

Thisgives（5．14）and（5．15）・□  

Thenex七corollaryshowsthetraモSiencyoftheStoneleycompone血svH（t，∬）  
（j∈M）in七hesensethat七heenergylnanyboundedregiontendstoOfbri→∞・  

Corollary5．5．Aβざu皿e地a七  

J∈叫A喜）∩冗，g∈冗∩叫A‾喜），鉛（c…l）＞0・  

Le右K⊂R3bea町botlndedse右・TTlenWehave  

（5・16）  
J曳坤鉄郎）＝0・   
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Proqf By七heboundednessofK⊂R3，thereexistsr＞Osuchthat  

∬⊂nr＝（∬∈R3，l∬l≦γ）．  

Intheorem5．4，ifwetake  

一叫）＝γ－亡ぶ電子≧－C別ま，   

tben  

∬⊂nr⊂R3＼卯，叫））払r∀士∈R・  

Hence  

O≦坤誅鞘）≦坤許R3＼坤，叫）い），  

SO（5．16）fbllows血omTheorem5・4・口   

Themainresultofthispaperis thefollowingtheorem・Thistheoremshows  
thattheenergyoftheStoneleycomponents堵（f，∬）（j∈M）ofvisasymp七0七ically  
COnCentra七edalongthein七erfacex3＝0．  

Theorem5．6．Assume that  

∫∈叫A与）∩冗，ガ∈γ∩エ）（A－与），肋（c…▲）＞0・  

：Hユe刀1Ⅳeムave  

（5・17）藍坤許（C‾（呵UC＋（β））∩叫叫）），f）＝坤誅R3，0），J∈叫  
wムere  

（5．18）  

C‾（β）＝（∬∈R！；－β（l叫）＜∬3＜0），  

（5．19）  

C＋（♂）＝（∬∈R！；0＜∬3＜β（酬）），  

（5．20）  

月（f，叫））＝（ガ∈R3；C封書－叫）≦困≦c別け叫），∬3∈R），  

（5．21）  

叫）：電聖法坤）＝∞，1叫）l＜2cぶ玉子，  
（5．22）  

e（Ix［［）：1im O（1x／［）＝∞，mOnOtOneincreasingfunc七ion．  
lがl→∞   

ProqfItsu氏cestoshowthat  

（5・23）  書誌叫葦∞，R3＼（（（C‾（呵∪が㈲∩叫叫）），f）＝0・  
BecausethetriangleinequalibrandTheorem5．1imply  

藍l坤錮，が一坤芳∞，瑚喜t＝0   
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払ra叩∬⊂R3・Notethat  

（5．24）  

R3＼（（（C‾（呵UC＋（β））∩β拉，坤）い）  
＝〈（（ガ∈Rと，㌶。≦－β佃l））∪（∬∈埠，β酬）≦∬3））∩坤，叫）））  
∪（l∬′l≦c別f一叫），C扉十坤）≦l項，ガ3∈R）  
＝GlUG2，  

and  

（5．25）  

辟 ）  岬帥上（・榊3）浅 lγ紆1β（∬3ト∑ 
吼凋”   d∬，盲＝1，2・  

Wbconsiderthefirsttermoftheright－handsideof（5．25）・Bythe血angeofvariable  
γ／＝r－ C飢ま，  

暮tり訝）（り瞳（瑚   

（r’ 

＝上；；：二：）川ニ・エ） 
・姑c紬3）佃泄   

＝工芸’川ニ。βf。・王輌fり）・船脚3）紳  
Thecondi七ions（5．21）and（5・22）implies  

lim町＋c封書）≧J曳β（一叫）＋2別f）＝∞・                 t→∞   

Hence  

盟l厘紆（り＝‰（叫＝0・  

BythedlangeOfvariablerl＝r－Csif）  

腑許（り嶋（G2）  

＝招三．β（r）＋だ叫’）上   lG笈t（γ一触招，∬3）l2朗かβ（霊3）ゐ3  

＝上（エr，・王（r））上  
Romthecondition（5．21），Wehave   

峨t（γ，β，∬3）桝伽恒（∬3）血3．  

1imltu訝（り順（G2）＝0・ 七→00  

Thesecondtermof七heright－handsideof（5．25）canbe七reatedsimi1arly．This  

COmPletestheproofofTheorem5．6．□   

Final1沸WeCOnSidertheP，SV，SHcomponeI止s塙（i，X）（j∈M），損（i，X）（k∈  
N）．TheNexttheoremshows thattheP，SV，SHcomponentsbehawelike蝕ee  

WaVeS．   
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Theorem5．7．Agぶu皿e班a右  

J∈か（A喜）∩γ，g∈冗∩ヱ）（A一書）．  

：nユeヱユWeムave  

（5．26）  

よ惣坤責，g81（f，呵∪ち1（ち呵∪ぶβ2榊）∪ち2（f，ぜ），り＝坤責，R3，0），ゴ∈彿  
（5．27）  

1im坤友，ぶ81（ま，∂）∪ぶβ2（ちβ），電）＝坤友，R3，0）， t→00  ゐ∈Ⅳ，  

l沌ere   

（5．28）  

（5．29）  

（5．30）  

（5．31）  

（5．32）   

ぶβ1（ま，叫））＝（∬∈R！；C。1壬一叫）≦Ⅰ∬l≦cβ1け叫）），  

ち1（f，叫））＝（∬∈R！；Cpl士一叫）≦回≦cplf＋叫）），  

ぶβ2（ち坤））＝（∬∈埠；Cβ2ま－叫）≦l可≦c82け坤）），  

ち2（f，叫））＝（∬∈Ri；Cp2f一叫）≦1∬l≦cp。f＋叫）），  

叫）：藍岬）＝∞・   

TheproofofthistheoremisobtainedbyuslngTheorem4．2andmodifiedThe一 ●   

Orem5．4．   

ThenextcorollaryshowsthetransiencyoftheP，SVcomponen七s塙（i，∬）（j∈  
M）andtheSHcomponents克（i，X）（k∈N）inthesense七haセムheenergyinany  
boundedreglOn七endstoOfort→∞． ●   

Corollary5．8．Assumethat  

∫∈叫A与）∩黒，g∈冗∩叫A一書）．  

LetK⊂R3bea町boundedset．T71eユユWehave  

（5・33）  よ忠坤古，∬湖＝0，  
（5■34）  よ藍和泉，∬胡＝0・  
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